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INTRODUCTION GENERALE

La notion d’indépendance pour les collection de variables aléatoires est un concept qui possede des
propriétés intéressantes, les démonstrations sous ’hypothése d’indépendance deviennent moins diffi-
ciles en les comparant au cas de la dépendance. Cette notion ne trouve pas beaucoup d’application
en pratique & vrai dire, si 'on regarde profondément les choses, on s’apercevra que dans la majorité
des cas, on ne peut pas échapper a la dépendances. Ainsi les phénomenes étudiés dans la physique,
la chimie, la biologie, ’économie et la fiabilité étaient des sources principales dont I’émergence des
modeles stochastiques et les modeéles de variables aléatoires dépendantes.

Dans la littérature, il convient de modéliser la dépendance entre les variables aléatoires, deux types
de dépendance sont largement utilisés les mélanges et ’association. La notion de mélange référe plus
a la o - algébre qu’au variables aléatoires. Ainsi 'avantage principal de I'association est que la plupart
de ses propriétés sont déterminés par les covariances.

Dans ce travail, on s’est intéressé a la notion d’association de variables aléatoires dans R"”, cette notion
de dépendance a été introduite dans les années 1960 par Harris pour des processus de percolation,
puis par Lahmen (1966) [16] en introduisant la notion de dépendance positive par quadrants entre
deux variables aléatoires, par suite par Esary et Prochan et Walkup [13] ont généralisés cette notion
et ils ont introduit la notion d’association.

Au début, cette notion a regu peu d’attention par la communauté probabiliste et statistique, mais ces
dernieres années l'intérét a augmenté di a leur applicabilités dans différentes sciences de 1'ingénieur.
Elle trouve beaucoup d’application en divers domaines scientifiques et industriels & savoir la mécanique
statistique, la théorie de fiabilité, les mathématiques statistiques, la théorie de la percolation, etc.
Divers propriétés asymptotiques pour de sommes de variables aléatoires associées ont été étudiées par
Newmann (1980,1984) et Birkel (1988) [5] [23] et plusieurs autres auteurs. Ils ont observé que dans
toute propriété asymptotique des variables aléatoires la structure de covariance joue un roéle fonda-
mentale. En 1991 Roussas a établi la convergence ponctuelle sous des conditions de régularité.
Esary, Proschan et Walkup (1967), et Frtuyn Kastelyn et Ginibre (FKG, 1971) [14] ont utilisé cette
notion et leur objectif était de trouver des applications dans la fiabilité des systémes, les modeles de
ferromagnétisme. Rappelons que dans les modeles de ferromagnétisme une signification de I'inégalité
est la suivante : deux électrons voisins ont une probabilité plus élevé d’étre orienté de la méme maniére
que dans des sens opposés, autrement dit I'interaction entre les éléctrons est attractive.

Aussi, Newman [18] a demontré le théoréme central limite pour les champs aléatoires satisfait 1'in-
égalité (FKG) d’une part. D’autre part, Cox et Grimmett [9] ont donné des exemples des champs

aléatoires associées pris de théoremes de la percolation. Des rappels sur Iassociation (positives et
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négatives) et ces applications en statistique peuvent étre trouvés dans Roussas (1999, 2000, 2001).
Des résultats importants sur le théoreme limite pour des données associées. Le livre de de Barlow et
Prochan [3] indique clairement 'intérét de 'association dans ce domaine. En particulier négativement
associées ont été obtenus par Borognia et al.

Bulinski (1996) [7] ainsi Doukhan et Louhichi (1999) ont établi une inégalité pour des données néga-
tivement associées et gaussienne . [1]

En 2001 il a introduit avec Sequet un nouveau concept de dépendance appelé "quasi association" pour
étudier certain champs , il permet d’étudier une classe de variables aléatoires, indépendantes par la
non corrélation.

Un des problemes les plus rencontrés en statistique est ’estimation non paramétrique sous la dé-
pendance qui est le cadre classique & la statistique, elle connait un grand essor chez de nombreux
auteurs et dans différents domaines. En effet celle-ci posséde un champs d’application tres large per-
mettant ainsi I'explication de certains phénomeénes mal modélisés jusqu’a présent tel que les séries
chronologiques.

Elle a regu un intérét croissant tant sur le plan théorique que pratique. Cette branche de la statistique
ne se résume pas a l'estimation d’un nombre fini de parameétres réels associés a la loi de ’échantillon
(comme le cas de la théorie de I'estimation paramétrique), elle consiste généralement & estimer a partir
des observations une fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle.

Parmi ces problemes de ’estimation non paramétrique sous les données dépendantes, on trouve l’esti-
mation non paramétrique de la fonction densité dans le cas uni, multidimensionnelle et fonctionnelle.
Plusieurs auteurs ont été intéressé a 1’étude des propriétés de ’estimateur a noyau de la densité des
variables associées citons par exemple Cai et Roussas (1998, 1999), Masery (2002). Les principaux
résultats portent sur la convergence presque stire uniforme de ’estimateur a noyau de la fonction de
densité pour des variables quasi-associées & valeurs dans R? sous des conditions de décroissance arith-
métique ou géométrique des covariances et sous certaines conditions sur la régularité de la fonction de
la fonction de densité. Begai et Prakasa Rao (1995) [4] ont étudié 'estimation de la densité pour un
processus associé stationnaire et pleusieurs autres travaux sont largement utilisé citons quelques uns :
Parakasa Rao (1983), Silverman (1986), Roussas (1990), Scott(1992), Bosq et Lecontre(1987). [10]
Depuis les travaux de Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) puis Nadaraya-Watson (1964) portant res-
pectivement sur les estimateurs non paramétrique des fonctions de densités et régression, la méthode
de noyaux est largement utilisé dont des nombreux travaux on citons Begai et Prakasa Rao (1995), ils
ont étudié l'estiamtion de la densité pour un processus associé stationnaire, Silverman (1986), Scott
(1992), Bosq (1987).

On s’intéresse dans ce travail a ’étude de l'estimation non paramétrique a noyau de la fonction
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de densité en introduisant la convergence presque complete et quelques inégalités exponentielles qui
permettent de controler le comportement limite des déviations des estimateurs par rapport a leur
espérances. Ce mémoire comporte trois chapitres, une conclusion et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous étudions les variables aléatoires associées. Nous rappelons la définition
de I'association des variables aléatoires, en donnant quelques théorémes, propriétés et des exemples.
Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la notions de l'estimation de la fonction densité par la
méthode de noyau, et ’étude de la convergence presque complete.

Dans le dernier chapitre, nous proposons une étude numérique a l'aide de logiciel R pour valider les

résultats théoriques obtenus.




CHAPITRE 1

VARIABLES ALEATOIRES ASSOCIEES

Introduction

L’association et quelques autres notions de dépendance ont été introduites dans les années 1960.
Ces dernieres années le concept d’association trouve beaucoup d’application en divers domaines, les
phénomenes étudiés dans la physique, la chimie, la biologie, I’économie et la fiabilité étaient des sources
principales pour ce modele. Ce qui a fait que le controle de la dépendance entre variables aléatoires a
toujours été un sujet d’intérét et de préoccupation pour les probabilités et les statisticiens. [25]
I’objet de ce chapitre est de rappeler quelques notions de I'association, et donner quelques théoréemes

et propriétés puis exhiber des exemples concernant ces variables dépendantes.

1.1 Généralités sur ’association

Le concept d’association positive ou d’association tout simplement a été introduit par Esary et al
(1967) [8] et Fortelyn et Ginibre (FKG 1971) [22] . Leur objectif était de trouver des applications dans
la fiabilité des systémes et en Statistique en se basant sur I'inégalité FKG. La définition de ’association
est une généralisation de la définition de la dépendance positive introduite par Lehmann (1966)[20] :
Un vecteur (X,Y) de variables aléatoires réelles = et y est dit positivement dépendant si, pour tout

réels x et vy,
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pour toutes fonctions croissantes f et g.

Des variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, sont dites positivement associées ou associées si
cov(f( X1, .0y Xn), 9(X1, ..., X)) 20

Ces variables sont dites négativement associées si pour tous sous-ensembles disjoints A; et Ao de

{1,2,...,n}
cov(f(Xi,i€ A1), 9(Xj,j € A2)) <0

1.2 Association positive et négative

1.2.1 Association positive

Burton, Dabrowski et Dehling (1986) définissent une classe strictement plus large de variables

aléatoires incluant ’association : I’association positive ou faible association . [15]

Définition 1.2.1

Soit I un ensemble fini, on dit que la suite de variables aléatoires (X;,i € I) est positivement

associée ou tout simplement associée si, pour toutes fonctions f et g croissantes définies sur RHI
cov(f(Xs,i€l),9(X5,7€l)) >0

Lorsque cette covariance existe.
Dans le but d’affaiblir le concept d’association Burton Dabrowski et Dehling (BDD) (1986) ont intro-
duit la notion d’association faible.Ils ont formulé ce concept pour des suites de variables aléatoires a

valeurs dans R%. [12]

Définition 1.2.2

Soit I un ensemble fini, on dit que la suite de variables aléatoires (X;);cs est faiblement associée si
pour tous sous-ensembles disjoints A et B de I et toutes fonctions f et g croissantes définies sur R4
et RIBI [12]

coo(f(Xi,i € A),g(X;,j € B) >0

Lorsque cette covariance existe.
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Dans le cas ot 'ensemble I est infini, la suite (X;);cs est dites associées (respectivement faiblement

associées) si, pour tous sous-ensemble fini J de I (X;);cs est associées (respectivement faiblement

associées).

Caractéristiques et propriétés

On présente les propriétés caractéristiques les plus importantes présentées par Esary et al(1967)

des variables associées, ce qui va nous permettre de construire des exemples de celles-ci. Pour la

démonstration de ces propriétés, (voir [7] [8])

1.

2.

3.

Tous sous ensemble d’un ensemble fini de variables aléatoires réelles associées est encore associé.
L’union de deux sous-ensembles indépendants de variables aléatoires associées est associées.
Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle X est associé.

si (X1, ..., Xp,) est un vecteurs de variables associées et f1, ..., f, des fonctions réelles croissantes

définies sur R™ alors le vecteur (f1(X),..., fm(Y)) est associé.

Si pour tout k > 1, (XYC), vy X,(Zk)) est un vecteur associé et si Xi(k) converge en loi vers X; pour

tout i = 1,...,n alors (X7, ..., X;;) est associé

Exemples de variables aléatoires associée [12] [11]

a- Statistique d’ordre

Si X = (Xq,....,X,,) est un vecteur associé, alors le vecteur (X1, ...., Xp,) de la statistique

d’ordre engendré par X est aussi associé.

b- Processus linéaire

Soit (€;);cz une suite de variables aléatoires indépendantes ou associées et (a;);ez une suite de

réels. Pour tout n € Zet N > 1, on pose X, v = Z a;En—;. Supposons qu’il existe une variable
i <N
aléatoire X,, telle que

lim X, y =X, ps. |Xp| <400 ps. VneZ

N—oo

(X)nez est un processus linéaire défini pour tout n € Z par

X, = Z Ai€n—i

1€Z
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Si les termes de la suite (a;);ez sont positifs, alors le processus linéaire (X,,),cz est associé. En
effet, pour tout N > 1, la suite (X, n)necz est associée. Par conséquent, 'association de la suite
(Xn)nEZ-

Processus autorégressif d’ordre p

Soient f : RP — R et (e,)nez une suite de variables aléatoires indépendantes. On considere le

processus autorégressif (X,,),ez défini pour tout n € Z par
Xn = f(anly XX anp) + €n.

On suppose que le vecteur (X, ...., X1_p) est associé et indépendant de la suite (£, )nez. Si f est
une fonction croissante sur R, alors la suite f(X,,),>p est associée.

En effet, f(X,,) est une fonction croissante des variables aléatoires associées .

Variables aléatoires binaires
Un vecteur aléatoire X = (X7, X2) de variables binaires (qui prennent les valeurs 0 ou 1) est

associé si et seulement si sa covariance Cov(X1, X2) >0 .

Processus gaussien

Tout vecteur gaussien (X1, ...., X,,) est associé si et seulement si Cov(X;, X;) > 0.

1.2.2 Association négative

La dépendance négative a été introduite par Alam et Saxena (1981) et développée par Joag-Dev

et Prochan (1980) [2], ils ont donné de nombreuses propriétés et proposé plusieurs applications en

Statistique.Joag-Dev et Proschan montrent, en plus des propriétés fondamentales des variables n’gati-

vements associés, que certaines distributions multivariées (les lois gaussiennes négativement corrélées,

les lois multinomiales, les lois de Dirichlet,...) possédent la propriété de NA. Ils ont introduit la notion

d’association négative, cette notion a un avantage par rapport aux autres types connus de dépendance

négative, basé sur le fait que toute suite de fonctions croissantes de variables aléatoires négativement

associées est négativement associées [11] .
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Définition 1.3.1

Soit I un ensemble fini, on dit que la suite de variables aléatoires (X;,i € I) est négativement
associée si, pour tous sous-ensembles disjoints A et B de I est toutes fonctions f et g croissantes
définies sur R4 et RE, [12]

cou(f(X;,i€ A),g(X;,7€ B)) <0

Lorsque cette covariance existe.
Dans le cas ou ’ensemble [ est infini, la suite (X;,i € I) est dite négativement associées si, pour tout

sous-ensemble fini J de I, (X;,i € J) est négativement associée.

Exemples de variables aléatoires négativement associées [15]

a- Distributions multivariées ayant la propriété d’association négative

e Si (Xi,...,X,) est un vecteur de variables aléatoires suivant une loi multinomiale, une loi hy-
pergéométrique multivariée ou une loi de Dirichlet, alors (X7, ..., X,) est négativement associé.
e Soit X = (Xi,...,X) une suite de k variables aléatoires réeles. La distribution jointe du
vecteur (Xi,..., Xx) est appelée permutation si (Xi,..., X), elle prend comme valeurs les
permutations de X avec une probabilité 1/k! k > 1.
Si la distribution d’un vecteur aléatoire (X7, ..., X) est une permutation alors (Xi, ..., Xj) est

négativement associé.

b- Processus gaussien
Un vecteur gaussien (X7, ..., X,,) est négativement associé si et seulement si

Cov(X;, X;) <0 pour tous 4,5 € [1,n].
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1.3 Quasi association

C’est la plus récente des formes d’association, diie & Bulinski et Sabanovitch (1998).EN (2001) ils
ont introduit ce concept pour étudier certains champs aléatoires. Ce concept permet d’étudier une
classe de variables aléatoires indépendantes par la non corrélation. Cette classe contient en plus des

variables gaussiennes, des variables associées et négativement associées.|[7]

Définition 1.4.1 [15]

Soit X = {X,,n € N} une famille de variables aléatoires associés & valeurs dans R¢ soit I et
J deux sous-ensembles finis disjoints de N alors la famille X est dite quasi-associée si pour toutes

fonctions lipschitziennes f et g définies sur R I ot RIVI ,on a

lcov(g(Xi,i € 1), f(Xj,5 € J))| < Lipi(g)Lip;(f ZZ ZZ\COU (XF, Xl )|

i€l jeJ k=11=1

Ol la constante de Lipschitz Lip;(g) esttelles que, pour tout x = (z;,i € I), y = (y;,i € I) dansR/I,

l9(x) — g(y)| <> Lipi(g)|i — vil
el
avec
. |f(2), f(y)]
Lipi(g) = supy, T
()= et ]
Le sup étant pris pour 1, x2, ..., |7, ¥ € R avec ||z, ..., zy|| = |21 + ... + [20] -




CHAPITRE 2

ESTIMATION DE LA FONCTION DE DENSITE DES VARIABLES
ALEATOIRES QUASI ASSOCIEES

Introduction

La théorie de I'estimation est une des préoccupation majeur des statisticiens. Ainsi I’estimation
non paramétrique sous des données associées est largement étudié dans la littérature dans le cas uni et
multidimensionnel. Les premieres études pour des données associées ont été faites au début des années
soixante par Harris pour des processus de percolation, puis par Lahmen (1966) pour des données
dépendantes [20]. Les estimations non paramétriques de la fonctions de densité par la méthode du
noyau ont été largement utilisés dans des nombreux travaux. Dans ce chapitre on étudiera ’estimation
de la fonction de densité par la méthode de noyau et la convergence presque compléte de cet estimateur

dans les deux cas indépendant et dépendant [1].

2.1 L’estimation non paramétrique

L’estimation est un élément fondamental de la statistique. Elle permet de généraliser, autant que
faire se peut. On y distingue I'approche paramétrique, qui considére que les modeéles sont connus,
avec des parametres inconnus, et I’approche non paramétrique dont on s’intéresse dans notre étude.
Cette approche, qui ne fait aucune hypothese sur la loi, ni sur ses parametres. Nos connaissances sur
le modeéle ne sont pas précises, ce qui est souvent le cas dans la pratique. Dans cette situation, il
est naturel de vouloir estimer une des fonctions décrivant le modeéle, soit généralement la fonction de

répartition ou la densité [2] .

10



Chapitre 2  Estimation de la fonction de densité des variables aléatoires quasi associées

En effet, depuis les travaux fondateurs de Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) [1] qui ont, en
généralisant la notion d’estimation par histogramme (estimateur naif), donné naissance a la méthode

du noyau .

2.2 Estimation non paramétrique de la fonction de densité f

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Soit
une suite de variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, de densité de probabilité inconnue f et soit F(z) la

fonction de répartition de la loi de X. La fonction de répartition empirique est estimée par : [6]

Iﬁ‘n(w) = 1ix,<a) (2.1)

1

n

SERS

(2

La loi forte des grand nombre permet de donner 'estimateur de F' telle que

VxeR,Iﬁ‘n—>F st n— o0

Rosenblatt (1956) est le premier qui a donné un exemple d’estimateur a partir de F,, pour h > 0 est
petit .
. 1 &
Fo(w) =~ > 1ix,<u). Vo €R. (2.2)
i=1

Cet estimateur peut encore s’écrire sous la forme :

n

p 1o hax,—a<n}
fulz) = Z —
= 2nh

1 n
= o 2 ez
1=

1 " XZ‘—.%'
= —Y K
th; o)

Avec

1
Ko(u) = 51{71<u<1}'

11
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2.3 L’estimation a noyaux

L’origine de la méthode des noyaux est due & Rosenblatt (1956) [25]. Celui-ci a proposé une sorte
d’histogramme mobile ou la fenétre de comptage des observations se déplace avec la valeur de x. La
densité en x est estimée par la fréquence relative des observations dans l'intervalle [x — h,z + h],
donc centré sur x, divisée naturellement par la largeur de l'intervalle . On appelle h la largeur de
fenétre. Pour des raisons qui apparaitront plus loin nous écrivons 'estimation ainsi obtenue & partir

des observations x1, x2, ...T,,. On distingue deux cas :

2.3.1 Le cas unidimensionnel

Définition 2.3.1
On appelle noyau K : R — R une fonction mesurable . K est une fonction bornée, intégrable appelé
noyau. On appelle h,, > 0 la fenétre ou largeur de fenétre qui contrdle le lissage de la courbe estimé
et fn I’estimateur a noyau de f, défini pour tout x € R par

Fulw) = — nK<Xi_x>. (2.3)

~ nh, & T

L’estimation & noyau est alors une densité si K est une densité quelles que soient les valeurs des
observations X1, ..., X;,. Un noyau est dit symétrique si, pour tout v dans son ensemble de définition,

K(u) = K(—u).

2.3.2 Le cas multivarié

Dans le cas multivarié on considére n variables aléatoires & valeurs Xp, Xo, ..., X,, dans R%, le
noyau donné précédemment peut étre étendue facilement a cette situation. Pour cela, en considérant
un noyau multivarié K* qui sera une fonction dans R¢ dans R. La premiére facon de le faire est de

définir K* comme un produit de d fonctions noyaux K1, Ko, ..., K4 réelles telles que

Vu = (ug, ..., uq)' € R K*(u) = Ky (u1) * Ko(ug) * ... ¥ K, (ug)

. Une seconde facon consiste & combiner un noyau réelle de fonction f avec une norme dans R? définit

comme suit :

Vu e R : K(u) = K(||ul])

12
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Dans ce cas, la construction de cet estimateur est présenté comme suit :

Considérons un ensemble de données de dimension d avec la taille de I’échantillon n, X; = (X1, ...

i =1,...,n, alors 'estimation a noyau de la fonction de densité est :

fulz) = ;Zlhldzc (=5)

$1—XZ' fEd_Xi)

1< 1
= - —K*

ou

K est une fonction de noyau multivariée avec d arguments et h est le méme pour chaque composant.

si h; sont différents c’est & dire h = (hy, ..., hq)! alors

2.3.3 Exemples de noyaux réels

e Noyau rectangulaire :

3, sz <1
Kl(CE) =
0, silz|>1.
e Noyau triangulaire :
L—fzf, sifzf<1;
K (z) =

(1—2%), size|[-1,1];

sinon.

e Noyau quadratique :
%(1 —22)? sizel-1,1];

0, sinon.

13



Chapitre 2  Estimation de la fonction de densité des variables aléatoires quasi associées

Noyau cubique :

B —a?)3, size[-1,1];

K5($) = )
0, sinon.
e Noyau gaussien :
1 -1
Kg(x) = Eemp(7$ ),z €R
e Noyau sinus :
L(Smgc(%))2 siz#0
Kq(x) = 2: 2
5= sizx=0
e Noyau cosinus :
Zeos(EE), si—1<z<1;
Kg(x) =4 * =2

Noyau de Silverman :
1 . T
Ko(z) = seap(~lal/V)sin(lal /3 + ),z € R
Selon la définition 2.1.1, toute fonction K peut servir comme noyau d’estimation d’une densité f .

Théoréme 2.3.1

Si K est positive et [p K(u)du = 1, alors fn(x) est une densité de probabilité. De plus,f, est
continue si K est continue [21] .
Démonstration du théoréme 2.3.1

L’estimateur a noyau est positive et continue car la somme des fonctions positives et continues est
elle-méme une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier que 'intégrale de f,(z) vaut un.

En effet,

. 1 & X, —=x
- [ =Yk
/an(a:)dx /]Rnh; ( - dx

1 & Xi—x XZ—QZ

= —_ K =
nh;/R ( R ) (” h )
! zn:/K( Yhd

= — u)hdu
nh = Jr

=1

On voit donc que P'estimateur a noyau est une densité de probabilité.

14
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2.4 La convergence presque compléete

Le concept de convergence presque complete a été introduit par Hsu et Robbins (1947). Elle
implique la convergence presque siire et se préte bien aux calculs faisant intervenir des sommes de
variables aléatoires. Malgré cela, elle ne commence a devenir populaire dans la communauté statistique
que dans les années 1980 apres les travaux de Collomb. Elle est utilisée surtout en statistique non-
paramétrique.

Définition 2.4.1
On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, ),en converge presque complétement vers une

variable aléatoire X lorsque n — oo (et on note h_}m X, = X p.co), si et seulement si :
n—oo

Ve>0,> P[X,—X|>¢ <00 (2.4)
neN
Définition 2.4.2
On dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de variables aléatoires réelles (X, )nen
vers X est d’ordre (U,) ((U,) étant une suite numérique déterministe), et on note X,, = O(U,,)p.co,
si et seulement si :

Jeo >0, > P[|Xn — X| > U] < o0
neN

Notons que la convergence presque complete entraine a la fois la convergence presque siire et la
convergence en probabilité.

Proposition 2.4.1

Si limy, 00 X5, = X p.co, alors X, converge en probabilité et presque stirement vers X.

Preuve de proposition 2.4.1

La convergence en probabilité se déduit facilement de la convergence de la série (2.1)

(P[| X, — X| > eoUp] < 00) est le terme général d’une serie convergente implique que [13]
Ve > O,]P’(Ji_)ngosup\Xn —X|> e) =0.
De plus,lim,,—,o X, (w) # X (x) implique Pexistence de € > 0, tel que
Jim_sup | Xn(w) — X (w)| > e

on a alors P (limy, o0 x,=x) = 1 c’est a dire X,, — X P.s
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2.4.1 Inégalités exponentielles

Nous allons donner deux versions des inégalités exponentielles de type Bernstein qui nous serons

utiles pour I’établissement des résultats que nous avons choisi de reprendre.

Nous supposons que X1, Xo, ..., X,, est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et cen-

trées. Pour démontré la convergence presque compléte, nous avons besoin de trouver des bornes supé-

rieures pour certaines probabilités concernant des sommes de variables aléatoires .

Proposition 2.4.1[26]

On a l'inégalité de Crammer suivante :

Si
!
v = 2B ()| < () (@)
Alors,
n 2
—€
Ve > 0,P | X | >€A»,£| <2exp ———F—
l; 201+ 45)
ou

(ai)1<i<n sont des réels positifs, b € R* et A2 = a? + a3 + ... + a2.

Corollaire 2.4.1[26]

a) Si pour tout m > 2, il existe un réel C,, strictement positif et une constante a positive, tels

que :
E|X™| < Cpa™m1),
Alors on a
n —e2n
Ve >0,P Xl > < 2exp—s———.
e >0, \; il >en| < e:cp2a2(1+6)

b) Supposons que les (X;)i1<i<n dépendent de n(X; = X, ,,).
Si pour tout m > 2, il existe un réel C, strictement positif et une suite (a,) de réels positifs,
tels que :

EIXT"| < Cma?z(m_l)v

et si
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U, = n_lailogn, vérifie nlLHgO U, =0, alors on a

;;Xi =0 (@)a.co

Tandis que ce résultat s’applique & des variables dont on a majoré les moments d’ordre m, le

corollaire suivant est donné pour des variables identiquement distribuées et bornées.

Démonstration du Corollaire 2.4.1 [22]
a) En remplacant b = a? et A, = ay/n dans la proposition précédente, on aboutit & a) .

b) En posant € = €9/U,, dans a) et comme U, tend vers zéro , pour une certaine constante C’ on a :

1, & —e2logn
P|— Xi| > e, < 2exp— 2
HE i) < 2B
< 2n_C/63.
D’ou, pour un choix convenable de ¢y on déduit que
1 n
=3 Xi=0(VUn)
n -
=1
Corollaire 2.4.2
a) S’il existe une constante positive M < oo, telle que :
|Xq| < M;
Alors on a,
[ i —e2n
Ve>0,P||> |>en| <2exp ——F;
P 202(1 + L)
ou
o? =EX?.

b) Supposons que les (X;)i<i<n dépendent de n et que o2 = EXZ?, s’il existe M = M,, < oo telle

que :
|Xl| S Mv
et
M
3 S C< S o
On

17
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et si

U, = n~'o2logn, vérifie hm U, =0, Alors on a

—ZX O( )aco

Démonstration du Corollaire 2.4.2
a) En appliquant la proposition (2.4.1) & a? = 02, A2 = no? et b= M on aboutit & a).
b) Comme % tend vers zéro, il suffit de reprendre le résultat a) pour € = €y/U,, on arrive donc a

lexistence d’une constante C’ telle que :

—e3logn

2 (1 +601/M[{">

!
< ¢ 6(2).

[|2X’>60U] < 2exp

=1

2.5 Convergence presque compléete de ’estimateur de f dans le cas

indépendant

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R¢, on notera f la fonction de densité définie dans R¢

et rappelons que estiamteur a noyau de f,(x) et fn(m) définie par

et la norme que nous utilisons dans R% est donné par

d

]l = 4| D_(=7) (2.5)

i=1
Par la suite, nous introduisons les hypotheses de base permettant de donner un théoreme général sur

la convergence presque complete de fn vers f.

Hypotheéses [16]

(H.1) f est continue au voisinage de z, x est un point fixé de R?

(H.2) Le parametre de lissage h,, est tel que

l
ogn _

g =0 et h

18
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(H.3) Le noyau K est tel que

K est d’ordre k£ au sens de Gasser c¢’est & dire :
Jrat! K#)dt =0 Vj=1,2,...,k—1 et 0<|[pat"K(t)dt| < oo

(H.4) K est borné, intégrable et & support compact.

Théoréme 2.5.1 [16]

Si les conditions (H.4),(H.1) et (H.2) sont vérifiées alors :

lim f,(z) = f(z).a.co

n—o0

Démonstration du théoréme 2.5.1 [16]

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

Le résultat du théoréeme découle alors des deux lemmes suivants.

Lemme 2.5.1

Si les conditions (K.4),(H.1) et (H.2) sont vérifiées on a :

Preuve de Lemme 2.5.1

Par équidistribution des X; nous avons :

Blf ()] = 1EXK ()

n

En conditionnant par rapport a X on arrive a

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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Le calcule de cette intégrale se fait en posons z = % pour arriver a
E [fn(:):)} = /]RK(z)f(x — zhy)dz.

La continuité uniforme de f sur le support compact de K entraine
f(z — zh%) — f(x), uniformément en z.

d’out

Lemme 2.5.2

Sous les hypotheses (H.4),(H.1) et (H.2) on a :

Preuve de Lemme 2.5.2

Nous avons,

ou

En utilisant ’hypothese (H.4) on a :
c

hd”

n

|FZ| <

D’autre part le changement de variable z = "”h—;t, nous donne
n
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LB h—le(Xh;x)] - h‘2/RdK2 <xh;'§t) F(t)dt.

= hil/ K%(2)f(x — zh%)dz=.
Rd

Comme K est bornée et f est continue sur le support compact de K, on a l’existence d’une
constante C telle que :
C
El? < —.
ho,

On obtient alors, en appliquant le corollaire (1.1.2) de 'inégalité exponentielle de type Bernstein,

o) - Eh o (222, 210)

En remplagant ’hypothese (H.1) par

(H.4) f est k fois continiment dérivable autour du point z.

On obtient une vitesse de convergence presque compléte ponctuelle de I'estimateur a noyau.

Théoréme 2.5.2 [12]

Sous les conditions (K.4),(H.2) et (H.4) on a :

d
nhé

ﬁm»—ﬂmzowm+0< “W> (2.11)

Démonstration du Théoréme 2.5.2

En reprenant la décomposition de la preuve précédente, le résultat du théoréme sera établi par les

lemmes suivant :

Lemme 2.5.2 [15]

Sous les conditions (H.2),(H.3) et (H.4) on a :

Ef(x) — f(z) = O(HE). (2.12)
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Preuve du Lemme 2.5.2 [15]

On a:

on obtient

x
En posant z =

E|fo(@) = f(@)] = [ K()(f(@—2h) - f(z))d= (2.13)

Rd

Il suffit alors de développer la fonction au voisinage de x, ce qui est possible au vu de la condition

(H4) ceci s’écrit

CEEDOEDY (=) 3 [Tk(z'l, i) (8%” . (2.14)

] i i
R Ly S x'11...02"py,

Puisque K est a support compact, les o(h?) intervenant dans 'expression ci-dessus sont uniformes

z = (#1,..., 2p). Ainsi, on tire de condition (H.4),(2.8),(2.9) que

_1\k P k
E[fu(e)] - f) = S (gxgwm +o<hk>> (215)

Jj=1
Ceci achéve la preuve.

Lemme 2.5.3

Sous les conditions (K.5),(H.1) et (H.2)on a

E[fu(@)] - f(z) =0 (, /fif) . (2.16)

En prenant la décomposition de la preuve du lemme 2.5.2 précédent pour démontrer ce lemme .
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2.6 Estimation de la fonction densité dans le cas quasi- associée

Dans cette partie, on suppose que les observations sont dépendantes, on donnant quelques notations

et hypotheses sur celle ci .

Notations et hypotheéses [12]

Soit une suite (X;); € N de variables aléatoires quasi associées & valeurs dans R? d > 1. Nous
supposons que ces variables ont une loi de probabilité P absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue \; sur R? et de densité f inconnue. On suppose en outre l’existence de la densité jointe
f(Xi, X;) du couple (X;, X;) pour i # j [9].

On considere l'estimateur a noyau de f défini par

1 & r—X; 1 &
W(@)=—=> K L) ==Y Kz —X; R¢

Kn(u) = h 9K (u/hy),u = (uy,...ug) € R

Le noyau K vérifier les conditions suivantes
- K:R'" —R
— Pour tout u = (uy,...,uq) , lim ||ul|?K(u)=0
[lul| =00
— ||-|| est une norme euclidienne sur R? et h,, une suite de nombre réels positifs telle que

hy, — 0 et hd — oo

Notons @, le coefficient de covariance défini par

d

d
6, = sup Z ZZ|COU(X{“,X§)\,VT21

ST i j|>1 k=1 1=1
ou
XF est la K¢ composante de vecteur X;.
Dans le but d’établir les propriétés asymptotiques de f,,, nous introduisons les hypothéses suivantes

sur le noyau K et la fonction de densité f.
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Hypotheéses sur le noyau K

(K.1) K est lipschitzien borné;

(K.2) K = Ky — ko, avec K = k1 et K = ko deux fonctions croissantes lipschitziennes bornées.
(K.3) Il existe R > 0 tel que K(t) = 0 pour |[¢|| > 0.
)

(K.4) Il existe p > 0 tel que pour j = j1 + ... + jq avec (j1, ..., jq) € N%.

1, sij=0;
/w?u-xé‘iK(:f:h.-.,:cd)dxl...da:d =30, sij € {1, [pl.1};
£ 0,51 j =[] -

Hypothese H1

i) [ flloe <00 et supj;_ji>1 [1fix,,x;)lloc < 00
ii) supj;_ji>19illoc <00, 00 gij = fix,x;) = f&f

Nous avons aussi besoin des hypothéses suivantes sur la décroissance du coeflicient

de covariance 0,

Hypothese H2

iii) f est continument dérivable autour de point x.

2.7 convergence presque compléete dans le cas quasi-associée

Pour démontré la convergence presque complete de I'estimateur dans ce cas, nous utilisons une
inégalité exponentielle établie par Kallabis et Neumann (2006) suivante :
Inégalité exponentielle [19]
Soit X7, ..., X, des variables aléatoires quasi associées telles que EXi = 0 et P(|X;| < M) = 1, pour
tout i = 1,...,n, M < oo. Soit 02 = Var(X; + ... + X,,).
Supposons qu’il existe K < oo et 5 > 0 telles que pour tous u-uplets (51, ..., Sy) et v-uplets (¢, ..., )

avec 51 < ... <85, <8, <t1 < ... <ty,

|Cov( Xy s ooy Xy Xty ooy Xy, )| < K2MUHY "2y Ali=5u)
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Alors,

O Ay < 07 et By = (gloel v 1) 2020

Théoréme 2.7.1

Supposons que les conditions (K.1),(H1.i),(H2.iii) et (H2.i) sont vérifiée alors

)~ 1) =00y +0 ([ o

n

Démonstration de théoréme 2.7.1

La démonstration de ce théoréme découle de la décomposition suivant

Et les deux lemmes suivants

Lemme 2.7.1

Si les conditions (K.1) et (H2.i) sont vérifiées on a :

E [fu(2)] = f(z) = O(h")

Preuve Lemme 2.7.1(voir preuve de Lemme(2.3.3) de cas indépendant)

Lemme 2.7.2

(2.17)

Supposons que les hypotheses (k.1), (H2.i) et (H2.ii) sont vérifiées, alors, pour ¢ > 0 et b > 0,

’fn($) — Efn($)| =0 ( lf;?) p.co

n

(2.18)
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Démonstration de Lemme 2.7.2

Soit
X; X;
o) = K (%) e ()
et
R . 1 &
fule) = Eful@) = =3 g(X)
n =1

La fonction g satisfait

: Lip(FK)
lgll < 2/|K]| et Lip(g) < 277>+

Soient (S1,...,5) et (t1,....,t,) tellesque 1 < 51 < ... < S, <t1 < ... <ty <n. Sir=t; —5,>0,

par quasi-association des variables X1, ..., Xn, on a

|cov(g(Xs1)-9(Xs, ), 9(Xi)-9(X4,))]

IN

gl 2 Lip(9))* Y

C' h2(u A )b,

IN

Si f est continue et la condition (H1.i) est vérifiée, alors
|cov(g(Xs,)-9(Xs,)s 9(Xt, )-9(Xe, )| < CUF0RG.
En multipliant (2.19) par et (2.20) par 2, nous obtenons
lcov(g(Xs,).-9(Xs, ), 9( Xty ).9( X)) | < C"FPhy (u A U)e_%r.

Sir=0,
|cov(g(Xsy)--9(Xs,), 9(Xr)--9(Xe,))| < C*HRG;

apres on a

Var (Z g(X,)) = (nhz)QVarfn(a:) = nhfl(f(a:)/RKQ(u)du +o(1)).
i=1

En appliquant I'inégalité exponentielle, sous la condition (H2.i), on a

zd: Zd: |cov(X§i,ij)(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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P<|fn<m>—Efn<x>r>n l‘jf,ﬁ;”‘)) - (\Zg )| > n(nhilog(n >>%>

B n*log(n)
< 2exp ( 4f(2) f]R KQ(u)dU(l + 0(1))> .

Corollaire 2.7.1

Si les conditions (K.1),(K.3) et (k.4) et les conditions (H1.i), (H2.iii) sont vérifiées, et si f € C?,
p

log(n)
nhd

2p+d
alors le choix de h,, ~ ( ) entraine

|fu(z) — Efa(z)] = O <log(n)) e p.co.

d
nhé
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CHAPITRE 3

SIMULATION

Introduction

Dans cette partie, nous proposons une étude numérique, a 'aide de logiciel R, pour illustré nos

résultats concernant I’éstimation de la densité pour les variables quasi-associées.

3.1 La simulation

Soit (X¢)tez le modele moyenne mobile d’ordre 1 défini par
Xi=e¢+02¢ 1,t€Z

Ot (€)tez est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne centrée réduite
(e¢ ~ N(0,1),t € Z) Le modeéle (X;)icz est aussi gaussien tel que E(X;) = 0 et Var(X;) = 1.4.

Considérons le processus (Y;)ez défini par
Yi=(1+Wy)X,teZ

Ou (Wi)iez est une suite de variables aléatoires indépendantes i.i.d, de méme loi de Bernoulli de
1

parametre 3 tel que

(P(Wy=1) = P(W; =0)) =1/2, et indépendante de la suite (X;)icz.

Le processus (Y;)iez est associé (transformation croissante des suites associées (Xi)iez et (Wi)iez )
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.Sa loi est une mélange de deux lois gaussiennes de densité f définie, pour tout z € R .

) 1 . + 1 2
= exr . exr .
YW= ass P o/28r P

En effet
ona X ~ N(0,1.4) et W ~ B(3), telle que X indépendant de W.
on cherche a trouver la loi de Y telle que Y = (W +1)X.

On a

Fy(y) =P(W +1)X <y)

On distingue deux cas

1) Le premier cas si W =0
2) Le deuxieme cas si W =1

d’out

Fe(y) = SP(X <)+ BX <y)

1 1 Y
= _F ZEv (2
SFx(y) + 5 Fx ()

- 3P ) ()
2 14~ 214 147~ V14
d’olt On conclut que la loi de Y est une mélange de deux lois gaussiennes dont sa fonction de densité

est la suivant

fr(y) = % (fX(y) * %fX (Z»

Avec

Et
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Rappelons I'estimateur a noyau fn de f

@ =23 K (5 e er

i=1 n

Dans nos simulations, nous utilisons le noyau d’Epanachnikov, défini par
3 2
K(z) = 7 (1 = 2%) 1<)

Et une fenétre h,, = 0.4.
D’apres la représentation graphique et les erreurs relatifs calculer (ERM = 0.7670894, ERM = 0.7667207,
ERM = 0.7602718) nous remarquons que la fonction de densité et son estimateur sont proches pour

les tailles de I’échantillon n = 500, 1000, 1500.
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ERM = 0.7670894, n=500

densité
010 015 0.20 025
| | | |

0.05
l

0.00
I

FiGURE 3.1 — Fonction de densité et sa fonction estimé par la méthode de noyau pour n = 500
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ERM = 0.7667207, n=1000

0.20 0.25
I l

densité
0.15
|

0.10
l

0.05
I

0.00
I

FIGURE 3.2 — Fonction de densité et sa fonction estimé par la méthode de noyau pour n = 1000
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ERM=0.7602718 , n=1500

0.20 0.25
I I

0.15
l

densité

0.05
I

0.00
I

FIGURE 3.3 — Fonction de densité et sa fonction estimé par la méthode de noyau pour n = 1500
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudiés quelques notion de I'association en donnant quelques théo-
remes, propriétés et exemples. Nous avons introduit I’estimation non paramétrique de la fonction de
densité f avec la méthode du noyau dans le cas multivarié dans les deux cas indépendant et le quasi
associé. Nous avons établi la convergence presque compléte de 'estimateur ainsi que sa vitesse de
convergence sous les hypotheses standards de la statistique semi paramétriques.

Enfin, pour valider les résultats théoriques obtenu une simulation a été réaliser a cet effet. Notre
travail s’est limité a 1’étude de la convergence presque complete de f dans le cas multidimensionnel.
Il serait intéressant de faire le méme travail dans le cas fonctionnel et de considérer d’autres parametres

comme la fonction de répartition, la fonction de hasard...etc.
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Résumé

Dans ce travail, nous introduisons l’estimation non paramétrique par la méthode du noyau de la

fonction densité f dans le cas multivarié. Nous traitons les propriétés asymptotiques de cet estimateurs

dans le cas indépendant et dépendant. La dépendance est modélisée via la corrélation quasi-associé.

La vitesse de convergence ponctuelle presque compléte de 'estimateur a noyau de la dite fonction a

été établi. Afin de valider les résultats théoriques obtenus, une simulation a été réalisée a cet effet.
Mots clés

L’association, Quasi-association , L’estimation a noyau, Convergence presque complete , Simulation.

Abstract

In this work, we have introduced the non parametric estiamtion, with the kernel’s method of the density

function in the multivariate case. We have treat the asymptotic properties of this estimators in both
independent and depended cases. The dependence is modeled via the quasi-correlated correlation.
The almost convergence of the kernel estimator is etablished, the simulation is given ti illustrate the
theorical results.

Keywords

Association, Quasi association, Kernel estimation, convergence almost complete, Simulation.
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