République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université A.MIRA-BEJAIA

QD Tasdawit n'Bgayet
Université de Béjaia

Faculté des Sciences Exactes

Département de PHYSIQUE

Mémoire de Master

Spécialité: Physique théorique

Théme

Calculs des fonctions de corrélations des champs scalaires avec une auto
interaction en ¢4 par la méthode des intégrales de chemins

Présentée par

Mr. Laala Ishak
Soutenu le: Dimanche 02 juillet 2017 devant le Jury composé de:
Amatousse Nawel MCA Présidente
Chennit Makhlouf MAA Examinateur
Mohamed Meziani Abdelkader MCA Rapporteur

Année universitaire 2016/2017







REMERCIEMENTS

Nous remercions d’abord et avant tout le bon dieu tout puissant de nous avoir
donné le courage et la force pour réaliser ce travail.

Nous désirons remercier mon encadreur Dr M.A Meziani pour sa disponibilité, son
aide précieuse et ses conseils qui nous ont accompagné tout au long ce travail. Nous
sommes trés reconnaissant d’avoire cru en nos capacités et d’avoir accordé sa
confiance, et aussi pour ses qualités scientifiques, pédagogiques et humaine.

Nous remercions l’ensemble des jurys qui ont accepté d’évaluer notre travail.
Nous remercions aussi nos parents et proches pour leurs aides et encouragements.
Sans oublier nos amis et camarades pour leurs soutiens qu’ils nous ont apportés.

Merci pour tout.



Dédicace

Je dédie ce travail
A ma trés chére mére Houria, aucune dédicace ne saurait étre a la
hauteur pour exprimer ce que tu mérite pour tous les sacrifices que tu n’as cessé de
me donner depuis mon plus jeune age, et méme a l’age adulte.
Je te dédie ce travail en témoignage de mon profond amour. Puisse Dieuz, le tout
puissant, te préserver et t’accordé santé, longue vie et bonheur.

Au meilleur des péres Moustapha, les mots ne suffisent guére pour exprimer
l'attachement et le respect que je te porte. Ce travail est le fruit de tes sacrifices que
tu as consentis pour mon éducation et ma formation

A mon frére Moncef
A mes seurs Aya et Raita
A toute ma famille
A ma grande mere Khadija
A mon cousin Mouhamed
A mes cousin Rachid Kamel Hasen Farouk Adoula
A tous mes amis

LAALA Ishak



Table des matieres

(Introductionl

(1 Les intégrales de chemins|
1.1 Integrales de chemins et la mécanique quantique| . . . . . . . . . . ..
1.2 Propagateur comme intégrale de chemins . . . . . . . . .. ... ...
(1.3 T'heorie des perturbations] . . . . . . . ... ... ... ... .....
(1.3.1 Propagateur libre| . . . . . . . ... ... ... ... ......
[1.3.2  Développement perturbatit: . . . . .. ... ... ... ... .
1.3.3  Propagateur du 1ordre o[ . . . . . . ... ... ... ...
1.3.4 Propagateur du 2°™®ordre | . . . . ... ... ... ... ...
1.3.5 Equation de Bethe-Salpeter | . . . .. ... . ... ... ...
[1.3.6  Application a la diffusion :| . . . . . . . . ... ... ... ...

2 Fonctions génératrices et Fonctions de Green|
[2.1 Fonctions géneratrices| . . . . . . .. ...

[2.3.1 Fonctions de Green a n-points| . . . . . . . . .. ... ... ..
[2.3.2  Representation d'impulsion| . . . . .. ... ... ... ..
[2.3.3  Champs scalaires libres| . . . . . . ... ... ... ... ....
[2.3.4  regles de Feynman| . . . . . ... ..o
[2.3.5  Champs Scalaires en interaction| . . . . . . . . .. .. ... ..
[2.3.6  Développement perturbatiff . . . . . ... ... ... ... ...

[3 Intégrales de chemins pour les champs scalaires|

[3.2  Fonction génératrice pour les champs . . . . . .. ... ..o

[3.2.1 Representation kuclidienne . . . . . . ... ... ... ...
13.3 Evaluation des intégrales de chemins| . . . . . . ... ... ... ...
3.3.1 champs scalaires libres :| . . . ... ... . ... . ... ...
3.3.2 Evaluation numérique des intégrales de chemins {| . . . . . . .

10
12
13
16
16
18
19
21

25
25
25
26
28
28
31
31
32
37
37
38
38
40
42
43

47



{4 Théorie perturbat

ive ¢

4.1 Développement

perturbatif de la fonction génératricel . . . . . . . . .

[4.2  Regles de Feynman| . . . . . . . ... ... ... 0L
421 Contributionsduvidd . . ... ... ... ... .. ..., .

(4.3 Fonction de Green a 2-points| . . . . . . .. ... ...

4.3.1 Termesen O(¢°)| . . . . . ... .

4.3.2  Termes jusqu’a O(g)| . . . . . . ... .

[4.4  Représentation

d'impulsion|. . . . ..o

[4.5 Regles de Feynman| . . . . . . . ..o 00000000

[Conclusion geneérale|

Appendice
[[ntégrales de Gauss|
[Intégrales complexes|

(Bibliographie|

52
52
93
55
56
56
o8
o8
99

60

61
62
64

66



Introduction

Le formalisme des intégrales de chemins trouve applications dans beaucoup de
branches de la physique et des mathématiques. En théorie des champs quantiques, les
intégrales de chemins deviennent populaires avec I'avénement des théories de jauge.
A Torigine, le formalisme a été introduit par Feynman en théorie quantique pour for-
muler I’électrodynamique quantique en térmes de diagrammes; "les diagrammes de
Feynman'. Le principe de moindre action joue un role trés important en mécanique
classique. Il établit qu’une particule suit le chemin pour lequel I’action est extrémale.
L’action est définie comme étant l'intégrale du Lagrangien dans le temps. Ce prin-
cipe est utilisé pour obtenir les équations de Lagrange. Par la suite, le hamiltonien
peut étre écrit et ce qui représente le point de départ de la quantification canonique.
Des objets comme 'espace de Hilbert, opérateurs non commutatifs doivent étre in-
troduits et les résultats finaux sont tirés de 'action plus loin. Feynman essaye de
mettre une relation plus directe entre I'action et les résultats mesurables, chose qui
a été accomplie grace au formalisme des intégrales de chemins. Ce formalisme doit
étre vu comme une autre alternative a la formulation de la mécanique quantique.
La majorité des résultats bien connus de la théorie de Schrodinger sont retrouvés en
moyennant le formalisme des intégrales de chemins.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, on considere le cas de la mécanique quantique dans
laquelle on développe la fonction de Green de ’équation de Schrodinger, qui est aussi
appelée propagateur comme une intégrale sur tous les chemins possibles menant le
systeme de I’état initial a ’état final. Ceci fait, on procede au calcul du propagateur
libre puis, en général en introduisant un potentiel, le propagateur exact ne peut pas
étre calculé d’'une maniere exacte. On aura recours au développement perturbatif
qui nous menera a 1’équation de Bethe-Salpeter. Ensuite, on procede au calcul du
taux de transition de I’état fondamental vers I’état fondamental en présence d’une
source extérieure. On définit alors la fonction génératrice qui va nous permettre de
calculer toutes les fonctions de corrélation.

Le deuxieme chapitre est dédié aux intégrales de chemins dans les théories quan-
tiques relativistes et on va s’intéresser particulierement aux champs scalaires. On
va appliquer tous les résultats obtenus dans le premier chapitre pour enfin aboutir
a l'expression de la fonction génératrice pour les champs scalaires. On procédera a
I’évaluation des intégrales de chemins dans le cas libre. Ensuite, on démontrera le
théoreme de réduction qui établit un lien entre 'amplitude de transition pour un
processus quelconque, faisant intervenir les particules élémentaires, et les fonction
de corrélation.



Le troisieme chapitre est dédié aux fonctions de Green et a leurs calculs a partir
des dérivées fonctionnelles des fonctions génératrices de la théorie.

Le quatrieme chapitre traite I’exemple de champs scalaires qui ont une auto inter-
action en ¢*. On calculera les fonctions de corrélation correspondantes, le mémoire
est cloturé par une conclusion générale.



Les intégrales de chemins

1.1 Intégrales de chemins et la mécanique quan-
tique

Considérons une particule non relativiste plongée dans un potentiel unidimen-
sionnel V(x). L’équation de Schrodinger s’écrit.

2 0%(, 1

C2m Ox2

O (x, 1)
ot

Hi(z,t) = + V(x)(z,t) =ik (1.1)
Cette équation nous permet de calculer la fonction d’onde ¥ (z,t) & un temps ulté-
rieure, si on connait ¢(x,tg) a l'instant tq > ¢. L’équation (1.1) est réécrite sous la

forme suivante

0
(th— — H)Y(x,t) =0 (1.2)
ot
On définit la fonction k(z,t; x;,t;) comme étant la solution de I’équation :

k est la fonction de Green de I’équation de Schrodinger (k est aussi appelé propaga-
teur) avec la condition initiale :

k(x,t; + 0;2;,t;) = 0(x — x;) (1.4)

La solution de I’équation de Schrodinger (1.2) peut s’écrire comme :

b, t) = / dik(w, b 4, 1) (w3, 1) (1.5)

B B
(i — H)b(a,1) = (il — H) / dik(z, b 25, 60 (23, 1)

8



- / dxi(ihaat — H)k(, b, £ (0, 1)

—in / d,8(t — 1) (@i, 1) (x — )
= ihé(t — t;)Y(z;,t;) =0 pour t>t (1.6)

Ainsi, la fonction d’onde ) définie en (1.5) est solution de I’équation de Schrodinger
pour le temps ¢ > ;. k(x,t;z;,t;) est Pamplitude de probabilité pour une transition
de z; a l'instant ¢;, vers x, a l'instant ultérieur t. Dans le cas stationnaire ou V(x)
est indépendant du temps, si les solutions de 1’équation de Schrodinger stationnaire
(Hy = Ev), ¢n(x), et les valeurs propres correspondantes sont connues, on pourra
trouver la forme explicite du propagateur. Les fonctions d’onde ¢, (z) forment un
systeme complet, k peut étre développé dans cette base :

k(x,t;x;,t;) Zangbn e o(t —t;) (1.7)

ot O(t —t;) = 0 pour t < t; ou bien §(t) = 0 pour t < 0 et 6(t — t;) = 1 pour ¢t > t;
ou bien (t) = 1 pour t > 0 Il tient compte uniquement de la propagation de la
fonction d’onde en avant dans le temps. Les coefficients a,, dépendent de z; et t; :

ap = ap (4, ;) (1.8)

la condition initiale : k(z,t; + 0; 24, t;) = d(z — x;) implique :
Ent;

Sz — x;) Zan T, b)) (x)e F (1.9)

elle est indépendante du temps (le terme de gauche), donc :

. Ent;

(24, t;) = an(x;)e " n (1.10)
d’ou :
Sz — ;) Zan T)Pn( (1.11)
ce qui implique que :
an(@;) = ¢y, (i) (1.12)

ce qui correspond a la relation de fermeture. Donc le propagateur a la forme suivante :

k(x,t;z;,t;) Z(b On(z)e” Ent@(t—t)

k(x, t i) = 0t — &) Z¢ ;) (x)e T Enli=t0) (1.13)

Dans la représentation de Dirac, on le réécrit comme suit

k(z,t; x5, t;) Z¢ Tt (¢ — ¢,)

=) < n]:z:i\e%iE"(t’ti) <zn>0(t—t;)



Ent

=) < n|ei%|xi >< xle”h
n

=< x|e%E”(t_t")

Le propagateur n’est que l'opérateur d’évolution dans le temps,

Ult,t;) = en 7=t (1.15)

1.2 Propagateur comme intégrale de chemins

On commence par diviser I'intervalle de temps entre ¢; et t en insérant I'instant ¢;.
La fonction d’onde est propagée d’abord jusqu’a I'instant ¢; ensuite jusqu’a I'instant
t en 2 étapes.

Y(z1,t1) :/k($1,t1;Iuti)@b(%,ti)d%
bz, t) = /k(x,t;xl,t1)¢(x1,t1)dxl (1.16)
Prenant les deux équations ensemble, on obtient :

¢(I,t> ://k(x,t,xl,tl)k’(xl,tl,xz,tl)¢(x1,tl)g/)(xz,tz)dxldxl (117)

comme
P(x,t) :/k(%tsﬂfi;ti)w(%i,ti)d%
on aura donc :

k(z,t;,t;) = /k(%t;ﬁhh)k(%,tl;%,tz‘)dxl (1.18)

On peut ainsi voir la transition de (x;,¢;) vers (x,t) comme étant le résultat d’une
premiére transition de (x;,t;) vers tous les points intermédiaires possibles (x1,t),
qui sont ensuite suivis par une transition de ces points intermédiaires au point final.

t
A
t k
t1
ti -
|' [l )x
X1 X

10



Maintenant on subdivise l'intervalle du temps en (n+1) parties égales de longer
0t =n. On généralise la relation (1.18) telle que

—+o00 —+oo
T, tyx, ;) = T1dTo... AT, |K(T, T Tpy Tn ) K(Tpy Ty Tine 1, T1) - K(T1, T 24, T
k drid dz, |k k k

(1.19)
L’intégrale se fait a travers tous les chemins possibles entre (z;,¢;) et (z,t) qui
consistent en (n + 1) segments qui ont des limites précisées par les intervalles de
temps t;,tq, ...., thett.
On calcule maintenant le propagateur pour un intervalle de temps petit 7 de ¢; vers

ZASIE -
k(e t 2y, t) =< 2 le™ My >
~< a1 — n%ﬁ[\xj > (1.20)
1
= 0(xj11 — ;) 7l < i |Hlz; >
1 x x
= ﬁ /ehp( i+t J)dp — hn < ‘Tj+1|H|‘TJ >
ou ]
O(zjp —x5) = g /em(““_mﬂ')dk. (1.21)
L’hamiltonien H est donné par :
H="T(p)+ V() (1.22)
d’ou A A A
< wjpi|H|w; >=< x5 [T () + V(2)|z; > (1.23)
< xjn|T|z; >= /dp’dp < zinlp >< p|TP)lp >< plz; >
= /dp'dp < zjulp ><plp>T(p) <plz; > (1.24)
= /dp’dp <zpnlp' >0 —p)T(p) < plz; >
on a :

< plr >= ——etpx (1.25)

on obtient donc :
PPN 1 i
< vl TPy >= 5 [ dpeiresm==)T(p) (1.26)
T

A gauche on a un opérateur T, fonction de 'opérateur p, alors qu’a gauche on a des
nombres p.
Pour la partie fonction du potentiel, on a

<z |V]zy >=V(;)d(zj — ;)

11



1 i
= 7p(@jt1—z;5) ,
27Th/dpef V(z;) (1.27)

Finalement, on a :
1 Lp(xjp1—;)
k(i tiv @y, ty) = ﬁ/eﬁp T dp
T

2 h/d T ehp Tj41—T;) _|_7/dpv x])ehp(xﬁ—l m]))

2mh
(gt 24, t) = 7/dp€%p("”j“ij)( %H(p, ;) (1.28)
quand n —» 0,1 — mH(p, T;) —e T Hpij)
d’ou : ] ,
k($]+1, t]+17 Lj t )77_>0 h /dpje%pj(xj+1_$j)_nH(pjJ:j)7 (129)
27

H est une fonction des variables p; et z;, ce n’est pas un opérateur. On insérat (1.29)
dans (1.19) et on obtient :

k(x,t;x;, t;) = lim Hdack/H dpi P 52 o pi(@in1 =) —nH (pj ;) (1.30)

n—o0

avec : xg = x; et x4 = x. Entre x; et x, on a n étapes intermédiaires, donc il ya n+1
intervalles et impulsions correspondantes. Dans la relation (1.30) 'intégrant, pour n
fini est une fonction complexe de toutes les coordonnées x4, ...., z, et les impulsions
D1, .-, P Dans la limite n — oo il dépend de la trajectoire entiere x(t), p(t). Donc
quand n — oo on aura

o
x]+1 T

>_[pi(@jer = 25) = nH(ps, ;)] = > nlp — H(pj, ;)]
J=0 7=0 77
t
e [ D)) — H(p(E), 2(2')] (131)
t;
. La relation (1.31) se réécrira sous la forme suivante :
k(x,t; x; /Dx/Dpe f 4 ()2 —H(p(t)2(t')] (1.32)

011:Dx:l_[ala:etDp:Hm

27h

L’équation (1.32) est un résultat tres important,elle permet de calculer le propa-
gateur et ainsi la solution de I’équation de Schrodinger en fonction d'une intégrale
de chemins de fonctions classiques.

1.3 Théorie des perturbations

Dans ce paragraphe on discute d’abord comment calculer le propagateur dune
particule libre. Ensuite, en général en incluant un potentiel, le propagateur exact ne
peut pas étre calculé. Donc on aura recours aux développements perturbatifs.

12



1.3.1 Propagateur libre

Dans le cas général, L’hamiltonien a la forme suivante :

P2
H = 2—+V( x)

(1.33)

I'intégrale de chemins :

K(x, t;x;,t;) —nhm/dek/ - d& p{ Z 3734“177‘77)_]__]]} (1.34)

se simplifie tel que :
z;)  P?

o L/ S O
Kot = i [ Tl [ 172 plan=mn) P
(@, t; i, ti) = lim, kl;[l oy g%hexp{hng ; .

En utilisant I'intégrale ci-dessous :

+o00 bQ Too
/ exp (—ap® + bp + ¢)dp = \/Z exp (@ +¢) et / oxp (—ap?)dp = \/j

- (

le propagateur s’écrit :

- d«% L _ 4 _
/115 p{hnz =~ V(@)) =
L 2mahynn o0 Jnem (e — T5) _
(o) % expln (02 v =
_ Mmoo\ N ﬂ Lj+1 — Tjvo
d'ou :
RT m n+1 ) n m $J+1 2
K= i (5o ] dek ep(pn ) [F (= -V
avec : -
T =8 — , donc : %:’cz —V(x) = L(x, &) (1.39)
n
Donc :
K(z,t; 2, t; N/Dxexp h/ (z,@)dt") (1.40)

13



K(z,t; 1, 1) N/Dxexp hS[ (1)) (1.41)

avec
m n+1

)T

t
S[m(t)]:/t Lea)dd N =l (o

Revenons au propagateur libre :

Ko=N [ Dresp{zso} = lim (o5 [ dekexp{hnsz> 3

nivoo 2mihn © il
(1.42)
Cette intégrale peut étre estimée exactement :
mo o it ! T m
Ky = li ER 2 —(z —x;)*}. 1.43

Comme : z,11 =2 ; xg=u; et (n+1)p=1t—t; ,npeut écrire

B m im(z — )% m i mAx?
Ko(Aw, At) = 2mih(t — t;) eXp(h 2(t — t;) )= V orhiAt eXp(h 2AL ) (144)

avec : Av=ov—x; , At=t—1t;.

C’est le propagateur d’une particule libre pour At > 0. Pour At < 0, on impose la
condition K = 0.

Comme le moment p d’une particule libre est conservé, il est intéressant de trans-
former K, en représentation d’impulsion en utilisant la transformation de Fourier :

Ko(P, At)

\/_ exp ( pAq:)KO(Ax At)dAx (1.45)

Ko(P, At) N / PA L AZ?VdAT 1.46
( \/_QW 27rtht exp ( v eXp(h2At z°)dAg (1.46)

On a la relation [T2° exp{—aAz® + béx}dAxr = \/gexp{%}

— —t_m_ — —t
avec a = 5% et b= F'p

d'ou

hr2At; i P%h
Ko(P. A N
(P, At) = \ﬁ 27rtht Sexp{y s At}

14



1 —i P?
et
1
Ko(z, t;z,t;) = ﬁ /exp{z’pAa:}Ko(P, At)dp. (1.48)

1 7 P?
Ko(a timist) = 5— [ exp (5 (pha = T—A1) dp 6(A) (1.49)

ot  O(At) tient compte de la causalité (conditions au limites ) K = 0 pour At < 0.
A partir du théoreme des résidus, on peut écrire :
1 too  exp (iwAt
oAty = L [ g o0 liwal)

e>0 1.50
211 J—o0 w — 1€ ( ) ( )
Pour At > 0, 'intégrale peut étre fermée dans la partie supérieure du plan complexe
w. Le théoreme de Cauchy donne l'intégrale égale a 27i dans la limite € — 0, donc

o(t) =1

1 1 pteo exp{i[pAz — (£ — hw)At]}
K, ) = 7/ h 2m . 1.51
0<$,t,l‘,t) (27?)277,1 = pdw W — e ( 5 )
On substitue £ = % — hw et on obtient
1 ih exp (L[pAz — EAt)])
Koz, t; zit; :7/d dE h 1.5
O(x Zz ) (27’(’)2712 P _E+ % e ( )
En inversant les bornes d’intégration, on obtient le propagateur suivant
1 ih exp (L[pAx — EAt)])
Koz, t; zit; :7/d dE h . 1.53
o) = (o | Fo P i (1.53)
A trois dimensions, On généralise I'expression ci-dessus :
1 @ / p2 !
Kot 75, t) = (2nh)? /expﬁ[?(? “E) gm0l By ot — ¢) (1.54)
i
K(?’,t ;?,t) = ! /d?’p dE exp%(?A?_EAt) # (1.55)
(2mh)* E— 2 +ie

C’est 'expression du propagateur libre dans la représentation énergie - impulsion.

Comme E et P sont 2 variables indépendantes dans l'intégrale, on voit que la pro-
. N , . 2

pagation se fait a des énergie FE # g—m.

15



1.3.2 Développement perturbatif :

On suppose maintenant que la particule non perturbée se déplace librement et
qu’une perturbation est causée par le potentiel V' (z,t). On admet aussi que I’hamil-
tonien a la forme standard

2

H=2 4 v (1.56)

2m

Le propagateur est alors donné par :

K(z,t; 23, 1) /\//Dx exp hS) (1.57)
avec
: b i
S = /t Lz, i)dt = /t [ = Vit (1.58)
On a
exp(; /t;mfdt’) exp(—; /;V(:c,t’)dt’) :exp(;S) (1.59)

Le second facteur peut étre développé en série de puissances du potentiel

ot ot 11 t
exp{—%/ V(x,t’)dt’}:l—%/ V(x,t’)dt’—ﬁﬁ(/t_ V(z, t)dt')? + ..., (1.60)

ti ti

dod
7: / 1 ]' t / N2
K:./\/'/Dx{exp{—&) - 7/ £)dt' — ff(/ Vi, t)dt'? + ..} (1.61)
h t; 2! h?
K=Kyt K +K+.. (1.62)

1.3.3 Propagateur du 1“ordre :

A Tordre 1, le propagateur a la forme suivante :

) 7 t N
Klz—ﬁN/Dxexp{%So} /t V(x, ¢')dt (1.63)

16



n

’l. m n+ m n
Ky = - lim */ V(i o _
! hn—m(gﬂhm . zl_[1 KXZ:I (Tr, tr)nexp | l 20 X Jz_(:) Tjr1 a:]
(1.64)

ici, I'intégrale est réécrite sous forme d'une somme.

Dans I’étape suivante, on coupe la somme dans I’exponentielle en deux parties, une
allant de j = 0 a 7 = K — 1 et l'autre allant de j = K a j = n et on sépare les
intégrales correspondantes :

n—oo

Klz—* lim Z?? /dl‘K{V .TK,tK)

i K-1,
N%/dx1dl’2....dl‘l(—1 eXp[l””’XZFO (1 xj)ﬂ}

n— K+1

x [N /deHdwKH dzx, exp{] z— X Z Tj41 — 3} (1.65)
=K

Le terme dans les premiers crochets n’est autre que le propagateur de t; vers g,
(Ko(zg,ti; ws,t;)) et le 26™€ terme est le propagateur de tx a t, (Ko(z,t; 25, tx)).
Donc nous avons :

Ki(x, t;z, t;) = —% dx/ dt Ko(zys,tr;z, )V (x, t)Ko(z, t; 2, 1) (1.66)

L’intégrale sur le temps peut étre étendue a l'infini, en posant :

Koz, t;z;,t;) =0 pour t<t;

Ko(xy, tpx,t) =0 pour typ <t |,

on obtient alors :

) “+o00 +oo
Kl(xf,tf;xi,ti):—%L de dt Koz, t5; 2, )V (2, t) Koz, t;zi,t)  (1.67)
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1.3.4 Propagateur du 2°"“ordre :

Au deuxieme ordre du développement perturbatif le propagateur s’écrit :
Ky = — mmN/DmmﬂéM{/ (2, 1)t} (1.68)

on a

/dtht) 2'/thV(a:t)dtdt

WV 08— 0+ ViV 6l — 1) dede

_ / Vi, )0t — )V (x,t) dtdt’ (1.69)

Dans la derniere ligne, on n’a fait qu’ un simple changement de variables. Alors,

1 i
Ky =—5N / Dz exph™ / dtdt'V (z, t)0(t' — )V (z,1) (1.70)
1 n+1 n n
B2 = R i ( 27rhm /H i 2:: KZ::1 Vs BV e tre
exp |1 Z $g+1 (1.71)
1
K2 = —ﬁnh_{go Z Z 77 /dZL‘deK/{V(QZK,tK)V(xK/ tK/)
K=1K'=
m K-1
/dﬂfldfcz drg_1 exp{li sy > (w1 — ;)Y
=0
K'-K . m il 2
X[N 2 /d{EK/+1....dI'K/ eXp{[Zﬁ Z(‘Tj"rl _'I]> ]}]
=k
n / mo
<V [ drsdoy eollige Y (- s} (7)
] =K+1
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Le propagateur s’écrit finalement sous la forme suivante :

1
Ky = 72 /dl’ldxz dtydto[Ko(zp, tr; 1, t)V (21, t) Ko(xr, tr; o, t2)

X V(xg,ta) Ko(wa, ta; 2, t;)] (1.73)

1
K2 = _ﬁ /dtg /dl’g Kl(xf, tf, T2, tQ)V(.CEQ, tQ)Ko([BQ, tg, €y, tl) (174)
D’une maniere générale, on peut écrire

K, = —% dt/d:z: Koo (2t 2, )V (@, ) Ko, £ 21, 1), (1.75)

1.3.5 Equation de Bethe-Salpeter :

Le développement du propagateur est écrit comme suit :
K == KO + K()UKO —|— KoUKoUKO +

avec U:—%V .

L’expression entre parenthésées n’est autre que le propagateur K.
On obtient ainsi I’équation de Bethe -Salpeter suivante :

K = Ko+ KUK . (1.77)

Plus explicitement, on peut la réécrire comme suit :

K(zg trai,t) = Koz, trxi,ti) — % /dx dt Ko(zys,tr;z, )V (x, t)K(z, t; 2, t:).
(1.78)

On peut représenter I’équation de Bethe -Salpeter sous forme de diagramme comme
suit :
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K(xa, ta;x1,t1)

Donc :

O > = ff[]{,r‘g.l’g:,r'1.i1]|
xl Ay ¥a,1:

—3V(z,t) + on intégre sur tous les x et

VvV -

Xartz

Correspond a Ky(xs, ta; xq, 1)
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Xt \:,‘[1 Kz.tz./ K ls
Correspond & Kolzg, ty; T4, 1)
K, = K, I 2(Ts, th; Ta, ta)

L’équation de Bethe -Saleter peut étre écrite dans une forme équivalente pour
la fonction d’onde interagissante (en interaction) telle que.

U(xy tp) = /K(xf,tf;a:i,ti) (x4, t;)dx;
= /Ko(xf;tf;xuti) (g, t;)dx;

- %/Ko(wf,tf;xi,ti) V(z, t)K(x, t;x;,t;) Y(xg, t;)de do; dt (1.79)

U(as ty) = /Kg($f,tf;:v,~,ti) (s, b))y — %/K()@f,tf;x,t) V() oz, t)de dt

(1.80)
Ca constitue ’équation intégrale pour la fonction d’onde ¥(x,t)
1.3.6 Application a la diffusion :
On va appliquer les résultats obtenus au cas de la diffusion.
Dans ce cas, la particule est libre a t = —o0, puis elle vient interagir avec le
potentiel " diffusif ", puis a t = 400 elle est de nouveau libre (adiabatic Switching
on and off of the potentiel). La condition initiale (a t = —o0), la fonction d’onde de
la particule est une onde plane telle que
Yin(z,t) = Nexpi(Z? — w;t) (1.81)

N _L N
ot  N= 7 ou V est le volume total.
L’état diffusé est noté ¢ (x,t). et I'indice (+) indique que 1’évolution se fait sui-

vant les temps croissants (en avant), en commencant a partir de ¥y, a t = —oo.
Nous avons la condition aux limites suivante :

VM (2,t = —00 = 1hin(z,1)) . (1.82)

Aprés diffusion, a t = 400, 1’état final est libre et représenté par :
Your (2, 8) = N expli(K 7 — wyt)) (1.83)
L’amplitude de probabilité pour que 1y, (z,t) se trouve dans I'état diffusé ) est
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donnée par :
Spi = /w;kut(xfatf)¢+(xf>tf)d337i pour  ty =00 . (1.84)

C’est amplitude de transition de I’état initial i vers I'état final f (matrice S).
En utilisant I’équation de Bethe -Salpeter, la fonction d’onde diffusée s’écrit comme :

V(g ty) = /Ko(mﬁtf;xi,ti)wm(l’i,ti)d%i—

- %/Ko(xf,tf;x,t) V(x, ) K (z,t; 24, t;) VYin(w,t5)dad dPz dt (1.85)

En insérant cette expression dans celle de I'élément de la matrice Sy;, on obtient :
sz = / wZut<xf7 fo)K(](xf, tf, Xy, tz)lpln(ﬂiz, tl>d3$ dSLL’f—

— %/1/1;ut(xf,tf)Ko(xf,tf;x,t)V(x,t)K(m,t;xi,ti)wm(xi,ti)d?’xi A3z dgxf dt .
(1.86)

Comme 1);, est une onde plane, on sait que :
d(zg,ty) = /Ko(iﬂfatfsgfiatz’)iﬂ(:ci,ti)d?’xi (1.87)

est aussi une onde plane, car K est le propagateur libre ot il n’ ya aucune inter-
action. ¢ est maintenant la méme fonction d’onde que ;,, prise seulement a un
instant ultérieur .

Oas.tr) = N exp{ (KiT] — wity)} - (1.88)

De la, la premiere intégrale peut étre évaluée telle que
. —
[ Cnalwrits) olap tp)des = 6 (Ky ~ K | (1.89)
Nous avons alors :

Spi = (K=K =1 [ d* o g d (e, t) Koy, ts o, OV (0, OK (@, i ) i3, 1)
(1.90)

avec

K:K0+K0UK0+K0UK0UK0+ ....... etU:—%V.

Nous allons évaluer le premier ordre de I'amplitude de diffusion :

AW = —% /dsx oy Pap dtfl,(xp,ty) Ko(zp, tyx, )V(2, ) Ko(@, 6 i, t) Vin (i, )]
(1.91)
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a une dimension :

Kol t:2i,t:) — 271m [ ot (0 — BN dp B(AY) (1.92)

N 2
o E=7-.
m
On étend cette expression a trois dimension telle que

— 2

!/ / 1 Z — / p !/ /
Ko(2',th 7 t) = (2rh)? /eXp{ﬁ[P@ - 7)) - %(t — O} dp Ot —t) . (1.93)
Donc
M e 1 /3 32, dday dt dp &P
A hN @) d°x d°x; d°xy p d’q

x el (F /7~ Bty enl s [7(75 — 7) — Lt~ V(7 1)

x exp{%[?(? A q—Q(t — )]} x exp{%(ﬁm —Et)}y . (1.94)

2m

ot le temps est ordonné dans le sens croissant ty >t > t, et E; = %, Er = %.
' 1
AW = a2 /d3 &, dPay dt dp &
hN @) x d’z; d’xy p d°q
{2 2,(F ) - el 2u(F: - D el Lt} oL (1 - 1)
x {exp R (Vg Ji exph (U exp o exp 5o (Lt
l i ¢ _iF
V(Z,t) x exp{ﬁ7?}x exp{—ﬁf(t—ti)}exp hamti} (1.95)
m

AW — _;J\ﬂ /d% &Pp dPqdt (P — 7)) (Pi— ) exp{—;?m exp{;77}v(7, t)

. . .9 <02
! 2 2 ! 2 2 tq L Py
—(g* — pI)t; — (2 — p)t S _ Ly
x o exp{oo (@ = pitiy explo— (0 — p )t} exp{—p ot} expito ot}

(1.96)
40 _ _% A2 / By dt exp{—%ﬁf?} exp{%?i?}exp{—% 2pmt} exp{—l—;m;(tl}g/?()?,t)
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AW = —%N? / B dt expt CPITTEN V(T 1) exp{%(ﬁi? —E#)}  (1.98)

A — —;Aﬁ [ o d exp{;m TOFW(T ) expl (Ef C B (1.99)

avec : E; = hwy et E; = hw;
on integre sur le temps.

AL = _;/\/’2 /d% dt exp{;(?i ~ T T IV (T, t)expli(ws —wi)t}  (1.100)

AW = —%NQ / A’z exp{%(?i — T TIV(T )6 (wp — wi)(2m) (1.101)
ot on a utilisé la relation suivante :

/V z,t) exp{ (Ef — E)t}dt = / Ve expli(wy — wi)t}dtz— 2m6(wy — w;)

(1.102)
Finalement, on a 'amplitude suivante :
(1) N? 3 =
AW = =28y /d z exp{~ ( 7i— TV () (1.103)

Pendant U'intervalle de temps [-T,T], le potentiel est supposé indépendant du temps,
et ainsi ’énergie est conservée.
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Fonctions génératrices et Fonctions de
Green

2.1 Fonctions génératrices

"

Dans ce chapitre on considere I'amplitude de transition en présence d’une
source" externe J(t). L’hamiltonien s’écrit alors :

Hjy(x,p) = H(x,p) — hJ(t)z. (2.1)

Un exemple classique est 'oscillateur harmonique avec une position d’équilibre ex-
térieure mobile xy (). Son hamiltonien est donné par
P 1

Hyy = 5+ S K(a = ao(t)? (2.2)

= H — Kuo(t) + 0(x)
avec h.J(t) = Kxo(t) pour des valeurs petites de zy. Comme la position d’équilibre
change, I'état du systeme change aussi avec le temps. Supposons qu’a t = —oo le
systéme était dans son état fondamental (gronde state) et que la source z((t) agit

périodiquement pendant un temps limité. On peut ainsi calculer la probabilité de
transition pour que le systeme reste dans un état fondamental a ¢t = +o0.

2.1.1 Transition de ’état fondamental vers I’état fondamen-
tal

On considere un systeme quelconque qui a l'instant initial ¢; est stationnaire et
change ensuite sous I'influence d’une source extérieure J(t) pendant un laps de temps
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fini. Apres que la source soit "éteinte", ’état fondamental du systeme reste le méme
(& un terme de phase prés). Le propagateur pour le systéme est donné par :

i [tf x—H (x T
<aptylaits >y= [ Do [Dp bbbt (23)

Le propagateur dépend de la source J(t),c’est une fonctionnelle de la source J(t).
Premierement, on admet que la source est non nulle seulement durant un laps de
temps compris entre [—7 et [+77], on a alors :

(ti< =T et t;>T):J(t) =0 pourl|t| >T. (2.4)

le propagateur peut se décomposer tel que

< xptela,t; > = /dx’da: <axptpld!, T ><a'Tlw, =T >;< x,—T|x;, t; > (2.5)

le premier et dernier propagateurs sont pris avec I’hamiltonien sans source (J=0) a
cause de la condition (2.4).

<z, —T|z;t; >=< m|e%m_T_“)|a7i > (2.6)

=3 bul@) ey (w)e BT,

et -
< xptple!, T >=< aslem =D > (2.7)

=3 6ulxp) @ (x)eT BT

ou ¢, sont les fonctions propres de 'hamiltonien sans source. On suppose que le
spectre de H est limité par le bas avec les valeurs propres F,, > Ej. Prendre les limites
t; — —oo et ty — +oo n'est pas évident car les temps ¢; et t; apparaissent comme
les arguments d’une fonction oscillante. Cette fonction oscille plus vite lorsque les
valeurs propres F, sont importantes.

2.1.2 Rotation de Wick

Cette rotation consiste a remplacer les temps réels ¢; et t¢ de 'espace de Min-
kowski par des temps imaginaires pour pouvoir calculer les limites t; — —oo et
ty — 400, puis ensuite revenir vers les temps réels de nouveau.

Donc :
ti— T =te " (2.8)

La direction de la rotation est prise telle qu’il n’y ait pas de singularités lors de cette

rotation. Ceci a lieu quand 0 < e <7
t=+00—T=—i00,1=—00— T = +i00 pour € = 7.

On applique maintenant cette rotation a l’expression :

TN <, Tty >= 3 n(2)6 (wp)eh T e EnEls (2.9)
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On tend les temps vers l'infini et on obtient :

lim T Boti < x, =Tz, t; >= hm Zgzﬁn e EnT g (Bn—Eo)ti
T;——00(cos e—isine) 73— —00(cos e—i sin )
(2.10)

le dernier terme s’annule pour 7 > 0 a l'exception de n = 0(Ey).

lim ew P < g, —T|z;, t; >= ¢o(x)Pp(x )eﬁEOT. (2.11)

T;——00(cos e—isine)

D’une maniéré analogue on obtient :

lim e <y ty|a! T >= o) (x')er BT (2.12)

T§—400(cos e—isine)

Comme les termes de droite des deux expressions ne dépendent pas de t, ils peuvent
étre continues vers 'axe réel (¢ = 0) sans changement. On a vu donc comment la
rotation de wick nou a permis de rendre les deux expressions convergentes Dans ce
processus, on a remarqué que seulement 1’état fondamental (gronde state) contribue
a 'amplitude, on insert les deux expressions ci-dessus dans celle du propagateur et
on obtient

. 2 —
lim eI <yt ty > =
T;——00(cose—isine) Tp—4o0o(cose—isine)

= gf)o(xf)gzﬁa(xi)e%onT X /dmdm' <0l >< 2/, T|x,-T >;<z|0 >=  (2.13)

< 0,710, =T > do(ws) g (s) bol )¢ (x:)en 0"
En utilisant la rotation de Wick inverse, on obtient :
Q%Eo(tffti)e%iQEoT

< 0, T|O, =T >;= ti—>—o1<},rtr;—>+oo ¢0($f)¢8(xl) <y, tf|CL’Z‘, t; >, (214)

avec (dans la limite ¢t; - —oo et t; — +00)

< Ty, tf’LCZ, t; >j—0= (bo(%f)(f)é(%i)e%Eo(tfiti). (215)

On aura alors :

< xstr|lm, by > =2i
<0,7)0,-T >,=  lim gl ti >y =2t
ti——o00,tp—+00 < g(;f’tflx“t >0

(2.16)

Elle donne immédiatement I"amplitude de transition libre (J=0)

—21
< 0,70, =T >= e =T
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2.1.3 Fonction génératrice

Le taux de transition de ’état fondamental vers 1’état fondamental est une fonc-
tionnelle de la source J, qu’on note par :

. <z tr|lvi,t; >5 =i
W[J] =< 0, 4000, —00 >,= lim B Ul b 29 5t e
t;——00,t f—+00,T—00 < xf,tf|xi,ti >0

(2.17)

W{[J] est appelée fonction génératrice. ‘
Pour se débarrasser du facteur de phase (e 2T, on définit une fonction génératrice
normalisée définie telle que

W[J] < 0,+OO|O,—OO > <{L‘f,tf|l‘i,ti >

Z\J| = = = li 2.18
[ ] W[O] < 0, -I—OO|0, —00 > j—0 %H*Og,rtr;ﬁJrOO <y, tf|Ii,ti >J=0 ( )

avec Z[0] = 1.
Le numérateur est 'amplitude de transition et elle peut donc étre écrite comme une
intégrale de chemins :

i [toor .
< xf,+00lx;, —00 > = N/Dx/Dpeﬁ Sl =t ) +hd (e (2.19)

Si H est quadratique en p et est sous forme : H = % + V(x), le propagateur s’écrit
comme suit

i [Toe
< xf, 00|z, —00 > = N/Dx eh o @) thI (O]t (2.20)
i [too ’
21] = WI[J]  <0,+0|0,—00>;  [Dx e” S D L@ +ha (t)a]dt 21
WI[0] < 0,+00]0, —00 > [ Dy ef S wani '

2.1.4 Dérivées fonctionnelles des amplitudes de transition

On commence par 'expression de 'intégrale de chemins comme une limite finie
d’intégrale :

n N dD S Pe o) o A
< xf,tf|a:i,tl- >J: nh—>nc}o/ H dxk/Hi:;ieﬁ Zj:o[P]( j+1 ]) WH(pjz J)JFTJZ J]
K=1 =0

(2.22)
On calcule ensuite ses dérivées fonctionnelles par rapport a J.
Supposons que F[J] est une fonctionnelle de la fonction f(x),la dérivée fonctionnelle
de F est définie par :

SELF@) _ o Lo s estn— o — FLr(a
57— o FU@) + e — )]~ FIf(), (2.23)

on pose :
F(zi,pi) = Pj(wj01 — 5) = nH(pj, ;) (2.24)
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0 <y tylwit > Apr &5 (P (w).py)+has [T;+e8(t;—t0))| £ [F (x py)+hay T
57 (t1) 113%6 JLI%O/HdI’“/H e S ' I

(2.25)

5 t i;ti . ity c—H(x x
SUIEZ) i [Do [Dp af)el IO o
1

Pour comprendre le sens de cette expression, revenons au propagateur :

< xyg tylw,t; >= /dml...dxn < xp tplan, ty >< Ty, to|Tn1, thor > < xy, ty|ag, t; >
(2.27)
alors que dans :
0 < g, tplwi,ti > =0
6J(t1)

= /d$1d.’17n < l'f,tf‘l‘n,tn > < 371,?51’.1%,@ > $1<t1)

(2.28)
= /dﬂ?ld.l’n < xf,tf]a:n,tn > an,tn‘xnfl,tnfl > ... < $1,t1|i‘(t1)|l’i,ti >
=< l’f,tf|{i’<t1)|l‘i,ti >

car @‘Il(t1> >= 1’1(t1)|1‘1(t1) >,
d’ou

g trlxi t; ‘ i [ i H(x
<oplgle Z o = zN/Dx/Dp :D(h)eﬁffi el (2.29)
0J (1)

=1 < .Tf,tf’fﬁ(tl)’.ﬁ[l,tl >

Dans le cas oti H est séparable en p et x et est quadratique en P, cette relation

s’écrit : 5 ; ;

. . i [tf z.z

SEL U2 i [De [Dp a(t) b a0)
0J(t1)

=1 < {L‘f,tf|f(t1)|$i,ti >

Ainsi, la dérivée fonctionnelle du propagateur par rapport a la source donne 1’élé-
ment de la matrice de transition de la coordonnée x. Les dérivées d’ordre supérieur
donnent :

0" < ZEf,tf|l’Z,t > / 1ftf[pj:—H($p)+J(m)]dt
Dx/D x(ty)x(t x(t,)em 't ’

Dans le cas o n=2, on a

62 < xf,tf]a:i,ti >
l7=0 = (
6J(ta)J(ts)

z)z/dxl...da:n < xptpl|Tn, ty, > ..
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L < l‘g,tdi‘(ta”l’g_l,tg_l > ... < {L‘k,tk|f7(t3)|[)3k_1,tk_1 > ... < [E17t1|l’i,ti > (232)

= / Dl“/ Dp a(ta)u(ts)et i o1l

On a supposé que t, > tg , car chaque fonction de Green infinitésimale se propage
dans le sens croissant du temps. Dans ce cas,on

6?2 < xf,tf|xi,ti >

=i B(ta)2(ts) i ti 2.
0 (ta)J (t5) 1" < g ty|E(ta)@(ts) |2, ti >, (2.33)

cependant, si t, < tg, ces deux instants apparaitront dans un ordre différent. Donc
on introduit le produit chronologique T, défini tel que

T[.@(tl).@(tg)} = {.@(t1>.@(t2) st 11 > 19 et i’(tg)i’(tl) st ty > tl} (234)

Donc on aura :

P2 <z JUelx, t; > ¢ —H (z,p)]dt
ST )i}'< = [Da [Dp w(t)a(t)et WP (o 55)

= ¢ < ZL‘f,tf|T[i‘(t1)i‘(t2)”£L'“tz >
A Tordre n, on peut généraliser tel que

o< $f,tf‘l'i,ti >

1
)" -0 =< te|T|Z(t)2(ta)...2(t, il > . 2.36
Ainsi, nous avons :
1 o" < in,tf‘l’l,tz > 1 n o

& I < 2y bylants >0 = T 55w ) S

i pg— H(z
Dz [Dp wx(ty)..a(t.)e i J, S o= H (x.p)lde
[ Dz [Dp 6hf [p&—H (a,p)]dt

_< xp, te|T[2(t)2(ta)...2(8,)] i, ti >
< $f,tf|l'“tl >

, (2.37)

Y

avec t; — —oo , ty — +0o0 et tous les autres instants tq,ts,...,t, sont situés entre
ces limites.
Dans le cas ot H est séparable en (P) et (x) et est quadratique en (P), on a :

< @ | T[E(t)2 (). 2 ()] [zt > [Dx alty)..x(t,)erSED)
< xf,tf|xi,ti > N | Dx e%s($(t))

ot S(x(t)) est 'action qui dépend de la trajectoire x(t).

< l’f,tf’T[@(tl).%(tz)ii’(tn)”l'l,tl >j—0—< l'f,tf‘o >< O\T[fc(tl)i(b)i'(tn)]\() >< O|.T@,tl > J=0
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=< O|T[2(t1)2(t)..2(10)]|0 > ol )eT Bots o () er ot (2.39)

Le dénominateur s’écrit comme.
<xf telrg,t; >— ¢0($f)¢6($i)€%Eo(tf_ti). (2.40)

d’ou :

Dz x(ty)..x t,)enS@®)

< O|T[2(t)2(t2)...2(ta)][0 > [ D ersE®)

(2.41)

G

i” 0J(ty)...J(tn)
< 0|T[%(t1)Z(to)...2(t,)]|0 > est appelée fonction de corrélation. Toutes les fonctions
de corrélation sont générées par Z[J], cette fonction est appelée fonction génératrice.

Z[J1] r=o-

2.2 matrice S et fonctions de Green

Dans ce qui va suivre, on va s’intéresser aux calculs des amplitudes de transition
pour le processus faisant intervenir les particules élémentaires. On va établir une
relation entre ces amplitudes de transition et la valeur moyenne dans le vide des
opérateurs des champs. C’est le théoréeme de réduction.

2.2.1 Matrice S

L’état initial dans une diffusion est formé par des particules séparées "on-shell"
at = —oo . Le terme on-shell signifie que ces particules obéissent a la relation de
dispersion pZ — p* = m? .

L’état fondamental du systeme est I'état d’énergie minimale ,c’est I'état sans
aucune particule :le vide. At = 400, on a I’état final ou les deux particules sont
libres on-shell. L’état de vide est le méme.

L’amplitude de transition de la collision m +n — m’' +n’ est déterminée par la
matrice S qui est amplitude pour qu’un état initial |, in > se trouve, a t = 400,
dans I'état |3, out > ou .

a et [ sont les moments conjugués et les autres nombres quantiques

Spa =< [, out|a,in > (2.42)

. On introduit un opérateur S qui transforme les états "in" en états " out" tel que

< B,out| =< B,in|S (2.43)
donc
Sga =< B,in|S|a,in > (2.44)
.S est un opérateur unitaire :
< 67in\§§+\a,m >=< [, out|a, out >= S,p (2.45)
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donc

SS+ =1 (2.46)

Les champs se transforment de la facon standard sous les transformations unitaires
tel que .

Pout = St dinS (2.47)
I'élément de matrice Sg, peut s’écrire sous la forme (en théorie classique ).
Spa = / W&, t —> +00) Wl (T, — —o0)d’s (2.48)
ou
qﬁ_(f,t — —00) = ) (2.49)

On généralisera ceci dans le cas des champs et on introduit les champs asymptoti-
quement libres ¢;, et ¢o: tele que.

t——00

¢out = tiI—Ii-loo QZS(.T, t)

En appliquant 'opérateur d’évolution dans le temps U sur le champs ¢;,...,...obtient :
Spa =< Pout|U (+00, —00) |, > (2.50)
avec
U(+00, —00) = U(+00,t)U(ty, —0) (2.51)
d’ou :
Sa =< Gout| U (+00, to)U (ty — 00) i >=< dbuf (to)|0} (t0) > (2.52)

Cette forme correspond a :

Spa = / W0y (2.53)

2.2.2 Théoréme de réduction

Les états asymptotiquement libres peuvent étre considérés comme les états exci-
tés du vide de la théorie. Les champs sont & présent des opérateurs (seconde quanti-
fication ). La quantification est obtenue en imposant les relations de commutations
pour les champs et leurs moments tels que
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(2.54)
[T1(Z,t), $(«, £)] = 0 (2.55)
[@(Z,1), ¢(a',1)] = 0 (2.56)

Le développement de Fourier de 'opérateur du champ ¢(z) est écrit comme suit

—.

:/ t)expiKT + a*; (1) exp K] (2.57)
\/ QII QQU{

avec

wy = (K2 —|—m2)%

oL .
9 é (2.58)

En le développant en série de Fourier, on obtient :

(x,t) =

BEK :
7t) = i [ Jag ()T

—at(t) exp_“?f] (2.59)
\/(21)3 2wK K

Au fait.on a :

K iKZ—iwgt |+ KT g
= / (21_[)32[@(6 Kt 4 ap exp —1 KT + iwgt] (2.60)
WK
et
dBK =L L2
(Z,t) = ¢ =—i WK [age BT WKt _ gl e iR Kt (2.61)
f 211 32wK "
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La mesure dans I'intégrale est choisie de facon a ce qu’elle soit un invariant rela-
tiviste , ’élément invariant est :

(‘Z[; 2m6(K2 — m2)0(Ko) avecKy > 0 (2.62)
B d* 9 9 d*K
= 6[(271')36(}( —m*)0(Kp)] (272w
a(k) et a™ (k) sont des opérateurs.
De la relation :
:/ dSk [akeigi‘—iwkt _i_a;-(e—il;f—l-iwkt] (263)
\/E27)32WK
on peut la réécrire sous la forme suivante :
— [ @Kla(K) fic(@) + a* (k) fic(@)] (2.64)
ou fi(x) = —=—e
et
7(#0) = &= i [ dRla(K)F(K) = a* (K) f* (K)o (2.65)
Les transformées de fourrier inverses donnent
3 ikx 1 2iwpt
et
[ @) = lalk) - a (<R (2.67)
ceci donne :
k) = / J2(F, 0w (&, 1) + i (&, 1)) d% (2.68)
dp(Z,t)  Of*
—i / Tl %’; ~ o) (2.69)
- z/d3 FE(7,6) B0 (7, 1) (2.70)
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ou :

— ob Oa
a(t) blt) = alt) 5] — (Sb(t) (2.71)
et
at(z) = —i / & fo(7,1) D0 (T, 1) (2.72)
| laz(t), (1) = Oz (2.73)
lap(t), az ()] = [a} (t),a5(t)] =0 (2.74)

L’élément de la matrice Sg,va s’écrire tel que :
Ssa =< B, out|a,in >=< B, out|a} (k)|a — k,in > (2.75)
ot on a admis que 'état initial |«, in > contenait une particule libre de moment £ .

Ssa =< B,out|a,in >=< B, out|al, ,(k)|a—k,in > + < B, out|a} (k)—al,,(k)|a—k,in >

out out

(2.76)
les opérateurs de création "in" et " out" s’écrivent comme suit
+ T i 570, ~
@hra(K) = =i [ @HSe(2) 610, 000(F, 1) (2.77)
< B,out|a,in >=< 8 — k,outla — k,in > + < B, out|a}, (k) — al,(k)|a — k,in >
(2.78)
< B, out|a,in >=< f—k,out|la—k,in > —i < [3, out| /d3xfk(x)<a—o>[¢m($)—¢0ut(x)]|a—k,in > .
(2.79)

On va démontrer que le terme de droite est indépendant du temps on calcule alors :

00l () 8o $un (1)) = Dol (2) 065 (x) — o f () Fin ()]

= f($)a§¢z‘n - (3§f(x)).gbm(x) (2.80)
or f(z) et ¢y, sont solutions de I'équation de Klein-Gordon.
(O+mPpm =0 et(O+m?)e™ = 0. (2.81)
donc :
Ol (2) 00 $in )] = F(@) (Vi (1)) =10 i ()]~ (V2 f ()~ f (1)) () (2.82)
Ol (2) 0 Bun(@)] = F(2) (Vin() — (V2f(2)) bin(x)
= VIf(@)Véin(2)] = VI(VF(@)bin(2)] + V V(@) = V VG (283)
Quand on integre sur tout le volume,l’expression s’annule.
Donc

olf (2)'D fun(x)] = 0
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Le terme de droite est indépendant du temps ,on peut donc le prendre a n’importe
quel instant, en particulier a ¢ = £00 . On remplacera les états in et out par ¢(x).

<
< B,out|a, out >=< [—k, out|a—k,in > +z’t£i+m < B, out| /d?’xfk(x) Oy ¢(z)|a—k,in >

—Ztlgr_noo < B, out| /d?’xfk(x) 0o o(x)|ae — k,in > .

On utilise la relation suivante :

(lim — lim ) / P fu(z) D d(x)) = [ ;oo dtaat[fk(x)<8_o>¢(a:)]d3x

t—o00 t——o00

— [ d'alfi(@)o(x) ~ (3 ful@))o(x)] (2.84)
= [ dlfu@) = (V2 = m?) fu(@)|(a)

On doit noter que dans cette relation, ¢(z) est un champ en interaction puisqu’on
a intégré entre —oo et +oo dans le temps , Donc ¢(x) ne résoudre pas I’équation de
Klein-Gordon et donc l'intégrale ne s’annule pas :

[ da(fdo - 031)0) = [ d'alfoRo — (V2 = m?)f.g).
En intégrant par partie deux fois,on obtient :
[ d'alfoRo — @ )¢l = [ d'af(@)(O+m?)o().
donc nous avons :
< B,out|a,in >=< -k, out|a—k,in > +i/d4xfk(:v)(l:|+m2) < B,out|p(x)|a—k,in >

Dans cette expression nous avons supprimé une particule dans 1’état "in", Main-
tenant on continue en suppriment une particule de moment k& de I'état " out' en
passant exactement par les mémes étapes de calcul que précédemment. On a alors :

< B,out|d(x)|a — kyin >=< 8 — k', out|agu (k') ¢(x)|a —k,in >
=< B—FK, out|p(x)ain (K )|a—k' in > + < =k, out|apu (k') p(x)—d(x)am (k') ja—k, in >
(2.85)
< Byout|p(x)|a — kyin >=< f — K, out|¢(z)|a — k — K',in >
+i / P! < B — K, out)/{[1(x) By [dout (#')(x) — d(2)dim(x)]|cx — k,in > (2.86)
= i < BH.out] [ a5 ()R T[0(a)o(@)]— (08 Fi () TIo(a Yol ok in >

On obtient finalement ,en négligeant le 1°" terme

< B, out|a,in >= i2/d4xd4x’f,:,(a:')fk(:c) (O +m*) (O +m?) < B— K, out)
X T[p(x")d(x)]|a — k,in > (2.87)
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. Cette réduction peut étre continuée jusqu’a ce qu’on ait n particules avec moment
k' dans ’état final " out" et m particules avec le moment k dans I’état initial "in".

Ssa =< B,nk’, out|a, mk, in >=

n

Z'm+n/ﬁd4xi/ I A fr () fr () X (T +m?)(0; + m?) (2.88)
X < O|T[p(x))d()-..0(a7,)d(w1) d(2)..F(wm)]|0 >

Ceci est le "théoreme de réduction" . Il nous permet d’exprimer les éléments de la
matrice S en fonction des foncions de Green & (m + n) points (qui sont appelées
aussi souvent fonction de Corrélation) définies telles que,

Il faut remarquer que dans le théoreme de réduction , 'interaction est contenue dans
I'opérateur des champs . L’état du vide est celui de la théoreme en interaction. Le
processus physique décrit dans le théoreme de réduction est celui de m particules "on
shell" dans I'état initial ,dans les points x4, ..., z,, de 'espace -temps et n particules
"on shell" dans I’état final , en 27, .., ], avec une région d’interaction entre ensemble
de points .

2.3 Fonctions de Green

Au paragraphe précédent, nous avons vu que les éléments de la matrice S peut
étre calculés, une fois les fonctions de corrélation ou de Green sont connues. Dans ce
chapitre on verra comment elles seront obtenues comme des dérivées fonctionnelles
des fonctions génératrices de la théorie.

2.3.1 Fonctions de Green a n-points

La fonction de corrélation est la valeur moyenne du produit chronologique des
opérateurs de champs dans le vide,

G(x1, 72, -, ) =< O|T[(w1)(w2)... 0 ()]0 > . (2.90)
Elle détermine le taux de transition pour tous les processus physiques ,

_ D ¢(z1)¢(wn)...p(an) el

D el (2.91)

G(z1, T, ..., Ty)

avec

slol= | (. 0,0d's. (2.92)

ou le vide est celui de la théorie en interaction. On a déja démontré que :
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1. 5 Z[J]
) 6J(21)0J (23)...0.] (2,

Notons que G(x1, ..., x,) est une fonction symétrique de ses arguments

G('xbl‘%"wxn) = ) |J:0 (293)

2] =% ;, [ e G, ) T (@) T () (2.94)

2.3.2 Représentation d’impulsion

Il est souvent avantageux de travailler dans ’espace des impulsions. En général
la transformation de la fonction. de Green dans la représentation d’impulsion est
donnée par :

/e’i(plxﬁp”ﬁ““*pnx")G(xl, y)drrydr .. d s, (2.95)

= (271')4(54(})1 +P2 + ... +pn)G(p17p27 '“7pn>

La fonction 0 reflete ici la conservation de 'impulsion totale die I'invariance par
translation. On prend toutes les impulsion qui sont dirigées vers le vertex.

2.3.3 Champs scalaires libres

Dans ce cas, la fonction génératrice est donnée par :

Zo[J] = exp%ifJ(I)DF(w*y)J(y)d‘*w d*y (2.96)

5Zo]J] 5

— eXp%ifJ(xl)DF(xlfxg)J(zg)dzlxl d4x2 ’J:O

5J(x) =0 5J(z)

—1 4 4
_ 7efJ(a:l)DF(ar:l—952)J'(9£2)al 1 diwo |J:0 /d4ZL’1 d4l’2 5(](@ [J(J:I)DF(ZEI . ZEg)J(l‘g)]
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_ }i{ [ ey d'wad(an = 2)Dr(ay - 22) (@) [ d'ay d'wad(z = a) Dr(as - 22) (21}

= ;i{d4x2DF(:1: — x9)J (x2) + /d4$1DF($ —z1)J (1)}

02| J .
5J0([x)] |j—0= —z/d4x1 Dp(x —x1)J (1) |j=0=0
0*Zo|J] S [d*z dizad(z1)Dp(z1—2)J (v2)[_; 2
— ) Z1 Z2J(T1)VF(T1—22 T2)[__ D _ _ 2
O [~iDp(x —y)] + (=i *  (2.97)

[ d'aiDple = 2)J(@1) [ d'e:Dp(y - 22)(@)e® [ @0 dodoDrn e

52 Zo[J]
6J(y)dJ (x)

— iDp(n — y)expT e D) (2

[d'a1 d'w2Dp(e = 20) Dy = 22)(21) (w2) exp® [ 2ot F2deDrtor s ez)

Donc

Gl y) = 5220”]1,) o= Dl — ) (2.08)

0 (y)oJ(
Le propagateur a deux points est le propagateur de Feynman.

Les dérivées d’ordres supérieures peuvent étre simplement obtenues en développant

la fonction génératrice Zy[0] telle que

+001

ZolJ) =3

n=0

n!(_; / J(2)Dp(x —y)J (y)d'zd*y)" (2.99)

X1

=1+ ZE(?>n/d4I1d4l‘2n D12 D34...D2n_1 om J1J2...J2n.
n=1"""

ou

Dz’j = DF(JIZ — xj) et Jk = J(l’k)

Il faut remarquer que Z, contient toujours un nombre pair de puissance de J, il est
donc évident qu’ une fonction de Green a nombre impair de points s’annule.

Lo P01

O 4old] 2.1
i’ 5y 0T =0 (2.100)

G(Il, Ly evnny ZEQk) = (
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()"
= % Z DPIPQ """ Dp2k—1p2k

p

ona Dy, = Dp,p, , p= permutations.

La relation ci-dessus établit que la fonction de Green a n-points d’un systéme
de particules libres peut étre écrite comme produits de fonctions. de Green a deux
point. C’est ce qu’on appelle théoreme de Wick.

Exemple de n =4 :

i2 1
G(x17$27x3ax4) = _ﬁ Z DP1P2D;D3;D4 = g Z DP1P2D;D3P4 (2'101)
" pESy PESy
G(l’l,l'g,l‘g, l’4) = —DF(Il - LL’Q)DF(JIg - $4) (2102)

—DF($1 - $3)DF($2 - $4)
—DF<JZ1 — IL‘4)DF(ZL‘2 — l‘3)

2.3.4 regles de Feynman

On peut représenter ces résultats d’'une maniere graphique. Les regles de Feyn-
man qui établissent la relation entre les représentations algébrique et graphique, sont
telles que.

1. Chaque propagateur de Feynman est représenté par une ligne :

r— y=iDp(x —vy)

2. Chaque source est représentée par une croix :

T —x=1iJ(z)

3. on intégre sur tout ’espace temps, les courants J(x)

4. Chaque diagramme a un facteur de symétrie".
par exemple, si on doit intégrer entre les points externes x et y, Ces derniers
peuvent étre inter changés sans changement de résultat, le facteur de symétrie

est donc %
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par exemple :

G((f)(;r;l, o) =5
x1 x1

x2
K N — K

K Ne—

X4
X4 £5)

Maintenant, on pose :

Zo[J] = €0l (2.103)

| iSolJ] = —; / d*rd*yJ(z)Dr(z —y)J(y)

utilisant les regles 2,3 et 4, on trouve immédiatement :

iSolJ] =%x—x

En développant,on trouve

2

L, i 4, 412
+oil=5 [ J@Dr(@ - y)I)d'd'y] +

'8 (1.15)

1 g .
= 1+iSolJ] + 5;(iS0(7))* + 5[550[1]1%
0,7
20[1]214‘/\’—?(‘4‘9_, +§H+
B

On appellera tous les graphes collés entre eux "graphes connectés" (connected
graphs) est tous les autres "non connectés'(un collés connected graphs).
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Dans notre exemple, Sy[J] est représenté par un seul graphe connecté
iSo[J] =y—

.Le développement en série de puissances généré des graphes non connecté.

La fonction de Green connectée est donnée par :

1 528,
Gc<xlax2> = = 0

1570 () 1m0~ Pr(m — w2) (2.104)

Toutes les autres dérivées d’ordres supérieures sont nulles.

2.3.5 Champs Scalaires en interaction

On considere le lagrangien de la forme :

L="Ly—V (2.105)

ou Ly est le lagrangien scalaire libre et V représenté une self interaction des champs.Pour
un tel lagrangien, la fonction génératrice pour les fonctions de Green a n-points ne
peut pas étre calculée. On a alors recours aux calculs perturbatifs. La fonction de
Green a un points est par définition donnée :

_ [Dé d(x1)¢(w2)...0(x,)e ]
B [ Dersldl

G(Z’l,aﬁg,....,l‘n) (2106)

ou

oiSl8] — i [ d'a(Lo—V+i59?) (2.107)

L’exponentielle de 'action peut étre développée en série de Taylor de 'interac-
tion :

1§ b s s

N=0
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avec

Sold] = / d*z(Lo +2’¢2§) (2.109)
donc
Do pla1)p(w2)...0(xn) EN—g 7 (—i [ d*z V)N el
G(x1, oy ey ) = Do Z‘,’Vozoﬁ(—z‘fd‘i\[xV)NeiSO[‘ﬂ (2.110)
et
Gy, Ty . y) =< 0 | T[(21)(22)...0(xn)] | 0 > (2.111)

<O T[Gin(@1) - Gin(T0) XX 2 (=i [ d2V)N] | 0 >
N <O|T[E%og m (=i [ d*2V)N] | 0 >

| 0 > est I’état du vide de I’hamiltonien total en interaction.

L’expression ci dessus permet de calculer la valeur moyenne dans le vide. de la théorie
en interaction, du produit chronologique de champs en développent perturbatif des
valeurs moyennes des champs libres.

2.3.6 Développement perturbatif
Pour le lagrangien £ = Ly — V(¢), on a :

21 = Zy [ Dgel [ #aten-v @iz (2.112)

- ZO/que_ifd4xv(¢)6ifd4x[£0+J(¢)+i%¢2]

ou Zy est I'inverse de l'intégrale de chemins pour J =0

Zgl — /’D¢€ifd4x[ﬁo—v(¢)+i%¢2]. (2113>
On utilise la relation :
lieifd4x[ﬁo+J(¢)+i§¢2} _ (2.114)
10Jy,

(y)et S elbotI(@)+i567]

et on a aussi :

i [ dha i€ 2 1 9 i [ dbe iE 2
Vip(y)]e' S d'elborT@)+ige’] — V[Zm]e [ d*alLotT(6)+i567) (2.115)
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et :

ot [ AyVIs)] i [ dalLo+d(9)+i567] _ =i [ a9V (G 550) i [ d*alLo+T(#)+i567] (2.116)
Z[J] _ Z() —Zfd yV( 1 ifd41‘[,co+<](¢)+i%¢2] (2117)
Z1J] = Zoe VG @) T [ dadtyI @) Dr )T () (2.118)

. 1_6 .
— Zoe_l f d4ZV(; 6J(z) )6180 [J]

= Zoe IV GTE) Z01). (2.119)

En développent ’exponentielle contenant V, on obtient ’expansion pérturbative de
Z[J].

Comme dans la plus part des cas on s’intéresse aux graphes connectés, on ne déve-
loppera pas Z[J], mais sur logarithme tel que

iS[J)=mZ[J] or Z[J) ="V (2.120)
InZ[J) = In Zy +In(1 . ¢/ 'V 5) ¢isol ) (2.121)
= In Zy + iSo[J] + In(e~"Solle=i [ d*aV (5 55) gisol])
= iS[J] = In Zo + iSo[J] + In[1 + e "0l (et [ d*2V(E5y) _ 1)eiSol]]

On pose :
e[J) = eiSoll (=t [ d'aV _q)¢isol (2.122)
et on obtient :
iS[J) =In Z[J] = In Zy + iSo[J] + In(1 + [ J]) (2.123)
= 0 Zo +iSolJ] + (1] — 52°17] + 0()) (2.124)

Cette expression représente le développement de S en puissances de V (pour V' —
0). Pour obtenir un développement en puissance de V, on reexprime £[J] en fonction
de V tel que

16 1. . 19 ;
e[J] = exp il _Z/d4xV 5J) a[—z/dlle(zﬁ)P + . Jexp™l (2.125)

On P'insére dans I'expression de S[J] et on obtient

; 146 .
iS[I) = n Zo + iSolJ] + e SV [—i [ dtav (-2t

l ~iSol/][_ / 4L 0 o s
+2! d*zxV (= - 6J>] e

L misong s [ gL 9y isol) 3
e [z/de(Z_(U)]e Y0V (2.126)
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Finalement,on a :

iS[J] = In Zo + iSo[J] + iS1[J] + iSa[]] — ;(islmf LoV

avec

iSolJ] = —; [ J@)Dpe = ) )d'd'y,

iSilJ] = e M=) [ d4xV )eiSol],

Qezso [J] )

iSJ] = =

eI / d4l’V(li
2! i

57
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Intégrales de chemins pour les champs
scalaires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre , on va appliquer les résultats du chapitre précédent au cas des
champs scalaires. Il a été démontré que la valeur moyenne dans le vide du produit
chronologique des opérateurs X pouvait étre obtenue comme des dérivées fonction-
nelles d’une fonction génératrice .

Tous ces résultats peuvent étre appliqués a la théorie des champs, sachant que
les champs jouent le role de coordonnées de la théorie ceci implique que la valeur
moyenne dans le vide du produit chronologique de champs (opérateurs) peut étre
obtenue par le biais de dérivation d’une fonction génératrice appropriée.

Cette valeur moyenne, dans le vide, de champs joue un role tres important en théo-
rie des champs. Chaque opérateur de champs crée ou annihile des particules et un
produit chronologique d’opérateurs de champs peut ainsi décrire 'amplitude de pro-
babilité pour un processus physique oi des particules sont crées et annihilés .

3.2 Fonction génératrice pour les champs

On suppose que le systeme est décrit par la densité lagrangienne de la forme :

£06,0,0) = (000,06 — ") — V() (3.1)

. Le lagrangien L est donné par :

L= [ £(.0,0)n = [[5(0" 68,6 —m?6?) ~ V(9)]d (3:2)
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. L’action est donnée par :

S = [dtL(6,0,0) = [ d'z £(6,0,0) (33)
. Pour définir la densité hamiltonienne, on calcule le moment conjugué :

oL

. La densité hamiltonienne H est donnée par :
H(r, 6,9 6) = 1 — L= 2(a* + (V)* + m¢) + V() (3.5)

2
. La fonction génératrice W[.J] =< 0, +00|0, —00 >,;= N’ [ D¢Drexpi [ dt [ dPx(rp — H + J¢)

On se place dans la référentiel ot i = ¢ = 1. et J = J(x) est une source arbi-
traire et d*z = dt d3x.

WIT) = N [ Do eapi [ d[L(6,0,0) + J¢] = N [ Dexpt | #ali@uooro-ntéi)-viorsio)

(3.6)
La fonction génératrice normalisée et donnée par :
~ W[ _ [ Dgexp—i [ d'z[36(0 +m?)¢ + V() — J(9)]
1] = wio] [ D expt ) d'elzo(O+m?)e+V(9)) (8.7)
ou on a utilisé le fait que :
/ Pr 90,0 = / P[0 (60,0) — $(0"9,8)] = / Prd(9"9,0)
— — [ @a(60) (3.8)

est, ot : O = 9,0" =05 — (6)2 est le d’Alembertien.

L’intégrant dans lexpression de Z[J] est une fonction oscillante et l'intégrale de
chemins n’est pas bien définie. Il existe deux manieres de remédier a ce probleme :

a)introduction d’un terme convergent exp —%egbz avec € > 0

b)définir Z dans un espace euclidien en opérant une rotation de wick.

3.2.1 Représentation Euclidienne :

L’espace réel euclidien est obtenu a partir de I'espace de Minkowski en tournent
'axe des "temps' d'un angle 6 = —7 vers 'axe imaginaire (rotation de wick). On
appelle un point dans 'espace-temps Euclidien par xg . 1l est relié au point dans
I’espace de Minkowski de telle fagcon que :
rp = (Z,x4) avec x4 = iz = it.
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Sous la rotation de wick, t — —it , x4 devient réel. Donc :

d*zp = Pz dry = Pz idt = id*x (3.9)
3 3

dogy, =Y da} +dei =) da’ — dt* = —da? (3.10)
j=1 Jj=1

drs, = —dx® (3.11)

L’opérateur d’Alembert(d’Alembertien) est alors donné par :

_82 - 82 - 4 82_
D_aﬂ_€__axi_€__;ax§:_%

Ainsi, pour un champ scalaire libre (V(¢) = 0) , la fonction génératrice dans la
représentation Euclidienne devient :

WB[J] _ N/ng eXp—fd4xE{%[3E¢8E¢+m2¢2]—J¢} (3.12)
olt Ip¢ = (95¢), avec Igdpdf ¢ = =" 0,
W = N [ Doexp— [ dwel [(0s0) + m??) ~ Jo}  (3.13)

(Op®)? est toujours positif, donc 'intégral W est bien convergente et définie.
La fonction génératrice normalisée est donnée par :

WglJ] < 0,400[0, —c0 >,

Z%J = = 3.14
£l W2[0] < 0,+400|0, —00 > ;-0 (3.14)
|0> est 'état du vide de la théorie libre.
On pose :
1
wh(0) = exp—5 [ d'wpl(0n0) + m?e?] (3.15)
done: | Dou(6) exp [ d*z.Jo
7007 = Wp\P)eXPJ @ 3.16
el [ Dowl(9) (3.16)

Z%[J] est vue comme étant une intégration de 'action de la source avec les poids
w%(¢) sur tous les champs ¢.
Par analogie avec les chapitres présidents , on voit que pour une fonction O(¢) des

champs , on aura :

| Douwl(¢) I1; 0;(d(;))
I Dpwip(¢)
Les opérateurs des champs sont ceux des champs libres .

Dans le cas ou il ya interaction, toutes ces relations sont toujours valables en rem-
plagant w?% par "une fonction de poids' pour la théorie en interaction wg(¢)

< O[T[[] O;(é(x))][0 >= (3.17)

we(9) = exp— [ d4:vE{;[(8Egb)2 +m2?] + V() (3.18)

48



= exp — / V(¢)d4$E exp —; /[(8E¢)2 + m2¢2]d493E = exp — / d4$EV(¢)w%(¢)

(3.19)
ce qui donne :
<01 0:(B)I0 >= [ Do WE(6) [[05(0) (3.20)
J J
_ fD¢w%(¢) eXp—fV(¢)d4rE H] OJ (¢) (3 21)
I Dowiy(¢) exp— [ V(¢)d*zp
ot |0 > est I'état du vide de la théorie en interaction
. s < O|T[IT, 05( — [V(¢)d ][0 >
j < 0[T[exp — [ V(¢o)d*zE][0 >
|0 > est I’état du vide de la théorie libre.
3.3 Evaluation des intégrales de chemins
3.3.1 champs scalaires libres :
On se place dans le cas ou les champs sont libres;V = 0
la fonctionnelle génératrice :
1
WJ] = N/ng exp —i/d4x[§¢(lj T m? i) — Jo| (3.23)

¢ est une variable d’intégration,qui ne vérifie pas I’équation de Klein-Gordon . Main-
tenant ,on introduit un champ ¢, qui satisfant a la relation :

[O+ (m? —ie)]go(x) = J(xz) (3.24)

J(x) joue le role de source pour le champ ¢y.On considére ¢y comme champ de
référence et on développe le champ ¢ autour de lui :

¢=do+¢ (3.25)

L’intégrant dans l’exponentielle devient :
(G0 +6)B(00 + &) + 560+ ) — ie) (g0 + &) — (60 + &)
= S F 1O+ m?—ie)]+ L GolO+H (m?—ie) o 50[0+ (mP—ie)}6'+ 5 [0+ (m—ie)| o oI

(3.26)

Les deux termes :
;%[D + (m? —ie)]¢’ et ;(p’[m + (m? — ie€)] o (3.27)
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donnent la méme contribution :

1 9 . 1

5(}50“:‘ + (m — ZE)]¢0 = §J¢0 (328)
Donc l'intendant s’écrit :

Slo(a), J] = — [ d'a{ 500+ (m? — ie)]o — I}
4 1 / 2 . / 1 1 / 2 .
— — [d'a {5010+ (m? i)l + S0 + 510+ (m? — ie)]n — Joo — Jor)

Sle, J] = —; [t 0+ (m? ~ 9]¢’ ~ Ju) (3.29)
La solution de I’équation :

O+ (m? —ig)]go(z) = J(2) (3.30)

s’écrit sous la forme suivante :

~ [ Dl =y Iy . (3.31)

ou Dp(x — y) est le propagateur de Feynman , qui obéit a 1’équation

[0+ (m? —ie)|Dp(z) = —6*(x) . (3.32)

RV w )=
(5:5—(27T) /d Kexp —iKz, Dp(x y)_<2

kexp —iK(x — y)Dp(k)
(3.33)
Donc :

ex —tk(x —

(3.34)

—m?2+ e

L’action S[¢, J]| devient alors :
56,7 =~ [ d2(d10+ (m? i) + J(x) [ dyDy(x — )T )}

/d4 (&[0 + (m2 —ie) 4} — = /J \Di(z — y)J(y)d*ydc . (3.35)

Le second terme ne dépend pas des champs ¢(z), il peut étre extrait de U'intégrale
de chemin.
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Le premier terme apparait dans l’expression de W[J = 0] donc :

=)
- W]
Ceci est 'amplitude de transition du vide vers le vide pour la théorie libre des champs

scalaires.
De la relation :

= exp —; /d4xd4yJ(x)DF(x —y)J(y) (3.36)

[0+ (m? —ie)|Dp(x —y) = —0*(z — y) (3.37)
Dp(z —y) = —0*(x — y)[O + (m* — ie)] " ,e—0
Dp(z —y) =—(O+m?)~" 6z —y)

3.3.2 Evaluation numérique des intégrales de chemins :

Une autre alternative pour évaluer les intégrales de chemins , c’est la méthode
numeérique.
La fonction génératrice est généralement donnée par :

W[J] =< 0] exp {H+NE=1) | > (3.38)
pour t; — —o00, et ty — +00

Apres la rotation de wick, ceci devient
W[J] = lim < 0| exp ?#+) |0 > (3.39)
B—0

ou [ est le temps dans 'espace Euclidien .

Si on identifie § a l'inverse de la température , ie :5 = %, on retrouve la valeur
moyenne dans le vide de I'opérateur statistique.

On discrétise la fonction génératrice W[.J], en écrivant :

W[J] = lim < 0,t£0,t; >

L =00 s to0

— lim ) / d (L + Jpene] 3.40
ity ST o $in i) o
avec
) 1 )
L= Lz, ;) = 3 Z(mil — wixil) (3.41)

k

51



Théorie perturbative gb4

Dans ce chapitre on va appliquer les méthodes développées dans les chapitres
précédent A la théorie ¢* dont le lagrangien est donné par :

L=Ly— V()

= Lo — %d)‘* (4.1)

g est la constante de couplage. La théorie ¢* est un exemple de théorie self in-
teractive.

4.1 Développement perturbatif de la fonction gé-
nératrice

On commence par la fonction génératrice de fonctions de green connectées :
1
iS[J) = In Zy +iSo[J] + iSi[J] — 5(z'sl[J])2 +0(V?) (4.2)

On insert 'interaction dans les expressions des Sg,S7 et.Ss

, )
iSo]J] = —§/d4zd4yJ(z)DF(z —y)J(y) , (4.3)
~ _ Y sl ., O iSo[J]
iS1[J] T /d xi&ﬂ(w)e , (4.4)
, 1, — i o oM
iSl] = (0 ¢S] [ gh(myib(y) o Ol (45)
2% 4! 0J4(x) 0J4(y)
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Pour une notation convéniente, on introduits de nouvelles quantités définis par

iS1lJ] = =i 5511 (4.6)
. o —19\25
iS20J] = (F2)25ul) (4.7)
donc :
~ G~ 1 —iag ~
iS[J] = In Zy + S J] + —z%sl[J] + (%)%[J] - 5(%51@]])2 o (48)
Premierement, on calcule le terme linéaire en g :
a iSo[J] T [J]
= ¢ "0 150 4.
Si[J] = e /dx(sﬁ(x)e (4.9)
_ —iSolJ] [ g4 —% [[d*zd*yJ(2)Dp(2—y)J(y)
e /d xéﬂ(m)e

Apres les différentes dérivations,on aboutit a ’expression suivante :
Si[J] = -3 / Dp(t—2) D (w—a)d e +6i / Di(y—2)Dp(r—2)Dp(a—2)J (y)J (2)d zd yd"
+ /DF(I —y)Dp(z — 2)Dp(x — v)Dp(z — w)J (y)J (2)J (v)J (w)d* zd yd* zd*w .

(4.10)

Le premier terme n’a pas de source, donc il ne va contribuer a aucune fonction
de Green. Le second terme est quadratique en J et donc il contribue a la fonction
de Green a 2 - points a Le dernier terme contribue a la fonction de Green a 4 - points.

4.2 Regles de Feynman

On peut représenter les résultats en prenant les regles suivantes :
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1. Le propagateur : iDp(z—y)==x

2. La source : iJ(z) = x—

X
3. Intégrer a travers l'espace-temps la source .J
4. Facteur de symétrie pour chaque diagramme.

5. Chaque interaction est representeé par un point : % = x

6. Intégrer [ d'z pour chaque boucle.

Si on représente la fonction génératrice "Connectée" par une ligne double :

. “J
iS[J] = ) S X

on peut dessiner les diagrammes pour :

iS1J) = In Zy + iSylJ] + 2807 + 0(g?) (4.11)

Comme :

D —— ‘“ZO")H“'[GX)*%(* )>’<(]

+0(g)?

Le premier graphe est le terme a 1’ordre zéro.

Les graphes entre parenthéses représentent tous les termes du ler ordre de 'interac-
tion. Le premier graphe décrit un processus sans lignes externe, ¢’est un processus du
vide qui a lieu indépendamment de la présence de particules physiques. Il constitue
un back gronde pour tous les processus physiques. Le second graphe avec une boucle
décrit un changement de masse du a la self-interaction. Le troisieme diagramme dé-
crit le processus physique réel.
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4.2.1 Contributions du vide

On va maintenant considérer le terme de normalisation In Z; .

Zal _ /,D(b 6ifd4x(£ofv+i%¢2)

— o V@) e 3 [ J@Dre-p I dtedty || (4.12)

On peut traiter cette expression de la méme maniéré que Z[J] :

In Zy = —iS[0] = —iSy[0] — (ZQ)S[O} +0(¢?) (4.13)

Dans la représentation graphique, on utilisant Sy[0] = 0 et S[0] = —3 D%(0) [ d*x

InzZg=InN = — CX)

Donc le dénominateur de la fonction génératrice ou bien la constante de norma-
lisation, Contient uniquement les graphes du vide . Insérant ’expression ci-dessus
dans celle de isq[J], on con celle les graphes du vide, donnant finalement pour Z[J]
au 1" ordre .

Nous avons montré,au 1 ordre,que le dénominateur dans Z[J] neutralise la
contribution du vide. Ceci est un résultat général qui est valable a tous les autres
ordres de la théorie des perturbation.
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4.3 Fonction de Green a 2-points

Les fonctions de Green a n-points connectées peuvent étre déterminées de leur
définition :
1 ons |
i 5J(21)8J (22)....0 0 () '7=°

(4.14)

4.3.1 Termes en O(g")

Il n” ya qu'un seul terme dans le cas de champs libres, qui est donné par le pro-
pagateur libre de Feynman :

1 528,

GC(.CEl, $2) = - ) ’J:(): ZDF(Qfl — .232) (415)

5J($1)5J($2

Nous allons maintenant évaluer G.(x1,zs) dans la représentation d’impulsion. On
prend la transformée de Fourier de la fonction de Green a 2-points :

/6(—ip1x1+p2$2) Gc($1,$2)d4xld4l‘2 =

—ig(x1—x2)
= —% plml“'mx? d4 diridias . 4.16
/ 27r / —m?+ 25] S ( )

Le propagateur de Feynman obéit a 1’équation suivante :

[O+ (m? —ie)|Dp(x) = —6*(z) , (4.17)
or .
e / K ek (4.18)
dou :
54(33' o —zk(:p y)
Dr(z —y) = — / 'K . 4.19
r(@—y) K? — (mQ—ZE (2m)*J K% —m? +ic (4.19)
Nous avons par définition :
/e_i(p”’ﬁp””““”"x") Gy, 09, ..., zn) d*xidias.....d*z, =
= (271')4(54(}?1 +p2 .. +pn>G(p17p27 7pn) : (42())

La fonction ¢ traduit la conservation de I'impulsion . Donc la relation :

/e—z‘(mm—i-ml"z) G(ﬂh,xz) d4x1d4$2 =
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q(z1—x2)
. —i p1m1+p2$2 d4 d4 d4 4.21
/ 27r / —m?2+ 25] T ( )

Le terme de gauche (vue la définition ci-dessus) :
1

(27) Ge(p1, p2)d* (p1 + p2) = (2m)* 6% (p1 + pg)p% (4.22)

—m?2+ic
d’ow :

(4.23)

Remarque :

dans la représentation en impulsion de G(xj...,x,), toutes les impulsion rentrent
dans le vertex .
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4.3.2 Termes jusqu’a O(g)

Les termes linéaires en (g) sont obtenus tel que

. 528
Gc(x17172) = —1 m |J:0—
, 52, —1 528
. o _[Z19) Lo+ O (424)

dJ(x1)0J (x2) 41 0J(x1)0J (z2)

Ge(x1,20) = iDF(xl—xg)—(_Z'g)lQi/d% Dp(z—2)Dp(z—21)Dp(z—25) +O(g%)
' (4.25)
G, 72) :iDF(xl—xQ)—g/d% Dp(2s—2)Dp(z—2)Dp(z—a1)+0(g%) (4.26)

On peut représenter cette équation sous la forme graphique suivante :

4.4 Représentation d’impulsion

Prenant la transformée de Fourier de 'expression de la fonction de Green a 2-
points jusqu’aux termes proportionnels a g .

/e—i(p1ﬂc1+p21‘2)Ge(le’x2) d4331d4332 =

e—ta(x1—x2)

- /[6_i(p1$1+p2$2)<(2;_)4)/d4qq2_7n2+i€]d4l‘1d4x2 — g/[@—i(pwl-&-pzm) %

e~ ig2(z2—1) e~ iq(z—z1) e—ia3(z—x)

d*zid*zs .
(6~ i6) (aF — i i6) (g — 2 i) T

(4.27)

1
/d4x(w)3/d4q1d4q2d4q3
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En intégrant suivant x1,z9 et x3 on obtient,

J 1
2m)* 6t G, — (27)* & vy 3
(2m)" 6% (p1 + p2) Gelpr +p2) = (27)° 67 (p1 + p2) pt—m2+is 2 ((27r)4> )
o P A e—w1(p1—q1) e—iw2(p2+q2) o—ix(q1—q2) )
28
/ 14 g2a qa 14 T2 T [(q%—mQ—l—iE) (q%—m2+is) (q2—m2+i5)] ( )

i
(27m)* 6*(p1+p2) Ge(pr+p2) = (27)" 6* (p14+p2) — g/ 2 d*qid*qd’q

P2 —m?+ic 2

1
(2m)t

(2m)* 0% (a1 — g2)

X (27T>4(27T)4 54(]91 - Ch) 54(]92 + q2) (q% _ mQ + Zﬁ)(qg - mg + 28)((]2 _ mg + Z€>

(4.29)
1
(27)" 8% (p1 + p2) Gelpr + p2) = (2m)" 64 (p1 + p2) o
g 4 1
— 2 (9 4.
2 (2m) (p? — m2 +ie) (p3 — m? + i) (4.30)

x / <d4q ! . (4.31)

2m)* ¢ —m? +ie

On a finalement

7 1 —1ig dq 7 i
Gc ) '=-p) = S ’
by =P = e e e @ ) g it ot
(4.32)

ou est le facteur de symétrie égal a 12

4.5 Regles de Feynman

Dans la représentation d’impulsion,les régles de Feynman sont données comme
suit :

2 _m24ie

1. Chaque ligne donne un facteur .
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Chaque vertex donne un facteur ¢

Il ya conservation des quadrivecteurs impulsions pénétrant dans un vertex.

Chaque ligne interne donne une intégrale [ 7(‘21;314

Chaque diagramme possede un facteur de symétrie qu’il faut multiplier.
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Conclusion générale

Dans ce présent travail nous avons calculé la fonction génératrice a 1'ordre 2 de la
constante de couplage de la self interaction. Ensuite, nous avons calculé la fonction
de Green a 2-points. Les résultats obtenus sont similaires a ceux obtenus par le biais
de la théorie quantique des champs. Nous pouvons ainsi dire que le formalisme de
I'intégrale de chemins est une autre alternative pour obtenir des informations sur un
systeme physique. Elle ne fournit pas plus d’informations que les autres formalismes.
Ceci dit, le formalisme est plus simple et direct. La philosophie de la méthode consiste
a écrire la fonction génératrice une fois que le processus connu, donc le lagrangien
bien défini. Apres cela, les fonctions de corrélation sont obtenues en calculant les
dérivées fonctionnelles de la fonction génératrice par rapport aux sources.
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Appendice

Intégrales de Gauss
Soit 'intégrale de gauss suivant

+oo 1 2
/ exp{—§ax2} de = % (a>0), (4.33)

—00

le produit de telles intégrales est donné par

1 9 (27’()"
/dxl dzy....dx, exp [—5 kgl axi] = I var

On suppose que les n nombres a; sont tous positifs et sont les élément d'une matrice
diagonale A, telle que

(4.34)

det(A) = [] ax (4.35)
k=1

et " N

k=1 k=1
a1
T2

ou X = : est un vecteur colonne
xn

et XT = (21 zo.... 2,) est un vecteur ligne.

Ainsi :
1
/ d"z exp{—5XTAX} = (4.37)

Cette relation est valable pour n’importe quelle matrice.
Pour chaque matrice symétrique réelle B, il existe une matrice réelle orthogonale qui
diagonalise B en A.
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OTBO = A ot O est une matrice réelle et orthogonale

ou B=0AO" et B est une matrice réelle et symétrique, BT = B.
On a alors :

1 1 1
/exp{—iYTBY}d”y = /d”y exp{—iYTOAOJrY} = /d”x eXp{—§XTAX}

o)z o2m) 2
- mE _ @n) (4.38)
(v/det(A))  (y/det(B))
ot on a substitué Y = OX et det(O) = 1(orthogonale).
On peut généraliser I'intégrale a une dimension ci-dessous :
+oo
/ exp{—ap* + bp + c}dp (4.39)
en l'intégrale a n-dimensions suivante
F(Aw) = /d”m exp{—XTAX +w"X}. (4.40)
On réécrit 'exponentielle telle que :
T T L \r Lo L 7,2
XAX—wX:(X—iA w) A(X—§A w)—ZwA w (4.41)
En posant :
1
X' =X - §A’1w ;ona dX' =dX,
alors :
1
F(A,w) =exp (—ZwTAflw) /dX’” exp (—XTAX")
N 1 T 1—1 _1
= ()2 exp(—Zw A7 w) (detA)™2 (4.42)
A une dimension, on a.
oo —ap?+bp+C oo 2 oo 2 b
/ dp exp™ ™ TTC = eXp{C}/ dp exp{—ap” + bp+} = eXp{C}/ dp exp{—a(p”+ —p)}
(4.43)
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On a:
b b?

b
24 Zp= B 4.44
pProp=0t o)t - s (4.44)
alors
/ b /
p=pt+t-- et dp=dp
2a
L’expression (4.43) se réécrit comme suit :
+oo 9 b
exp (C)/_ dp exp (—a(p” + —p)) = (4.45)
oo b? T 1 b?
d/ . 2 ~ Y = (2)Ys3 e
exp(C) [ dp exp(—ap?)] exp () = (5)F exp (- +C)
Dans le cas général on a
exp{—F(z)} = exp{—(XTAX + BTX +C)} (4.46)

ou A est une matrice réelle et symétrique, B est un vecteur et C est une constante.

On réécrit F'(z) sous la forme quadratique suivante :

F(z) = (X — Xo)TA(X — Xo) + F(Xo) (4.47)

ou Xg est donné par :

1
X = —QA‘IB (4.48)
et
1 T 4—1
F(Xo) =Fy=C — (B'ATB (4.49)

Intégrales complexes

On peut généraliser ces formules a l'intégration complexe
/daz exp (—ax?) /dy exp{—ay?} = /d:v dyexp (—a(z® +y?)) = U (4.50)
a
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en introduisant la variable complexe : Z= = + 1y

ZZ* = (zv +iy)(x —iy) = 2* + 3

(4.51)

Le résidu d’une fonctionF(Z) a variable complexe, Res(F,a), au point singulier a est
égal au coefficient de la premiere négatif dans le développement en série de Laurent

de F(Z2) au voisinage de a.

Res(F,a) = — / F(2)dz=C,

)
d’ou

/ F(Z) dZ = 2ri Res(F,a)

—0o0

= (

R
(n+ 1)A» P

On a aussi la relation suivante,

Indet A =trlnA.

En introduisant la variable complexe Z = x + iy

1 .
T_ — /exp_“z 2dZ*dZ.
a 21

En généralisant, elle devient,

(2mi)™

/exp{_Z+Az}d"Z*d”Z = /GXP{—Z*iAiij}an*an - det(A)

detA = exp{trin A}

d’ot

/eXp{—Z+AZ}d”Z*d”Z = (27mi)" exp{—trinA}
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(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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