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Introduction

Fondée par Isaac Newton, la mécanique classique se révéla à la fois efficace et

puissante pour décrire les phénomènes de la nature en termes de forces agissant sur les

systèmes. Joseph-Louis Lagrange proposa une formulation équivalente, mais

remarquablement élégante des équations de la mécanique classique, dans sont ouvrage

célèbre « la mécanique analytique ». Cette mécanique développée ensuite principalement

par Hamilton et Jacobi constitue une formulation particulièrement très puissante dans sa

cohérence et l’élégance de son formalisme mathématique [1,2]. Elle est parfaitement

adaptée aux développements de la physique moderne dans les domaines quantique et

relativiste. Le formalisme hamiltonien en particulier joue un rôle capital si on veut avoir

une description quantique des systèmes classiques [6,15].

Cependant, la mécanique analytique dans sa version standard reste impuissante

devant les difficultés liées à l’étude classique des systèmes fermioniques qui n’ont pas

d’équivalent classique. Nous pouvons citer les cas de l’oscillateur harmonique

fermionique et de la dynamique de spin, qui sont considérés comme étant des systèmes

purement quantiques.

Pour cette raison, nous considérons la mécanique pseudo-classique [7,8,9,10],

c'est-à-dire la mécanique d’un système décrit par les variables de Grassmann en plus des

variables canoniques ordinaires. Notre but est de définir les crochets de Poisson relatifs à

ces systèmes pseudo-classiques et d’étudier leurs propriétés, afin de montrer que leurs

théories quantifiées correspondent à la théorie quantique ordinaire avec des opérateurs

Fermionique.

Donc, l’objectif de ce mémoire est d’utiliser l’algèbre de Grassmann pour l’étude

de la mécanique analytique et de procéder à la quantification canonique des systèmes

pseudo-classiques. Pour y arriver, nous organiserons notre travail en trois chapitres

comme suit:

Dans le premier chapitre, nous allons brièvement rappeler certains aspects de la

mécanique analytique, en particulier, la formulation lagrangienne pour des systèmes
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à un nombre fini de degré de liberté, puis la formulation hamiltonienne obtenue suite à

une transformation de Legendre, ce qui permet de définir les crochets de Poisson et de

procéder à la quantification canonique. Nous allons aussi donner un bref rappel de la

mécanique quantique concernant quelques systèmes qui n'ont pas d’analogues classiques

comme l'oscillateur harmonique fermionique, la dynamique de spin et l'équation de Pauli.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la mécanique analytique dans les

algèbres de Grassmann, où nous allons définir en premier lieu cette algèbre et ses

propriétés, puis nous entamerons l’étude des deux formalismes lagrangien et hamiltonien

des systèmes pseudo-classiques dans le but de donner une définition des crochets de

Poisson pour la mécanique pseudo-classique et d’énumérer leurs propriétés nécessaires à

la quantification canonique de ces systèmes.

Dans le troisième chapitre, nous allons faire des applications sur quelques systèmes

physique décrits à la fois par des variables canoniques ordinaires et par les variables de

Grassmann, afin de donner une bonne description des systèmes classiques de fermions et

de procéder à la quantification canonique de la pseudo-mécanique et ensuite la comparer à

la théorie quantique ordinaire.
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La mécanique analytique [1,2] est une reformulation de la mécanique classique de

Newton élaborée progressivement durant la période 1750-1850. Cette approche de la

mécanique a le même contenu physique que celle de Newton, mais elle constitue un autre

point de vue avec de nouveaux concepts plus généraux et plus puissants, sur lesquels

reposent une grande partie de la physique moderne.

En effet, les méthodes de la mécanique analytique dans ses formulations

lagrangienne et hamiltonienne permettent de procéder à la quantification canonique des

systèmes classiques afin de les étudier dans un contexte quantique où les grandeurs

classiques deviennent des opérateurs hermitiens agissant sur un espace de Hilbert.

Dans ce chapitre nous allons rappeler brièvement certains aspects de la mécanique

analytique et de la mécanique quantique [6,14,15].

1-1-Formalisme Lagrangien

En mécanique analytique, l’état d’un système physique à�ܰ degrés de liberté est

déterminé par ses�ܰ coordonnées généralisées =ݍ ,(ݐ)ଵݍ) … ேݍ, ((ݐ) et par ses N vitesses

généraliséesݍ�ሶ(ݐ) =
ௗ(௧)

ௗ௧
= ,(ݐ)ሶଵݍ) … ሶேݍ, .((ݐ) L’espace qui caractérise l’état de ce

système à un instant donnée ݐ est l’espace des configurations ேݍ…ଵݍ) ሶேݍ…ሶଵݍ; ). Pour

CHAPITRE

Rappels sur la mécanique
analytique et la mécanique
quantique
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étudier l’évolution de ce dernier, il faut introduire une action (ݍܵ) qui est une

fonctionnelle de (ݐ)ݍ définie par l’intégrale suivante :

(ݍܵ) = න ሶݍ;(ݐ)ݍ)ܮ
௧

௧

(1.1)��������������������������������������ݐ݀(ݐ;(ݐ)

où (ݐ;(ݐ)ሶݍ;(ݐ)ݍ)ܮ est le lagrangien du système et (ݐ,ݐ) sont les instants initial et final.

Le principe de moindre action (principe de Hamilton) stipule que la trajectoire

physique est le chemin qui rend l’action extrémale, autrement dit, il faut que ߜܵ (ݍ) = 0.

Ce principe sert à nous fournir les équations de mouvement de notre système. En effet,

ߜܵ (ݍ) = න +ݍ)ܮ +ሶݍ;ݍߜ ߜ
௧

௧

−ݐ݀(ݐ;ሶݍ න ሶݍ;ݍ)ܮ
௧

௧

��ݐ݀(ݐ;

= න  ൬
ܮ߲

ݍ߲
+ݍߜ

ܮ߲

ሶݍ߲
������1ݐሶ൰݀ݍߜ ≤ ݅≤ ܰ

ே

ୀଵ

௧

௧

= න  ൬
ܮ߲

ݍ߲
+ݍߜ

ܮ߲

ሶݍ߲

݀

ݐ݀
൰ݍߜ

ே

ୀଵ

௧

௧

ݐ݀

= න  ൬
ܮ߲

ݍ߲
+ݍߜ

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
−൰ݍߜ

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
൰ݍߜ൰

ே

ୀଵ

௧

௧

ݐ݀

= න  
ܮ߲

ݍ߲
−
݀

ݐ݀

ܮ߲

ሶݍ߲
൨

ே

ୀଵ

௧

௧

݀ݍߜ� +ݐ  
ܮ߲

ሶݍ߲
൨ݍߜ

௧

௧

(1.2)

ே

ୀଵ

Le deuxième terme de la dernière équation est nul car les accroissements infinitésimaux

s’annulant aux extrémités de la trajectoire, doncݍߜ�(ݐ) = =൯ݐ൫ݍߜ 0, alors

ߜܵ (ݍ) = න  
ܮ߲

ݍ߲
−
݀

ݐ݀

ܮ߲

ሶݍ߲
൨

ே

ୀଵ

௧

௧

݀ݍߜ� (1.3)��������������������������������������ݐ

Comme les variations (ݐ)ݍߜ sont arbitraires et indépendantes, l’action est stationnaire

ߜܵ) (ݍ) = 0) si et seulement si
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݀

ݐ݀

ܮ߲

ሶݍ߲
−

ܮ߲

ݍ߲
= 0������������݅= 1 … .ܰ������������������������������������(1.4)

Ces équations différentielles de deuxième degré sont les équations d’Euler-Lagrange, qui

régissent l’évolution de notre système en respectant le principe de moindre action.

1-2-Formalisme Hamiltonien :

Dans le formalisme de Hamilton, pour décrire un système à N degrés de liberté, il

faut introduire à coté des N coordonnés généralisées{ݍ}, N variables indépendantes

supplémentaires notées {} appelées les moments conjugués et définis par la relation

=
ܮ߲

ሶݍ߲
������݅= 1 …ܰ���������������������������������������������������(1.5)

On peut ainsi écrire les équations d’Euler-Lagrange sous la forme :

=ሶ
ܮ߲

ݍ߲
������݅= 1 …ܰ���������������������������������������������������(1.6)

La description d’un système physique n’est plus alors faite dans l’espace des

configurations, mais dans un nouvel espace à 2N dimensions appelé l’espace des phases.

L’utilisation de la transformation de Legendre permet de passer du formalisme

lagrangien vers celui de Hamilton : les équations (1.5) doivent être inversées par rapport

aux vitesses généralisées ሶafinݍ de remplacer ces dernières par leurs expressions =ሶݍ

(ݐ,,ݍ)ሶݍ dans le Hamiltonien (ݐ,,ݍ)ܪ ci-dessous.

(ݐ,,ݍ)ܪ =  (ݐ,,ݍ)ሶݍ

ே

ୀଵ

− =ܮ  ሶݍ

ே

ୀଵ

− (1.7)����������������������ܮ

Afin d’utiliser le principe de moindre action, remarquons d’abord que

=ܮ��  −ሶݍ ܪ

ே

ୀଵ

(1.8)
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La variation de l’action devient

ߜܵ���������� = නߜ� ܮ݀ ݐ
௧

௧

= න ൭ߜ −ሶݍ (ݐ;;ݍ)ܪ

ே

ୀଵ

൱
௧

௧

ݐ݀

= න  ൬ߜݍሶ+ −ሶݍߜ
ܪ߲

ݍ߲
−ݍߜ

ܪ߲

߲
ݐ൰݀ߜ

ே

ୀଵ

௧

௧

= න  ൬ݍሶߜ+ ൬
݀

ݐ݀
(ݍߜ) − −൰ݍߜሶ

ܪ߲

ݍ߲
−ݍߜ

ܪ߲

߲
ݐ൰݀ߜ

ே

ୀଵ

௧

௧

= න 
݀

ݐ݀
+ݐ݀(ݍߜ) න  ൬ݍሶ−

ܪ߲

߲
൰ߜ− ൬ሶ+

ܪ߲

ݍ߲
൰ݍߜ�

ே

ୀଵ

௧

௧

ே

ୀଵ

௧

௧

ݐ݀

=  ௧[ݍߜ]
௧

ே

ୀଵ

+ න  ൬ݍሶ−
ܪ߲

߲
൰ߜ− ൬ሶ+

ܪ߲

ݍ߲
൰ݍߜ�

ே

ୀଵ

௧

௧

ݐ݀

Comme (ݐ)ݍߜ = =൯ݐ൫ݍߜ 0 et les variations (ߜ,ݍߜ) sont indépendantes, le seul

moyen de s’assurer que ߜܵ = 0 est d’imposer à la trajectoire physique de vérifier les

équations canoniques de Hamilton

⎩
⎨

⎧ =ሶݍ
ܪ߲

߲

=ሶ −
ܪ߲

ݍ߲

���������������݅= 1 …ܰ�������������������������������(1.9)

Il s’agit de 2N équations différentielles du premier ordre qui remplacent les ܰ équations

de Lagrange dans la description des systèmes classsiques.

1-3-Les crochets de Poisson :

Les crochets de Poisson sont des expressions mathématiques introduites

initialement dans le cadre de la mécanique analytique qui sont indispensables pour la
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quantification canonique. En effet, si on considère une grandeur quelconque

ேݍ…ଵݍ݂) ே…ଵ, (ݐ, définie dans l’espace des phases et qui dépend des coordonnées

généralisées, des moments conjugués et du temps, sa dérivée totale par rapport au temps

sera

݂݀

ݐ݀
=
߲݂

ݐ߲
+  (

߲݂

ݍ߲
+ሶݍ

ே

ୀଵ

߲݂

߲
(ሶ (1.10)

En utilisant (1.9), on aboutit à l’expression

݂݀

ݐ݀
=
߲݂

ݐ߲
+  (

߲݂

ݍ߲

ܪ߲

߲
−

ே

ୀଵ

߲݂

߲

ܪ߲

ݍ߲
) =

߲݂

ݐ߲
+ { {ܪ݂, (1.11)

Généralement, le crochet de Poisson entre deux fonction (ݐ,,ݍ݂) et (ݐ,,ݍ)݃ est défini

par

{ ,݂݃} = 
߲݂

ݍ߲

߲݃

߲
−
߲݂

߲

߲݃

ݍ߲

ே

ୀଵ

(1.12)

Dans le cas des variables dynamiques fondamentales ݍ et , les équations de

Hamilton s’écrivent alors sous la forme plus symétrique

൜
=ሶݍ {ܪ,ݍ}

=ሶ {ܪ,}
��������������݅= 1 …ܰ������������������������������������(1.13)

La définition (1.12) nous permet de calculer les crochets fondamentaux relatifs aux

variables canoniques (ݍ,) et cela nous donne

൞

൛ݍ,ݍൟ= 0

൛,ൟ= 0

൛ݍ,ൟ= ߜ

�����݅,݆= 1 …ܰ������������������������������������(1.14)

où ߜ est le symbole Kronecker (݅≠ ݆⟹ ߜ = 0 ;݅= ߜ�⟹݆ = 1)

Il est possible d’utiliser ces crochets afin de réécrire le crochet { ,݂݃} sous la forme
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{ ,݂݃} =  ൛ݍ,ݍൟ
߲݂

ݍ߲

߲݃

ݍ߲
+ ൛ݍ,ൟ

߲݂

ݍ߲

߲݃

߲
+ ൛,ݍൟ

߲݂

߲

߲݃

ݍ߲

ே

,ୀଵ

+ ൛,ൟ
߲݂

߲

߲݃

߲
( 1.15)

De la définition (1.12), nous pouvons aussi déduire que

⎩
⎨

⎧{ {ݍ݂, = −
߲݂

߲

{ {݂, =
߲݂

ݍ߲

(1.16)

Partant de la même définition, si ߙ et ߚ sont deux réels et�݂ ,�݃ et ℎ sont trois fonctions

qui dépend de q, p, t, on peut résumer les propriétés du crochet de Poisson dans les points

suivants :

1) L’antisymétrie : { ,݂݃} = −{݃, }݂ ⟹ { ,݂ }݂ = 0

2) La linéarité : +݂ߙ} ,݃ߚ ℎ} = }ߙ ,݂ ℎ} + ,݃}ߚ ℎ}

3) L’identité de Jacobi : ൛݂ , { ,݃ ℎ}ൟ+ ൛ℎ, { ,݂݃}ൟ+ ൛݃ , {ℎ, }݂ൟ= 0 (1.17)

4) Règle de Leibniz 1 : {݂݃ , ℎ} = {݂݃, ℎ} + { ,݂ ℎ}݃

5) Règle de Leibniz 2 : ቄ
ௗ

ௗ௧
,݃ቅ+ ቄ݂ ,

ௗ

ௗ௧
ቅ=

ௗ

ௗ௧
{ ,݂݃}

1-4- La quantification canonique

En physique théorique, l’étude du comportement d’un système à l’échelle

microscopique nécessite une description quantique pour comprendre un certain nombre de

phénomènes. La quantification canonique opérée dans le formalisme hamiltonien,

consiste à remplacer les positions etݍ les impulsions définies dans l’espace des phases

par les opérateurs positions పෝݍ et les opérateurs impulsions పෝ qui agissent dans l’espace de

Hilbert appelé l’espace des états physiques de telle sorte que les crochets de Poisson

soient remplacés par des commutateurs vérifiant la condition

ൣ݂መ, ො݃൧= ݂� ො݃− ො݂݃ � = ℏ݅{ ,݂݃} (1.18)
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où (ݐ,,ݍ݂) et (ݐ,,ݍ)݃ sont des grandeurs classiques et መ݂= (ݐ,Ƹ,ොݍ݂) et ො݃= (ݐ,Ƹ,ොݍ)݃

sont des opérateurs hermétiques. { ,݂݃} Est l’opérateur associé au crochet de Poisson

{ ,݂݃} et ℏ =


ଶగ
est la constante de Planck réduite.

Avec la condition (1.18), les commutateurs satisfont toutes les propriétés

énumérées dans (1.17). Cette manière de faire les choses n’est pas aussi simple qu’il en

paraît, elle se heurte à un problème majeur lié à l’ordre des opérateurs qui ne commutent

pas en général, heureusement qu’une grande partie des systèmes physiques est décrite

d’une façon simple. Dans le cas particulier les 2N opérateurs ఫෝ et పෝݍ correspondantes aux

2N variables fondamentales etݍ  obéissent aux relations de commutations

ఫෞ,పෝݍൣ ൧= ℏ݅ߜ ఫෞݍ,పෝݍൣ ൧= ఫෞ,పෝൣ ൧= 0�����������݅,݆= 1 …ܰ�����������(1.19)

Dans la représentation de Heisenberg, les opérateurs évoluent dans le temps tandis

que l’état |߰〉ு du système reste constant. L’évolution temporelle d’un opérateur መdansܣ

cette représentation est régie par l’équation

መܣ݀

ݐ݀
= −

݅

ℏ
+൧ܪ,መܣൣ

መܣ߲

ݐ߲

où ܪ est l’opérateur Hamiltonien du système. On en déduit facilement les équations de

Heisenberg

పෝݍ݀

ݐ݀
= −

݅

ℏ
=൧�����݅ܪ,పෝݍൣ 1 …ܰ���������������������������������(1.20)

పෝ݀

ݐ݀
= −

݅

ℏ
=൧�����݅ܪ,పෝൣ 1 …ܰ���������������������������������(1.21)

Dans la représentation de Schrödinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps,

alors que l’état ௌ〈(ݐ)߰| varie dans le temps en obéissent à l’équation de Schrödinger

ℏ݅
݀

ݐ݀
ௌ〈(ݐ)߰| = ௌ〈(ݐ)߰|ܪ (1.22)
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Ces deux représentations sont mathématiquement différentes mais physiquement

équivalentes. Elles sont liées par une transformation unitaire et conduisent aux mêmes

prédictions sur le plan expérimental.

1-5- L’oscillateur harmonique fermionique

En physique théorique l’oscillateur harmonique est le système le plus simple et le

plus important. De façon générale, on peut définir un oscillateur harmonique comme étant

un système périodique sinusoïdal avec une amplitude et une fréquence indépendantes des

conditions initiales.

L’oscillateur harmonique quantique est le résultat de la quantification d’un

oscillateur harmonique classique décrit par le hamiltonien ܪ =
ೣ
మ

ଶ
+

ଵ

ଶ
݉ ߱ଶݔଶ où

{௫,ݔ} = 1. En effet, après quantification, le hamiltonien devient l’opérateur

ܪ =
ܲ
௫
ଶ

2݉
+

1

2
݉ ߱ଶ ܺଶ�������ܽ݁ݒ �ܿ������ൣ ܺ, ܲ௫൧= ℏ݅ (1.23)

Pour étudier ce système, il est utile d’introduire les opérateurs de créations et

d’annihilations

ොܽ=
1

√2
ቆ
ܺ

ݔ
+ ݅

ݔ
ℏ
ܲ
௫ቇ,�����������ܽොା =

1

√2
ቆ
ܺ

ݔ
− ݅

ݔ
ℏ
ܲ
௫ቇ (1.24)

où ݔ = ට
ℏ

 ఠ
. Ces derniers vérifient les relations de commutation

[ ොܽ, ොܽା] = 1 ; [ ොܽ, ොܽ] = [ ොܽା , ොܽା] = 0 . (1.25)

Maintenant, le hamiltonien peut se mettre sous la forme

=ܪ���
ℏ߱

2
[ ොܽା , ොܽ]ା =

ℏ߱

2
( ොܽା ොܽ+ ොܽܽොା)

= ℏ߱ ൬ܽොା ොܽ+
1

2
൰ (1.26)

et [ ොܽା , ොܽ]ା = ොܽା ොܽ+ ොܽܽොା est l’anti-commutateur de ොܽet ොܽା .
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Les états propres {| 〉݊} d’un oscillateur harmonique vérifient les relations

|ܪ 〉݊ = ℏ߱ ൬݊ +
1

2
൰| 〉݊ (1.27)

ቊ ොܽ| 〉݊ = √ |݊݊− 1〉

ොܽା| 〉݊ = √݊+ 1|݊+ 1〉
�������������������݊ ∈ {0,1,2, … } (1.28)

On en déduit que l’énergie d’un oscillateur harmonique bosonique est ܧ = ℏ߱ ቀ݊ +

ଵ

ଶ
ቁ et que l’action de ොܽsur |0〉 est nulle ( ොܽ|0〉 = 0). Les différents niveaux sont reliés au

niveau fondamental par l’équation | 〉݊ =
ଵ

√!
( ොܽା)|0〉.

Contrairement à l’oscillateur bosonique, l’oscillateur fermionique n’a pas

d’équivalent classique. Il est introduit directement avec un hamiltonien qui s’écrit sous la

forme

ிܪ =
ℏ߱

2
ൣܾା , ܾ൧=

ℏ߱

2
൫ܾା ܾ− ܾܾା൯

= ℏ߱ ൬ܾା ܾ−
1

2
൰ (1.29)

où �ܾ et ܾା sont les opérateurs de création et d’annihilation fermioniques qui obéissent

aux relations d’anti-commutations

൛ܾ, ܾାൟ= 1 (1.30)

൛ܾ, ܾൟ= ൛ܾା , ܾାൟ= 0 (1.31)

Dans le cas fermionique, le hamiltonien présente juste deux niveaux | 〉݊ ∈

{|0〉, |1〉}. L’action de ces opérateurs sur un état propre | 〉݊ de ிܪ est donnée par

ቊ
ܾ| 〉݊ = |݊݊− 1〉
ܾା| 〉݊ = (1 − )݊|݊+ 1〉

(1.32)

Explicitement,

ܾ|0〉 = 0 ;�����ܾା|0〉 = |1〉 ;�����ܾ|1〉 = |0〉 ;�����ܾା|1〉 = 0 (1.33)
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L’état fondamental |0〉 et le niveau excité |1〉 satisfont le problème aux valeurs propres

〈ி|0ܪ = −
ℏ߱

2
|0〉 〈ி|1ܪ���������������������; = +

ℏ߱

2
|1〉

Les opérateurs ܾet ܾା admettent également une représentation matricielle

ܾ=
ଵ

ଶ
ොିߪ = ቀ

0 0
1 0

ቁ ;��������ܾା =
ଵ

ଶ
ොାߪ = ቀ

0 1
0 0

ቁ (1.34)

où

±ොߪ = ොଵߪ ± ;�����������ොଶߪ݅ ොାߪ] ොିߪ, ] = ොଷߪ4 (1.35)

sachant que ොଷߪ,ොଶߪ,ොଵߪ� sont les matrices de Pauli

ොଵߪ = ቀ
0 1
1 0

ቁ ොଶߪ������; = ቀ
0 −݅
݅ 0

ቁ ොଷߪ������; = ቀ
1 0
0 −1

ቁ (1.36)

1-6- La dynamique du spin quantique

Comme la masse et la charge électrique sont des propriétés internes des particules,

la physique quantique nous enseigne que le spin est aussi unes des propriétés intrinsèques

de ces particules qui n’a pas d’équivalent classique. Sa mesure donne des valeurs

discrètes et elle est soumise au principe d’incertitude. Nous pouvons classer les particules

selon le nombre quantique de spin : les bosons ont un spin entier, contrairement aux

fermions ayant un spin demi-entier.

Le spin est un moment cinétique intrinsèque décrit par un opérateur vectoriel

hermitien noté መܵ. Ses trois composantes መܵ
௫, መܵ௬, መܵ௭sont des observables physiques vérifiant

les relations de commutations suivantes :

ൣܵመ௫, መܵ௬൧= ℏ݅ መܵ௭, ൣܵመ௬, መܵ௭൧= ℏ݅ መܵ௫, ൣܵመ௭, መܵ௫൧= ℏ݅ መܵ௬ (1.37)

En présence d’un champ magnétiqueܤ�ሬ⃗= +௫ଓԦܤ +௬ଔԦܤ ,௭ሬ⃗݇ܤ la dynamique de spin

obéit aux équations de Heisenberg :

መ̇ܵ
௫ =

1

ℏ݅
ൣܵመ௫,ܪ൧,������ܵመ̇௬ =

1

ℏ݅
ൣܵመ௬,ܪ൧,������ܵመ̇௭ =

1

ℏ݅
ൣܵመ௭,ܪ൧ (1.38)
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où le hamiltonien de l’interaction est donné par

=ܪ −߱ܵ⃗መ.ܤሬ⃗= −߱( መܵ௫ܤ௫ + መܵ
௬ܤ௬ + መܵ

௭ܤ௭) (1.39)

avec ߱ représentant le rapport géomagnétique.

A l’aide des relations de commutations précédentes, on démontre facilement que

መ̇ܵ
௫ = ߱൫−ܤ௬ መܵ௭ + ௭ܤ መܵ௬൯ (1.40)

መ̇ܵ
௬ = ߱൫ܤ௫ መܵ௭− ௭ܤ መܵ௫൯ (1.41)

�����������ܵመ̇௭ = ߱൫−ܤ௫ መܵ௬ + ௬ܤ መܵ௫൯ (1.42)

Sous forme vectorielle

݀ܵ⃗መ

ݐ݀
= ∧ሬ⃗ܤ)߱− ܵ⃗

መ
) (1.43)

Nous avons ainsi obtenu l’équation d’évolution de l’opérateur de spin dans l’image de

Heisenberg.

1-7- L’équation de Pauli

Elaborée par Wolfgang Pauli en 1927, cette équation est considérée comme une

reformulation non relativiste de l’équation de Schrödinger pour les particules de spin 1 2⁄

pour prendre en compte l’interaction du spin de la particule avec un champ

électromagnétique externe.

Classiquement, une particule de masse m et de charge q se déplaçant en présence

d’un champ électromagnétique ൫ܧሬ⃗,ܤሬ⃗൯va subir la force de Lorentz ܨ⃗ =

+ሬ⃗ܧ൫ݍ ∧Ԧݒ ,ሬ⃗൯ܤ d’où l’équation de mouvement

݉ Ԧܽ= +ሬ⃗ܧ൫ݍ ∧Ԧݒ ሬ⃗൯ܤ (1.44)

où Ԧestݒ la vitesse et Ԧܽest l’accélération. Le lagrangien associé à cette équation s’écrit
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=ܮ
1

2
݉ Ԧଶݒ + .Ԧݒ൫ݍ −ܣ⃗ ܸ൯ (1.45)

sachant que ܣ⃗ = (ݐ,Ԧݎ)ܣ⃗ est le potentiel vecteur et ܸ = (ݐ,Ԧݎ)ܸ est le potentiel scalaire

vérifiant les relations ܣሬሬሬሬሬሬ⃗⃗ݐݎ = ሬ⃗ܤ et ݎܽ݃− ݀ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗�ܸ −
డ⃗

డ௧
= .ሬ⃗ܧ

Les moments conjugués obtenus à partir du lagrangien précédent sont�Ԧ= ݉ +Ԧݒ

ܣ⃗ݍ et le hamiltonien classique s’écrit donc sous la forme

ܪ =
1

2݉
−Ԧ) ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ ��������������������������������������(1.46)

Après quantification, le hamiltonien classique devient l’opérateur hamiltonien

ܪ��� =
1

2݉
( ሬ⃗ܲ− ܣ⃗ݍ

መ
)ଶ + ܷݍ (1.47)

où�⃗ܣ = ,(ݐ,Ԧݎ)ܣ⃗ ܸ = (ݐ,Ԧݎ)ܷ et ሬ⃗ܲ= − ℏ݅∇ሬሬ⃗. L’équation de Schrödinger sera alors

ℏ݅
߲

ݐ߲
߰ = ൫( ℏ݅∇ሬሬ⃗+ ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ ൯߰ �������������������������������������(1.48)

Examinons maintenant le cas d’une particule chargée avec spin 1 2⁄ ayant un

moment magnétique intrinsèque Ԧ௦ߤ dû au moment cinétique du spin ܵ⃗. Le tableau ci-

dessous montre les moments magnétique de quelques particules et leurs facteurs de Landé

݃.

Particule Moment magnétique Facteur de Landé

Electron
ሬ⃗ௌݑ = −݃

| |݁

2݉ 
ܵ⃗

݃ = 2.002319314

Proton
ሬ⃗ௌݑ = ݃

| |݁

2݉ 
ܵ⃗

݃ = 5.5883

Neutron
ሬ⃗ௌݑ = ݃

| |݁

2݉ 
ܵ⃗

݃ = −3.8263

En présence d’un champ magnétique ሬሬሬ⃗,ܤ le moment magnétique de spin va interagir

avec ce dernier à l’aide du terme d’interaction
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=ூܪ ሬሬሬሬ⃗ܤ.ሬ⃗ௌݑ− (1.49)

Donc le hamiltonien du spin ½ en présence d’un champ magnétique va s’écrire

=௨ܪ
1

2݉
ቀܲሬ⃗− ቁܣ⃗ݍ

ଶ

+ ݍܷ − ሬ⃗ܤ.Ԧ௦ߤ (1.50)

d’où l’équation de Pauli

ℏ݅
߲߰

ݐ߲
= ௨߰ܪ ���������������݅ℏ

߲߰

ݐ߲
= ൬

1

2݉
ቀܲሬ⃗− ቁܣ⃗ݍ

ଶ

+ ݍܷ − ሬ⃗൰߰������(1.51)ܤ.Ԧ௦ߤ

où ߰�= 
߰ା
߰ି

൨ est un spineur à 2 composantes et l’opérateur de spin ܵ⃗est représenté

comme suit :

መܵ
௫ =

ℏ

2
ቂ
0 1
1 0

ቃ=
ℏ

2
ො௫ߪ ,����ܵመ௬ =

ℏ

2
ቂ
0 −݅
݅ 0

ቃ=
ℏ

2
ො௬�������,�����ܵመ௭ߪ =

ℏ

2
ቂ
1 0
0 −1

ቃ=
ℏ

2
ො௭ߪ

sachant que =Ԧߪ ൫ߪො௫,ߪො௬,ߪො௭൯est le vecteur des matrices de Pauli. Explicitement,

ℏ݅
߲߰

ݐ߲
= ൭

1

2݉
ቀ݅ℏ∇ሬሬ⃗+ ቁ(ݐ,Ԧݎ)ܣ⃗ݍ

ଶ
+ ݍܷ (ݐ,Ԧݎ) − ݃

ݍ

2݉

ℏ

2
൱�߰(ݐ,Ԧݎ)ሬ⃗ܤ.Ԧߪ ���(1.52)

où =ሬ⃗ܤ.Ԧߪ ୶ܤ୶ߪ + ୷ܤ୷ߪ + ܤߪ = 
ܤ −୶ܤ ୷ܤ݅

୶ܤ + ୷ܤ݅ ܤ−
൨. Cette équation est la limite non

relativiste de l’équation de Dirac.
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Dans ce chapitre, nous allons développer des outils mathématiques sur les algèbres de

Grassmann afin de généraliser la mécanique analytique aux systèmes décrits par des variables

qui anti-commutent afin de procéder à leur quantification canonique [7,8,9,10,12,13].

2-1- Introduction aux algèbres de Grassmann

2-1-1- Définitions

Une algèbre de Grassmann ݎܩ est un espace vectoriel sur les corps réels ℝ ou

complexes ℂ, formée par l’unité et l’ensemble de générateurs {ఈߠ} avec ߙ = 1, … ܯ, , dont

les produits obéissent aux relations d’anti-commutation [4,5,11] :

ఈߠൣ ఉ൧ାߠ,
ఉߠఈߠ�≡ ఈߠఉߠ�+ = 0 ⟹ ఉߠఈߠ = ఈߠఉߠ− (2.1)��������������������ߚ,ߙ�∀

Cela implique notamment que pour tout ߙ donné : ఈߠ
ଶ = 0 et que toute puissance d’un

nombre de Grassmann supérieure à 1 nous donne 0. L’algèbre de Grassmann est une

algèbre associative de dimension 2ெ où tous les éléments peuvent s’écrire sous forme de

combinaisons linéaires des éléments de la base

൛1 ఈߠ�; ఉߠఈߠ��; ఊߠఉߠఈߠ�; ఘߠఊߠఉߠఈߠ�; ; … ெߠ…ଶߠଵߠ; ൟ (2.2)

Autrement dit, tous les éléments d’une algèbre de Grassmann sont des polynômes formés

par les générateurs {ఈߠ} avec ߙ = 1, … ܯ, .

Les fonctions des variables de Grassmann ont un développement de Taylor fini.

Donc pour ܯ = 1, il n’y a qu’une seule variable de Grassmann et une fonction arbitraire

s’écrit sous la forme

CHAPITRE

La mécanique analytique
dans les algèbres de
Grassmann
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(ଵߠ݂) = ݂ + ଵ݂ߠଵ (2.3)

où�݂et ଵ݂ sont considérés comme des nombres réels ou complexes. De même pour ܯ = 2,

nous avons

(ଶߠ,ଵߠ݂) = ݂ + ଵ݂ߠଵ + ଶ݂ߠଶ + ଵ݂ଶߠଵߠଶ (2.4)

Pour ܯ �quelconque, la forme générale de ݂ est

݂= ݂ + ఈ݂ߠఈ + ఈ݂ఉߠఈߠఉ + ఈ݂ఉఊߠఈߠఉߠఊ +⋯+ ଵ݂ଶ…ெ ெߠ�…ଶߠଵߠ (2.5)

C’est une somme de 2M termes avec les coefficients ݂, ఈ݂ , … , ଵ݂ଶ…ெ , où chaque terme est

un produit des .ఈߠ

Nous constatons rapidement que les éléments d’une algèbre de Grassmann peuvent

s’écrire comme étant la somme d’un polynôme avec des puissances paires et d’un autre

polynôme ayant des puissances impaires :

(ఈߠ݂) = ݂()(ߠఈ) + ݂(ଵ)(ߠఈ) (2.6)

On dit que la parité de ݂() est égale à 0 tandis que celle de ݂(ଵ) est égale à 1. En général,

les nombres de Grassmann ayant juste des termes avec des puissances pairs des ఈߠ sont

appelés des nombres de Grassmann pairs ou des nombres bosoniques ; et les nombres de

Grassmann avec des termes ayant un nombre de ఈߠ impaire sont appelés des nombres de

Grassmann impairs ou des nombres fermioniques. Donc, un nombre bosonique ܤ a une

parité ܲ=0 et un nombre fermionique aܨ une parité ிܲ=1.

A présent, essayons de voir explicitement l’intérêt d’introduire la parité. En effet,

si ܣ et ܥ sont des nombres de Grassmann, alors

ܥܣ = (−)ಲ(2.7)���������������������������������������������������������ܣܥ

En particulier, si ଵܤ et ଶܤ sont bosoniques et ଵܨ et ଶܨ sont fermioniques, alors

ቐ
ଶܤଵܤ = ଵܤଶܤ
ଶܨଵܨ = ଵܨଶܨ−
ଵܤଵܨ = ଵܨଵܤ

⇔

[ଶܤ,ଵܤ] = −ଶܤଵܤ ଵܤଶܤ = 0
ା[ଶܨ,ଵܨ] = ଶܨଵܨ + ଵܨଶܨ = 0
[ଵܤ,ଵܨ] = −ଵܤଵܨ ଵܨଵܤ = 0

(2.8)

Les nombres bosoniques commutent entre eux, au moment où les nombres fermioniques

anti-commutent entre eux et nous avons aussi les nombres bosoniques qui commutent

avec les nombres fermioniques. Prenons par exemple ܤ = ଶߠଵߠ et ܨ = ,ଷߠ ensuite

calculons leur commutateur :

[ܤ,ܨ] = ܤܨ − ܨܤ = −ଶߠଵߠଷߠ ଷߠଶߠଵߠ = ଶߠଵߠଷߠ + ଶߠଷߠଵߠ = −ଶߠଵߠଷߠ ଶߠଵߠଷߠ = 0.
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2-1-2- Conjugaison complexe

Par analogie à la conjugaison des nombres complexes et la conjugaison hermitienne

des opérateurs, la conjugaison des nombres de Grassmann vérifie les propriétés suivantes :

ଶܣ,ଵܣ∀ ∈ ,�λݐ݁�ݎܩ μ ∈ ℂ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵܣ̅� ∈ ݎܩ

=ଶതതതതതതതܣଵܣ ଵܣଶ�̅ܣ̅
ଵܣߣ + =ଶതതതതതതതതതതതതതതܣߤ ଵܣ̅∗ߣ + ଶܣ̅∗ߤ

ଵܣ̿ = ଵܣ

(2.9)

où ∗ߣ et ∗ߤ sont les conjugués complexes de etߣ .ߤ

Les nombres de Grassmann peuvent être des réels ou complexes. Un nombre réel

satisfait

ߠ̅ = (2.10)����������������������������������������������������������������ߠ

Par contre, un nombre imaginaire (complexe pur) satisfait

=ߠ̅ (2.11)��������������������������������������������������������������ߠ−

Le produit de deux variables de Grassmann réelles est purement imaginaire

=ଶതതതതതതߠଵߠ ଵߠଶߠ = ଶߠ�ଵߠ− (2.12)

C’est ଶߠଵߠ݅ qu’est réel, car

ଓߠଵߠଶതതതതതതത= − ଵߠଶߠ݅ = ଶߠଵߠ݅ (2.13)

Les variables complexes de Grassmann ߟ et ҧpeuventߟ toujours être décomposées

en deux variables réelles de Grassmann ଵߠ et ଶߠ par la relation

=ߟ
1

√2
ଵߠ) + =ҧߟ����������������,(ଶߠ݅

1

√2
−ଵߠ) (ଶߠ݅ (2.14)

La quantité ܪ = ҧestߟߟ réelle et paire. En effet,

ഥܪ = =ҧതതതߟߟ =ҧߟҧ̅ߟ =ҧߟߟ ܪ = ଵߠଶߠ݅ (2.15)
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Ces définitions sont utiles pour les applications physiques, car on exige que les variables

réelles deviennent des opérateurs hermitiens lors de la quantification.

2-1-3- Dérivation dans les algèbres de Grassmann

Dans les algèbres de Grassmann, la dérivation habituelle serait incohérente avec le

caractère non commutatif de cette algèbre. La dérivée à gauche
డ

డఏഀ
d’une fonction des

variables de Grassmann du type (2.4) ramène ఈߠ à gauche de son développement de

Taylor en utilisant l’anti-commutativité, ensuite le supprimer. Par exemple, si (ଶߠ,ଵߠ݂) =

݂ + ଵ݂ߠଵ + ଶ݂ߠଶ + ଵ݂ଶߠଵߠଶ , alors

డ

డఏభ
= ଵ݂ + ଵ݂ଶߠଶ (2.16)

߲݂

ଶߠ߲
=

߲

ଶߠ߲
( ݂ + ଵ݂ߠଵ + ଶ݂ߠଶ− ଵ݂ଶߠଶߠ�ଵ) = ଵ݂− ଵ݂ଶߠଵ (2.17)

Par analogie, nous pouvons obtenir la dérivée à droite dans les algèbres de

Grassmann en commutant ఈߠ vers la droite avant de le supprimer, alors

߲݂

ଵߠ߲
= ݂

߲⃖

ଵߠ߲
= ( ݂ + ଵ݂ߠଵ + ଶ݂ߠଶ− ଵ݂ଶߠଶߠ�ଵ)

߲⃖

ଵߠ߲
= ଵ݂− ଵ݂ଶߠଶ (2.18)

߲݂

ଶߠ߲
= ݂

߲⃖

ଶߠ߲
= ( ݂ + ଵ݂ߠଵ + ଶ݂ߠଶ + ଵ݂ଶߠ�ଵߠଶ)

߲⃖

ଶߠ߲
= ଶ݂ + ଵ݂ଶߠଵ (2.19)

Ces deux dérivées à gauche et à droite sont liées par la relation

߲݂

ఈߠ߲
= −(−)�݂

߲⃖

ఈߠ߲
(2.20)

Comme les puissances supérieures à un des variables de Grassmann sont nulles,

l’opérateur de dérivation
డ

డఏഀ
est de carré nul

൬
߲

ఈߠ߲
൰
ଶ

= ቆ
߲⃖

ఈߠ߲
ቇ

ଶ

= 0 ( 2.21)

Les opérateurs de dérivations satisfont aux relations d’anti-commutations

ఈߠൣ ఉ൧ାߠ,
= 0 = ఉߠఈߠ + ఈߠఉߠ = 0 (2.22)
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డ

డఏഀ
,
డ

డఏഁ
൨
ା

=
డ

డఏഀ

డ

డఏഁ
+

డ

డఏഁ

డ

డఏഀ
= 0 (2.23)

ߠఈ ,
డ

డఏഁ
൨
ା

= ఈߠ
డ

డఏഁ
+

డ

డఏഁ
ఈߠ = ఈఉߜ (2.24)

La dérivée de Grassmann d’une fonction bosonique est une fonction fermionique tandis

que la dérivée d’une fonction fermionique est une fonction bosonique, car la dérivation

fait diminuer de un (1) le degré de chaque monôme.

ܲቀ
డ

డఏഀ
ቁ= 1 − ܲ( )݂ (2.25)

ܤ߲

ఈߠ߲
݉݅�ݐݏ݁� ܽ ���������������������������ݎ݅

ܨ߲

ఈߠ߲
ܽ�ݐݏ݁� (2.26)����������������������������ݎ݅

La différentielle totale ainsi que la variation d’une fonction des variables de

Grassmann s’obtiennent comme suit :

݂݀= ఈߠ݀
߲ீ ݂

ఈߠ߲
=

߲݂

ఈߠ߲
ߜఈ���������������݂ߠ݀ = ఈߠߜ

߲ீ ݂

ఈߠ߲
=

߲݂

ఈߠ߲
ఈߠߜ (2.27)

où ఈߠ݀ et ఈߠߜ sont aussi des nombres de Grassmann qui anti-commutent entre eux.

A présent, parlons un peu de l’intégration avec les variables grassmanniennes qui est

défini comme étant une opération identique à la différentiation [11]

න ఈߠ݀ ≡
߲

ఈߠ߲
(2.28)

Nous vérifions que cette opération a les propriétés formelles que l’on attend de

l’intégration

)݅ L’opération est linéaire.

݅݅) L’intégrale de la dérivée totale s’annule.

݅݅ )݅ Le résultat suite à l’intégration sur une variable ne dépend plus de cette variable.

݅߭ ) Un facteur dans un produit qui ne dépend pas de variable d’intégration peut être

factorisé devant le signe d’intégration.
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Le choix d’utiliser le symbole d’intégration ou la différentiation dépend du

contexte, et permet de construire pour les fermions un formalisme tout à fait parallèle au

formalisme des bosons (intégrales de chemin).

2-2- Principe de moindre action dans les algèbres de

Grassmann et le formalisme hamiltonien

Le but de cette partie est d’étendre le formalisme canonique à un système pseudo-

classique décrit par des variables ordinaires1 (ݐ)ݍ (݅= 1, … ,ܰ) et par les variables de

Grassmannߠ��ఈ(ݐ) ߙ) = 1, … ܯ, ) qui sont réelles. La dynamique d’un tel système est

déterminée par le principe de moindre action ߜܵ = 0 où l’action est donnée par

ܵ= න ܮ݀ ݐ
௧

௧

=ܮ�������, ఈߠ,ሶݍ,ݍ൫ܮ , ఈߠ̇ ൯ݐ, (2.29)

sachant que ൜
=ݍ {ݍ} = ேݍ…ଵݍ) )

=ߠ {ఈߠ} = ெߠ…ଵߠ) ).

Pour décrire des systèmes physiques, on exige du lagrangien d’être réel et bosonique

(pair), ce qui veut dire qu’il va commuter avec les variables de Grassmann tandis que ses

dérivées partielles par rapport à ces variables vont être de parité fermionique.

Afin d’appliquer le principe variationnel, il faut savoir donc que la variation de

notre lagrangien suite aux variations etݍߜ ఈߠ̇ߜ est

=ܮߜ ݍߜ
ܮ߲

ݍ߲
+ ሶݍߜ

ܮ߲

ሶݍ߲
+ ఈߠߜ

ܮ߲

ఈߠ߲
+ ఈߠ̇ߜ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
(2.30)

On en déduit que

ߜܵ =�න ܮ݀ߜ ݐ
௧

௧

= න ቆݍߜ
ܮ߲

ݍ߲
+ ሶݍߜ

ܮ߲

ሶݍ߲
+ ఈߠߜ

ܮ߲

ఈߠ߲
+ ఈߠ̇ߜ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ݀ݐ

௧

௧

= න ቆݍߜ
ܮ߲

ݍ߲
+
݀

ݐ݀
(ݍߜ)

ܮ߲

ሶݍ߲
+ ఈߠߜ

ܮ߲

ఈߠ߲
+
݀

ݐ݀
(ఈߠߜ)

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ݀ݐ

௧

௧

= න ቈݍߜ
ܮ߲

ݍ߲
+
݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
−൰ݍߜ

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
൰ݍߜ�+ ఈߠߜ

ܮ߲

ఈߠ߲
+
݀

ݐ݀
ቆߠߜఈ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ− ఈߠߜ

݀

ݐ݀
ቆ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ�݀ ݐ

௧

௧

2

1
Ces variables ont un caractère bosonique.
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Finalement,

ߜܵ������ �= න ݍߜ൭
ܮ߲

ݍ߲
−
݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
൰൱+ ఈߠߜ ൭

ܮ߲

ఈߠ߲
−
݀

ݐ݀
ቆ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ൱൩݀ +ݐ ݍߜ

ܮ߲

ሶݍ߲
൨
௧

௧

+ ቈߠߜఈ
ܮ߲

ఈߠ߲̇

௧

௧௧

௧

Les deux derniers termes de l’équation précédente sont nuls car les accroissements

infinitésimaux s’annulent aux extrémités de la trajectoire. Comme les variations ݍߜ et

ఈߠߜ sont indépendantes, l’action sera stationnaire si et seulement

݀

ݐ݀
൬
ܮ߲

ሶݍ߲
൰−

ܮ߲

ݍ߲
= 0�����������������݅∈ {1, … ,ܰ} (2.31)

et

݀

ݐ݀
ቆ

ܮ߲

ఈߠ߲̇
ቇ−

ܮ߲

ఈߠ߲
= ߙ�������������0 ∈ {1, … ܯ, }. (2.32)

Il s’agit des équations de mouvement d’Euler-Lagrange pour un système pseudo-

classique. Nous remarquons que les deux types d’équations ont la même forme.

Afin de passer au formalisme hamiltonien, nous allons définir les moments

conjugués par les relations

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ =

ܮ߲

ሶݍ߲

ఈߨ =
ܮ߲

ఈߠ߲̇

(2.33)

On voit bien que ఈߨ est un nombre de Gassmann fermionique (impair). Maintenant, les

équations d’Euler-Lagrange ci-dessus vont s’écrire

⎩
⎨

⎧ =ሶ
ܮ߲

ݍ߲

ሶఈߨ =
ܮ߲

ఈߠ߲

(2.34)

2
La convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés est adoptée, sachant que dans ce mémoire,

il n’y a aucune différence entre les indices en bas et les indices en haut.
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Une fois que les moments conjugués sont inversés par rapport aux vitesses, la

transformation de Legendre nous permet de construire le hamiltonien de notre système

ఈߠ,,ݍ)ܪ (ఈߨ, = ሶݍ
+ ߨఈߠ̇

ఈ − (2.35)��������������������������������������ܮ

Ce qui montre bien que ce dernier est une grandeur bosonique (pair). Pennons la

différentielle des deux membres de cette égalité

ݍ݀
ܪ߲

ݍ߲
+ ఈߠ݀

ܪ߲

ఈߠ߲
+ ݀

ܪ߲

߲
+ ఈߨ݀

ܪ߲

ఈߨ߲
+ ݐ݀�

ܪ߲

ݐ߲

= �݀ ሶݍ
+ ሶ݀ݍ + ߨఈߠ̇݀

ఈ ߨఈ݀ߠ̇�+
ఈ − ݍ݀

ܮ߲

ݍ߲
− ఈߠ݀

ܮ߲

ఈߠ߲
− ሶݍ݀

ܮ߲

ሶݍ߲
− ఈߠ̇݀

ܮ߲

ఈߠ߲̇
− ݐ݀

ܮ߲

ݐ߲

= �݀ ሶݍ
+ ሶ݀ݍ + ߨఈߠ̇݀

ఈ − ఈߠఈ̇ߨ݀ − �݀ ̇ݍ
݅
− ߨఈ̇ߠ݀

ߙ
− ݅ሶݍ݀ − −ߙߨఈߠ̇݀ ݐ݀

ܮ߲

ݐ߲

= ሶ݀ݍ − ఈߠఈ̇ߨ݀ − ̇ݍ݀
݅
− ߨఈ̇ߠ݀

ߙ
− ݐ݀

డ

డ௧

Par identification, on obtient les équations canoniques de Hamilton dans le cas d’un

système physique

⎩
⎨

ఈߠ̇⎧ = −
ܪ߲

ఈߨ߲

ሶఈߨ = −
ܪ߲

ఈߠ߲

;

⎩
⎨

⎧ =ሶݍ
ܪ߲

߲

=ሶ −
ܪ߲

ݍ߲

(2.36)

sans oublier l’équation
డு

డ௧
= −

డ

డ௧
. Les équations relatives aux variables ఈߠ et ఈߨ sont

complètement symétrique tandis que les autres sont identiques aux équations de la

mécanique analytique standard.

Nous pouvons aussi trouver ces équations d’une autre manière en utilisant le

principe de moindre action. En effet,

ܪ = ሶݍ
+ ߨఈߠ̇

ఈ − ⟹����ܮ =ܮ����� ሶݍ
+ ߨఈߠ̇

ఈ − ܪ

Alors,

ߜܵ = ∫ ܮ݀ߜ ݐ
௧
௧

=∫ ሶݍ)ߜ
+ ߨఈߠ̇

ఈ − ݐ݀(ܪ
௧
௧

=

= න ൬ݍߜሶ
+ ߜሶݍ

+ ߨఈߠ̇ߜ
ఈ + ߨߜఈߠ̇

ఈ − ݍߜ
ܪ߲

ݍ߲
− ఈߠߜ

ܪ߲

ఈߠ߲
− ߜ

ܪ߲

߲
− ఈߨߜ

ܪ߲

ఈߨ߲
൰

௧

௧

ݐ݀



Chapitre 2 : La mécanique analytique dans les algèbres de Grassmann

28

= න ൬ݍߜሶ
+ +ሶݍߜ ߨఈߠ̇ߜ

ఈ − ఈߠఈ̇ߨߜ − ݍߜ
ܪ߲

ݍ߲
− ఈߠߜ

ܪ߲

ఈߠ߲
− ߜ

ܪ߲

߲
− ఈߨߜ

ܪ߲

ఈߨ߲
൰

௧

௧

ݐ݀

= න ൭൬
݀

ݐ݀
൫ݍߜ

൯− ݍߜ
ప̇ ൰+ +ሶݍߜ ൬

݀

ݐ݀
ߨఈߠߜ)

ఈ) − ሶߨఈߠߜ
ఈ൰− ఈߠఈ̇ߨߜ − ݍߜ

ܪ߲

ݍ߲
− ఈߠߜ

ܪ߲

ఈߠ߲

௧

௧

− ߜ
ܪ߲

߲
− ఈߨߜ

ܪ߲

ఈߨ߲
൱݀ݐ

= න ൭ݍߜ൬−
ప̇ −

ܪ߲

ݍ߲
൰+ −ሶݍ൬ߜ

ܪ߲

߲
൰+ ఈߠߜ ൬−ߨሶ

ఈ −
ܪ߲

ఈߠ߲
൰+ ఈߨߜ ൬−̇ߠఈ −

ܪ߲

ఈߨ߲
൰൱

௧

௧

ݐ݀

+ ݍߜൣ
൧
௧

௧
+ ߨఈߠߜ]

ఈ]
௧

௧

Comme (ݐ)ݍߜ = =൯ݐ൫ݍߜ 0 et (ݐ)ఈߠߜ = =൯ݐఈ൫ߠߜ 0, les deux derniers termes de la

dernière équation sont nuls, et puisque les variations (ߨߜ,ߠߜ,ߜ,ݍߜ) sont indépendantes,

la condition ߜܵ = 0 impose à la trajectoire physique de vérifier les équations

⎩
⎨

⎧ =ሶ −
ܪ߲

ݍ߲

ሶఈߨ = −
ܪ߲

ఈߠ߲ ⎩
⎨

⎧ =ሶݍ
ܪ߲

߲

ఈߠ̇ = −
ܪ߲

ఈߨ߲

Ainsi nous avons obtenu à nouveau les équations les équations canoniques de Hamilton

décrivant un système physique dans le cadre de la mécanique pseudo-classique.

2-3- Crochet de Poisson et ses propriétés

Dans le but de procéder à la quantification canonique, nous allons généraliser les

crochets de Poisson aux cas systèmes décrits par des variables de Grassmann en plus des

variables ordinaires [8]. En utilisant les équations de Hamilton (2.36), l’évolution

temporelle d’une fonction des variables canoniques ,ݍ൫ܣ
,ߠఈ ఈߨ, ൯ݐ, est régie par

l’équation

ܣ݀

ݐ݀
= ሶݍ

ܣ߲

ݍ߲
+ ሶ

ܣ߲

߲
+ ఈߠ̇

ܣ߲

ఈߠ߲
+ ሶఈߨ

ܣ߲

ఈߨ߲
+

ܣ߲

ݐ߲

d’où
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ܣ̇ = ൬
ܪ߲

߲
ܣ߲

ݍ߲
−

ܪ߲

ݍ߲

ܣ߲

߲
൰ − ൬

ܪ߲

ఈߨ߲
ܣ߲

ఈߠ߲
+

ܪ߲

ఈߠ߲

ܣ߲

ఈߨ߲
൰+

ܣ߲

ݐ߲
(2.37)

L’expression précédente nous permet de définir les crochets de Poisson d’une grandeur ܣ

avec le hamiltonien ܪ

{ܪ,ܣ} = ൬
ܪ߲

߲
ܣ߲

ݍ߲
−

ܪ߲

ݍ߲

ܣ߲

߲
൰− ൬

ܪ߲

ఈߨ߲
ܣ߲

ఈߠ߲
+

ܪ߲

ఈߠ߲

ܣ߲

ఈߨ߲
൰ (2.38)

Maintenant,

ܣ݀

ݐ݀
=

ܣ߲

ݐ߲
+ {ܪ,ܣ} (2.39)

Dans l’expression du crochet (2.38), la quantité ܣ est quelconque tandis que le

hamiltonien ܪ est à caractère bosonique (pair). Nous devons donc penser à la façon de

définir le crochet de Poisson lorsque la quantité qui va remplacer ܪ est impaire. La

généralisation est directe dans le premier et le deuxième cas ci-dessous.

1er cas (pair-pair) : de la définition (2.38),

{ଶܤ,ଵܤ} = ൬
ଶܤ߲
߲

ଵܤ߲
ݍ߲

−
ଶܤ߲
ݍ߲

ଵܤ߲
߲

൰− ൬
ଶܤ߲

ఈߨ߲
ଵܤ߲
ఈߠ߲

+
ଶܤ߲
ఈߠ߲

ଵܤ߲
ఈߨ߲

൰

mais comme
డ

డఏഀ
et

డ

డగഀ
sont des variables impaires, il s’en suit que

{ଶܤ,ଵܤ} = ൬
ଵܤ߲
ݍ߲

ଶܤ߲
߲

−
ଶܤ߲
ݍ߲

ଵܤ߲
߲

൰+ ൬
ଵܤ߲
ఈߠ߲

ଶܤ߲
ఈߨ߲

−
ଶܤ߲
ఈߠ߲

ଵܤ߲
ఈߨ߲

൰ (2.40)

Il est possible de vérifier les propriétés suivantes

ቐ

{ଶܤ,ଵܤ} = {ଵܤ,ଶܤ}−

{ଷܤଶܤ,ଵܤ} = {ଷܤ,ଵܤ}ଶܤ + ଷܤ{ଶܤ,ଵܤ}
൛ܤଵ, +ൟ{ଷܤ,ଶܤ} ൛ܤଶ, +ൟ{ଵܤ,ଷܤ} ൛ܤଷ, =ൟ{ଶܤ,ଵܤ} 0

(2.41)

2ème cas (impair-pair) : toujours d’après la définition (2.38),

{ܤ,ܨ} = ൬
ܤ߲

߲
ܨ߲

ݍ߲
−

ܤ߲

ݍ߲

ܨ߲

߲
൰− ൬

ܤ߲

ఈߨ߲
ܨ߲

ఈߠ߲
+

ܤ߲

ఈߠ߲

ܨ߲

ఈߨ߲
൰
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Le fait que
డ

డగഀ
et

డ

డఏഀ
sont impairs et que

డி

డఏഀ
et

డி

డగഀ
sont pairs nous permet de mettre ce

crochet sous la forme

{ܤ,ܨ} = ൬
ܨ߲

ݍ߲

ܤ߲

߲
−

ܤ߲

ݍ߲

ܨ߲

߲
൰− ൬

ܨ߲

ఈߠ߲

ܤ߲

ఈߨ߲
+

ܤ߲

ఈߠ߲

ܨ߲

ఈߨ߲
൰ (2.42)

à partir de laquelle on peut vérifier facilement que

ቐ

{ଶܤଵܤ,ܨ} = {ଶܤ,ܨ}ଵܤ + ଶܤ{ଵܤ,ܨ}
{ܤ,ଶܨଵܨ} = {ܤ,ଶܨ}ଵܨ + ଶܨ{ܤ,ଵܨ}

{ଶܤ,ଵܤܨ} = {ଶܤ,ଵܤ}ܨ + ଵܤ{ଶܤ,ܨ}

(2.43)

3ème cas (pair-impair) : comme ܨ��etܤ sont liés par un commutateur nul [ܨ,ܤ]) = 0),

et que ce dernier est antisymétrique, alors le crochet qui leur associé doit l’être aussi, ce

qui veut dire que {ܨ,ܤ} = .{ܤ,ܨ}− A partir de (2.8), on déduit que

{ܨ,ܤ} = ൬
ܤ߲

ݍ߲

ܨ߲

߲
−

ܨ߲

ݍ߲

ܤ߲

߲
൰+ ൬

ܤ߲

ఈߠ߲

ܨ߲

ఈߨ߲
+

ܨ߲

ఈߠ߲

ܤ߲

ఈߨ߲
൰ (2.44)

Les propriétés de ce crochet sont

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

{ܨ,ܤ} = {ܤ,ܨ}−

{ܨ,ଶܤଵܤ} = {ܨ,ଶܤ}ଵܤ + ଶܤ{ܨ,ଵܤ}
{ଶܨଵܨ,ଵܤ} = {ଶܨ,ܤ}ଵܨ + ଶܨ{ଵܨ,ଵܤ}
{ଶܤܨ,ଵܤ} = {ଶܤ,ଵܤ}ܨ + ଶܤ{ܨ,ଵܤ}

൛ܤଵ, +ൟ{ܨ,ଶܤ} ൛ܤଶ, +ൟ{ଵܤ,ܨ} ൛ܨ, =ൟ{ଶܤ,ଵܤ} 0

(2.45)

4ème cas (impair-impair) : les nombres impairs ont des anti-commutateurs nuls

[ଶܨ,ଵܨ]) = 0), et comme ces derniers sont symétriques, le crochet qui leur associé doit

l’être aussi, ce qui veut dire que {ଶܨ,ଵܨ} = .{ଵܨ,ଶܨ} Pour cette raison, le crochet impair-

impair doit être défini de la manière suivante :

{ଶܨ,ଵܨ} = ൬
ଵܨ߲
ݍ߲

ଶܨ߲
߲

+
ଶܨ߲
ݍ߲

ଵܨ߲
߲

൰− ൬
ଵܨ߲
ఈߠ߲

ଶܨ߲
ఈߨ߲

+
ଶܨ߲
ఈߠ߲

ଵܨ߲
ఈߨ߲

൰ (2.46)

Nous avons les propriétés qui sont
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

{ଶܨ,ଵܨ} = {ଵܨ,ଶܨ}

{ଷܨ,ଶܨଵܨ} = {ଷܨ,ଶܨ}ଵܨ − ଶܨ{ଷܨ,ଵܨ}
{ଶܨ,ଵܨܤ} = {ଶܨ,ଵܨ}ܤ − ଵܨ{ଶܨ,ܤ}

൛ܤ, +ൟ{ଶܨ,ଵܨ} ൛ܨଵ, −ൟ{ܤ,ଶܨ} ൛ܨଶ, =ൟ{ଵܨ,ܤ} 0

൛ܨଵ, +ൟ{ଷܨ,ଶܨ} ൛ܨଶ, +ൟ{ଵܨ,ଷܨ} ൛ܨଷ, =ൟ{ଶܨ,ଵܨ} 0

(2.47)

Pour récapituler, la définition générale du crochet de Poisson des quantités A et C

est [5]

{ܥ,ܣ} = ቀ
డ

డ

డ

డ
−

డ

డ
డ

డ
ቁ+ (−) ቀ

డ

డఏഀ

డ

డగഀ
+

డ

డగഀ
డ

డఏഀ
ቁ (2.48)

Ce crochet vérifie les relations

 {ܥ,ܣ} = −(−)ಲ {ܣ,ܥ} ; (symétrie ou antisymétrie)

 ,ܣ} +ܥܽ {ܦܾ = {ܥ,ܣܽ} + ܽ��������������{ܦ,ܣܾ} ,ܾ∈ ℂ (linéarité)

 {ܦܥ,ܣ} = ܦ{ܥ,ܣ} + (−)ಲ{ܦ,ܣ}ܥ (règle de Leibnitz)

 {ܦ,ܥܣ} = {ܦ,ܥ}ܣ + (−)ವ ܥ{ܦ,ܣ} (règle de Leibnitz)

 (−)ಲವ൛ܣ, +ൟ{ܦ,ܥ} (−)ವ൛ܦ, +ൟ{ܥ,ܣ} (−)ಲ൛ܥ, =ൟ{ܣ,ܦ} 0 (Identité de Jacobi)

Le théorème fondamental suivant reste valable : «le crochet de Poisson de deux constantes

de mouvement est aussi un constante de mouvement»

Avant de passer à la section suivante, il faut savoir qu’en particulier les crochets

relatifs aux variables canoniques sont

൛ݍ,ݍൟ= 0, ൛,ൟ= 0, ൛ݍ,ൟ= ߜ (2.49)

et

൛ߠఈ =ఉൟߠ, 0, ൛ߨఈ =ఉൟߨ, 0, ൛ߠఈ =ఉൟߨ, ఈఉߜ− (2.50)

Les autres crochets contenant les variables fondamentales sont nuls :

൛ݍ,ߠఈൟ= 0 ൛ݍ,ߨఈൟ= 0 {ఈߠ,} = 0 {ఈߨ,} = 0 (2.51)

Nous avons ainsi construit les crochets de Poisson qui sont susceptibles d’être

utilisés pour décrire les systèmes faisant intervenir les variables de Grassmann.
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2-4- La quantification canonique des algèbres de

Grassmann:

La quantification canonique dans une théorie consiste à obtenir les crochets de

Poisson entre deux variables physiques classiques quelconques et à les transposer en

relations de commutation quantique ou d’anti-commutation des opérateurs qui leur

correspondent dans le domaine quantique. En présence des variables de Gassmann, la

quantification se fait en imposant les relations de commutation et d’anti-commutation

suivantes :

൞

=ଶ൧ܤ,ଵܤൣ ℏ݅{ܤଵ,ܤଶ}

=൧ܤ,ܨൣ ℏ݅{ܤ,ܨ}

ଶ൧ାܨ,ଵܨൣ = ℏ݅{ܨଵ,ܨଶ}

⇔ ቐ

−ଶܤଵܤ ଵܤଶܤ = ℏ݅{ܤଵ,ܤଶ}

−ܤܨ =ܨܤ ℏ݅{ܤ,ܨ}

ଶܨଵܨ���� + ଵܨଶܨ = ℏ݅{ܨଵ,ܨଶ}

(2.52)

Nous observons que les opérateurs impairs sont quantifiés avec des anti-

commutateurs, et que les crochets mixtes entre les opérateurs pairs et impairs sont des

commutateurs.

En particulier pour les variables fondamentales, nous avons

ఈߠൣ ොఉ൧ାߨ,
= − ℏ݅ ఈߠൣ ఉ൧ାߠ,

= ොఈߨൣ ොఉ൧ାߨ,
= 0 =Ƹ൧,ොݔൣ ℏ݅ (2.53)

tandis que les commutateurs des autres variables fondamentales sont nuls. Les équations

de Heisenberg des opérateurs fondamentaux seront alors

̇ఈߠ =
ଵ

ℏ
ఈߠൣ ො̇ఈߨ���������������������൧ܪ, =

ଵ

ℏ
ොఈߨൣ ൧ܪ, (2.54)

et

=ො̇ݔ
1

ℏ݅
=Ƹ̇���������������������൧ܪ,ොݔൣ

1

ℏ݅
൧ܪ,Ƹൣ (2.55)

où ܪ = ఈߠ,Ƹ,ොݔ൫ܪ ොఈߨ, ൯ݐ, est l’opérateur hamiltonien. Nous avons utilisé des

commutateurs seulement car ܪ est un opérateur bosonique.

Pour faire une quantification dans l’image de Schrödinger, nous allons faire appel à

un résultat obtenu plus haut. En effet, nous savons que
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ఉߠఈߠ������������������� + ఈߠఉߠ = 0
డ

డఏഀ

డ

డఏഁ
+

డ

డఏഁ

డ

డఏഀ
= 0 ఈߠ

డ

డఏഁ
+

డ

డఏഁ
ఈߠ = ఈఉߜ

Donc, pour réaliser les relations (2.53), il suffit de prendre la correspondance suivante :

=ොݔ =Ƹ����,�����ݔ − ℏ݅
߲

ݔ߲
ఈߠ���, = ఈߠ ොఈߨ������, = − ℏ݅

߲

ఈߠ߲
(2.56)

L’équation de Schrödinger sera alors

ℏ݅
డ

డ௧
(ߠ,ݔ,ݐ)߰ = ,�ݔቀܪ − ℏ݅

డ

డ௫
ఈߠ, , − ℏ݅

డ

డఏഀ
(ߠ,ݔ,ݐ)ቁ߰ݐ, (2.57)

2-5- Exemple d’application

Afin de bien illustrer le formalisme de la mécanique pseudo-classique, nous allons

étudier le cas du lagrangien pair et réel

=ܮ
݅

2
−ߦ̇ߠ̇

݅

2
߱ଶߦߠ

où ߦ�ݐ݁�ߠ sont deux variables de Grassmann indépendantes. Les équations d’Euler –

Lagrange par rapport à ces variables sont

݀

ݐ݀

ܮ߲

ߠ߲̇
−

ܮ߲

ߠ߲
= 0 ⟹

݅

2
+ߦ̈

݅

2
߱ଶߦ= 0 +ߦ̈�����⟹ ߱ଶߦ= 0

݀

ݐ݀

ܮ߲

ߦ߲̇
−

ܮ߲

ߦ߲
= 0 ⟹ −

݅

2
−ߠ̈

݅

2
߱ଶߠ = 0 +ߠ̈����⟹ ߱ଶߠ= 0

La solution générale de ces équations s’écrit sous la forme

ቄ
=ߦ ܣ cos߱ݐ+ �����ݐ�sin߱ܤ
=ߠ �cos�߱ܥ +ݐ �����ݐ�sin߱ܦ

où A,B, C et D sont des nombres de Grassmann indépendants du temps.

Pour faire le passage au formalisme hamiltonien, nous allons d’abord définir les

moments conjugués,

ఏߨ =
ܮ߲

ߠ߲̇
=
݅

2
ߦ̇ =ߦ̇��⟹ −2 ఏߨ݅

et

కߨ������������������������������������������������������ =
డ

డక̇
= −



ଶ
ߠ̇ ߠ̇���⟹ = 2 .కߨ݅
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En utilisant la transformation de Legendre, nous pouvons obtenir le hamiltonien comme

suit :

ܪ���������������������������������� = ఏߨߠ̇ + −కߨߦ̇ ܮ

= 2 ఏߨకߨ݅ − 2 −కߨఏߨ݅ ቆ
݅

2
൫2 క൯(−2ߨ݅ (ఏߨ݅ − ݅

߱ଶߦߠ

2
ቇ

= −4 కߨఏߨ݅ + 2 కߨఏߨ݅ + �݅
߱ଶߦߠ

2

d’où le hamiltonien

=��ܪ�� 2 ఏߨకߨ݅ + ݅
߱ଶߦߠ

2

En partant du résultat obtenu, nous pouvons écrire les équations de Hamilton

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ =ߠ̇ −

ܪ߲

ఏߨ߲
= 2 కߨ݅

ሶఏߨ�� = −
ܪ߲

ߠ߲
= −

݅

2
߱ଶߦ

=ߦ̇��� −
ܪ߲

కߨ߲
= −2 ఏߨ݅

ሶకߨ�� = −
ܪ߲

ߦ߲
=
݅

2
߱ଶߠ

⟹ ൜
+ߦ̈ ߱ଶߦ= 0

+ߠ̈ ߱ଶߠ= 0

En comparant les résultats obtenus dans les deux formalismes lagrangien et hamiltonien,

nous pouvons conclure qu’ils sont bien équivalents.

A ce stade, calculons les crochets de Poisson, en utilisant (2.46) et tout en sachant

que la partie spatiale dans cette équation est nulle, car notre système ne dépend que des

variables de Grassmann. En effet, dans notre cas le crochet de Poisson est défini par la

relation

{ଶܨ,ଵܨ} = −൭൬
ଵܨ߲
ߠ߲

ଶܨ߲
ఏߨ߲

+
ଶܨ߲
ߠ߲

ଵܨ߲
ఏߨ߲

൰+ ቆ
ଵܨ߲
ߦ߲

ଶܨ߲
కߨ�߲

+
ଶܨ߲
ߦ߲

ଵܨ߲
కߨ�߲

ቇ൱

Un calcul direct montre facilement que les seuls crochets non nuls sont bien

{ఏߨ,ߠ} = − 1 ; ൛ߨ,ߦకൟ= −1.

Après la quantification, les variables fondamentales కߨ,ߦ,ఏߨ,ߠ vont devenir des

opérateurs hermitienߠ�,ߨොఏ,ߦመ,ߨොక vérifiant les relations d’anti-commutation
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ොఏ൧ାߨ,ߠൣ = ℏ݅{ߨ,ߠఏ} = − ℏ݅

et

ොక൧ାߨ,መߦൣ
= ℏ݅{ߨ,ߦక} = − ℏ݅

sachant que les autres anti-commutateurs sont nuls. Le hamiltonien à son tour devient

l’opérateur

ܪ = 2 ොఏߨොకߨ݅ + ݅
ఠ మ

ଶ
መߦߠ

Maintenant, les équations de Heisenberg vont remplacer les équations de Hamilton

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ =̇ߠ

1

ℏ݅
ܪ,ߠ] ] = 2 ොకߨ݅

ො̇ఏߨ�� =
1

ℏ݅
=൧ܪ,ොఏߨൣ −

݅

2
߱ଶߦመ

=መ̇ߦ���
1

ℏ݅
ܪ,መߦ] ] = −2 ොఏߨ݅

ො̇కߨ�� =
1

ℏ݅
=൧ܪ,ොకߨൣ

݅

2
߱ଶߠ

Dans ce chapitre, nous avons fait l’extension du formalisme canonique au cas de la

mécanique pseudo-classique avec succès, ce qui nous a permis de garder la quantification

canonique comme une méthode efficace pour quantifier les systèmes décrits

classiquement par les variables de Grassmann.
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Dans ce chapitre nous allons utiliser les outils mathématiques relatifs aux algèbres de

Grassmann développés dans le chapitre précédent, afin d’étudier quelques systèmes physiques

classiques et de trouver leurs versions quantiques. Par la suite, nous allons comparer nos

résultats avec les rappels du premier chapitre dans le but de démontrer que les systèmes

constitués de fermions, ayant d’habitude une description purement quantique, peuvent avoir

des systèmes correspondants classiques décrits à l’aide des variables de Grassmann.

3-1- L’algèbre de Grassmann avec une seule variable

Dans cette section nous voulons étudier un système physique dans les deux

formalismes lagrangien et hamiltonien en utilisant une seule variable de Grassmann.

Le lagrangien général, pair et réel, qu’on peut construire dans ce cas est

=ܮ
݅

2
ߠ̇ߠ (3.1)

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange on trouve l’équation de mouvement

݀

ݐ݀

ܮ߲

ߠ߲̇
−

ܮ߲

ߠ߲
= 0 ⟹ −

݅

2
−ߠ̇

݅

2
=ߠ̇ =ߠ̇�����⟹0 0 (3.2)

Donc il n’y a pas de dynamique pour ce système car la solution de notre équation est

ߠ = ߠ qui est une constante de mouvement indépendante du temps.

Si on utilise la transformation de Legendre, le hamiltonien sera

ܪ = ఏߨߠ̇ − ܮ

avec

CHAPITRE

Applications à des
systèmes physiques
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ఏߨ =
ܮ߲

ߠ߲̇
= −

݅

2
ߠ�

d’où

ܪ = −൬ߠ̇
݅

2
−൰ߠ�

݅

2
=ߠ̇ߠ 0

Le hamiltonien est nul, ce qui montre qu’une algèbre avec une seule variable de

Grassmann ne peut pas servir à décrire un système physique en évolution dans le temps.

3-2- Oscillateur harmonique fermionique

Pour cette section prenons un lagrangien classique réel et pair dépendant de deux

variables de Grassmann qui peut se mettre sous la forme [7]

=ܮ
݅

2
൫ߠ̇ߠ+ −൯ߦ̇ߦ

݅

2
−ߦߠ)߱ (ߠߦ =

݅

2
൫ߠ̇ߠ+ −൯ߦ̇ߦ

݅

2
+ߦߠ)߱ (ߦߠ

=ܮ����
݅

2
൫ߠ̇ߠ+ −൯ߦ̇ߦ ݅߱ (3.3)������������������������������������������ߦߠ

Les équations de mouvement de ce système d’après les équations d’Euler –Lagrange

⎩
⎨

⎧
݀

ݐ݀

ܮ߲

ߠ߲̇
−

ܮ߲

ߠ߲
= 0

݀

ݐ݀

ܮ߲

ߦ߲̇
−

ܮ߲

ߦ߲
= 0

sont

൞
−
݅

2
−ߠ̇

݅

2
+ߠ̇ ݅߱ =ߦ 0

−
݅

2
−ߦ̇

݅

2
−ߦ̇ ݅߱ ߠ = 0

D’où la forme définitive

ቊ
=ߠ̇ ߦ߱

=ߦ̇ ߠ߱−
(3.4)
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D’après la définition des moments conjugués

ఏߨ =
ܮ߲

ߠ߲̇
= −

݅

2
కߨ��������;������ߠ� =

ܮ߲

ߦ߲̇
= −

݅

2
(3.5)�������������������������ߦ�

Nous remarquons que ces moments conjugués ne peuvent pas être inversés par rapport

aux vitesses ߠ̇ et ,ߦ̇ ce qui est un signe que notre lagrangien est singulier. A l’aide de la

transformation de Legendre, nous pouvons trouver le hamiltonien de notre système

ܪ��� = ఏߨߠ̇ + −కߨߦ̇ ܮ

= −൬ߠ̇
݅

2
+�൰ߠ� −൬ߦ̇

݅

2
−൰ߦ� ൬

݅

2
൫ߠ̇ߠ�+ ̇�ߦߦ ൯– ݅߱ ൰ߦߠ

=
݅

2
+ߠ̇ߠ�

݅

2
−ߦ̇ߦ�

݅

2
−ߠ̇ߠ�

݅

2
̇�ߦߦ + ݅߱ ߦߠ

Finalement,

=�ܪ������ ݅߱ (3.6)��������������������������������������������������ߦߠ

Comme lagrangien est singulier, les équations de Hamilton ainsi que les crochets

de Poisson obtenus dans le chapitre précédant ne peuvent pas s’appliquer sans erreurs. En

effet, ces derniers supposent que les moments conjugués sont inversibles par rapport aux

vitesses, ce qui n’est pas le cas ici. Pour remédier à cette situation, nous allons postuler

qu’il existe des crochets appelés crochets de Dirac [3,4,5,16,17] généralisant les crochets

de Poisson aux cas singuliers, ayant les mêmes propriétés énumérées dans le chapitre

précédent, dans la section consacrée aux crochets de Poisson (voir les relations qui sont

juste en dessous de l’équation (2.48)).

Les équations de Hamilton s’écrivent sous la forme

ቊ
ߠ̇ = {ܪ,ߠ} = ,ߠ} ݅߱ {ߦߠ = ݅߱ {ߦߠ,ߠ}

=ߦ̇ ,�ߦ} H} = ,�ߦ} ݅߱ {�ߦߠ = ݅߱ {ߦߠ,ߦ}
(3.7)

En utilisant les propriétés des crochets qu’on a vu dans le chapitre précédent, on

trouve que



Chapitre 3 : Applications avec des systèmes physiques

39

ߠ̇ = ݅߱ {ߦߠ,ߠ} = −�݅߱ {ߠ,ߦߠ} = −�݅߱ {ߠ,ߦ}ߠ) − (ߦ{ߠ,ߠ}

=ߠ̇���� −݅߱ {ߠ,ߦ}ߠ + ݅߱ ߦ{ߠ,ߠ}

Par identification avec le résultat obtenu par les équations d’Euler-Lagrange en (3.4), on

conclut que

{ߠ,ߦ} = 0 ; {ߠ,ߠ} = −݅

Pour que

ߠ̇ = (3.8)��������������������������������������������������������ߦ߱

De la même façon, nous avons

=ߦ̇ ݅߱ {ߦߠ,ߦ} = −݅߱ {ߦ,ߦߠ} = −݅߱ {ߦ,ߦ}ߠ) − (ߦ{ߦ,ߠ}

=ߦ̇��� −݅߱ {ߦ,ߦ}ߠ + ݅߱ ߦ{ߦ,ߠ}

Par identification avec le résultat obtenu en (3.4), on obtient

{ߦ,ߠ} = 0 ; {ߦ,ߦ} = −݅

d’où

=ߦ̇ (3.9)�������������������������������������������������������ߠ߱−

Avec ces crochets de Dirac, les deux formalismes lagrangien et hamiltonien sont

équivalents.

A l’aide de ces crochets, nous pouvons procéder à une quantification canonique de

notre système où les variables de Grassmann ߠ et ߦ vont devenir des opérateursߠ� et መߦ

hermitiens vérifiant les anti-commutateurs

⎩
⎨

⎧
൧ߠ,ߠൣ

ା
= ℏ

መ൧ߦ,መߦൣ
ା
= ℏ

መ൧ߦ,ߠൣ
ା

= 0

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଶߠ + ଶߠ = ℏ ⟹ ଶߠ =

ℏ

2

መଶߦ + መଶߦ = ℏ ⟹ መଶߦ =
ℏ

2
+መߦߠ =ߠመߦ 0 ⟹ =መߦߠ ߠመߦ−
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L’hamiltonien classique devient après la quantification l’opérateur

ܪ = ݅߱ መߦߠ (3.10)

Avant de continuer l’analyse dans le domaine quantique, il est utile d’introduire les

variables de Grassmann complexes suivantes d’abord dans le domaine classique

=ߟ
1

√2
+ߠ) =ҧߟ����������������,(ߦ݅

1

√2
−ߠ) (ߦ݅ (3.11)

d’où

−ሶߟҧߟ =ߟ�ҧ̇ߟ
1

√2
−ߠ) (ߦ݅

1

√2
൫̇ߠ+ −൯ߦ̇݅

1

√2
൫̇ߠ− ൯ߦ̇݅

1

√2
+ߠ) (ߦ݅

=
1

2
൫ߠ̇ߠ+ −ߦ̇ߠ݅ +ߠ̇ߦ݅ −൯ߦ̇ߦ

1

2
൫̇ߠߠ+ −ߦߠ̇݅ +ߠߦ̇݅ ൯ߦߦ̇

=
1

2
൫ߠ̇ߠ+ −ߦ̇ߠ݅ +ߠ̇ߦ݅ +ߦ̇ߦ +ߠߠ̇ −ߠ̇ߦ݅ +ߦ̇ߠ݅ ൯ߦ̇ߦ

=
1

2
൫2ߠ̇ߠ+ ൯ߦ̇ߦ�2

= +ߠ̇ߠ ߦ̇ߦ (3.12)

et

=ߟ�ҧߟ
1

√2
−ߠ) (ߦ݅

1

√2
+ߠ) (ߦ݅ =

1

2
ଶߠ) + −ߦߠ݅ +ߠߦ݅ (ଶߦ =

1

2
(2 (ߦߠ݅

= (3.13)���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ߦߠ݅

car ଶߠ�: = ଶߦ = 0

Remplaçons (3.12) et (3.13) dans (3.3), pour que le lagrangien de notre système peut

s’écrire sous la forme

=ܮ
݅

2
−ሶߟҧߟ) −(ߟҧ̇ߟ (3.14)�����������������������������������������ߟҧߟ߱
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Ce lagrangien est du même type que la densité lagrangienne de Dirac ܮ connue en

théorie des champs, mais à une seule dimension

ܮ =
݅

2
൫߰തߛఓ ఓ߲߰ − ఓ߲

ത߰ߛఓ߰൯+ ݉ ത߰߰ �����������������������������(3.15)

Cela montre l’analogie frappante entre l’oscillateur harmonique fermionique et le champ

spinoriel de Dirac.

Revenons maintenant au domaine quantique où nous avons

൧ߠ,ߠൣ
ା
= ℏ����������݁ߦൣ����������ݐመ,ߦመ൧

ା
= ℏ (3.16)

Les variables complexes dans la théorie quantique deviennent des opérateurs non-

hermitiens

=Ƹߟ
1

√2
൫ߠ+ መ൯ߦ݅ Ƹାߟ������������; =

1

√2
൫ߠ− መ൯ߦ݅ (3.17)

Soient maintenant les deux opérateurs ܾet ܾାdéfinis par

ܾ=
1

√2ℏ
൫ߠ+ =መ൯ߦ݅

1

√ℏ
Ƹ�������������������������������������(3.18)ߟ

et

ܾା =
1

√2ℏ
൫ߠ− መ൯ߦ݅ =

1

√ℏ
Ƹାߟ (3.19)

D’après les équations (3.17), on vérifie facilement que

⎩
⎪
⎨

⎪
=ߠ⎧

+Ƹߟ Ƹାߟ

√2

=መߦ
−Ƹߟ Ƹାߟ

√݅2

(3.20)

d’où

ൣܾ, ܾା൧
ା

=
1

ℏ
ା[Ƹାߟ,Ƹߟ] =

1

2ℏ
+ߠൣ −ߠ,መߦ݅ መ൧ߦ݅

ା
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=
1

2ℏ
ቀൣ ൧ߠ,ߠ

ା
− መ൧ߦ,ߠൣ݅

ା
+ ൧ߠ,መߦൣ݅

ା
+ መ൧ߦ,መߦൣ

ା
ቁ

=
1

2ℏ
(ℏ − 0 + 0 + ℏ) = 1 (3.21)

et de la même manière, on démontre que

ൣܾ, ܾ൧
ା

= ൣܾା , ܾା൧
ା

= 0 (3.22)

Ce résultat montre bel et bien que les opérateurs ܾet ܾାsont des opérateurs d’annihilation

et de création fermionique.

Passons à présent au Hamiltonien en remplaçant (3.20) dans (3.10)

=ܪ����������������� ݅߱ =መߦߠ ݅߱ ቆ
+Ƹߟ Ƹାߟ

√2
ቇቆ

−Ƹߟ Ƹାߟ

√݅2
ቇ=

ℏ߱

2ℏ
+Ƹߟ) −Ƹߟ)(Ƹାߟ (Ƹାߟ

=
ℏ߱

2
൫ܾ+ ܾା൯൫ܾ− ܾା൯=

ℏ߱

2
( ܾଶ− ܾܾା + ܾା ܾ− ( ܾା)ଶ)

=
ℏ߱

2
൫0 + 2 ܾା ܾ− 1 + 0൯

car ൣܾ, ܾା൧
ା

= ܾܾା + ܾା ܾ= 1 ⟹ ܾܾା = − ܾା ܾ+ 1 et aussi ܾଶ = ( ܾା)ଶ = 0.

Finalement, on trouve que

ܪ�������������������� = ℏ߱ ൬ܾା ܾ−
1

2
൰ (3.23)

En comparant ce résultat avec l’équation (1.29) du premier chapitre, on conclut que

nous avons obtenu le hamiltonien d’un oscillateur harmonique fermionique quantique.

Donc on peut dire que les variables de Grassmann nous ont permis de trouver une version

classique de l’oscillateur fermionique.

3-3- La dynamique de spin

Pour cette section, Partons d’un lagrangien classique dépendant de trois variables

de Grassmann, et essayons de voir l’interprétation physique des résultats obtenus après
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une quantification canonique. Dans ce cas le lagrangien pair et réel le plus général est de

la forme [7,10]

=ܮ
݅

2
൫ߦଵ̇ߦଵ + ଶߦଶ̇ߦ + −ଷ൯ߦଷ̇ߦ ݅߱ ଷߦଶߦଵܤ) + ଵߦଷߦଶܤ + (ଶߦଵߦଷܤ (3.24)

où ߱ etܤ�ሬ⃗= (ଷܤ,ଶܤ,ଵܤ) sont des constantes réelles. En utilisant la transformation de

Legendre

ܪ = −ሬ⃗కߨ.ߦ⃗ ܮ

on obtient le hamiltonien

ܪ = ݅߱ ଷߦଶߦଵܤ) + ଵߦଷߦଶܤ + (ଶߦଵߦଷܤ (3.25)

D’après les équations d’Euler-Lagrange,

݀

ݐ݀

ܮ߲

ଵߦ߲̇
−

ܮ߲

ଵߦ߲
= 0 ⟹ −

݅

2
−ଵߦ̇

݅

2
ଵߦ̇ + ݅߱ −ଷߦଶܤ ݅߱ ଶߦଷܤ = 0

ଵߦ̇��⟹ = ଷߦଶܤ߱− + ଶߦଷܤ߱ (3.26)

Maintenant, on va faire appel aux équations de Hamilton pour trouver les crochets

associés à notre lagrangien. En effet,

ଵߦ̇ = {ܪ,ଵߦ}

d’où

ଵߦ̇ = {ܪ,ଵߦ} = ݅߱ ଷߦଶߦଵܤ,ଵߦ} + ଵߦଷߦଶܤ + {ଶߦଵߦଷܤ

Mais, d’après les propriétés des crochets de Poisson, nous avons

{ଷߦଶߦ,ଵߦ} = {ଵߦ,ଷߦ}ଶߦ− + ଷߦ{ଵߦ,ଶߦ}

{ଵߦଷߦ,ଵߦ} = {ଵߦ,ଵߦ}ଷߦ− + ଵߦ{ଵߦ,ଷߦ}

{ଶߦଵߦ,ଵߦ} = {ଵߦ,ଶߦ}ଵߦ− + ଶߦ{ଵߦ,ଵߦ}

alors
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ଵߦ̇ = −݅߱ {ଵߦ,ଷߦ}ଶߦ)ଵܤ − (ଷߦ{ଵߦ,ଶߦ} − ݅߱ {ଵߦ,ଵߦ}ଷߦ)ଶܤ − (ଵߦ{ଵߦ,ଷߦ} − ݅߱ {ଵߦ,ଶߦ}ଵߦ)ଷܤ

− (ଶߦ{ଵߦ,ଵߦ}

Suite à une identification avec l’équation (3.26), on déduit facilement les crochets ci-

dessous.

{ଵߦ,ଵߦ} = −݅ et ൛ߦ,ߦൟ≠ 0, ݅= ݆

De la même manière, nous avons

݀

ݐ݀

ܮ߲

ଶߦ߲̇
−

ܮ߲

ଶߦ߲
= 0 ଶߦ̇���⟹ = ଷߦଵܤ߱− + ଵߦଷܤ߱ (3.27)

et

ଶߦ̇ = {ܪ,ଶߦ} = −݅߱ {ଶߦ,ଶߦ}ଷߦଵܤ + ݅߱ ଵߦ{ଶߦ,ଶߦ}ଷܤ

Par identification, on obtient

{ଶߦ,ଶߦ} = − .݅

Toujours par identification, nous avons

݀

ݐ݀

ܮ߲

ଷߦ߲̇
−

ܮ߲

ଷߦ߲
= 0 ଷߦ̇���⟹ = ଶߦଵܤ߱− + ଵߦଶܤ߱ (3.28)

et

ଷߦ̇ = {ܪ,ଷߦ} = −݅߱ {ଷߦ,ଷߦ}ଶߦଵܤ + ݅߱ ଵߦ{ଷߦ,ଷߦ}ଶܤ

D’où

{ଷߦ,ଷߦ} = − .݅

Nous avons ainsi obtenu les crochets relatifs aux variables fondamentales ൛ߦ,ߦൟ=

− ߜ݅ qui vont nous permettre de procéder à une quantification canonique.

Avant cela, et par analogie avec le moment cinétique orbital

=ሬ⃗ܮ ∧Ԧݎ Ԧ�������������������������������������������������������(3.29)
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définissons le moment cinétique ܵ⃗par la relation

ܵ⃗= ∧ߦ⃗ ሬ⃗కߨ = ∧ߦ⃗ ൬−
݅

2
=൰ߦ⃗ −

݅

2
∧ߦ⃗) (ߦ⃗ (3.30)

où

ሬ⃗కߨ =
డ

డకሬ̇⃗
= (−



ଶ
.(ߦ⃗

Autrement dit,

ܵ⃗= −


ଶ
ቮ
ଓԦ ଔԦ ሬ⃗݇

ଵߦ ଶߦ ଷߦ
ଵߦ ଶߦ ଷߦ

ቮ (3.31)

Explicitement,

ܵ⃗ = −
݅

2
൬ฬ
ଶߦ ଷߦ
ଶߦ ଷߦ

ฬଓԦ− ฬ
ଵߦ ଷߦ
ଵߦ ଷߦ

ฬଔԦ+ ฬ
ଵߦ ଶߦ
ଵߦ ଶߦ

ฬ݇ሬ⃗൰

= −
݅

2
ቀ(ߦଶߦଷ− −ଶ)ଓԦߦଷߦ −ଷߦଵߦ) +ଵ)ଔԦߦଷߦ −ଶߦଵߦ) ଵ)ሬ⃗݇ቁߦଶߦ

= −
݅

2
൫2ߦଶߦଷଓԦ+ +ଵଔԦߦଷߦ2 ଶሬ⃗݇൯ߦଵߦ2

= − −ଷଓԦߦଶߦ݅ −ଵଔԦߦଷߦ݅ ଶሬ⃗݇ߦଵߦ݅

d’où

ܵ⃗= ൝
ଵܵ = − ଷߦଶߦ݅
ଶܵ = − ଵߦଷߦ݅
ଷܵ = − ଶߦଵߦ݅

(3.32)

Maintenant, calculons les crochets relatifs aux composantes ܵ⃗. En effet,

{ ଵܵ, ଶܵ} = {ଵߦଷߦ,ଷߦଶߦ}− = {ଵߦଷߦ,ଷߦ}ଶߦ)− + (ଷߦ{ଵߦଷߦ,ଶߦ}

= {ଷߦ,ଵߦଷߦ}ଶߦ−)− − (ଷߦ{ଶߦ,ଵߦଷߦ}

= {ଷߦ,ଵߦ}ଷߦଶߦ − ଵߦ{ଷߦ,ଷߦ}ଶߦ + −ଷߦ{ଶߦ,ଵߦ}ଷߦ ଷߦଵߦ{ଶߦ,ଷߦ}
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= ଵߦଶߦ݅ = − ଶߦଵߦ݅ = ଷܵ

car les seuls crochets non nuls sont

{ଵߦ,ଵߦ} = {ଶߦ,ଶߦ} = {ଷߦ,ଷߦ} = − �݅��⇔ ൛ߦ,ߦൟ= − ߜ݅

De la même façon, on démontre que :

{ ଶܵ, ଷܵ} = − ଷߦଶߦ݅ = ଵܵ������������; { ଷܵ, ଵܵ} = − ଵߦଷߦ݅ = ଶܵ

Ces crochets montrent que la grandeur ܵ⃗est bel et bien un moment cinétique de spin

classique.

A ce stade, utilisons les crochets du cas classique obtenus plus haut dans le but de

donner une version quantique de notre système. Nous avons

൛ߦ,ߦൟ= − ߜ݅ (3.33)

et après la quantification, on aura

መ൧ାߦ,መߦൣ = ℏ݅൛ߦప,ߦఫൟ
 = ℏߜ (3.34)

où les መsontߦ des opérateurs hermitiens. Alors, les composantes de spin après la

quantification deviennent

ቐ

መܵ
ଵ = − መଷߦመଶߦ݅
መܵ
ଶ = − መଵߦመଷߦ݅
መܵ
ଷ = − መଶߦመଵߦ݅

(3.35)

Le calcul des commutateurs entre les composantes de spin dans le cas quantique nous

donne

ൣܵመଵ, መܵଶ൧= − =መଵ൧ߦመଷߦ,መଷߦመଶߦൣ −൫ߦመଶ +መଵ൧ߦመଷߦ,መଷߦൣ መଷ൯ߦመଵ൧ߦመଷߦ,መଶߦൣ

= መଶߦ +መଷ൧ߦ,መଵߦመଷߦൣ መଷߦመଶ൧ߦ,መଵߦመଷߦൣ

= መଷߦመଶߦ መଷ൧ାߦ,መଵߦൣ − መଶߦ ߦመଷ൧ାߦ,መଷߦൣ
መ
ଵ + መଷߦ ߦመଶ൧ାߦ,መଵߦൣ

መ
ଷ− ߦመଶ൧ାߦ,መଷߦൣ

መ
ଵߦመଷ
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= መଵℏߦመଶߦ− = መଶℏߦመଵߦ =



መଶℏߦመଵߦ = ℏ݅ መܵଷ (3.36)

où nous avons utilisé les propriétés suivantes des commutateurs [, ]et des anti-

commutateurs [, ]ା :

[ܥܤ,ܣ] = [ܥ,ܣ]ܤ + ܥ[ܤ,ܣ]

[ܥܤ,ܣ] = ା[ܥ,ܣ]ܤ− + ܥା[ܤ,ܣ]

De même manière, on démontre que

ൣܵመଶ, መܵଷ൧= ℏ݅ መܵଵ, ൣܵመଷ, መܵଵ൧= ℏ݅ መܵଶ (3.37)

Ces relations de commutation prouvent que መܵest un opérateur moment cinétique malgré

le fait que les opérateurs መvérifientߦ des relations d’anti-commutation.

Après quantification, le hamiltonien de notre système (3.25) devient l’opérateur

hermitien

ܪ = ݅߱ ൫ܤଵߦመଶߦመଷ + መଵߦመଷߦଶܤ + መଶ൯ߦመଵߦଷܤ (3.38)

A l’aide des équations de Heisenberg =መ̇ߦ 1
ℏ݅ൗ ൧etܪ,መߦൣ des propriétés ci-dessus liant les

commutateurs et les anti-commutateurs, on démontre facilement que les équations de

mouvement des opérateurs fondamentaux sont

൞

መ̇ଵߦ� = መଷߦଶܤ߱− + መଶߦଷܤ߱

መ̇ଶߦ = −መଷߦଵܤ߱+ መଵߦଷܤ߱

መ̇ଷߦ = መଶߦଵܤ߱− + መଵߦଶܤ߱

(3.39)

En utilisant ces équations, calculons
ௗௌመ

ௗ௧
. En effet,

݀ መܵଵ
ݐ݀

= −݅
መଷߦመଶߦ݀
ݐ݀

= − −መଷߦመ̇ଶߦ݅ መ̇ଷߦመଶߦ݅

= − ቀ݅߱ መଷ൯ߦଵ൫ܤ
ଶ
− −መଷቁߦመଵߦଷܤ߱ ቀ݅−߱ܤଵ൫ߦመଶ൯

ଶ
+ መଵቁߦመଶߦଶܤ߱

= − ቆ݅߱ܤଵ
ℏ

2
− ଷܤ߱

መܵ
ଶ

݅
ቇ− ቆ݅−߱ܤଵ

ℏ

2
+ ଶܤ߱

መܵ
ଷ

݅
ቇ
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Finalement,

݀ መܵଵ
ݐ݀

= ߱൫−ܤଶ መܵଷ + ଷܤ መܵଶ൯ (3.40)

D’une manière analogue, on vérifie que

݀ መܵଶ
ݐ݀

= ߱൫ܤଵ መܵଷ− ଷܤ መܵଵ൯ ;
݀ መܵଷ
ݐ݀

= ߱൫−ܤଵ መܵଶ + ଶܤ መܵଵ൯ (3.41)

Sous forme vectorielle,

ௗௌመ

ௗ௧
= −߱ ቀܤሬ⃗∧ ܵ⃗መቁ (3.42)

On conclut que le recours à un lagrangien avec trois variables de Grassmann nous a

permis après quantification de retrouver les résultats relatifs à la dynamique de spin qu’on

a exposée dans le premier chapitre de ce mémoire.

3-4- Equation de Pauli d’une particule non relativiste

avec spin 1/2

Dans cette section, nous souhaitons montrer comment aboutir à l’équation de Pauli

qui représente l’équation d’une particule non-relativiste avec spin ½ en interaction avec

un champ électromagnétique, en partant d’un lagrangien qui est la somme du lagrangien

électromagnétique habituel plus le lagrangien de la dynamique de spin étudié plus haut.

Autrement dit, prenons le lagrangien pair et réel ci-dessous dépendant des variables

ordinaires et des variables de Grassmann

=ܮ
1

2
݉ Ԧ߭ଶ +

݅

2
.ߦ⃗ +ሬሬሬ⃗ߦ̇ .Ԧ߭ݍ −ܣ⃗ ݍܷ −

݅

2
∧ߦሬ⃗.൫⃗ܤ߱ ൯ߦ⃗ (3.43)

où


ଵ

ଶ
݉ Ԧ߭ଶest énergie cinétique tel que Ԧ߭ଶ = ሶଶݔ + ሶଶݕ + ሶଶݖ et ݉ est la masse de la

particule ;
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ଶ
estߦሬሬ⃗̇⃗.ߦ la partie libre des variables de Grassmann (spin) sachant que =ߦሬሬ⃗̇⃗.ߦ

ଵߦଵ̇ߦ + ଶߦଶ̇ߦ + ଷߦଷ̇ߦ ;

 .Ԧ߭ݍ −ܣ⃗ ݍܷ �décrit l’interaction avec le champ électromagnétique extérieur

൫ܷ ,(ݖ,ݕ,ݔ,ݐ) (ݖ,ݕ,ݔ,ݐ)ܣ⃗ ൯où Ԧ߭. ܣ⃗ = ௫ܣሶݔ + ௬ܣሶݕ + ௭ܣሶݖ ;

 −


ଶ
.ሬ⃗ܤ߱ ∧ߦ⃗) (ߦ⃗ décrit l’interaction du spin avec le champ magnétique =ሬ⃗ܤ

ܣሬሬሬሬሬሬ⃗⃗ݐݎ sachant que ∧ߦሬ⃗.൫⃗ܤ =൯ߦ⃗ ଷߦଶߦଵܤ + ଵߦଷߦଶܤ + .ଶߦଵߦଷܤ

Ce lagrangien est de la forme

=ܮ ாெܮ + ௌܮ (3.44)

avec

 ாெܮ =
ଵ

ଶ
݉ Ԧ߭ଶ + .Ԧ߭ݍ −ܣ⃗ ݍܷ ��est le lagrangien électromagnétique

 ௌܮ =


ଶ
−ߦ⃗̇ߦ⃗



ଶ
.ሬ⃗ܤ߱ ∧ߦ⃗) (ߦ⃗ est le lagrangien de la dynamique de spin

Appliquons l’équation de d’Euler-Lagrange par rapport à la coordonnée spatiale x. En

effet,

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

݀

ݐ݀

ܮ߲

ሶݔ߲
=
݀

ݐ݀
(݉ +ሶݔ (௫ܣݍ = ݉ +ሷݔ ൬ݍ

௫ܣ߲
ݔ߲
+ሶݔ

௫ܣ߲
ݕ߲
+ሶݕ

௫ܣ߲
ݖ߲
+ሶݖ

௫ܣ߲
ݐ߲
൰

ܮ߲

ݔ߲
= Ԧݒݍ

ܣ߲⃗

ݔ߲
− ݍ

߲ܷ

ݔ߲
−
݅߱

2

ሬ⃗ܤ߲

ݔ߲
∧ߦ⃗) (ߦ⃗ = ሶݔቆݍ

௫ܣ߲
ݔ߲

+ ሶݕ
௬ܣ߲

ݔ߲
+ ሶݖ

௭ܣ߲
ݔ߲
ቇ− ݍ

߲ܷ

ݔ߲
+ ߱

ሬ⃗ܤ߲

ݔ߲
.ሬܵሬሬ⃗

d’où l’équation de mouvement

݉ =ሷݔ −ቈ൬ݍ
߲ܷ

ݔ߲
−
௫ܣ߲
ݐ߲
൰+ ሶቆݕ

௬ܣ߲

ݔ߲
−
௫ܣ߲
ݕ߲
ቇ+ ሶ൬ݖ

௭ܣ߲
ݔ߲
−
௫ܣ߲
ݖ߲
൰+ ߱

ሬ⃗ܤ߲

ݔ߲
.ሬܵሬሬ⃗ (3.45)

Mais comme

=ሬ⃗ܤ ܣሬሬሬሬሬሬ⃗⃗ݐݎ = ቆ
௭ܣ߲
ݕ߲
−
௬ܣ߲

ݖ߲
ቇଓԦ+ ൬

௫ܣ߲
ݖ߲
−
௭ܣ߲
ݔ߲
൰ଔԦ+ ቆ

௬ܣ߲

ݔ߲
−
௫ܣ߲
ݕ߲
ቇ ሬ⃗݇

=ሬ⃗ܧ ݎܽܩ− ݀�ܷሬሬ⃗−
ܣ߲⃗

ݐ߲
= ൬−

߲ܷ

ݔ߲
−
௫ܣ߲
ݐ߲
൰ଓԦ+ ቆ−

߲ܷ

ݕ߲
−
௬ܣ߲

ݐ߲
ቇଔԦ+ ൬−

߲ܷ

ݖ߲
−
௭ܣ߲
ݐ߲
൰ሬ⃗݇



Chapitre 3 : Applications avec des systèmes physiques

50

alors

݉ =ሷݔ ݍ ௫ܧൣ + −௭ܤሶݕ +௬൧ܤሶݖ ߱
ሬ⃗ܤ߲

ݔ߲
.ሬܵሬሬ⃗= ݍ ௫ܧൣ + ∧Ԧݒ) +ሬ⃗)௫൧ܤ ߱

ሬ⃗ܤ߲

ݔ߲
.ሬܵሬሬ⃗ (3.46)

De la même manière, on trouve que

݉ =ሷݕ ݍ ௬ܧൣ + ∧Ԧݒ) +ሬ⃗)௬൧ܤ ߱
ሬ⃗ܤ߲

ݕ߲
.ሬܵሬሬ⃗ (3.47)

et

݉ =ሷݖ ݍ ௭ܧൣ + ∧Ԧݒ) +ሬ⃗)௭൧ܤ ߱
ሬ⃗ܤ߲

ݖ߲
.ሬܵሬሬ⃗ (3.48)

Sous forme vectorielle,

݉
Ԧଶݎ݀

ଶݐ݀
= ݍ +ሬ⃗ܧൣ ∧Ԧݒ +ሬ⃗൧ܤ ݎܽܩ߱ ݀ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗൫ܤ.ሬሬሬ⃗ܵ⃗൯ (3.49)

Cette équation montre que la variation des coordonnées spatiales est influencée par

l’interaction du spin avec le champ magnétique. Mais dans le cas où
డሬ⃗

డ௫
= 0, ce qui

revient à dire queܤ�ሬ⃗= ,(ݐ)ሬ⃗ܤ les parties spatiale et spinorielle sont complètement

séparables. En ce qui concerne les variables de Grassmann, le calcul est pratiquement

identique au calcul effectué dans la section précédente et le résultat est le même

݀ܵ⃗

ݐ݀
= −߱൫ܤሬ⃗∧ ܵ⃗൯ (3.50)

Pour passer au formalisme hamiltonien, il faut d’abord déterminer les moments

conjugués ଷcommeߨ,ଶߨ,ଵߨ,௭,௬,௫ suit :

௫ =
ܮ߲

ሶݔ߲
௫����������⟹ = ݉ +ሶݔ ௫ܣݍ = ݉ ௫ݒ + ௫ܣݍ (3.51)

d’où
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௫ݒ =
௫ − ௫ܣݍ

݉
(3.52)

De la même méthode on peut trouver aussi

௬ݒ =
௬ − ௬ܣݍ

݉
௭ݒ�������������; =

−௭ ௭ܣݍ
݉

(3.53)

Sous forme vectorielle,

=Ԧݒ
−Ԧ ܣ⃗ݍ

݉
(3.54)

On a aussi

కభߨ =
ܮ߲

ଵ̇ߦ߲
= −

݅

2
ଵߦ⃗ (3.55)

et

కమߨ = −
݅

2
కయߨ�����������������,ଶߦ⃗ = −

݅

2
ଷߦ⃗ (3.56)

donc

=ሬ⃗ߨ −
݅

2
ߦ⃗ (3.57)

A l’aide de la transformation de Legendre

ܪ = +ሶݍ −కߨߦ̇ (3.58)����������������������������������������������������������ܮ

Si on remplace la vitesse et le lagrangien dans l’équation (3.58) par les équations (3.54) et

(3.43), on aura

ܪ = ሬሬሬ⃗ቆ.
−Ԧ ܣ⃗ݍ

݉
ቇ−

݅

2
−ߦሬሬ̇⃗⃗.ߦ

1

2
݉ ቆ

−Ԧ ܣ⃗ݍ

݉
ቇ

ଶ���

−
݅

2
ߦ⃗ߦ⃗
̇
− ቆݍ

−Ԧ ܣ⃗ݍ

2݉
ቇ⃗ܣ + ݍܷ − .ሬ⃗ܤ߱ ܵ⃗

= ቆ
−Ԧ ܣ⃗ݍ

݉
ቇ .൫Ԧ− −൯ܣ⃗ݍ

1

2݉
−Ԧ) ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ − .ሬ⃗ܤ߱ ܵ⃗
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=
1

݉
−Ԧ) −ଶ(ܣ⃗ݍ

1

2݉
−Ԧ) ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ − .ሬ⃗ܤ߱ ܵ⃗

Finalement,

ܪ =
1

2݉
−Ԧ) ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ − .ሬ⃗ܤ߱ ܵ⃗ (3.59)

La partie spatiale ቀ
ଵ

ଶ
−Ԧ) ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ ቁde ce hamiltonien est égale au hamiltonien

classique d’une particule sans spin dans un champ électromagnétique ; cela justifie la

quantification avec les commutateurs habituels

=Ƹ൧,ොݔൣ ℏ݅ߜ , =ො൧ݔ,ොݔൣ =Ƹ൧,Ƹൣ 0����������݅,݆= 1 … 3 (3.60)

L’autre partie ൫−߱ܤሬ⃗. ܵ⃗൯n’est rien d’autre que celle de la dynamique de spin étudiée dans

la section précédente, d’où la raison de faire la quantification à l’aide des anti-

commutateurs

መ൧ାߦ,መߦൣ
= ℏߜ (3.61)

Nous allons maintenant trouver des opérateurs réalisant ces différents

commutateurs et anti-commutateurs. Pour les variables spatiales, nous faisons le choix

habituel où

=ොݔ ݔ =Ƹ��������; − ℏ݅ ߲ (3.62)

Les variables de Grassmann peuvent être représentées par les matrices de Pauli Ԧߪ

ߦ⃗
መ

= ඨ
ℏ

2
Ԧ�������������������������������������������������������������������������(3.63)ߪ

D’après (3.30) après la quantification et les propriétés des matrices de Pauli, nous avons

aussi

ܵ⃗
መ
= −

݅

2
ቀ⃗ߦ
መ
∧ ߦ⃗
መ
ቁ= −

ℏ݅

4
∧Ԧߪ) (Ԧߪ =

ℏ

2
Ԧ�����������������������������������������(3.64)ߪ
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Ce résultat est bien connu en mécanique quantique où le spin est représenté par les

matrices de Pauli.

Avec cette représentation des différents opérateurs, l’opérateur hamiltonien va

prendre la forme

ܪ =
1

2݉
(− ℏ݅∇ሬሬ⃗− ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ − .ሬ⃗ܤ߱

ℏ

2
Ԧ����������������������������(3.65)ߪ

Maintenant, si on fixe la valeur de ߱ à



, on retrouve le fameux hamiltonien de Pauli

ܪ =
1

2݉
( ℏ݅∇ሬሬ⃗+ ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ −

ℏݍ

2݉
Ԧ������������������������������(3.66)ߪ.ሬ⃗ܤ

d’où l’équation de Pauli qui va avoir l’expression

ℏ݅
߲

ݐ߲
߰ = ൬

1

2݉
( ℏ݅∇ሬሬ⃗+ ଶ(ܣ⃗ݍ + ݍܷ −

ℏݍ

2݉
Ԧ��൰߰������������������(3.67)ߪ.ሬ⃗ܤ

En fin de compte, nous avons retrouvé le même résultat que celui du premier

chapitre pour l’équation de Pauli. Cela traduit une fois de plus le fait que les variables de

Grassmann, qui anti-commutent entre-elles, peuvent être utilisées pour construire un

lagrangien classique, pair et réel, à partir duquel il est possible de reproduire l’équation de

Pauli après quantification canonique.

Tout au long de ce dernier chapitre, nous avons montré à travers plusieurs

exemples comment construire des lagrangiens avec les variables de Grassmann

susceptibles de décrire classiquement des systèmes physiques bien connus en mécanique

quantique dont l’usage veut qu’ils soient purement quantiques sans équivalents classiques.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la mécanique analytique dans les algèbres

de Grassmann dans le but de développer une théorie consistante avec des variables qui

anti-commutent, afin aborder les systèmes physiques décrits par des lagrangiens

pseudo-classiques.

A cet effet, nous avons d’abord construit le formalisme de la pseudo-mécanique

qu’est la mécanique d’un système pseudo-classique décrit par les variables canoniques

ordinaires et par les variables de Grassmann. Cette mécanique nous a permis de

trouver une méthode puissante pour l’étude des systèmes Fermioniques et de leur

donner une description classique, car à la limite, les systèmes de Fermions ont un

caractère purement quantique et ne possèdent pas de correspondants classiques.

En effet, l’utilisation de l’algèbre de Grassmann pour faire de la mécanique

analytique nous a permis d’obtenir les crochets de Poisson entre les différentes

variables physiques et de les transformer en relations de commutation et d’anti-

commutation dans le domaine quantique, ce qui est une généralisation de la

quantification canonique aux systèmes pseudo-classiques. Les opérateurs bosoniques

vérifient des relations de commutation entre eux et avec les opérateurs fermioniques,

tandis que ces derniers obéissent à des relations d’anti-commutation entre eux. La

version quantifiée de la pseudo-mécanique n’est rien d’autre que la théorie quantique

ordinaire.

Enfin, nous mentionnons que moyennant ces systèmes pseudo-classiques nous

avons la possibilité de décrire le spin à un niveau pseudo-classique, d’ailleurs, c’est la

motivation initiale de ce travail. Nous avons pu aussi retrouver l’oscillateur

harmonique fermionique en partant d’un lagrangien pseudo-classique. Dans une

dernière application, nous avons démontré que l’équation de Pauli décrivant une

particule ayant un spin ½ se déplaçant dans l’espace et le temps, peut être obtenue en
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commençant par un lagrangien pseudo-classique, réel et pair, contenant des variables

ordinaires et des variables de Grassmann.

Ce travail nous a montré aussi que la limite classique ≪ ℏ⟶ 0 ≫ de la théorie

quantique avec les opérateurs de Fermi est la pseudo-mécanique. L’intérêt de ce

résultat est qu’il n’y plus de distinction formelle entre le cas classique et pseudo-

classique, nous avons toujours une formulation classique et quantique.

Donc nous avons pu constater que cette théorie unifie les variables qui

commutent et qui anti-commutent, afin d’étudier les fermions et les bosons d’une

manière symétrique.
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