
Université Abderrahmane Mira De Bejaia

Faculté Des Sciences Exactes

Département De Mathématiques

Mémoire

En vue de l'obtention du diplôme de Master

Filière : Mathématiques

Spécialité : Analyse Mathématique

Présenté par :

OURTI Amel

THÈME

Introduction à la méthode des éléments �nis

Soutenue le 4/11/2021

Devant le jury composé de :

Mr. Rachid BOUKOUCHA MCA U. BEJAIA Président

Mr. Ouahmed MEZINE MAB U. BEJAIA Examinateur

Mr. Arezki KHELOUFI PR U. BEJAIA Promoteur

Année Universitaire : 2020/2021



Table des matières

Introduction 2

1 Préliminaires 5

1.1 Outils mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.2 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.3 Quelques inégalités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Formulations variationnelles de quelques problèmes aux limites . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Problème modèle avec conditions aux limites de type Dirichlet en dimen-

sion 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.2 Problème modèle avec conditions aux limites de type Dirichlet en dimen-

sion N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.3 Problème modèle avec conditions aux limites de type Fourier-Neumann

en dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.4 Problème modèle avec conditions aux limites de type Fourier en dimen-

sion N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Méthode des éléments �nis 24

2.1 Approximation interne générale ou méthode de Galerkin . . . . . . . . . . . . . 24

2.2 Discrétisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3 Application à un problème de Dirichlet en dimension un . . . . . . . . . . . . . 26

1



TABLE DES MATIÈRES 2

2.3.1 Discrétisation et choix d'une base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3.2 Le problème approché . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.3 Matrice de rigidité et vecteur charge élémentaire . . . . . . . . . . . . . 30

2.3.4 Implémentation du Code Matlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4 Application à un problème de Neumann en dimension un . . . . . . . . . . . . . 38

Conclusion 52

Bibliographie 53



Remerciements

Je tiens particulièrement à remercier monsieur KHELOUFI d'avoir accepté de prendre le

relais après la mort subite de madame TAS qui nous a profondément marquée, paix à son âme.

Je le remercie aussi pour sa gentillesse, sa sympathie et sa bienveillance sur la qualité de ce

travail.

Je remercie également tous les membres du jury qui me font l'honneur de donner leurs avis

sur ce mémoire.

Je remercie aussi tous les membres du département pour le bon déroulement et la clôture de

ces deux dernières années universitaires après la survenue de la pandémie COVID-19 ainsi que

tous les enseignants d'avoir pris le risque d'enseigner, et tout le personnel universitaire pour

les précautions prises contre la maladie.

Je remercie toute ma famille d'avoir répondu présent quand j'en avais le plus besoin et

surtout mon frère qui a toujours été pour moi un meilleur ami dans la vie.

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine
Remerciements

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine
i

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine



Dédicaces

Tout d'abord je dédie ce travail à notre très chère et regrettée professeur madame TAS

pour nous avoir transmis son savoir incessant,

que Dieu l'accueille dans son très vaste paradis et que son âme repose en paix.

A Mr KHELOUFI qui m'a encadrée et aidée à surmonter mes di�cultés.

A mon très cher frère MAHIEDDINE qui va bientôt être promu médecin généraliste,

je lui souhaite de tout coeur de réussir à son examen de résidanat très prochainement.

A mes très adorables parents qui ont veillé sur moi et sur mes études.

A tous mes amis et tous mes proches.

A tous les enseignants qui se sont donnés du mal pour nous transmettre le savoir

durant tout mon cursus universitaire.

pc
Texte tapé à la machine
Dédicaces

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine
ii

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine

pc
Texte tapé à la machine



Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons à la méthode des éléménts �nis. Notre objectif

principal est de comprendre les principes généraux qui régissent cette méthode ainsi que de

savoir utiliser cette méthode pour résoudre quelques problèmes aux limites. Nous commençons

par rappeler les outils mathématiques utiles pour la méthode des éléments �nis. Ensuite après

avoir introduit cette méthode, nous illustrons son application par deux problèmes aux limites,

l'un de Dirichlet et l'autre est de Neumann.

Mots-clés : Méthode des éléménts �nis, problèmes aux limites, formulation variationnelle,

discrétisation, solution approchée, matrice de rigidité.
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Introduction

La modélisation des phénomènes issus de di�érents domaines tels que la physique, la mé-

canique des solides, la mécanique des �uides, la propagation des ondes, la distribution de la

chaleur, la mécanique quantique, l'électromagnétisme, l'aéronautique, les prédictions météoro-

logiques ou encore le traitement d'imagerie médicale, par des problèmes aux limites, fait l'objet

de recherches régulières des scienti�ques et des ingénieurs. Cependant, certaines problèmes aux

limites ont des domaines très complexes, parfois avec des géométries inextricables, ce qui né-

cessite une bonne méthode numérique d'approximations des solutions approchées, lorsqu'on

ignore comment calculer la solution exacte analytiquement. Ceci dit, la méthode des éléments

�nis est dite être "la méthode numérique de référence" vu sa grande �exibilité sur ce genre de

domaines.

La méthode des éléments �nis est une méthode largement utilisée pour résoudre numéri-

quement des problèmes aux limites associés à des équations di�érentielles ordinaires ou à des

équations aux dérivées partielles survenant en ingénierie et en modélisation mathématique. Elle

consiste en la subdivision d'un grand système en parties plus petites et plus simples appelées

éléments �nis. Ceci est réalisé par la construction d'un maillage du domaine de la solution à

l'aide de discrétisations particulières. Les équations simples qui modélisent ces éléments �nis

sont ensuite assemblées en un système d'équations plus large qui modélise l'ensemble du pro-

blème. La formulation par la méthode des éléments �nis d'un problème aux limites aboutit
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�nalement à un système d'équations algébriques.

La méthode des éléments �nis est apparue vers 1850. Elle est née du besoin de résoudre des

problèmes complexes d'élasticité et d'analyse structurelle en génie civil et en aéronautique. Son

développement remonte aux travaux de Hrenniko� [8] et Courant [6] au début des années 40.

En URSS, l'introduction de l'application pratique de la méthode est liée au nom de Leonard

Oganesyan. La méthode a également été redécouverte en Chine par Feng Kang à la �n des

années 1950 et au début des années 1960, sur la base des calculs de constructions de barrages.

Bien que les approches utilisées par ces pionniers soient di�érentes, elles partagent une carac-

téristique essentielle : la discrétisation par maillage d'un domaine continu en un ensemble de

sous-domaines discrets, généralement appelés éléments. La méthode des éléments �nis a ob-

tenu son véritable essor dans les années 1960 et 1970. Une base mathématique rigoureuse à la

méthode des éléments �nis a été fournie en 1973 avec la publication de Strang et Fix [13]. La

méthode a depuis été généralisée pour la modélisation numérique de systèmes physiques dans

une grande variété de disciplines d'ingénierie, par exemple, l'électromagnétisme, le transfert de

chaleur et la dynamique des �uides, voir par exemple [2] et [14].

Pendant ce dernier siècle, la méthode des éléments �nis a vu un essor considérable dans

le domaine des mathématiques appliquées. La problématique de ce mémoire se pose alors :

comment applique-t-on cette méthode surnommée M.E.F. ?

De prime à bord, l'application d'une telle méthode numérique passe par la discrétisation du

domaine. En second lieu, l'approximation interne générale de l'espace de recherche (dite aussi

méthode de Galerkin ou de Ritz) de la solution approchée, nécessite des espaces d'une grande

particularité, possédant des propriétés pertinentes, parmi lesquelles on cite :

l'aptitude à dériver une fonction qui n'est même pas dérivable au sens classique, ce qui est le

cas de la quasi-totalité des fonctions inconnues présentes dans la modélisation de problèmes de

la vie réelle traduits en équations aux dérivées partielles (E.D.P.). Troisièment, il vient alors,

l'utilisation de fonctions de base pour le calcul des matrices qui composent un système linéaire et
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tridiagonal qui en découle du problème de départ. Les fonctions de base sont nommées comme

telles compte tenu du fait qu'elle forment une base de l'espace de recherche de la solution

approchée. En�n, la résolution du système fait appel à des logiciels de calculs numérique tel

que Matlab, qui nous sera inévitable a�n d'approcher la solution exacte.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier chapitre contient des rappels d'ana-

lyse fonctionnelle nécessaires à l'application de la M.E.F. Ces rappels concernent les espaces

de Hilbert, les espaces de Sobolev ainsi que des formulations dites faibles ou variationnelles de

quelques problèmes aux limites modèles. Dans le second chapitre, nous donnons les concepts

qui régissent la M.E.F. Ensuite, son application sera illustrée par l'étude des deux problèmes

aux limites suivants :

(P1)

 −u′′(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = 0,

où f ∈ L2(]0, 1[) et

(P2)


− d

dx
[k(x)

du

dx
(x)] + µ(x)u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u
′
(0) = 0, u

′
(1) = 0,

où f ∈ L2(]0, 1[), k, µ ∈ L∞(]0, 1[).
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Outils mathématiques

1.1.1 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.1. Soit E un espace vectoriel normé réel. Un produit scalaire dans E est une

application ⟨., .⟩ : E × E −→ R ayant les propriétés suivantes :

1. ⟨., .⟩ est bilinéaire : ∀x, x1, x2, y1, y2, y ∈ E, ∀λ ∈ R :

⟨λx1 + x2, y⟩ = λ⟨x1, y⟩+ ⟨x2, y⟩

et

⟨x, λy1 + y2⟩ = λ⟨x, y1⟩+ ⟨x, y2⟩.

2. ⟨., .⟩ est symétrique :

∀ x, y ∈ E, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

3. ⟨., .⟩ est dé�nie positive :

∀ x ∈ E \ {0E}, ⟨x, x⟩ > 0R.

La norme induite par ce produit scalaire est :

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 6

Remarque 1.1. 1. Tout produit scalaire est associé à une norme mais ce n'est pas toutes

les normes qui sont associées à des produits scalaires (cas de la norme de la convergence

uniforme).

2. Un espace vectoriel normé muni d'un produit scalaire est dit espace pré-hilbertien.

Dé�nition 1.2. ([5]) Soit E un espace vectoriel normé et (un)n∈N une suite de E. (un)n∈N est

une suite de Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0, ∃N/ ∀ p > N, ∀ q > N, ∥up − uq∥ < ε.

Autrement dit, il existe un certain rang à partir duquel tous les termes de la suite se rapprochent

de plus en plus les uns des autres.

Propriétées 1.1. Toute suite convergente est de Cauchy mais l'inverse n'est pas toujours vrai.

Lemme 1.1. Tout espace vectoriel normé E de dimension �nie est complet pour toutes les

normes dé�nies sur E.

Dé�nition 1.3. Dans le cas où toutes les suites de Cauchy sont convergentes dans un espace

vectoriel normé bien précis, on dit alors que ce dernier est complet et il est appelé espace de

Banach.

Dé�nition 1.4. On dit qu'un espace préhilbertien H, muni de la norme associée à un produit

scalaire, est un espace de Hilbert si H est un espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.1. ([5]) Soit H un espace de Banach qui véri�e de plus l'identité du parallélo-

gramme suivante :

∀ x, y ∈ H, ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2[∥x∥2 + ∥y∥2].

Alors H est un espace de Hilbert.

Lemme 1.2. ([5])

Soit (E, ∥.∥E) un espace de Banach pour la norme ∥.∥E et F ⊂ E. Alors F est fermé dans

E si et seulement si F contient les limites de toutes ses suites de Cauchy.
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Lemme 1.3. Soit (H, ∥.∥H) un espace de Hilbert et F ⊂ H un sous-espace fermé de H. Alors

F est lui-même un espace de Hilbert pour la norme ∥.∥H .

Théorème 1.1. (Théorème de représentation de Riesz) Pour toute forme linéaire conti-

nue φ sur H, il existe un unique f ∈ H tel que φ(v) = (f, v)H , ∀v ∈ H, de plus ∥φ∥H′ = ∥f∥H

et on note φ(v) =< φ, v > .

Théorème 1.2. (Théorème de Lax-Milgram). ([5]) Soit H un espace de Hilbert et a :

H ×H → R une forme bilinéaire continue sur H ×H :

∃ M > 0, ∀(u, v) ∈ H2, |a(u, v)| ≤ M∥u∥∥v∥.

Si a est H−elliptique (ou coercive), c'est-à-dire

∃ α > 0, ∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α∥u∥2,

et si l : H → R est une forme linéaire continue, alors le problème : Trouver u ∈ H tel que ∀v ∈ H

a(u, v) = l(v),

(1.1)

admet une solution unique dans H.

Démonstration. Soit l ∈ H ′. D'après le theorème de représentation de Riesz

∃!f ∈ H, tel que ⟨l, v⟩ = (f, v)H , ∀v ∈ H.

Pour tout u ∈ H, �xé, l'application

v 7→ a(u, v)

est une forme linéaire continue sur H. Autrement dit a(u, .) ∈ H ′. D'après le theorème de

représentation de Riesz

∃!wu ∈ H, tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = ⟨wu, v⟩H .
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L'application

A : H −→ H

u 7−→ Au = wu

est linéaire et continue. En e�et,

1. pour u,w ∈ H et λ ∈ R, on a

∀v ∈ H : (A(u+ λw), v)H = a(u+ λw, v)

= a(u, v) + λa(w, u)

= (Au, v)H + λ(Aw, v)H

= (Au+ λAw, v)H .

D'où,

A(u+ λw) = Au+ λAw.

2.

∥Au∥2H = (Au,Au)H

= a(u,Au)

≤ Ca∥u∥H + ∥Au∥H .

D'où

∃Ca > 0,∀u ∈ H, ∥Au∥H ≤ Ca∥u∥H .

Alors le problème (1.1) s'écrit, Trouver un unique u ∈ H tel que

(Au, v)H = (f, v)H , ∀v ∈ H.

ou encore, Trouver un unique u ∈ H tel que

Au = f.

Il s'agit de montrer que l'opérateur A est bijectif.
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1. a(., .) étant coercive, on a

∃α > 0, ∀v ∈ H : α∥v∥2H ≤ a(v, v) = (Av, v)H .

Grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

∀v ∈ H, α∥v∥2H ≤ ∥Av∥H∥v∥H ,

ou encore

∀v ∈ H : ∥Av∥H ≥ α∥v∥H . (1.2)

Ainsi,

Av = 0H ⇔ v = 0H .

Autrement dit

KerA = 0H .

Ce qui signi�e que A est injectif.

2. Montrons que A est surjectif. Soit (vn) une suite de Im A telle que vn −→ v dans H.

On a

∃ un ∈ H : vn = Aun −→ v dans H.

(Aun) est donc une suite de Cauchy dans H. Grâce à (1.2), on a

∥un − um∥H ≤ 1

α
∥Aun − Aum∥H .

Donc la suite (un) est aussi une suite de Cauchy dans H. Par suite,

∃ u ∈ H, tel que un −→ u dans H.

La continuité de A donne

Aun −→ Au dans H.

Ainsi,

∃ v ∈ H tel que v = Au.
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D'où Im A est un sous-espace fermé de H. D'autre part, soit w ∈ (Im A)⊥ (ici, (Im A)⊥

désigne l'orthogonal de Im A). Donc

(v, w)H = 0, ∀v ∈ Im A.

Ce qui implique que

(Au,w)H = 0, ∀u ∈ H.

En particulier

(Aw,w)H = 0.

Mais,

(Aw,w)H = a(w,w) ≥ α∥w∥2H .

Donc,

∥w∥ ⇔ w = 0H .

Par conséquent, Im A est dense dans H, (i.e., Im A = H). Comme Im A étant fermé,

alors

Im A = H.

Ce qui signi�e que A est surjectif.

Une autre démonstration du théorème de Lax-Milgram :

Soit A : H → H l'opérateur linéaire dé�ni par

⟨Au, v⟩ = a(u, v) ∀v ∈ H.

L'existence de Au résulte du théorème de Riesz, car v 7→ a(u, v) est linéaire continue sur H.

L'opérateur A est linéaire continu car

∥Au∥ = sup
v∈H\{0}

|⟨Au, v⟩|
∥v∥

≤ M∥u∥∥v∥
∥v∥

= M∥u∥.
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D'autre part, toujours d'après le théorème de Riez, il existe b ∈ H tel que Au = b. On va

procéder d'une manière itérative en partant d'un u0 ∈ H quelconque et en dé�nissant, pour

ρ > 0, la suite récurrente :

uk+1 = uk − ρ(Auk − b) = F (uk).

Montrons que pour ρ > 0 su�samment petit, F est contractante. On a

F (u)− F (v) = u− v − ρ(A(u− v)),

donc

∥F (u)− F (v)∥2 = ∥u− v∥2 + ρ2∥A(u− v)∥2 − 2ρ⟨A(u− v), u− v⟩

= ∥u− v∥2 + ρ2∥A(u− v)∥2 − 2ρa(u− v, u− v)

≤ ∥u− v∥2 +M2ρ2∥u− v∥2 − 2ρα∥u− v∥2

≤ (1− 2ρα +M2ρ2)∥u− v∥2.

Choisissons donc ρ tel que ρ < 2 α
M2 . Alors, F est contractante et le schéma itératif est

convergent, ce qui démontre le théorème.

1.1.2 Espaces de Sobolev

Soit Ω ⊂ RN .

Espace de Lebesgue L2(Ω) :

L2(Ω) = {f : Ω −→ R, f mesurable sur Ω,
∫
Ω

|f(x)|2dx < ∞}.

Remarque 1.2. Si Ω est un ouvert borné, alors toute fonction dans C0(Ω) est dans L2(Ω). En

e�et, soit f ∈ C0(Ω), alors ∫
Ω

|f(x)|2dx ≤ sup
x∈Ω

(f(x))2 mes Ω.
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Théorème 1.3. L2(Ω) muni du produit scalaire

(u, v) 7→
∫
Ω

u(x)v(x)dx

est complet. C'est donc un espace de Hilbert. On notera

∥f∥2L2(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|2dx.

Dé�nition 1.5. ([5]) Soit C∞(Ω) l'ensemble des fonctions indé�niment dérivables sur Ω. On

dé�nit

D(Ω) = C∞
c (Ω) = {f ∈ C∞(Ω) : supp(f) est compact dans Ω},

où supp(f) est l'adhérence de l'ensemble des x tels que leurs images par f sont non nulles

supp(f) = {x ∈ I, f(x) ̸= 0}.

Les fonctions de L2(Ω) sont applicables en pratique grâce au résultat de densité suivant :

Théorème 1.4. D(Ω) est dense dans L2(Ω), c'est à dire

∀ f ∈ L2(Ω), ∃ (fn)n ∈ D(Ω)N , lim
n→+∞

∥f − fn∥L2(Ω) = 0.

Dé�nition 1.6. Espace des distributions

L'ensemble des formes linéaires continues sur D(Ω) est appelé espace des distributions sur Ω,

on le note D′(Ω).

Espace de Sobolev H1(Ω)

H1(Ω) = {v ∈ L2(I) telle que,
∂v

∂xi

∈ L2(I),∀i = 1, ..., N}.

Théorème 1.5. H1(Ω) muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) 7→
∫
Ω

(uv +∇u∇v)dx
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est complet. C'est donc un espace de Hilbert. On notera

∥u∥2H1(Ω) =

∫
Ω

(|u|2 + |∇u|2)dx.

Ici, ∇u = ( ∂u
∂x1

, ..., ∂u
∂xN

).

Théorème 1.6. (Théorème de trace). L'application trace

γ0 : H1(Ω) −→ L2(∂Ω)

v 7−→ γ0(v) = v|∂Ω

est continue, i.e.,

∃ C0,∀ v ∈ H1(Ω), ∥γ0(v)∥L2(∂Ω) ≤ C0∥v∥H1(Ω).

Remarque 1.3. 1. γ0 n'est pas surjective de H1(Ω) dans L2(∂Ω).

2. Im γ0 est un sous espace strict de L2(∂Ω) qui est dense dans L2(∂Ω). Cet espace est

noté H1/2(∂Ω).

Formule de Green

Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 et u, v ∈ H1(Ω) :∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi

(x)dx = −
∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi

(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ηi(x)dσ

avec η = (η1, ..., ηN) est le vecteur unitaire normal à l'extérieur de Ω et dσ la mesure super�cielle

sur ∂Ω.

Espace de Sobolev H1
0 (Ω)

H1
0 (Ω) est dé�ni comme l'adhérence de D(Ω) dans H1(Ω), c'est à dire l'ensemble des limites

des suites d'éléments de D(Ω) qui sont convergentes dans H1(Ω). Par dé�nition D(Ω) est dense

dans H1
0 (Ω).

Théorème 1.7. (Théorème de trace). Le noyau de l'application trace γ0 est dans H1
0 (Ω).

Autrement dit,

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = 0}.
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1.1.3 Quelques inégalités

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ∥.∥H la norme induite par le produit scalaire

⟨., .⟩. Alors :

∀ (x, y) ∈ H2 : |⟨x, y⟩| ≤
√

⟨x, x⟩
√

⟨y, y⟩,

ou d'une manière équivalente

∀ (x, y) ∈ H2 : |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥H .∥y∥H .

2. Inégalité de Poincaré : Soit Ω un ouvert borné de RN au moins dans une direction.

Alors :

∃ C > 0, ∀ u ∈ H1
0 (Ω), ∥u∥L2(Ω) ≤ C∥∇u∥(L2(Ω))N .

Remarque 1.4. l'inégalité de Poincaré a lieu seulement dans l'espace H1
0 (Ω). L'inégalité

relative à l'espace H1(Ω) est la suivante :

3. Inégalité de Poincaré-Wirtinger : Soit Ω un ouvert borné connexe de RN et de classe

C1. Alors :

∃ C > 0, ∀ u ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

u(x)dx = 0, ∥u∥L2(Ω) ≤ C∥∇u∥(L2(Ω))N .

1.2 Formulations variationnelles de quelques problèmes aux

limites

1.2.1 Problème modèle avec conditions aux limites de type Dirichlet

en dimension 1

Soit f ∈ L2(]0, 1[). On considère le problème suivant :

(P1)

 −u
′′
(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = 0.
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1. Donnons une formulation variationnelle du problème (P1). On multiplie l'équation dif-

férentielle du problème (P1) par des fonctions test v et on intègre sur ]0, 1[.∫ 1

0

−u′′(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

En utilisant la formule d'intégration par parties, on obtient∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx− u′(1)v(1) + u′(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

On prend v ∈ H1
0 (]0, 1[), (i.e., v(0) = v(1) = 0). Donc∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Comme les conditions de bord de (P1) impliquent que u ∈ H1
0 (]0, 1[), on voit que le bon

choix est de prendre

V = H1
0 (]0, 1[), a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx et l(v) =
∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Donc la formulation variationnelle de (P1) est Trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) tel que ∀v ∈ H1

0 (]0, 1[)∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx.

2. Montrons, en utilisant le théorème de Lax-Milgram, qu'il existe une unique solution

faible de (P1) dans H1
0 (]0, 1[). Posons

a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx et l(v) =
∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Il est clair que a(., .) est une forme bilinéaire sur H1
0 (]0, 1[)×H1

0 (]0, 1[) et que l est une

forme linéaire sur H1
0 (]0, 1[).

(a) Continuité de l(.) : pour v ∈ H1
0 (]0, 1[) on a

|l(v)| ≤
∫ 1

0

|f(x)|.|v(x)|dx

≤ ∥f∥L2∥v∥L2

≤ ∥f∥L2∥v∥H1 .

Donc l est continue sur H1
0 (]0, 1[).
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(b) Continuité de a(., .) : pour u, v ∈ H1
0 (]0, 1[) on a

|a(u, v)| ≤
∫ 1

0

|u′(x)|.|v′(x)|dx

≤ ∥u′∥L2∥v′∥L2

≤ ∥u∥L2∥v∥H1 .

Donc a(., .) est continue sur H1
0 (]0, 1[)×H1

0 (]0, 1[).

(c) Coercivité de a(., .) : Soit u ∈ H1
0 (]0, 1[). Grâce à l'inégalité de Poincaré, on a

|a(u, u)| =

∫ 1

0

|u′(x)|2dx

≥ ∥u∥2H1 .

Conclusion : Le théorème de Lax-Milgram assure l'existence d'une solution unique du pro-

blème variationnel.

1.2.2 Problème modèle avec conditions aux limites de type Dirichlet

en dimension N

Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C1. On considère le problème suivant :

(P2)

 −∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où f ∈ L2(Ω).

1. Donnons la formulation variationnelle du problème (P2). On multiplie l'EDP de (P2) par

des fonctions test v et on intègre sur Ω.∫
Ω

−∆uvdx =

∫
Ω

fvdx.

En utilisant la formule de Green, on obtient∫
Ω

∇u∇vdx−
∫
∂Ω

∂u

∂η
v dσ =

∫
Ω

fvdx.

On prend V = H1
0 (Ω) (i.e., v = 0 sur ∂Ω). Donc∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

fvdx.
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Comme les conditions de bord de (P2) impliquent que u ∈ H1
0 (Ω), on voit que le bon

choix est de prendre

V = H1
0 (Ω), a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx, et l(v) =
∫
Ω

fvdx.

On munit V = H1
0 (Ω) de la norme du gradient, i.e., ∥u∥V = ∥u∥L2 . Donc la formulation

variationnelle de (P2) est Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que ∀v ∈ H1

0 (Ω)∫
Ω
∇u∇vdx =

∫
Ω
fvdx

2. Application du théorème de Lax-Milgram : Posons

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx

et

l(v) =

∫
Ω

uvdx.

Il est clair que a(., .) est une forme bilinéaire sur H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) et que l est une forme

linéaire sur H1
0 (Ω).

(a) Continuité de l(.) : pour v ∈ H1
0 (Ω) et grâce à l'inégalité de Poincaré, on a

|l(v)| = |
∫
Ω

fvdx|

≤
∫
Ω

|f ||v|dx

≤ ∥f∥L2∥v∥L2

≤ CΩ∥f∥L2∥v∥H1
0
.

Donc, l est continue sur H1
0 (Ω).

(b) Continuité de a(., .) : pour u, v ∈ H1
0 (Ω) on a

|a(u, v)| ≤ |
∫
Ω

∇u∇vdx|

≤
∫
Ω

|∇u|.|∇v|dx

≤ ∥∇u∥L2∥∇v∥L2

= ∥u∥H1
0
∥∇v∥H1

0
.
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Donc a(., .) est continue sur H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

(c) Coercivité de a(., .) : Soit u ∈ H1(Ω), on a

|a(u, u)| =

∫
Ω

|∇u|2dx

≥
∫
Ω

|∇u|2dx

≥ ∥u∥2H1
0 (Ω).

Conclusion : Le théorème de Lax-Milgram assure l'existence d'une solution unique

du problème variationnel.

1.2.3 Problème modèle avec conditions aux limites de type Fourier-

Neumann en dimension 1

Soit f ∈ L2(]0, 1[). On considère le problème suivant :

(P3)

 −u
′′
(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u
′
(0)− u(0) = 0, u

′
(1) = −1.

1. Donnons la formulation variationnelle du problème (P3) dans H1(]0, 1[). On multiplie

l'équation di�érentielle du problème (P3) par des fonctions test v et on intègre sur ]0, 1[∫ 1

0

−u
′′
(x)v(x)dx+

∫ 1

0

u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

En utilisant la formule d'intégration par parties, on obtient∫ 1

0

u
′
(x)v′(x)dx− u′(1)v(1) + u′(0)v(0) +

∫ 1

0

u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

En tenant compte des conditions aux limites sur u en 0 et en 1, on obtient∫ 1

0

u
′
(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

u(x)v(x)dx+ v(1) + u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx,

ou encore∫ 1

0

u
′
(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

u(x)v(x)dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx− v(1).
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Nous en déduisons la formulation variationnelle du problème (P3) : Trouver u ∈ H1(]0, 1[) tel que ∀v ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0
u

′
(x)v′(x)dx+

∫ 1

0
u(x)v(x)dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx− v(1).

2. Y-a-t-il existence et unicité des solutions faibles de (P3) dans H1(]0, 1[)? Posons

a(u, v) =

∫ 1

0

u
′
(x)v′(x)dx+

∫ 1

0

u(x)v(x)dx+ u(0)v(0) et l(v) =
∫ 1

0

f(x)v(x)dx− v(1).

Il est clair que a(., .) est une forme bilinéaire sur H1(]0, 1[)×H1(]0, 1[) et que l est une

forme linéaire sur H1(]0, 1[).

(a) Continuité de l(.) : pour v ∈ H1(]0, 1[) on a

|l(v)| ≤
∫ 1

0

|f(x)|.|v(x)|dx+ |v(1)|

≤ ∥f∥L2∥v∥L2 + |v(1)|.

Montrons à présent que |v(1)| ≤ 2∥v∥H1 . En remarquant que comme v ∈ H1(]0, 1[),

on peut écrire que v est intégrale de sa dérivée. On a

v(1) = v(x) +

∫ 1

x

v′(t)dt

et donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|v(1)| ≤ |v(x)|+
∫ 1

x

.|v′(t)|dt

≤ |v(x)|+ ∥v′∥L2(]0,1[).

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

|v(1)| ≤ ∥v∥L1(]0,1[) + ∥v′∥L2(]0,1[).

Or, ∥v∥L1(]0,1[) ≤ ∥v∥L2(]0,1[). De plus

∥v∥L2(]0,1[) + ∥v′∥L2(]0,1[) ≤ 2max(∥v∥L2(]0,1[), ∥v′∥L2(]0,1[)).

On a donc

(∥v∥L2(]0,1[) + ∥v′∥L2(]0,1[))
2 ≤ 4max(∥v∥2L2(]0,1[), ∥v′∥2L2(]0,1[))

≤ 4(∥v∥2L2(]0,1[) + ∥v′∥2L2(]0,1[)).
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On en déduit que

|v(1)| ≤ ∥v∥L2(]0,1[) + ∥v′∥L2(]0,1[) ≤ 2∥v∥H1(]0,1[).

Par suite,

|l(v)| ≤ ∥f∥L2∥v∥L2 + 2∥v∥H1

≤ ∥f∥L2∥v∥H1 + 2∥v∥H1

≤ (∥f∥L2 + 2)∥v∥H1 .

Ce qui montre que l est continue sur H1(]0, 1[).

Remarque : Le raisonnement e�ectué ci dessus pour montrer que |v(a)| ≤ 2∥v∥H1

s'applique de la même manière pour montrer que

|v(a)| ≤ 2∥v∥H1 , pour tout a ∈ [0, 1].

Ceci est une conséquence du fait que H1(]0, 1[) s'injecte continûment dans C([0, 1]).

(b) Continuité de a(., .) : pour u, v ∈ H1(]0, 1[) on a

|a(u, v)| ≤
∫ 1

0

|u′(x)|.|v′(x)|dx+

∫ 1

0

|u(x)|.|v(x)|dx+ |u(0)||v(0)|

≤ ∥u′∥L2∥v′∥L2 + ∥u∥L2∥v∥L2 + |u(0)||v(0)|

≤ ∥u′∥L2∥v′∥L2 + ∥u∥L2∥v∥L2 + 4∥u∥H1∥v∥H1

≤ 6∥u∥H1∥v∥H1 .

Donc a(., .) est continue sur H1(]0, 1[)×H1(]0, 1[).

(c) Coercivité de a(., .) : Soit u ∈ H1(]0, 1[). On a

|a(u, u)| =

∫ 1

0

|u′(x)|2dx+

∫ 1

0

|u(x)|2dx+ u(0)2

≥
∫ 1

0

|u′(x)|2dx+

∫ 1

0

|u(x)|2dx

≥ ∥u∥2H1 .

Conclusion : Par le théorème de Lax-Milgram, on en déduit l'existence et l'unicité des solutions

faibles du problème variationnel.
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1.2.4 Problème modèle avec conditions aux limites de type Fourier

en dimension N

Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C1. On considère le problème suivant :

(P4)

 −∆u+ u = f dans Ω,

∂u
∂η

+ αu = g sur ∂Ω,

où f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω) et α > 0.

1. Donnons la formulation variationnelle du problème (P4) dans H1(Ω). On multiplie l'EDP

de (P4) par des fonctions test v et on intègre sur Ω.∫
Ω

−∆uvdx+

∫
Ω

uvdx =

∫
Ω

fvdx.

En utilisant la formule de Green, on obtient∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx−
∫
∂Ω

∂u

∂η
v dσ =

∫
Ω

fvdx.

En tenant compte de la condition aux limites sur ∂Ω, on obtient∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx−
∫
∂Ω

(g − αu)v dσ =

∫
Ω

fvdx.

ou encore ∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx+ α

∫
∂Ω

uv dσ =

∫
Ω

fvdx+

∫
∂Ω

gv dσ.

Nous en déduisons la formulation variationnelle de (P4) : Trouver u ∈ H1(Ω) tel que ∀v ∈ H1(Ω)∫
Ω
∇u∇vdx+

∫
Ω
uvdx+ α

∫
∂Ω

uv dσ =
∫
Ω
fvdx+

∫
∂Ω

gv dσ.

2. Application du théorème de Lax-Milgram : Posons

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx+ α

∫
∂Ω

uv dσ

et

l(v) =

∫
Ω

fvdx+

∫
∂Ω

gv dσ.
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Il est clair que a(., .) est une forme bilinéaire sur H1(Ω)×H1(Ω) et que l est une forme

linéaire sur H1(Ω).

(a) Continuité de a(., .) : pour u, v ∈ H1(Ω) on a

|a(u, v)| = |
∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx+ α

∫
∂Ω

uv dσ|

≤ |
∫
Ω

∇u∇vdx|+ |
∫
Ω

uvdx|+ |α
∫
∂Ω

uv dσ|

≤ ∥∇u∥L2∥∇v∥L2 + ∥u∥L2∥v∥L2 + α∥u∥L2(∂Ω)∥v∥L2(∂Ω).

Or, l'application trace

γ0 : H
1(Ω) → L2(∂Ω),

est continue. Donc

|a(u, v)| ≤ ∥u∥H1∥v∥H1 + αC2∥u∥H1∥v∥H1

= (1 + αC2)∥u∥H1∥v∥H1 .

où C est la constante de la continuité de la trace. Donc a(., .) est continue surH1(Ω)×

H1(Ω).

(b) Continuité de l(.) : pour v ∈ H1(Ω) on a

|l(v)| = |
∫
Ω

fvdx+

∫
∂Ω

gv dσ|

≤ |
∫
Ω

fvdx|+ |
∫
∂Ω

gv dσ|

≤ ∥f∥L2∥v∥L2 + ∥g∥L2(∂Ω)∥v∥L2(∂Ω)

≤ ∥f∥L2∥v∥L2 + C∥g∥L2(∂Ω)∥v∥H1(Ω)

où C est la constante de la continuité de la trace. On utilise ensuite le fait que

∥v∥L2 ≤ ∥v∥H1 et on obtient

|l(v)| ≤ (∥f∥L2 + C∥g∥L2(∂Ω))∥v∥H1(Ω)

Par conséquent, l est continue sur H1(Ω).
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(c) Coercivité de a(., .) : Soit u ∈ H1(Ω), on a

|a(u, u)| =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx+ α

∫
∂Ω

|u|2 dσ

≥
∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx

≥ ∥u∥2H1(Ω).

Conclusion : Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram sont satisfaites. Donc le

problème variationnel admet une unique solution.



Chapitre 2

Méthode des éléments �nis

Dans ce chapitre, nous présentons les grandes lignes de la méthode des éléments �nis. Son

application sera illustrée par deux problèmes aux limites, l'un de Dirichlet et l'autre de Neu-

mann.

2.1 Approximation interne générale ou méthode de Galer-

kin

Soient V un espace de Hilbert, a(., .) une forme bilinéaire continue et coercive sur V × V et

l(.) une forme linéaire continue sur V . On considère le problème variationnel suivant : Trouver u ∈ V, tel que

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V.

(2.1)

D'après le théorème de Lax-Milgram, le problème (2.1) admet une unique solution. L'approxi-

mation interne n'est rien d'autre que la substitution de l'espace de Hilbert V de dimension

in�nie par un sous-espace Vh de dimension �nie. Autrement dit, cherchons la solution de : Trouver uh ∈ Vh, tel que

a(uh, vh) = l(vh),∀vh ∈ Vh.

(2.2)

24
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On dé�nit alors une base de Vh : (φ1, φ2, ..., φNh
). On peut donc décomposer notre solution

approchée uh en une combinaison linéaire des fonctions de base :

uh =

Nh∑
i=1

µiφi.

Et donc le problème devient : Trouver (µ1, µ2, ..., µNh
) tel que

a(
∑Nh

i=1 µiφi; vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh.

Or a et l sont linéaires donc on peut écrire : Trouver (µ1, µ2, ..., µNh
) tel que∑Nh

i=1 µia(φi;φj) = l(φj), ∀j ∈ {1, 2, ..., Nh}.

Cela revient à résoudre le système suivant : Aµ = B
a(φ1, φ1) ... a(φNh

, φ1)

... ... ...

a(φ1, φNh
) ... a(φNh

, φNh
)




µ1

...

µNh

 =


l(φ1)

...

l(φNh
)


Pour limiter le volume de calculs, on va dé�nir des fonctions φi de petit support : chaque φi

sera nulle partout sauf sur la ième maille. Ainsi a(φi, φj) sera le plus souvent nul (les fonctions

sont de supports disjoints) et la matrice A sera creuse.

Remarque 2.1. La méthode de Galerkin est très adaptée pour le cadre théorique, en particulier

pour l'étude de problèmes non-linéaires, toutefois elle ne l'est plus quand il s'agit du cadre

numérique. En e�et, la matrice associée au système linéaire, qui résulte de cette méthode n'est

généralement pas creuse ce qui rend sa résolution très fragile par rapport aux erreurs d'arrondi

du calcul sur machine.

2.2 Discrétisation

Le principe de la méthode des éléments �nis est de construire des espaces d'approximation

interne Vh, des espaces fonctionnels usuels H1(Ω) et H1
0 (Ω) dont la dé�nition est basée sur la
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notion géométrique de maillage du domaine. Un maillage est un recouvrement de l'espace en

volumes élémentaires très simples : segment, triangles, parallélépipèdes.

Le paramètre h de Vh correspond à la taille maximale des mailles ou cellules qui composent

le maillage. Typiquement une base de Vh sera constituée de fonctions dont le support est localisé

sur une ou quelques mailles.

Ceci aura deux conséquences importantes : d'une part, quand h → 0, l'espace Vh sera de

plus en plus "grand" en terme de dimension et approchera de mieux en mieux l'espace V tout

entier, et d'autre part, la matrice de rigidité A sera creuse, c'est-à-dire que la plupart de ses

coe�cients seront nuls (ce qui limitera le coût de la résolution numérique). numériquement des

problèmes aux limites.

2.3 Application à un problème de Dirichlet en dimension

un

On considère le problème aux limites modèle suivant :

(P1)

 −u
′′
(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = 0,

où f ∈ L2(0, 1) est une fonction donnée, u est une fonction inconnue de x, et u′′ est la dérivée

seconde de u par rapport à x. Le problème (P1) peut être résolu directement en calculant

des primitives. Cependant, cette méthode de résolution du problème aux limites ne fonctionne

que lorsqu'il y a une dimension spatiale et ne se généralise pas aux problèmes de dimension

supérieure ou à des problèmes comme u+ u′′ = f. Pour cette raison, nous allons développer la

méthode des éléments �nis pour (P1). La résolution se fait en deux étapes essentielles :

Dans un premier temps, on reformule le problème original sous sa forme faible. La deuxième

étape est la discrétisation, où la forme faible est discrétisée dans un espace de dimension �nie.

Après cette deuxième étape, nous avons des formules concrètes pour un grand problème
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linéaire mais de dimension �nie dont la solution résoudra approximativement le problème ori-

ginal. Ce problème de dimension �nie est ensuite implémenté sur un ordinateur. La première

étape consiste à convertir (P1) en sa formulation faible équivalente :

(F.V.)

 Trouver u ∈ H1
0 (]0, 1[) tel que ∀v ∈ H1

0 (]0, 1[)∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx.

L'existence et l'unicité de la solution se déduit du théorème de Lax-Milgram.

2.3.1 Discrétisation et choix d'une base

Le problème (P1) est prêt à être discrétisé, ce qui conduit à un sous-problème. L'idée de base

est de remplacer le problème linéaire de dimension in�nie (F.V.) avec une version en dimension

�nie : Trouver u ∈ V tel que ∀v ∈ V∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx,

où V est un sous-espace de dimension �nie de H1
0 . Il y a beaucoup de choix possibles pour V.

Pour la méthode des éléments �nis, nous prenons V comme un espace de fonctions polynomiales

par morceaux.

Commençons par discrétiser l'intervalle ]0, 1[. En dimension 1 un maillage est simplement

constitué d'une collection de points (xj)0≤j≤N+1 tels que

0 = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xN ≤ xN+1 = 1.

On choisit un maillage uniforme, c'est à dire les points xj sont équidistants :

xj = jh avec h =
1

N + 1
, 0 ≤ j ≤ N + 1.

Les points xj sont aussi appelés les sommets (ou noeuds) du maillage.

Notons Pk l'ensemble des polynômes à coe�cients réels d'une variable réelle de degré infé-

rieur ou égal à k :

Pk = {
k∑

j=0

ajx
j, aj ∈ R}
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et dé�nissons l'espace

Vh = {v ∈ C0([0, 1]), v|[xj ,xj+1] ∈ P1, 0 ≤ j ≤ N, v(0) = v(1) = 0}.

Observons que les fonctions dans Vh ne sont pas dérivables. En e�et, si v ∈ Vh alors la dérivée

n'est typiquement dé�nie en aucun x = xj, j = 1, . . . , N. Cependant, la dérivée existe en toutes

les autres valeurs de x et on peut utiliser cette dérivée à des �ns d'intégration par parties.

Pour terminer la discrétisation, nous devons sélectionner une base de Vh. Pour chaque point

xj nous choisirons la fonction linéaire par morceaux φj dans Vh dont la valeur est 1 en xj et

zéro en chaque xk, k ̸= j, c'est-à-dire,

φj(x) =



x−xj−1

xj −xj−1
si x ∈ [xj−1, xj],

xj+1 −x

xj+1 −xj
si x ∈ [xj, xj+1],

0 sinon,

pour j = 1, . . . , N.

Lemme 2.1. Les (φj)1≤j≤N constituent une base de Vh.

Démonstration. Puisque la famille (φj)1≤j≤N est de dimension �nie, on montre seulement que

cette famille est libre.

Soient donc αj des scalaires dans R, avec j ∈ {1, ..., N}. On suppose que :

N∑
j=1

αjφj(xi) = 0 avec i ∈ {1, ..., N}.

Pour i = 1, on a

α1φ1(x1) + α2φ2(x1) + ...+ αNφN(x1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Ce qui implique α1φ1(x1) = 0. D'où α1 = 0.

Pour i = 2, on a

α1φ1(x2)︸ ︷︷ ︸
=0

+α2φ2(x2) + ...+ αNφN(x2)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.
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Ce qui implique α2φ2(x2) = 0. D'où α2 = 0.

Pour i = N, on a

α1φ1(xN) + α2φ2(xN) + ...︸ ︷︷ ︸
=0

+αNφN(xN) = 0.

Ce qui implique αNφN(xN) = 0. D'où αN = 0. Donc,

∀j ∈ 1, ..., N, αj = 0.

Ainsi (φj)1≤j≤N est une famille libre.

2.3.2 Le problème approché

Le problème (F.V.) dans le sous-espace Vh de H1
0 (]0, 1[) dé�ni précédemment s'écrit comme

suit :  Trouver uh ∈ Vh tel que∫ 1

0
u′
h(x)v

′
h(x)dx =

∫ 1

0
f(x)vh(x)dx, ∀vh ∈ Vh.

(2.3)

La solution approchée uh s'écrit dans Vh

uh(x) = ΣN
j=1ujφj(x)

où uj = uh(xj) est la valeur de la solution approchée au point xj et (φj)0≤j≤N+1 est la base de

Vh dé�nie précédemment. On pose vh(x) = φi(x) et le problème approché s'écrit comme suit : Trouver u1, . . . , uN tel que∑N
j=1 uj

∫ 1

0
φ′
j(x)φ

′
i(x)dx =

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx.

On pose

bi =

∫ 1

0

f(x)φi(x)dx, i ∈ {1, · · · , N}

et

Aij =

∫ 1

0

φ
′

j(x)φ
′

i(x)dx, i, j ∈ {1, · · · , N}.

Ainsi résoudre le problème approché revient à résoudre dans RN le système linéaire AU = b

qui s'en déduit des écritures de Aijet bi, c'est à dire trouver U = (u1, . . . , uN)
T , avec A =

(
∫ 1

0
φ′
j(x)φ

′
i(x)dx)1≤i,j≤N, et b = (

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx)1≤i≤N .
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2.3.3 Matrice de rigidité et vecteur charge élémentaire

En utilisant les fonctions de base dé�nies précédemment, on détermine la matrice de rigidité

A = (

∫ 1

0

φ′
j(x)φ

′
i(x)dx)1≤i,j≤N .

On a

Ai,i−1 =

∫ 1

0

φ′
i−1(x)φ

′
i(x)dx

=

∫ xi

xi−1

(−1)

h

1

h
dx

=
−1

h
.

Ai,i =

∫ 1

0

(φ′
i(x))

2dx

=

∫ xi

xi−1

1

h2
dx+

∫ xi+1

xi

1

(−h)2
dx

=
2

h
.

Ai,i+1 =

∫ 1

0

φ′
i+1(x)φ

′
i(x)dx

=

∫ xi+1

xi

1

h

(−1)

h
dx

=
−1

h
.
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D'où

Aij =



−1
h

si j = i− 1 ou j = i+ 1,

2
h

si j = i,

0 si j ̸∈ {i− 1, i, i+ 1}.

Ainsi, la matrice de rigidité est la matrice tridiagonale

A =
1

h



2 −1 0 0 · · · · · · 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2
. . . −1 0 0

0
...

. . . 0 −1 2
. . . −1 0

0
... 0 0

. . . −1 2
. . . −1

0 0 0 0 −1 2


Pour obtenir le second membre b = (

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx)1≤i≤N , dit vecteur charge élémentaire, on

doit calculer l'intégrale :

bi =

∫ xi+1

xi−1

f(x)φi(x)dx pour tout 1 ≤ i ≤ N.

Pour calculer les intégrales dé�nissant le vecteur b, on utilise la formule d'intégration numérique

dite du trapèze, et on trouve :∫ xi

xi−1

f(x)φi(x)dx =
xi − xi−1

2
[f(xi)φi(xi) + f(xi−1)φi(xi−1)]

=
h

2
f(xi).

D'une manière analogue, on trouve :∫ xi+1

xi

f(x)φi(x)dx =
xi+1 − xi

2
[f(xi+1)φi(xi+1) + f(xi)φi(xi)]

=
h

2
f(xi).
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D'où,

b = [hf(xi)]
T
1≤i≤N .

Ainsi, le système à résoudre est

1

h2



2 −1 0 0 · · · · · · 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2
. . . −1 0 0

0
...

. . . 0 −1 2
. . . −1 0

0
... 0 0

. . . −1 2
. . . −1

0 0 0 0 −1 2





u1

u2

u3

...

uN−1

uN


=



f(x1)

f(x2)

f(x3)

...

f(xN−1)

f(xN)


Remarque 2.2. Le système ci-dessus admet une unique solution car la matrice A est tridia-

gonale, symétrique et dé�nie positive.
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2.3.4 Implémentation du Code Matlab

Figure 2.1 � Le Code Matlab pour le problème de Dirichlet homogène
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Figure 2.2 � Le Code Matlab pour le problème de Dirichlet homogène
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Figure 2.3 � Le Code Matlab pour le problème de Dirichlet homogène
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Figure 2.4 � Visualisation des résultats

Figure 2.5 � Représentation graphique de la solution exacte en vert et de la solution approchée en

rouge
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Figure 2.6 � Représentation graphique de la solution exacte en vert et de la solution approchée en

rouge agrandies 10 fois
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2.4 Application à un problème de Neumann en dimension

un

On considère le problème aux limites suivant :

(P2)


− d

dx
[k(x)

du

dx
(x)] + µ(x)u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u′(0) = 0, u′(1) = 0,

avec f ∈ L2(0, 1). On suppose que k et µ sont des fonctions de L∞(]0, 1[) telles que

k(x) ≥ α > 0, µ(x) ≥ α > 0, sur Ω.

La formulation variationnelle du problème (P2) est : Trouver u ∈ H1(]0, 1[) tel que ∀v ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0
k(x)u′(x)v′(x)dx+

∫ 1

0
µ(x)u(x)v(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx.

L'existence et l'unicité de la solution se déduit du théorème de Lax-Milgram.

Introduisons la discrétisation suivante de l'intervalle ]0, 1[:

0 = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xN ≤ xN+1 = 1,

où

xj = jh avec h =
1

N + 1
, 0 ≤ j ≤ N + 1.

Dé�nissons l'espace

Vh = {v ∈ C0([0, 1]), v|[xj ,xj+1] ∈ P1, 0 ≤ j ≤ N},

où P1 désigne l'ensemble des polynômes à coe�cients réels d'une variable réelle de degré inférieur

ou égal à 1. On considère les fonctions suivantes de l'espace Vh appelées fonctions de forme ou

fonctions de base : pour j = 1, . . . , N,

φj(x) =



x−xj−1

xj −xj−1
si x ∈ [xj−1, xj],

xj+1 −x

xj+1 −xj
si x ∈ [xj, xj+1],

0 sinon,
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φ0(x) =


x1−x
h

si x ∈ [x0, x1],

0 sinon,

et

φN+1(x) =


x−xN

h
si x ∈ [xN , xN+1],

0 sinon.

La formulation variationnelle dans le sous-espace Vh de H1(]0, 1[) dé�ni précédemment s'écrit

comme suit : Trouver uh ∈ Vh tel que ∀vh ∈ Vh∫ 1

0
k(x)u′

h(x)v
′
h(x)dx+

∫ 1

0
µ(x)uh(x)vh(x)dx =

∫ 1

0
f(x)vh(x)dx.

(2.4)

La solution approchée uh s'écrit dans Vh

uh(x) = ΣN+1
j=0 ujφj(x)

où uj = uh(xj) est la valeur de la solution approchée au point xj et (φj)0≤j≤N+1 est la base de

Vh dé�nie précédemment. On pose vh(x) = φi(x) et le problème approché (2.4) s'écrit comme

suit :  Trouver u0, . . . , uN+1 tel que

(ΣN+1
j=0 uj)[

∫ 1

0
k(x)φ

′
j(x)φ

′
i(x)dx+

∫ 1

0
µ(x)φj(x)φi(x)dx] =

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx.

On pose

bi =

∫ 1

0

f(x)φi(x)dx, i ∈ {0, · · · , N + 1},

Kij =

∫ 1

0

k(x)φ
′

j(x)φ
′

i(x)dx, i, j ∈ {0, · · · , N + 1},

Mij =

∫ 1

0

µ(x)φj(x)φi(x)dx, i, j ∈ {0, · · · , N + 1}

et

Aij = Kij +Mij, i, j ∈ {0, · · · , N + 1}.

Ainsi résoudre le problème approché revient à résoudre dans RN+2 le système linéaire AU = b

qui s'en déduit des écritures de Aijet bi, c'est à dire trouver U = (u0, . . . , uN+1)
T , avec A =

(
∫ 1

0
k(x)φ

′
j(x)φ

′
i(x)dx+

∫ 1

0
µ(x)φj(x)φi(x)dx)0≤i,j≤N+1, et b = (

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx)0≤i≤N+1.
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En utilisant les fonctions de base dé�nies précédemment, on détermine la matrice de rigidité

K = (

∫ 1

0

k(x)φ
′

j(x)φ
′

i(x)dx)0≤i,j≤N+1

et la matrice dite de masse

M = (

∫ 1

0

µ(x)φj(x)φi(x)dx)0≤i,j≤N+1.

On a

Ki,i−1 =

∫ 1

0

k(x)φ′
i−1(x)φ

′
i(x)dx

=

∫ xi

xi−1

k(x)
(−1)

h

1

h
dx.

En utilisant la formule des trapèzes, on obtient

Ki,i−1 =
−1

h2

[xi − xi−1]

2
[k(xi−1) + k(xi)].

En particulier, pour k(x) = 1 par exemple, on obtient

Ki,i−1 =
−1

h
.

Ki,i =

∫ 1

0

k(x)(φ′
i(x))

2dx

=

∫ xi

xi−1

k(x)
1

h2
dx+

∫ xi+1

xi

k(x)
1

(−h)2
dx

=
2

h
(pour k(x) = 1).

Ki,i+1 =

∫ 1

0

k(x)φ′
i+1(x)φ

′
i(x)dx

=

∫ xi+1

xi

k(x)
1

h

(−1)

h
dx

=
−1

h
(pour k(x) = 1).
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D'où, pour k(x) = 1, on a

Kij =



−1
h

si j = i− 1 ou j = i+ 1,

2
h

si j = i,

0 si j ̸∈ {i− 1, i, i+ 1}.

Ainsi, la matrice de rigidité est la matrice tridiagonale

K =
1

h



2 −1 0 0 · · · · · · 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2
. . . −1 0 0

0
...

. . . 0 −1 2
. . . −1 0

0
... 0 0

. . . −1 2
. . . −1

0 0 0 0 −1 2


Concernant la matrice de masse M, on a

Mi,i−1 =

∫ 1

0

µ(x)φj(x)φi(x)dx

=

∫ xi

xi−1

µ(x)
xi − x

h

x− xi−1

h
dx

=
1

h2

∫ xi

xi−1

µ(x)(xi − x)(x− xi−1)dx

En utilisant la formule des trapèzes, on obtient pour µ(x) = 1

Mi,i−1 = 0.

Mi,i =

∫ 1

0

µ(x)(φi)
2(x)dx

=

∫ xi

xi−1

µ(x)(
x− xi−1

h
)2dx+

∫ xi+1

xi

µ(x)(
xi+1 − x

h
)2dx

= h (pour µ(x) = 1).
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Mi,i+1 =

∫ 1

0

µ(x)φi+1(x)φi(x)dx

=

∫ xi+1

xi

µ(x)(
x− xi

h
)(
xi+1 − x

h
)dx

= 0 (pour µ(x) = 1).

D'où, pour µ(x) = 1, on a

Mij =


0 si j ̸= i,

h si j = i.

Ainsi, la matrice de masse (pour µ(x) = 1) est la matrice diagonale

M =



h 0 0 0 · · · · · · 0 0

0 h 0 0 0 0

0 0 h
. . . 0 0 0

0
...

. . . 0 0 h
. . . 0 0

0
... 0 0

. . . 0 h
. . . 0

0 0 0 0 0 h


Calculons maintenant le vecteur charge élémentaire b = (

∫ 1

0
f(x)φi(x)dx)0≤i≤N+1. En utili-

sant la formule du trapèze, on trouve

b0 =
h

2
f(0), bi = hf(xi), 1 ≤ i ≤ N, bN+1 =

h

2
f(1)
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Ainsi, le système à résoudre est

2

h
+ h

−1

h
0 0 · · · · · · 0 0

−1

h

2

h
+ h

−1

h
0 0 0

0
−1

h

2

h
+ h

. . .
−1

h
0 0

0
...

. . . 0
−1

h

2

h
+ h

. . .
−1

h
0

0
... 0 0

. . .
−1

h

2

h
+ h

. . .
−1

h

0 0 0 0
−1

h

2

h
+ h





u0

u1

u2

...

uN

uN+1


=



h
2
f(x0)

hf(x1)

hf(x2)

...

hf(xN)

h
2
f(xN+1)


Le système ci-dessus admet une unique solution car la matrice A est tridiagonale, symétrique

et dé�nie positive.

Remarque 2.3. La di�érence fondamentale entre les méthodes d'approximation variationnelle

des problèmes de Dirichlet et de Neumann réside dans le traitement des conditions aux limites.

Pour le problème de Dirichlet, la solution approchée construite véri�e a priori les conditions aux

limites uh(0) = uh(1) = 0. Pour le problème de Neumann la solution approchée uh ne véri�e

pas les conditions aux limites u′
h(0) = u′

h(1) = 0.
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Implémentation du Code Matlab : cas f(x) = x2 + 2x− 1, µ(x) = k(x) = 1

Figure 2.7 � Le Code Matlab pour le problème de Neumann homogène
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Figure 2.8 � Le Code Matlab pour le problème de Neumann homogène
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Figure 2.9 � Le Code Matlab pour le problème de Neumann homogène
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Figure 2.10 � Le Code Matlab pour le problème de Neumann homogène
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Figure 2.11 � Le Code Matlab pour le problème de Neumann homogène
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Figure 2.12 � Visualisation des résultats
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Figure 2.13 � Représentation de la solution exacte en vert et de la solution approchée en rouge
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Figure 2.14 � Représentation de la solution exacte en vert et de la solution approchée en rouge

agrandies 20 fois



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à décrire l'une des méthodes les plus e�caces

et les plus utilisées pour résoudre numériquement des problèmes aux limites. De façon générale,

on part d'un problème (P) et on introduit sa formulation variationnelle (Q) : On montre l'exis-

tence et l'unicité d'une solution par le théorème de Lax-Milgram. On travaille dans des espaces

de Hilbert : on peut donc construire des espaces d'approximations internes de dimensions �nies

à l'aide d'un maillage du domaine. Typiquement une base de ces espaces sera constituée de

fonctions dont le support est localisé sur une ou quelques mailles. En�n, on aboutira à la réso-

lution d'un système linéaire dont la matrice sera creuse. Nous avons illustré l'application de la

méthode des éléments �nis par résoudre un problème de Dirichlet et un problème de Neumann

en dimension un.

52
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons à la méthode des éléménts �nis. Notre objectif

principal est de comprendre les principes généraux qui régissent cette méthode ainsi que de

savoir utiliser cette méthode pour résoudre quelques problèmes aux limites. Nous commençons

par rappeler les outils mathématiques utiles pour la méthode des éléments �nis. Ensuite après

avoir introduit cette méthode, nous illustrons son application par deux problèmes aux limites,

l'un de Dirichlet et l'autre est de Neumann.

Mots-clés : Méthode des éléménts �nis, problèmes aux limites, formulation variationnelle,

discrétisation, solution approchée, matrice de rigidité.
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