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Introduction Générale

Introduction Générale

L’étude de la stabilit¢ des machines tournantes concerne particulierement les rotors
supportés par des paliers hydrodynamiques. Ces paliers sont influencés par des phénomenes
internes. Quand la vitesse de rotation augmente, I'amplitude de vibration passe souvent par un
maximum a une vitesse bien déterminée appelée vitesse critique. Cette amplitude est
géneralement excitée par un déséquilibre. En plus, les machines tournantes développent souvent
des instabilités qui sont liés a la composition interne des rotors.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté un historique sur la dynamique des rotors,
et sur les phénomeénes de base spécifiques en dynamique des rotors.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons fait une étude théorique du comportement
dynamique en flexion d’un rotor. La démarche commence par la détermination des
caractéristiques des éléments de rotors : énergies cinétiques du disque, de 1’arbre et du balourd,
I'énergie de déformation de I’arbre et le travail virtuel des forces dus aux paliers. Nous avons
utilisé la méthode de Rayleigh-Ritz et les équations de Lagrange pour déterminer les équations
de mouvement du rotor. Nous avons également présenté un exemple d'un modele de rotor non
amorti et symétrique dans ce chapitre.

Le troisiéme chapitre concerne une étude analytique de la réponse vibratoire d'un
modele simple du rotor d'une turbine a gaz. Plusieurs résultats numeriques sont présentés :
diagramme de Campbell, réponse au balourd, et I'effet de la dissymeétrie.

Enfin, une conclusion générale résume I'essentiel de nos résultats.
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Introduction

L'augmentation rapide des vitesses de fonctionnement des mécanismes et des
machines au cours des derniéres décennies a posé de nouveaux problémes aux
concepteurs. Les turbogénérateurs, turbines a gaz et a vapeur, arbres tournants, pompes
haute capacité, et une multitude de machines spéciales sont soumis a des vibrations
émanant des déformations causées par des forces dynamiques. Ces vibrations peuvent
étre dangereuses d’ou la naissance de la discipline de la dynamique des rotors ou
machines tournantes.

La dynamique des rotors des machines tournantes est une branche de la
dynamique des systemes tournants en particulier des ensembles mécaniques dans lesquels
au moins une partie; généralement définie comme rotor; tourne a une vitesse angulaire
autour d’une ligne de rotation. Elle a pour but 1I’é¢tude du comportement dynamique, de la
stabilité et la conception des machines tournantes. Elle joue un role important dans
I’amélioration de la sécurité et des performances de ces systemes. Les machines
tournantes trouvent des applications industrielles et dans la vie courante tres diverses :
machines-outils, turbines, compresseurs, turbines d’avions, moteurs d’automobiles,
propulsion marine, etc.

I.1. Définition d’un rotor [1]

Une machine est composée de parties tournant autour des axes fixes par le biais
de paliers, ’ensemble des corps tournant autour d’un méme axe avec leurs paliers
constituent un rotor Les parties de la machine qui ne tournent pas sont désignées par la
définition générale du stator. Les rotors de machines ont, pendant leur fonctionnement,
une grande quantité d'énergie rotative et une faible quantité d'énergie vibratoire. Il est trés
évident du fait qu'une turbine relativement petite propulse un avion énorme. En
fonctionnement, les rotors subissent des vibrations transversales (flexion), longitudinales
(axiale) et de torsion; individuellement ou en combinaison.
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Figure 1.1 : Modé¢le d’un rotor

1.2. Historique de la dynamique des rotors [1]

L’histoire de la dynamique des rotors s'étend sur au moins 140 ans. Elle
commence avec 1’apparition du premier article sur la dynamique des rotors publié¢ en 1869
par William John Macquorn Rankine dans le journal ‘The Engineer’, dont I’intitulé est
‘On the centrifugal force on rotating shafts’. Dans cet article, I’auteur tente d'expliquer le
comportement des machines tournantes lors du passage de certaine vitesse dite vitesse
critique.

La recherche a progressée de maniére significative a la fin du 19éme siecle avec
des contributions de Carl Gustaf Patrik De Laval (1845-1913), ingénieur suédois qui fit
fonctionner une turbine a vapeur en régime supercritique en 1889 en opérant a une vitesse
de rotation d'environ sept fois la vitesse critique .

Au Début, la préoccupation majeure pour les chercheurs et les concepteurs des
machines tournantes était de prédire les vitesses critiques pour éviter la résonance.
Dunkerley en 1894 , dérive une formule empirique permettant de calculer la plus faible
vitesse critique d'un systéme tournant a plusieurs disques, Il a été le premier qui a utilisé
le terme" Vitesse critique " pour la vitesse de rotation de résonance.

Le premier papier entiérement consacré a la dynamique des rotors est celui de
Henry Homan Jeffcott (1877-1965) , publié en 1919 dans "Philosophical Magasine",
intitulé "The lateral vibration of loaded shafts in the neighborhood of a wirling speed :
the effect of want of balance™. Il a confirme I'existence des vitesses supercritiques stables.
Il proposa un modéle connu sous le non de rotor de Jeffcott mais aussi sur le continent
européen de De Laval. Le modé¢le présenté par Jeffcott est constitué d’un arbre flexible
de masse négligeable monté sur appuis simples (rigides) et d’un disque rigide placé en
son milieu dont le centre de gravité ne coincide pas avec le centre géométrique (présence
d’un balourd) (Figure 1.2)
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Figure 1.2. Rotor de Jeffcott ou de De Laval [2]

Le modéle a deux degrés de liberté de Jeffcott (déplacements du centre du disque
C), a ét¢ largement étendu par la suite pour prendre en compte I’amortissement interne,
les paliers flexibles et I’effet gyroscopique. Ce type de modele peut tre représentatif pour
des rotors courts, qui sont plus rigides, comme par exemple un banc d’essai en laboratoire
pour exprimer clairement les phénomenes de bases, mais ne convient pas pour décrire le
comportement vibratoire des turbines modernes, qui sont des structures élancées .

Aprés la deuxiéme guére mondiale, le centre de recherche de I'Europe a été
déplacé vers les Etats-Unis ol la portée de la dynamique des rotors a été élargie pour tenir
compte de divers autres phénoménes. Campbell en 1924 | a publié un article dans le
journal "ASME" intitulé "The protection of steam-turbine disk wheels from axial
vibration", ou il détailla les vibrations des turbines a vapeur. Leur diagramme représentant
la vitesse critique par rapport aux points de croisement des courbes de fréquences
naturelles et les lignes droites proportionnelles a la vitesse de rotation est maintenant
largement utilisées et appelé le diagramme de Campbell (Figure.1.3).
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Figure 1.3: Exemple de diagramme de Campbell d*un rotor flexible [3]

Comme la vitesse de rotation peut augmenter au dessus de la premiére vitesse
critique, l'apparition des vibrations auto-excitées est devenue un probléme grave. Dans
certaines circonstances et sur un fonctionnement trés particulier, il a été observé sur le
comportement dynamique des machines tournantes le phénomene de "oil whip" chez les
Anglo-saxons et le "fouet d’huile" chez les Francais. Newkirk et Kimball , ont publiés
deux articles intitulés "Shaft Whipping" et "Internal friction theory of shaft whirling"
respectivement dans la revue "General Electric". lls ont montré que le frottement interne
des matériaux pourrait provoquer un mouvement instable. Ces phénomenes ; "oil whip"
et "oil whirl”, dans lequel le frottement qui amortit les vibrations provoque habituellement
une vibration d’auto-excitation, ont attiré I'attention de nombreux chercheurs. En Aout
1925, Newkirk et Taylor , publient dans cette méme revue un article intitulé "Shaft
whipping due to oil action in journal bearings". lls ont étudié une vibration instable
appelée "fouet d'huile”, due a un film d'huile dans les paliers. Hummel et Newkirk, ont
confirmés a travers des études expérimentales, le réle déstabilisant provoqué par les
paliers a film d’huile. Ils ont observé par ailleurs qu’en dessous d’une certaine excentricité
de fonctionnement; c’est a dire lorsque le palier est faiblement chargé; I’arbre est animé
d’un mouvement de précession avec une fréquence proche de la moitié de la vitesse de
rotation "half frequency whirl", alors que pour des excentricités plus importantes (i.e.
charges importantes), le systéme redevient stable.

En 1926, Newkirk a observé un tourbillon en précession directe induite par un point chaud
sur la surface du rotor, qui a été généree par le contact du rotor et du stator. Cette
instabilité du point chaud "hot spot” est appelé I'effet de Newkirk (Figure.1.4).
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Figure 1.4. Phénomeénes de frottement-échauffement : effet de Newkirk [4]

Au milieu du 20éme siecle, Hori en 1959 , a réussi a expliquer les différentes
caractéristiques fondamentales du fouet d'huile. 1l a étudié la stabilité des mouvements de
I'arbre en tenant en compte des forces de pression dues aux films d'huile. A peu prés au
méme moment, d'autres types de vibrations induites ont attiré I'attention de nombreux
chercheurs.

Traditionnellement, le nom "tourbillon / fouet d’huile" a été associée aux
problémes d'instabilité des paliers lubrifiés & huile qui historiquement, ont d'abord été
reconnus et analysés. Au cours des dernieres décennies, d'autres formes d'instabilités liées
aux rotors a fluide ont été identifiées et signalés . C'est pourquoi le mot "huile” a été
supprimé et remplacé par le mot générique "fluide", ce qui implique que non seulement
I'huile comme un lubrifiant, a été responsable de l'instabilité du rotor. D'autres noms ont
également été associés a des vibrations latérales asynchrones du rotor tel que le
“tourbillon". Ces derniers temps, ce nom est devenu populaire pour les paliers a fluide
(Ambrosch et al , Miller , Kirk et al, Wyssmann , Brown et al, Muszynska et al , Bently
et al. ). Comme les phénomeénes rapportés ci-dessous, sont cependant tres similaires a un
tourbillon et/ou a un fouet de fluide, les modeles mathématiques sont similaires. Il semble
donc plus logique de choisir un nom commun. C'est pourquoi les vibrations auto-excitées
; décrites ci-dessus ; sont appelés "tourbillon de fluide" et ou "fouet de fluide".

Actuellement, la dynamique des rotors est un domaine de recherche trés actif.
Plusieurs chercheurs travail non seulement sur la dynamique linéaire des rotors, mais
aussi dans la dynamique non linéaire des rotors a vitesses variables et dans le control actif
des machines tournantes (Figure.l.5). Chaque année, de nombreuses conférences et
séminaires scientifiques sur la dynamique des rotors sont déroulés. Ainsi que le nombre
de documents publiés dans des revues scientifiques spécifiques et des livres augmente
d’une maniére importante
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Figure 1.5 : Historique de la dynamique des rotors [ 5]

1.3 Classifications des rotors [6]
Modele usuel a long arbre

Les dimensions de I’arbre sont plus grandes que celle de disque. Il est bien adapte
pour modéliser les rotors des différentes machines tournantes industrielles (turbine,
générateur, ...etc.). La majorité des travaux de recherche concernant 1’étude de
comportement vibratoire et dynamique des machines industrielles sont focalisées sur ce
modele.

Modeéle de disque rotor [7]

Les dimensions du disque sont plus grandes a celles de 1’arbre. Ce modéle est
bien adapte pour étudier le comportement dynamique de quelques que machine
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industrielle par exemple un disque dur d’un ordinateur, micro turbine, turbine
hydraulique..etc. .

Modeéle de rotor aubage [8]

Ce modeéle est bien adapté pour étudier le comportement vibratoire de quelques
rotors ayant une structure aubage (hélicoptere, aérogénérateur, fan de turboréacteur,
soufflerie industrielle...etc.). L’¢tude de comportement dynamique de ce mode¢le reste
assez compliquée, car le mode vibratoire du rotor est liée aux différents phénomeénes
combinatoires(aé¢rodynamique, aéroélasticité, hydrodynamique...etc.)

Modele de rotor libre [9]

Ce modéle de rotor est caractérise par I’absence des suspensions (paliers, support).
I1 est bien atterre 1’attention des chercheurs dans les derniéres années pour développer et
étudier le comportement dynamique des projectiles, satellites géostationnaire.

Suivant les parameétres mécaniques on distingue les modéles suivants :

Modele de rotor rigide [10]

Un rotor peut étre considéré comme rigide lorsqu’il tourne a des vitesses
sensiblement inférieures a la vitesse critiques associées a la flexion de I’arbre. Outre la
simplicité du modele découlant d’une telle hypothese, la réalisation de calculs pour un
rotor rigide est intéressante d’un point de vue de dimensionnement de bati. En effet,
puisque les éléments tournants ne se déforment pas, la charge dynamique est entierement
transmise au palier. Ce modéle ne sera pas traité dans notre travail.

Modeéle de rotor de Jeffcott [11]

C’est un modele simple utilise pour étudier le comportement dynamique en
flexion des rotors industrielle, la configuration de ce modéle est caractérisée par des
points matériels attachés dans un arbre non massique dans le but de négliger les effets
gyroscopique. Ce modele est tres souvent utilisé par les chercheurs dans un but
phénoménologique, car il permet une interprétation plus directe de I’influence de quelque
phénomeéne sur le comportement dynamique de systeme.

Modele de rotor réel
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La combinaison entre le modele de rotor rigide et le modéle de rotor de Jeffcott
ne représente que de maniére trés approximative la dynamique d’un rotor réel, c’est le
modele de rotor flexible quand il tourne avec des vitesses supérieur a la premiére vitesse
critique en flexion Ce mode¢le a été 1’objet d’étude de plusieurs chercheurs et I’objet de

notre étude.

Conclusion

Dans le premier chapitre, nous avons fait une recherche bibliographique sur les
machines tournantes, ainsi que sur I'historiqgue de la dynamique des rotors et la
classification des rotors des machines tournantes.




Chapitre 11 Détermination des caractéristiques des éléments de
rotor et équations de mouvement

Introduction

Les machines tournantes comme les pompes, les turbines (ou turbomachines) et les
compresseurs sont devenues depuis nombreux années des éléments indispensables pour I’industrie
moderne. Les constructeurs sont amenés a améliorer leurs produits. Les progres effectués dans la
conception et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter a la fois les performances et le
rendement des machines en les faisant fonctionner dans des gammes de vitesse de rotation de plus en
plus élevées. Cependant, les efforts générés, de plus en plus importants, sollicitent fortement le
comportement dynamique global de la machine et les amplitudes vibratoires deviennent souvent trop
élevées pour que la structure puisse les supporter. Pour cela, ’amplitude de déformation de 1’arbre
doit étre maitrisée et ses fréquences de résonance connues afin d’éviter qu’une trop grande vibration
engendre un moindre rendement, un bruit trop important ; et cette vibration peut méme aboutir a
I’instabilité et a I’endommagement du systéme : rupture par fatigue, endommagement des paliers,
frottement rotor/stator. L’étude de la dynamique des machines tournantes est donc plus que jamais
d’actualité.

I1-1 Determination des caractéristiques des éléments de rotor [12]

Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les équations du
mouvement d’un systéme en rotation. Il permet de définir un modele analytique a usage
général.

Paliers

Disque

Balourd

o

Figure 11.1: Exemple de rotor
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équations de mouvement

Les ¢éléments de base d’un rotor sont : disque, arbre et palier. Le balourd qui ne peut
pas étre completement évité doit aussi €tre pris en compte. Les expressions de I’énergie
cinétique sont nécessaires pour caractériser disque, arbre et balourd. L’énergie de
déformation est nécessaire pour caractériser 1’arbre. L’expression du travail virtuel des
forces dues aux paliers permet de déterminer les forces genéralisees. Les équations
générales du mouvement d’un rotor sont obtenues a partir des étapes suivantes :

-L’énergie cinétique T, I’énergie de déformation U et le travail virtuel des forces
extérieures 6 W sont calculés pour tous les éléments du systeme.

-Une méthode numérique est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz pour mettre en
évidence les phénoménes ou la méthode des éléments finis pour les applications
industrielles.

11.1. Le disque

Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient
Ro(X,Y,2Z) un repére fixe et R(X, y, z) un repére tournant lié au disque (figure 2.2). Le
systtme de coordonneées (x,y,z) est relié au systeme de coordonnées (X,Y,Z) par
I’intermédiaire des angles s, 0, et ¢. Le vecteur de rotation instantané est :

G, = i+ 6%, + b5 @)

Ou Z x1 ety sont les vecteur unitaires des axes OZ , Ox1 et Oy. L’énergie cinétique du
disque autour de son centre de masse O est calculée dans le repére tournant R. Le vecteur
de rotation instantanée s’exprime alors dans ce repere :

=W
® R/Rg y
wZ

¢ + Psind (2.2)

(oxl —{icosBsing + Ocosd
R JrcosBcosd + Osing R

wy , Wy ,w,etant les composants du vecteur de rotation instantanée suivant x, y et z.

Soient u et w les coordonnées du centre du disque O suivant OX, OZ dans R, ; la
coordonnée suivant OY restant constante.
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Figure 11.2: Repeére de référence d’un disque monté sur un arbre flexible

. La masse de disque est my Le tenseur d’inertie est noté :

gk 0 0
1/0=|0 lg O 2.3)
0 0 Iy

lax lay laz Sont les moments d’inertie du disque suivant X, y et z. L’expression générale

de I’énergie cinétique du disque Td s’écrit alors :

1 Lot 1
Td:; my (uz + WZ) + E (Idx(.t))z( + Idy(x)sz, + Idz(.l)%) (24)

Cette expression peut étre simplifiée quand le disque est symétrique I, = Iq, . Lorsque

les angles 6 et ¢ sont petits et la vitesse angulaire constante (¢ = Q ), 1’équation 2.4
devient :
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Tq = 5 Ma(0? + W?) + 14, (67 + §?) +514(02 + 2090) (2:5)

1 . . .
Le terme 5 lay 0% , qui est constant, n’a pas d’influence. Le dernier terme

(I dyQ‘i’G ) représente I’effet gyroscopique (Coriolis).

I1.2 L’arbre

L’arbre est assimilé a une poutre de section circulaire et caractérisé par ses
énergies cinétique et de déformation.

2.1. L’énergie cinétique

La formulation générale de 1’énergie cinétique de ’arbre est similaire a celle
développée pour le disque (équation 2.5). Pour un élément de longueur L, de section
droite constante, I’expression de 1’énergie cinétique s’écrit comme suit :

S . . 1ol ; i
T, = 2 [)(0% + W) dy + 5 [ (2 + 62) dy + pILO? + 2pI0 [ 0dy (26)

Ou p est la masse volumique de I’arbre, S est ’aire de la section droite de 1’arbre et est [ =

4
mR . . . ,
Tl le moment d’inertie diamétral.

2.2. L’énergie de déformation

Les notations suivantes sont utilisees (figure 2.3) : C est le centre géomeétrique de
I’arbre, B(x,z) est un point typique de section, E est le module d”Young du matériau, € et
o représentent la déformation et la contrainte, u* et w*sont les déplacements du centre
géométrique suivant les axes x et z (dans le repere mobile).

Le passage de « u » et « w » a «u* » et « w* » s’écrit :
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u* = ucoslt — wsin(lt (2.7)

w* = ucosft + wsinQt (2.8)

L’expression générale de I’énergie de déformation du rotor en flexion est donné par :

U=-[ {& [o]dv (2.9)
z
] Zz
Qt A
AW '//\
_____________ "'ir'!‘l_'
X - 1 "\h
1 . 0
X u*

Figure 11.3: Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la section
du rotor

Les inerties de la section droite de 1’arbre par rapport a X et z sont données par :
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I, = | z3ds
S
I, = [ x*ds (2.10)
Iy, = [, xzds=0
Alors :

22w \?
+1,(Z¥) ) 2.11)
On remplace « U* » et « W* » par leurs valeurs :

E (I d%u*
U=-J, o5z +cosQt

2
0%u . 0%w .
(IZ (coth o7 sin(t oy ) + I (smﬂt

0%w
dy?

)2> dy (2.12)

Pour le cas ou I’arbre est symétrique « Iy =1; =I»ona:

E (L 0%u 2 02w 2
U=501[(ay2) +(ay2)ldy (2.13)

11.1.3. Paliers

Le travail virtuel W des forces extérieures agissant sur 1’arbre s’écrit sous la
forme :

SW: —kxx . u 5u —kxz WSu—kzzWSW —kxz u 8W—Cxxl:l 8u—szW SU—szVV
SW — Cox—Ui 6w (2.14)
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FIG I1.4: Amortissement et raideur des paliers

ou:

SW = F,8u + F,,6w (2.15)

Fu et Fw sont les forces généralisées déterminées a partir des caractéristiques de raideur
et d’amortissement des paliers (figure 2.4). En utilisant les deux équations (2.14) et (2.15),
il vient :

F) == el -l e [ 216
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11.1.4. Le balourd

Le balourd dont une représentation géométrique est donnée (figure 2.5) peut étre
assimilé a une masse mb située a la distance d du centre géométrique de 1’arbre. Son
énergie cinétique doit étre prise en compte.

t!

]
"
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

|

Figure 11.5: Balourd

La masse reste dans un plan perpendiculaire a I’axe y, sa coordonnée selon cet axe dans
le repére RO est donc constante :

u + dsin Qt
constante
w + d cosQt

0D = (2.17)

Ro

La vitesse du balourd s’écrit alors :

u + dQcost
constante
w'— dQsinQt

(2.18)

Ro

L’expression de 1’énergie cinétique Th du balourd devient :
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T, = % (12 + w2 + 02d? + 2QudcosQt — 2QwdsinQt) (2.19)

Le terme Q*d?/2 est constant et n’interviendra pas dans les équations. La masse du
balourd étant négligeable par rapport a la masse de rotor, ’expression de 1’énergie
cinétique peut étre approximée par :

Ty, = mpQd(ucosQt — wsin{t) (2.20)

Les expressions de 1’énergie cinétique, de déformation et du travail virtuel étant établies.

11.2. Equations du mouvement

Les équations du mouvement peuvent étre déterminées a partir des équations de
Lagrange :

0 (0T oT au
7 Ga) ~ o) + (55)) = Fas (2.21)
Ou T est I'énergie cinétique du systeme, U est I'énergie de déformation et W est le travail

virtuel des efforts extérieurs.

N est le nombre de degrés de liberté, q; sont les coordonnées généralisées indépendantes,
et F; sont les forces généralisées.

I1.3. Modé¢le d’un rotor simple

3. 1. Représentation du modéle simple

Un modele simple de rotor composé d’un arbre reposant sur des paliers rigides et
non rigide, comportant un disque et balourd, le référentiel (0,X,Y,Z) est un repére
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galiléen ,I’axe du rotor est suivant I’axe Y et la vitesse de rotation de I’arbre est constante.
Un seul degré de liberté est utilisé pour chaque déplacement dans les directions X et Z .le
rotor est supposé en appui aux deux extrémites (paliers rigides) avec un palier lisse situé
a une longueur L, .il est constitué :

-un arbre de longueur L et de section circulaire constante ;
-un disque symétrique comportant un balourd situéayY = L,

-un palier situéa Y = L;.

11.3.2. Mise en equations

Les expressions des déplacements s'écrivent apres séparation des variables
(méthode de Rayleigh Ritz) :

Xo(y; ©) = u(y, t)=f(y) q. (D)

Zo(y; ) = w(y, 1)=f(y) 42(D) (2.22)

Ou qi (i=1,2) sont les coordonnées genéralisées indépendantes et F(y) est la déformeée
modale choisie.

les angles O et {r sont petits, alors :

ow du
=2 (2.23)

Les expressions de I'énergie cinétique, de I'énergie de deformation et de travail virtuel
sont données par :

T=Ty+T, + Ty
U=U, (2.24)
ow = F,8u + F,, 6w
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Et les équations de Lagrange s'écrivent :

d (0T oT ou
7 (a_qi) - (a—m) t (a_qi) = Fqi

2.3. Fréquence propre et diagramme de Campbell

Le calcul des fréquences naturelles donne :

[k+ mr?  —aQr ] —0
aQr Kk + mr?

m?r* + (2km + a’r® )r2 + k? =0
( Q)2 2 .
ré_ — [ w?y + = <1 - 1+ ( n;g”))l =j2w?
2 2 (aﬂ) ’ mew —_:2 2
Et r2=—l(1)10+ om <1+ 1+( 20 ))l ] (1)1

OU w1y = wyp= /k/m sont les pulsations naturelles a I'arrét.

Ce qui donne :

1

2 2

(.)1_l w?, + (Cm (1 - [1+ (—2“;3“’) )l
1

2
W, = l w3y +— (C“) <1 + |1+ (ng“’) )l

(2.25)

La représentation des pulsations naturelles en fonction de la vitesse de rotation est le

diagramme de Campbell.
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3.4. Réponse aux forces d’excitation

Les solutions particulieres des équations différentielles du mouvement peuvent
étre cherchées sous la forme :

g4 (t) =A sinQt

g, (t) =Bcos Ot

Ce qui donne :

___n'Q?
~ k+(a-m)Q2

ou n* dépend de la masse su balourd.

La vitesse critique correspond a la valeur de la vitesse qui rend les déplacements infinis,
elle est donnée par :

k

m-—a

I1. 4. Exemple numérique

Le disque est un acier de masse volumique p=7800kg/m®, de rayon intérieur
Rg41 =0.01m et de rayon extérieur R4, = 0.15m, d'une épaisseur h=0.03m. Le disque

C . , L
est situé a une distance sur I’arbre L, =

mg=mp(R24,-R%,)h=16.47 Kg
ldx=1d2=% (3R?,+3R%; + h?))=9,247.1072Kg.m?
lay = %(RZ 1 +RE1) )=0.1861 Kg.m?

-L'arbre est en acier de longueur L=0.4m, de rayon R,=0.01m, et de module d’Young
E=2.10%! N/m?.
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p=7800kg/m® S=nR2 = 3.142x10~*m?

T[Ra

[;=—=2=7,854.10"° m4

-La masse du balourd m,=10"*kg, située a une circonférence distant de d=0.15m,

-Les raideurs sont nulles k,,=k,, =0, et k,,=0

11.4.1 Equations du mouvement

L’énergie cinétique totale est donnée par :

T=Ty+T, + T,

l, . . 1, - . 1 .
T = Eps [3@% + W) dy + 3pls (42 + 62)dy + 2pl, fOQlIJGdy] N

+ |5 lax (92 + 62) + Loy QUO + “mg (@2 + W2)| + my, [udQcosQt — wdQsinQ|

Alors :
T=7.147(4%+42) —2.871Qd, q,+ 1.299.105 Q(d, cosQt—d,sinQt)
Energie de déformation
EI L d u d w
f _)zdy

Ona: f(y) = sin(my/L)

U=5.977.10"5 (q2+q3)




Chapitre 11 Détermination des caractéristiques des éléments de rotor et
équations de mouvement

Travail virtuel des forces extérieures :
Danscecasona: oW=0

Détermination des équations du mouvement :

Equation de Lagrange :

a(aT) (6T)+(6U)_F
ot\aq;/ \ag;/ " \aq/ ~ ®
Pour i=1

T=7.147(d2+d3)-2.871Qd, q,+ 1.299.10° Q(d, cosQt—d, sinQt)

£(14.28 4,-2.871 Qq,+1.299.105 Q cosQ)

=14.28(,-2.871q,-1.299.107502 sinQt

ar_g

dq1

du _ .
<2=11,954. 1075q,

q1

f1=0

Pour i=2
(14.28 ¢,+1.299.1075 Q sinQ)

=14.28{,-1.299.10~502 cosQt

P =2871. Qd,

a2
du _ 5.
~==11,954. 10~%q,

dqz
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f,2=0

Ce qui donne :

14.284, — 2.871Qd,, + 1.195.10° q; = 1.299.1075Q2 sinQt
14.284, + 2,871.Qq, + 1.195.10° q; = 1.299. 107502 cosQt

11.4.2- Calcul des fréquences propres, et diagramme de Campbell

On pose :
mg,- aQq, +kq; = nQ? sinQt

m+4,aQq, +kq, = nQ? cosQt

La solution de 1’équation homogene

mq,€q, + kq; =0
méi2+aQ(j1 + qu =0

est q;=Qe"
ce qui donne :

mr2Q,e"-aQrQ,e™+kQ,e™=0
mr2Q,e™-aQrQ, e™+kQ,e=0
ou bien

(mr? + k) Q;- aQrQ,=0

(mr? + k) Q,+aQrQ,=0

Sous forme matricielle:
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(" ) (@)=
Ona:

(mr?+k) —aQr |_ 0
aQr (mr? + k)|

Alors

(mr? + kK)%+ (aQr)?=0

m?r*+k2+2mr2k+(aQr)?=0

On pose r? = x
m?r2+x(2mk+a2Q?)+ k=0
A=b2-AC

A=(2mk + a2Q?)? - 4m?k?>0

_ 2mk+a?Q?+VA
X277 52
r=j? . w?

ol j2=-1

_ |2mk+a202+VA
Wi2= 2m?2

Les fréequences naturelles sont données par :

W12
f-1,2 - 21Tt

A L'arrét, nous avons :
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k
m

f1.2(0) =

2T

A.N:

f1.2(0) = 46,02 Hz

La figure ci-dessous montre le tracé du diagramme de Campbell.

70

— fl

—_— PrD
&5 ——
&0 =

.'f",’__,..-'.._,_...-r-‘"
¥ =0 e

|
a5 T ~—
a0 — —

T Pri
—
—
35 —_—
30 :
0 1000 2000 3000 4000 5000 5000 7000 £000 000 10000
M (tr'mn)

Figure 11.6 : Diagramme de Campbell

11.4.3- Détermination de la réponse en régime permanent
C’est la solution de 1’équation particuliére, et elle donnée par :
q4(t) =A sinQt q(t) =AQcosQt qy(t) =—A Q2 sinQt

q2(t) =Bcos Qt q5(t) =—BQsinQt q(t) = —B Q2 cosQt
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On remplace dans les équations du mouvement, on obtient :
—AmQ? sinQt + aBQ2sinQt + k AsinQt = nQ? sinQt

— BQZ? cosQt + aAQ%cosQt + k Bcos Qt = nQ? cosQt

—mAQ? + aBQ? + kA= nQ?
—mBQ? + aAQ? +kB = nQ?

—A(k — mQ?) + aBQ? = n(?
(k — mQ?) + aAQ? = nQ?

(k — mQ2- a0?)A-(k — mQ?- aQ?)B = nQ2-nQ2

(k — mQ?- aQ?)A=(k — mQ?- aQ?)B

Donc A=B =C
Ce qui implique que :

C(k — mO?) + aCO? = nO?

C(k — mQ? + aQ?)=n0?

: nO?
“k-mQO2+aQ?

La vitesse critique est calculée comme suit :
k — mQ? + aQ?=0

k k
alors : Q. =
a—m a—m

0% =

A.N:

1.195.106
QC = ’— =3,23.10? rad/s
2.871-14.29
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expliqué la méthode analytique de la détermination
des énergies cinétiques et de déformations ainsi que le travail des forces extérieures. La
détermination de la réponse vibratoire en régime libre nous permet de tracer la variation
des fréquences naturelle en fonction de la vitesse de rotation. La détermination de la

solution particuliére des équations du mouvement nous donne la vitesse critique pour
laquelle le déplacement est infini.
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Introduction

Selon I'étude realisee précédemment, nous avons expliqué la méthode de la
détermination des équations du mouvement d'un modeéle simple de rotor de type non amorti.
Parmi les phénomeénes importants qui sont souvent rencontré dans les études de la dynamique
des rotors sont le phénomeéne d’excentricité (dissymétrie) et le phénomeéne tournant
(symétrique). Nous verrons plus particulierement lors de résolution des équations de
mouvement développées dans ce chapitre 1’influence de ces phénoménes sur le tracé du
diagramme de Campbell et sur les vitesses critiques.

Le modéle de rotor simple non amorti est bien adapté a 1’étude du phénomeéne de la
dissymétrie. Ici le support (paliers) est supposé parfaitement élastique donc son coefficient
d’amortissement est nul (C=0) et les raideurs Kxx et Kz, sont égales pour le cas du modéle
symétrique et différent pour le cas du modele dissymétrique.

I11.1 Description du modele de rotor étudie

Le modele de rotor illustré sur la figure 1 est un modéle réel d’un rotor d’une turbine a
gaz, sa structure est composée d’un arbre symétrique de longueur L et deux disques

symétriques, I’un des deux est balourdé et situé a une distance de L; = %

Pour bien étudier ce phénoméne mis en jeu dans 1’étude des vibrations de rotor, on
assimile que les amortissements et les raideurs des paliers situés a I’extrémité des paliers sont

. . , N ... L
concentrés au milieu de I'arbre c'est-a-dire & une position Lp=~ [13]

Les caractéristiques du rotor sont les suivantes :
Pour les disques:

e Rayon intérieur : Ry

e  Rayon extérieur : R,

e Epaisseur:h

e Positions: L; = %'Ll = %

e  Masse volumique : p
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Pour ’arbre :

e Longueur: L

e Rayon:R:

e  Masse volumique : p
e Module de Young : E

Pour le balourd :

) Masse : my
e Distance au centre : d

Pour le palier :

e Laraideur: Ky, Kz
e L’amortisseur : C
e Laposition: 0, L

Figure IIL.1 : Modéle de rotor étudié.

II1.2. Exemple d’application

Les valeurs numériques utilisées dans cet exemple d’application sont :
Pour le disque

R1=0.06m

R2=0.2m

h =0.06m

p = 7850 kg/m3
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Masse : mg=mtp(R3 — R%)h
Moments d’inerties Idx:Idz:% (3R% + 3R? + h?)
lay=-2 (R + RY)
Pour I’arbre
Longueur L=1.8m
Rayon de la section droite R;=0.06 m
E= 2.47 .10''N/m?
Aire de section droite S = mtR%
Moment d’inertie quadratique I = HTRA{
Pour le balourd
m, =10~ *kg
Pour les paliers :
La raideur : Kyz = Kzx =0

L’amortissement est nul.

111.2. 1 Equations du mouvement

Energie cinétique
L’¢énergie cinétique totale est donnée par :
T=Tq+Tys + Ty
Avec :
1 . . 1 : : 1 .

Ta=ymg(0? + W?) +3 Loy (V2 + 02) +2 1q, [Q° +20 0]

_1 1 ) . 2 1 1 %) 2 2 1 H
Ta=ps [;(0* + w?) dy + pl; J; (L|J + O )dy+ p 1L Q% +2 pl; Qf QU ©dy

To=mpQ d [ucosQt — ®sint]
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| . 1 . : 1 . .
T=[2ps [, + Wi dy + Splg [ (2 + ©%)dy + 20l [Qpody [+ + [5 lw (62 +

0%) + Ly QYO + my(i? + W2)| + my, [udQcosQt — wdQsinQt]

Energie de déformation

f%ﬂ)z o i

Travail virtuel des forces extérieures

ow = —kxx. u du —kxzwsu—kzzWSW—kxz u SW_Cxxl:l 6u_szW8u—szW8W—sz
—u Sw

Soit: f(y) = sin%
Alors :

f(0)=()=%
et =5 (£ 16 =-3 (7

ce qui donne :

- %[md + IdX:—z] (q% + q%) —Igy Q :—j (d192)

1 [psL - - z .
To=2 B4 o1 (o + a3) - plO T (q102)

Th=mpQd \/2—5 [d1cosQt — q,sintQt]

Donc:

1 2 L 2 ! E 1 2 2 . V2
T= [my +lax 5+ pss + pl=| (a3 +a3) — 5 [2ley Q5 + 2012 T (d1qp) + my @ d 2

[g;cosQt — ¢,sintQt]

Et:

El 4
U—; ;3( 1+QZ)
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Equations de Lagrange

d (0T oT au .
7 () ~ () + () = P 1512

Ce qui donne :

M1+ Ki1qq + Kq2q2 + €11q; + €124, = € sinQt
Md+ €214y + €202 + K191 + Kp2q, = € cosQt

avec .
n? L  m?
M =mgy + [44 §+psz+z
n? n?
C11= Cyx ; C12= — (IdyQL—2 + pl QT)+CXZ

2 2
Co1= IdyQ:—2+ pl Q“T+ Cox

C22= Cyy
Elm*
k11: F + KXX
Ky =K. Kpy = kypy . kypp = 2 4 K
12 — Bxz 21 — Bzx 22 — 213 ZZ
et:

e= mbszg

Sous forme matricielle :
i C C ] k k e sinQt
(DI G =L
0 M/(q; C21 Cp2 q: k21 kzz q: e cosQt
111.2.2 Cas étudie : rotor non amorti

Le rotor est supposé non amorti, alors : cyx = C,x = Cyxy = €, = 0.

Ona:kyy, =k, =0
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Alors les équations du mouvement deviennent :

(5w e+ (0 oM+ (" G, o) = oo

ou:

TCZ TCZ

n= Idy§+ pl i
4
Et:ko= 23

111.2.2.1 Cas symétrique

Dans ce cas, ky, = k. eton pose : K = Kk, + K

Le calcul des fréquences propres donne :

1

N\

0)1—[ ol + 22 <1 - 1+ (B )l
1
)2 2Moqo\2 \ |
wz—l 10+(;‘M)2 <1+ 1+( Z";") )l

La représentation des pulsations naturelles en fonction de la vitesse de rotation est le diagramme
de Campbell.

Les figures suivantes montrent les tracés du diagramme de Campbell pour un rotor symétrique.
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65/
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Figure 111.2. Diagramme de Campbell (rotor symétrique) k,, = k,, = 0.

120
f1 (kxx:O)
f2 (kXX:O)
110
f, (kxleoeN/m)
f (k_=10°N/
100 2 (o m /’/
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Figure 111.3. Diagramme de Campbell pour différentes valeurs de k,, (rotor
symétrique)
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Les solutions particuliéres des équations différentielles du mouvement peuvent étre
cherchées sous la forme :

qq1(t) =Q4 sinQlt
q2(t) =Q,cos Ot

Ce qui donne :

mbd gﬂz

T K+ (n—M)Q2

Q:=Q:=Q

Et la vitesse critique correspond a la valeur de la vitesse qui rend les déplacements infinis, elle
est donnée par :

K

Q. =
¢ M-n

x 10°

—_— _ —_1nD
Q (k,, =k ,=10°N/m)

1.8

=
o

=
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Figure 111.4. Réponse au balourd (rotor symétrique)
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Figure 111.5. Réponse au balourd pour différentes valeurs de k,, (Rotor symétrique)
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Figure 111.6. Réponse au balourd pour k,, = 1077 (Rotor symétrique), Vitesse
critique : Nc = 4790tr/mn,
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Le diagramme de Campbell [f; = f;(N), f, = f,(N)] est présenté sur la figure (I11.2) ou N =
30Q/metf; = —ay;i =12

] A 1 1
Al al’l’et, ona: flO = ;(1)10 = f20 = szo.

Le diagramme de Campbell tracé pour trois valeurs de k,, est illustré sur la figure (111.3). Il est
clair que la fréequence propre (f;;i = 1,2) croit avec la valeur de la raideur k,,, et que les deux
fréquences propres sont égales a l'arrét.

La figure (111.4) montre la variation de I'amplitude de la réponse Q en fonction la vitesse de
rotation N pour k,, = k,, = 10° N/m. La vitesse critique correspond a la valeur de la vitesse qui
rend les déplacements infinis, cette vitesse augmente avec I'augmentation de la raideur k. (voir
Fig. 111.5).

Pour k,, = k,, = 10’ N/m, nous avons calculé la vitesse critique qui correspond a l'annulation
du dénominateur de la fonction Q,N. = 4790tr/min. (voir Fig. I11.6).

111.2.2.1 Cas dissymétrique

Dans ce cas, ky, # k,,. eton pose : K; = Ky + Ko, Ky, =k, + Kk

Le calcul des fréquences propres donne :

[ 2 Q)2 2 2 )2\ 2
w:ﬂ+%+u_ E+M+M _w3yw3,
171 2 2 2M2 2 2 2M2

J
N

|
N

op=| e 4 o | 7 ( J(_ 4y 002" _>

ou:

Wi = [
10 — M
’Kz

w = o
20 M

La représentation des pulsations naturelles en fonction de la vitesse de rotation est le diagramme
de Campbell.
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Les figures suivantes montrent les tracés du diagramme de Campbell pour un rotor
dissymetrique.

100

95

90

80 E——

f[Hz]

75

70

65

60

—

\

50
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

N [tr/min]

Figure 111.7. Diagramme de Campbell (rotor dissymétrique) Ky, = 0,k,, = 10"7N/m.
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Figure 111.8. Diagramme de Campbell pour differentes valeurs de k,, et k,, (rotor
dissymétrique)
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Figure 111.9. Diagramme de Campbell pour Kk, =0 et pour différentes valeurs de k,,
(rotor dissymétrique)

Les solutions particuliéres des équations différentielles du mouvement peuvent étre

cherchées sous la forme :
q1(t) =Q; sinQt
q2(t) =Q,cos Ot

Ce qui donne :

(K, — (M +n)0?) <mb gd) 0?

U = K 0D (K, —MOD) — 2t

(K; — (M +n)Q?) <mb gd) 0?

Q= K MOD (K, =MD = n2 0t

Et les vitesses critiques correspondent a 1’annulation du dénominateur des expressions du

déplacement Q,0u Q,, c'est-a-dire :

(K,_MQ?)(K, — MQ?) — n2Q* = 0

E
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Figure 111.10. Réponse au balourd Q4 (rotor dissymétrique)
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Figure 111.11. Réponse au balourd Q, (rotor dissymétrique)
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Figure 111.12. Réponse au balourd (Q,) pour ky = 0,k,, = 10°N/m (rotor
dissymétrique), Vitesses critiques : NEI) = 3880tr/mn, NEZ) = 4020tr/mn
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Figure 111.13. Réponse au balourd (Q,) pour ky, = 0,k,, = 10°N/m (rotor
dissymétrique), Vitesses critiques : N.” = 3880tr/mn, N = 4020tr/mn,
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Le diagramme de Campbell [f; = f;(N), f, = f,(N)] est présenté sur la figure (111.7). A l'arrét,

1 1 . .
ona:f,,= 5= Wio f0 = - W20 Il est clair que si k,, # k,, alors f;5 # fy.

La figure (111.8) illustre les tracés du diagramme de Campbell pour k,, = 0,k,, = 10’ N/m,
k., = 10’ N/m, k,, = 0. Les courbes obtenues sont confondues.

Le diagramme de Campbell tracé pour deux valeurs différentes des raideurs est illustré sur la
figure (111.9). Les deux fréquences propres sont différentes a I'arrét, cette différence est lié au
facteur de dissymeétrie défini par |k — k,,|/2.

Les figures (111.10)-(111.11) montrent les variations des amplitudes Q;,i = 1,2 en fonction la
vitesse de rotation N pour k,, = 0,k,, = 10® N/m.

Pour k,, = 0,k,, = 10° N/m, nous avons déterminé les deux vitesses critiques ,N.® =
3880tr/min, N.» = 4020tr/min (voir Figs. (111.12)-(111.13) ).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé I'évolution des fréquences propres en fonction
de la vitesse de rotation, ainsi que la réponse au balourd et la vitesse critique pour un modéle
simple d'un rotor d'une turbine a gaz. Dans notre étude, le rotor est supposé non amorti, c'est a
dire que I'amortissement est nul, et nous avons traité le cas de rotor symétrique et non
symétrique.

Les résultats montrent que le modele symétrique admet une seule vitesse critique,
contrairement au modele non symétrique qui a deux vitesses critiques.

E



Conclusion générale

Conclusion générale

Ce mémoire avait pour objectif d'expliquer la modélisation de la dynamique des rotors
et de donner un développement analytique de cette modélisation.

Apres une étude bibliographique sur un modéle simple de rotor, une étude analytique
d'un modele du rotor d'une turbine a gaz est développée. Le rotor est supposé composé de deux
disques rigides et symétriques et I'un des deux est balourdé, d'un arbre déformable et des paliers.
Aprés la détermination des équations de Lagrange, nous avons procédé a I'étude de la réponse
vibratoire du systeme.

Pour le développement analytique, nous avons suppose que I'amortissent est nul, et nous
avons traité le cas symétrique et non symétrique, cette dissymétrie est due aux caractéristiques
des paliers.

Nous avons déterminé le diagramme de Campbell, la réponse au balourd et la vitesse
critique et cela pour les deux cas étudiés.

Les résultats montrent que le modele symétrique admet une seule vitesse critique,
contrairement au modele non symétrique qui a deux vitesses critiques.

E
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Résumé

Résumé

Ce travail est une étude théorique du comportement dynamique en flexion d'un modéle simple
de rotor d'une turbine a gaz. Nous avons determiné I'évolution des fréquences propres en
fonction de la vitesse de rotation, ainsi que la réponse au balourd et la vitesse critique pour deux

les modeles symétrique et non symétrique.

Mots clés : Dynamique, Rotors, Flexion, Dissymétrie, Diagramme de Campbell, Vitesse critique

Abstract

This work is a theoretical study of the dynamic behavior in bending of a simple model of a gas
turbine rotor. We have determined the evolution of natural frequencies as a function of
rotational speed, as well as the response to unbalance and the critical speed for two symmetrical

and non-symmetrical models.

Keywords: Dynamics, Rotors, Bending, Asymmetry, Campbell Diagram, Critical Speed
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