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Notations et

conventions

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire:

- E étant un espace de Banach et 
 un sous ensemble borné de E. On notera par:

X k:k sa norme.

X 
 la fermeture de 
:

X @
 la frontière de 
.

X B(x0; r) la boule ouverte de centre x0 et de rayon r.

X B(x0; r) la boule fermée de centre x0 et de rayon r.

X diam(A) diamètre de l�ensemble A.

X dim(A) dimension de l�ensemble A:

X � (:) la mesure de non-compacité de Kuratowski.

X conv(A) l�enveloppe convexe de l�ensemble A:

X conv(A) l�enveloppe convexe fermé de l�ensemble A:

X Id l�application identique.

X � le zéro de l�espace E.

X Ck(I; J) : l�ensemble des fonctions f : I ! J k fois continûment di¤érentiables sur

I.

X C(I; J) : l�espace des fonctions continue sur I à valeurs dans J:

X Lp([a; b]): l�espace des fonctions umesurables sur [a; b] et véri�ant
bR
a

ju (t)jp dt <1:
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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de lever le voile sur une petite partie de la théorie du point

�xe. Plus précisément, on présente quelques théorèmes du point �xe positif pour une

certaine classe d�applications (qui sera dé�nie ultérieurement). Ces théorèmes répondent

aux questions d�existence et de multiplicité de solutions de quelques problèmes en analyse.

Avant d�aborder cette étude, on a jugé utile de présenter la théorie du point �xe d�une

manière générale.

C�est quoi la théorie du point �xe?

C�est une théorie qui trouve ses origines dans des problèmes mathématiques d�analyse et

d�algèbre classiques. La plupart des problèmes concrets de la physique, chimie, technolo-

gie, biologie, médecine, économie et des sciences sociales, etc. peuvent être ramenés à la

résolution d�équations de type

f(x) = y0: (0.0.1)

Le cas classique correspond au cas où f est une fonction linéaire ou un polynôme.

L�inconnue x peut être un nombre réel ou un nombre complexe; ou pour les systèmes

d�équations un ensemble (x1; :::; xn) de tels nombres.

Ces problèmes deviennent plus sophistiqués lorsque (0.0.1) est une équation fonction-

nelle (équation di¤érentielle ordinaire, équation intégrale, équation aux dérivées partielles

...). Dans ce cas, l�inconnue x est une fonction ( x : D �! R ou x : D �! C ) dé�nie sur

un certain domaine D. Finalement, l�équation (0.0.1) peut être plus compliquée, lorsque

l�inconnue est un opérateur agissant entre deux espaces abstraits.

La théorie du point �xe répond en premier lieu à la question suivante:

L�équation (0:0:1) admet-elle une solution?
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Notations et conventions

Si la réponse est a¢ rmative, on passe à d�autres questions: comment la solution peut-elle

être construite ou approchée? Combien de solutions y a-t-il ? Quelle est la structure de

l�ensemble de toutes les solutions?

Dans ce mémoire, on s�intéresse notamment à l�étude d�existence de points �xes positifs

d�une contraction stricte d�ensembles en prolongeant le concept de l�indice du point �xe

dé�ni pour les applications complètement continues à des classes d�applications plus larges

(les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes).

Une contraction stricte d�ensemble est une application telle que l�image de tout en-

semble borné est en un certain sens plus compacte que l�ensemble lui-même. Le degré de

non-compacité est mesuré à l�aide d�une fonction appelée mesure de non-compacité.

Le premier qui a considéré la mesure de non-compacité d�un sous-ensemble A d�un

espace métrique est K. Kuratowski en 1930. Dans les années cinquante, G. Darbo, A.

Furi, M.A. Krasnosel�skii et autres ont appliqué di¤érentes mesures de non-compacité

dans les théories du point �xe, des applications linéaires et des équations di¤érentielles et

intégrales.

Ce mémoire comprend trois chapitres:

Le premier chapitre contient un ensemble de dé�nitions et de résultats qui nous seront

indispensables à la compréhension de la suite de cette étude. Ces résultats concernent

essentiellement les notions suivantes: la mesure de non-compacité de Kuratowski, les

contractions strictes d�ensembles, les applications condensantes et les cônes.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques théorèmes du point �xe sur les

cônes pour les contractions strictes d�ensembles qui entraînent l�existence ou la multiplicité

d�un point �xe positif. La première section de ce chapitre est consacrée à la dé�nition de

l�indice du point �xe pour une contraction stricte d�ensembles. Dans la deuxième section,

nous rassemblons quelques lemmes fondamentaux utiles pour la suite de ce travail, puis

nous donnons quelques développements récents du célèbre théorème de Krasnosel�skii,

établi en 1960 et développé par la suite par beaucoup d�auteurs, on peut citer les travaux

de Guo ([14],1988), Avery et Anderson ([3], 2002), Avery, Anderson et Krueger ([4], 2006).

Ces récents développements sont dû à Sun ([26], 1986), Meiqiang, Zhang et Weigao ([20],

2010) pour les contractions strictes d�ensembles. Dans la troisième section, nous nous

intéressons à l�existence des points �xes multiples d�une contraction stricte d�ensembles

dé�nie sur un cône dans un espace de Banach ordonné. Plus précisément, nous présentons
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Introduction

des théorèmes qui donnent des conditions su¢ santes pour l�existence de deux points �xes

positifs.

Dans le troisième chapitre, nous étudions deux équations di¤érentielles ordinaires de

di¤érents ordres, l�une associée à une condition initiale et l�autre à des conditions aux

limites, dans un espace de Banach ordonné.
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CHAPITRE

1 Préliminaires

1.1 La mesure de non-compacité

1.1.1 Notion générale de la mesure de non-compacité

Dé�nition 1.1.1 [27] Soit E un espace de Banach et A la famille de tous les sous-

ensembles bornés de E: Une fonction � dé�nie de A dans [0;+1[ est appelée mesure de

non-compacité (MNC) sur E si elle véri�e les propriétés suivantes:

1. � (A) = 0() A est relativement compacte:

2. � (A) = �
�
A
�
; 8A 2 A:

3. � (A1 [ A2) = max f� (A1) ; � (A2)g ; 8A1; A2 2 A:

Exemple 1.1.1 La fonction � : A ! [0;+1[ telle que:

� (A) =

8<: 0; si A est relativement compact

1; sinon

est une mesure de non-compacité. En e¤et,

1. � (A) = 0() A est relativement compacte (évidente).

2. � (A) = �
�
A
�
; car A est relativement compact () A est compact.

3. (A1 [ A2) relativement compact ()

8>>><>>>:
A1 est relativement compact;

et

A2 est relativement compact.

Alors, dans tous les cas on trouve � (A1 [ A2) = max f� (A1) ; � (A2)g :
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1.1. La mesure de non-compacité

Exemple 1.1.2 Soit E = R, posons

�(A) =

8<: inf
x2A

jxj si A est borné;

1 si A n�est pas borné,

la fonction � ne véri�e pas la troisième propriété. En e¤et, soient A1 et A2 deux ensembles

bornés de R avec A1 � A2. D�une part on a

� (A1 [ A2) = � (A2) : (1.1.1)

D�autre part on a A1 � A2 =) inf
x2A2

jxj � inf
x2A1

jxj:

Par suite, on aura

max f� (A1) ; � (A2)g = � (A1) : (1.1.2)

D�où, � n�est pas une mesure de non-compacité.

1.1.2 La mesure de non-compacité de Kuratowski

Dé�nition 1.1.2 (la mesure de non-compacité de Kuratowski [9],[27]) Soient E

un espace de Banach, A la famille de tous les sous-ensembles bornés de E: La mesure

de-non compacité au sens de Kuratowski est l�application � : A �! R+ dé�nie par:

� (A) = inf

8<: d > 0 tel que A admet un recouvrement �nie d�ensembles

de diamètre inférieur ou égal à d .

9=; ;

c�est à dire

� (A) = inf

(
d > 0 tel que 9 A1; A2; :::; An � E; A �

n[
i=1

Ai; diam (Ai) � d; 8i = 1; :::; n
)
;

où diam(Ai) = sup kx� yk ; 8x; y 2 Ai et diam(;) = 0:

Remarque 1.1.1 1. La dé�nition de la mesure de non-compacité de Kuratowski est

signi�cative non seulement pour les espace de Banach mais également pour les

espaces métriques arbitraires.

2. 0 � � (A) � diam (A) <1; 8A 2 A:

3. A est �ni =) � (A) = 0:
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1.1. La mesure de non-compacité

Dé�nition 1.1.3 (Distance de Hausdor¤) La distance de Hausdor¤ entre deux en-

sembles non-vide bornés A et B est dé�nie par:

H (A;B) = max
�
sup
x2A

inf
y2B

kx� yk ; sup
x2B

inf
y2A

kx� yk
�
:

Notons que: H (A;B) � 0 et H (A;B) = 0() A = B:

Propriétés élémentaires de la mesure de non-compacité de Kuratowski

Proposition 1.1.1 Soient E un espace de Banach et A la famille des ensembles bornés

de E. Alors, la fonction � a les propriétés suivantes:

1. Régularité: � (A) = 0, A est compact.

2. Monotonie: A � B =) � (A) � � (B) ; i.e � est croissante.

3. Invariance par passage à la fermeture: � (A) = �
�
A
�
:

4. Semi-additivité: � (A [B) = max f� (A) ; � (B)g ; 8A;B 2 A:

5. � (A \B) � min f� (A) ; � (B)g ; 8A;B 2 A.

6. Semi-homogénéité: � (�A) = j�j� (A) ; 8� 2 R; A 2 A:

7. Semi-additivité algébrique: �(A+B) � � (A) + � (B) ; 8A;B 2 A:

8. Invariance par translation: �(A+ x) = � (A) ; 8A 2 A ; 8x 2 E:

9. Invariance par passage à l�enveloppe convexe: � (A) = � (convA) ; 8A 2 A:

10. j� (A)� � (B)j � 2H (A;B) :

Démonstration. Soient A;B 2 A.

1. Comme E est un espace de Banach, alors

A est compact () A est totalement borné (voir la proposition 2 dans l�annexe.)

() 8" > 0;9Bi; i = 1; :::; n tel que A �
nS
i=1

Bi et diam (Bi) � " 8i

() � (A) = 0:
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1.1. La mesure de non-compacité

2. On a A � B: Donc tout recouvrement de B est un recouvrement de A:

Par conséquent,

� (A) � � (B) :

3. Montrons que � (A) = �
�
A
�
: D�une part, on a

A � A =) � (A) � �
�
A
�
:

D�autre part, par dé�nition de �(A); 8" > 0;9 fAigni=1 tel que A �
nS
i=1

Ai et

diam (Ai) � � (A) + " 8i = 1; :::; n: Comme A �
nS
i=1

Ai et diam
�
Ai
�
= diam (Ai) �

� (A) + " 8i = 1:::n; on obtient

�
�
A
�
� � (A) :

4. Grâce à la monotonie de �; on a d�une part,

A � (A [B) =) � (A) � � (A [B) ;

et d�autre part,

B � (A [B) =) � (B) � � (A [B) :

Alors,

max f� (A) ; � (B)g � � (A [B) : (1.1.3)

Réciproquement, posons � = max f� (A) ; � (B)g : Par dé�nition de � (A) et � (B),

on a

8" > 0; 9fAigni=1 tel que A �
nS
i=1

Ai et diam (Ai) � � (A) + " � � + " 8i = 1; n

et

8" > 0; 9fBjgmj=1 tel que B �
mS
j=1

Bj et diam (Bj) � � (B) + " � � + " 8i = 1;m

Par suite, on a A [B �
�

nS
i=1

Ai

�
[
 

mS
j=1

Bj

!
; ce qui nous donne

� (A [B) � � + "; 8" > 0:

Donc,

� (A [B) � max f� (A) ; � (B)g : (1.1.4)

De (1:1:3) et (1:1:4) on aura le résultat.
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1.1. La mesure de non-compacité

5. Grâce à la monotonie de �; on a d�une part, (A \B) � A =) � (A \B) � � (A)

et d�autre part, (A \B) � B =) � (A \B) � � (B) : Donc

� (A \B) � minf� (A) ; � (B)g:

6. i) � (�A) � j�j� (A)8� 2 R: En e¤et; supposons que A �
mS
i=1

Ai: Alors �A �
mS
i=1

�Ai

et

diam (�Ai) = sup fj�j kx� yk avec x; y 2 Ai 8i = 1; :::;mg

= j�j sup fkx� yk avec x; y 2 Ai 8i = 1; :::;mg

= j�jdiam (Ai) 8i = 1; :::;m

ii) j�j� (A) � � (�A) ;8� 2 R: En e¤et; d�après la monotonie de � on a

�
��1�A = A

�
=) A � ��1�A

=) � (A) � �
�
��1�A

�
=) � (A) � �

�
��1�A

�
� j�j�1� (�A) :

De i) et ii) on obtient le résultat.

7. On a par dé�nition de � (A) et � (B): 9 fAigni=1tel que A �
nS
i=1

Ai et diam (Ai) �

� (A)+ "; 8i = 1:::n; 9 fBjgmj=1tel que B �
mS
j=1

Bj diam (Bi) � � (B)+ " 8j = 1:::m

respectivement. Comme les ensembles fAi +Bjg recouvrent l�ensemble A+B; et

diam (Ai +Bj) � diam (Ai) + diam (Bj) :

Alors,

diam (Ai +Bj) � � (A) + � (B) + 2"; 8" > 0

En faisant tendre " vers 0; on obtient, � (A+B) � � (A) + � (B) :

8. D�après la propriété de semi-additivité algébrique de � pour B = fxg on obtient,

� (A+ fxg) � � (A)+�(fxg); or la propriété de régularité entraîne que � (fxg) = 0;

(car l�ensemble fxg est �ni); d�où

� (A+ fxg) � � (A) : (1.1.5)
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1.1. La mesure de non-compacité

D�autre part on a A = (A+ fxg)� fxg ; donc

� (A) = � (A+ fxg � fxg)

� � (fxg+ A) + � (�fxg)

= � (fxg+ A)� � (fxg)

= � (fxg+ A) ,

d�où

� (A+ fxg) � � (A) (1.1.6)

de (1:1:5) et (1:1:6) on aura l�égalité.

Par abut d�écriture, on écrit � (A+ x) au lieu de � (A+ fxg) :

9. a) A � conv (A) =) � (A) � � (conv (A))

b) On a par dé�nition de � (A) : 8" > 0 9 fAigni=1 ; tel que A �
nS
i=1

Ai et diam (Ai) �

� (A) + " 8i = 1; 2; :::; n:

Puisque diam (A) = diam (conv (A)) ; on peut supposer que Ai est convexe 8i =

1; 2; :::; n:

Posons � =
�
(�1; �2; :::; �n) : �i � 0; i = 1; 2; :::; n;

nP
i=1

�i = 1

�
et B (�) =

nP
i=1

�iAi

� (B (�)) �
nP
i=1

�i�(Ai)

�
nP
i=1

�idiam(Ai)

� (�(A) + ")
nP
i=1

�i| {z }
=1

� �(A) + ":

Montrons que
S
�2�

B (�) est convexe

Soit z = tx + (1� t) y et � = t� + (1� t)�: Il su¢ t de montrer que si 0 � t < 1;

x 2 B (�) et y 2 B (�) ; alors z 2 B (�) : En e¤et, soit x =
nP
i=1

�ixi et y =
nP
i=1

�iyi où

� = (�1; �2; :::; �n) 2 �; � = (�1; �2; :::; �n) 2 � et xi; yi 2 Ai 8i = 1; 2; :::; n:

On suppose

�i =

8<: t�i
�i
; �i > 0;

0; �i = 0;
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1.1. La mesure de non-compacité

et zi = �ixi + (1� �i) yi

nP
i=1

�izi =

8><>:
0; �i = 0;
nP
i=1

t�ixi +
nP
i=1

(�i � t�i) yi = tx+ (1� t) y; �i > 0:

Donc z =
nP
i=1

�izi , par conséquent z 2 B (�) :

Maintenant, on peut montrer le résultat.

Puisque A �
nS
i=1

Ai �
S
�2�

B (�) et l�ensemble
S
�2�

B (�) est convexe, donc

conv (A) � conv

�
nS
i=1

Ai

�
�
S
�2�

B (�) =) � (conv (A)) � �

� S
�2�

B (�)

�
:

Comme l�ensemble � est compact, pour chaque " > 0; on peut trouver un nombre

�ni de points �(1) ; :::; �(m) dans � tel que pour tout � 2 � on a

min
n�� �(i)

 : i = 1; :::; no < "

M

où M = sup
x2Bi

kxk <1 donc, si 8x 2
S
�2�

B (�) ; x =
nP
i=1

�ixi; �i � 0;
nP
i=1

�i = 1 alors

9j = 1; :::;m tel que
nP
i=1

���i � �ji
�� < "

M
:

Si on pose x =
nP
i=1

�jixi; alors kx� xk �
nP
i=1

���i � �ji
�� kxik < " et on a aussi

conv (A) �
nS
i=1

�
B
�
�(i)
�
+ "B (0; 1)

�
;

ce qui implique que

� (conv (A)) � max
i

n
�
�
B
�
�
(i)
��
+ �

�
"B (0; 1)

�o
� � (A) + "+ 2":

Et comme " est arbitraire, on obtient � (conv (A)) � � (A) :

10. On a par dé�nition de � (A) : 8" > 0 9 fAigni=1 ; tel que A �
nS
i=1

Ai et diam (Ai) �

� (A) + " 8i = 1; 2; :::; n:

Posons � = H (A;B) + "; Bi = fy 2 B tel que 9x 2 Ai; d (x; y) < �g 8i = 1; :::; n:

Comme H (A;B) < �; on a B �
nS
i=1

Bi: Alors

diam (Bi) � 2� + diam (Ai) < 2H (A;B) + � (A) + 3" 8i = 1; :::; n

On fait tendre " vers 0 on obtient � (B) � 2H (A;B) + � (A) :

De même on a � (A) � 2H (A;B) + � (B) : Par conséquent, on aura

j� (A)� � (B)j � 2H (A;B) :
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Remarque 1.1.2 (i) Les propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique

nous donnent que la MNC de Kuratowski � est une semi-norme sur E:

(ii) Ce n�est pas facile de déterminer la valeur explicite de � (A) pour un ensemble borné

A d�un espace de Banach.

Exemple 1.1.3 Soit B (0; 1) la boule unité d�un espace de Banach E de dimension �nie.

Alors

� (B (0; 1)) = 0:

En e¤et, B (0; 1) est compacte () dimE <1:

Plus généralement, � (B (x0; r)) = 0; où B (x0; r) est une boule de centre x0 et de

rayon r dans l�espace E; car B (x0; r) est un compacte de l�espace de dimension �nie E:

Proposition 1.1.2 Soit E un espace de Banach de dimension in�nie et B (0; 1) une boule

unité de E: Alors

� (B (0; 1)) = 2:

Démonstration. Il est clair que diam (B (0; 1)) = 2; alors � (B (0; 1)) � 2 .

Si � (B (0; 1)) < 2; donc il existe A1; A2; :::; An tels que diam (Ak) < 2 pour k = 1; :::; n

et B (0; 1) �
nS
k=1

Ak:

Posons Bk (0; 1) = B (0; 1) \ En et Bk = Ak \ En: Alors, on a Bk (0; 1) �
nS
k=1

Bk et

diam (Bk) < 2 8k = 1; :::; n. D�autre part, le théorème des antipodes (voir l�annexe) as-

sure qu�il existe au moins un des ensembles Bk qui véri�e diam (Bk) � diam (Bk (0; 1)) =

2; ce qui est une contradiction. D�où � (B (0; 1)) = 2.

Plus généralement, Bk (x0; r) = 2r:

1.2 Les contractions strictes d�ensembles et les appli-

cations condensantes

Soient E et F deux espaces de Banach, A un ouvert de E.

Dé�nition 1.2.1 Soit f : A � E �! F une application continue

12



1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

i. f est dite compacte si f (A) est relativement compacte.

ii. f est dite complètement continue si l�image de tout bornée de A est relativement

compacte.

Remarque 1.2.1 (Relation entre compacte et complétement continue) Toute ap-

plication compacte est complètement continue. Si A est bornée, la réciproque est vraie.

Dé�nition 1.2.2 ( k-contraction d�ensembles [13]) Soit f : E �! F une applica-

tion continue et bornée (i.e. f transforme les bornés de E en des bornés de F ).

1. On dit que f est une k-contraction d�ensembles s�il existe k � 0, tel que

� (f (A)) � k� (A) ; 8A borné de E: (1.2.1)

2. f est appelée k-contraction stricte d�ensembles (ou contraction stricte d�ensembles)

si 0 � k < 1:

3. f est dite condensante si

� (f (A)) < � (A) ; 8A borné non relativement compact (� (A) > 0) :

Remarque 1.2.2 Il est évident que toute application f complètement continue, est une k-

contraction stricte d�ensembles et toute k-contraction stricte d�ensembles est condensante.

De plus on a:

1. f est condensante =) f est une 1-contraction d�ensembles;

2. f est complètement continue () f est une 0-contraction d�ensembles.

Exemple 1.2.1 Soit X un espace normé réel et L : X ! X une application linéaire

bornée. Alors, L est une kLk-contraction d�ensembles.

Exemple 1.2.2 Soit X un espace normé réel et T : D � X ! X une application

lipschitzienne avec la constante de Lipschitz l. Alors, T est une l-contraction d�ensembles.

13



1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

1.2.1 Propriétés des contractions d�ensembles

Proposition 1.2.1 [25] Soit Fi (i = 1; 2; 3) trois espaces métriques et supposons que:

T1 : F1 �! F2, et T2 : F2 �! F3 sont respectivement k1, k2-contraction d�ensembles.

Alors,

T2 � T1 : F1 �! F3 est une k1k2 � contraction d�ensembles:

Démonstration. On a T1 : F1 �! F2, T2 : F2 �! F3 sont respectivement k1, k2-

contraction d�ensembles, donc T1 est continue, bornée et � (T1 (A)) � k1� (A) ; 8 A un

ouvert borné de F1 et T2 est continue, bornée et � (T2 (B)) � k2� (B) ; 8 B un ouvert

borné de F2:

Donc, T2 � T1 : F1 �! F3 est continue, bornée comme composée de deux applications

continues et bornées. D�autre part, pour tout A borné de F1 on a:

� ((T2 � T1) (A)) = � (T2(T1 (A))) � k2k1�(A).

Alors, � ((T2 � T1) (A)) � k1k2�(A); 8 A un ouvert borné de F1:

Proposition 1.2.2 Soit E un espace métrique et F un espace de Banach.

Si T1 : E �! F et T2 : E �! F sont respectivement k1, k2-contraction d�ensembles.

Alors,

T1 + T2 : E �! F est une(k1 + k2)-contraction d�ensembles:

Démonstration. Montrons que l�application T1 + T2 : E �! F est une (k1 + k2)-

contraction d�ensembles.

On a T1; T2 : E �! F sont respectivement k1; k2-contraction d�ensembles, donc T1et

T2 sont continues, bornées et

� (T1 (A)) � k1� (A) ; 8A un ouvert borné de E

et � (T2 (A)) � k2� (A) ; 8A un ouvert borné de E:

Donc, T1+T2 : E �! F est continue, bornée comme somme de deux applications continues

et bornées. Grâce à la semi-additivité algébrique de �; on a

� ((T1 + T2) (A)) � � (T1 (A)) + � (T2 (A)) ;

� k1� (A) + k1� (A)

� (k1 + k1)� (A) ; 8A un ouvert borné de E:

D�où le résultat.
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Lemme 1.2.1 Soit A et B deux sous ensembles fermés d�un espace métrique E: Sup-

posons que T : A � E �! E et T 0 : B � E �! E sont deux k-contractions d�ensembles

telles que T = T 0 sur A \B:

Soit l�application T 00 : A [B � E �! E dé�nie par:

T 00(x) =

8<: T (x) si x 2 A;

T 0(x) si x 2 B:

Alors, T 00 est une k-contraction d�ensembles.

Démonstration. On a T est une application continue bornée sur A véri�ant

� (T (
)) � k� (
) ; 8
 un ouvert borné de A: (1.2.2)

de même pour, T 0 on a T 0 est une application continue bornée sur B véri�ant

� (T 0 (
)) � k� (
) ; 8
 un ouvert borné de B; (1.2.3)

d�où, T 00 est continue et bornée sur A [B:

De plus, pour tout 
 borné de A [B on a :

� (T 00(
)) =

8<: � (T (
)) si 
 � A;

� (T 0(
)) si 
 � B:

Donc, d�après la semi-additivité de � on a

� (T 00 (
)) � max f� (T (
)) ; � (T 0(
))g

� kmax f� (
) ; � (
)g

� k�(
).

D�où le résultat.

Proposition 1.2.3 Soit F un espace de Banach, D un sous ensemble de F , T : D �

F �! F une k-contraction d�ensembles et � : D �! R+ une fonction continue telle que

sup f� (x) : x 2 Dg = l <1: On dé�nit T 0 : D � F �! F par

T 0 (x) = � (x)T (x) ; 8x 2 D:

Alors, T 0 est une kl-contraction d�ensembles.
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Démonstration. T 0 est continue et bornée comme produit de deux applications

continues et bornées. Soit 
 un sous ensemble borné de D: Par suite, les propriétés

(2) ; (9) et (6) de la MNC � (proposition 1.1.1) entraînent que

T 0(
) � conv (f�g [ lT (
)) :

�(T 0(
)) � �(conv (f�g [ lT (
)))

= �(f�g [ lT (
))

� max f�(f�g); �(lT (
))g

� max f�(f�g); l�(T (
))g

� kl�(
)

D�où, T 0 est une kl-contraction d�ensembles.

Lemme 1.2.2 [15] Soit D un sous-ensemble borné d�un espace de Banach X. Si f :

X ! X est une application de la forme L+ T , où L est une application linéaire et T est

complètement continue.

Alors,

� (f (D)) = � [f(conv (D [ f�g)] :

Démonstration. Puisque D � conv (D [ f�g), la 2euxième propriété de la proposi-

tion 1.1.1 entraîne que � (f (D)) � � [f(conv (D [ f�g))] :

D�autre part, on a

f(conv (D [ f�g) � L(conv (D [ f�g) + T (conv (D [ f�g)

�[f(conv (D [ f�g))] � �[L(conv (D [ f�g) + T (conv (D [ f�g))]

� �[L(conv (D [ f�g))] + �[T (conv (D [ f�g))]| {z }
=0

� �[L(conv (D [ f�g))]

= � [conv (L(D [ f�g))]

= � [conv (L(D) [ L(f�g))]

= �[L(D)]

= �[(f � T )(D)]

� �[f(D)] + �[(�T )(D)]

= �[f(D)]:
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Par conséquent, �[f(conv (D [ f�g))] = � (f(D)) :

Exemple 1.2.3 Un exemple important donné par une application F +G, où F est une k

contraction d�ensembles et G est complètement continue alors F +G est une k contraction

d�ensembles. Soit par exemple u 2 C (J;R) solution de l�équation

u (t) = ' (t; u (t)) +

tZ
0

 (t; s; u (s)) ds pour t 2 J = [0; a] ;

où ' et  sont deux fonctions continues. Posons

G (u(t)) =

tZ
0

 (t; s; u (s)) ds

et

F (u(t)) = ' (t; u (t))

G est continue grâce à la continuité de l�intégrale et de la fonction  ; et pour toute partie

bornée 
 � C (J;R) ; G(
) est relativement compact alors, G est complètement continue.

D�où, G est une 0-contraction d�ensembles. Or F est une k-contraction d�ensembles. En

e¤et, puisque ' est telle que

j' (t; u)� ' (t; v)j � k ju� vj ; 8t 2 J et u; v 2 R;

alors

jF (u)� F (v)j � k ju� vj :

Ensuite, la proposition 1.2.2 assure que F +G est une k + 0 contraction d�ensembles.

Proposition 1.2.4 Soient X un espace de Banach de dimension in�ni, � : [0; 1]! [0; 1]

une fonction continue et strictement décroissante, B (0; 1) la boule unité de X. Soit

F : B (0; 1)! B (0; 1) une application dé�nie par:

F (x) = ' (jxj)x 8x 2 B (0; 1):

Alors,

(a) L�application F n�est pas une k-contraction stricte d�ensembles,

(b) L�application F est condensante.
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Démonstration.

(a) Comme F (B) � conv (B [ f�g) ; 8B � B (0; 1):

Pour tout B � B (0; 1) on a:

� (F (B)) � � (conv (B [ f�g))

= � (B [ f�g)

= maxf� (B); �(f�g))

� � (B) car �(f�g) = 0:

D�autre part, on a @B (0; r' (r)) � F
�
B (0; r)

�
pour r 2 [0; 1] et par conséquent,

�(F
�
B (0; r)

�
) � � (@B (0; r' (r)))

= 2r' (r) = �(B (0; r))' (r) : (d�après la proposition 1.1.2) :

Comme ' (r) ! r quand r ! 0; F ne peut pas être une k-contraction stricte

d�ensembles.

(b) Montrons que �(F (B)) < �(B) 8B � B (0; 1) avec � (B) > 0:

Supposons que B = B1 [ B2; B � B (0; 1) tel que �(B) = d > 0; Prenons 0 < r < d
2
;

et dé�nissons les ensembles B1 = B \ B (0; r); B2 = BnB (0; r): Il est clair que

F (B) = F (B1) [ F (B2) :

D�une part, on a

�(F (B1)) = �(B \B (0; r))

= minf�(B); �(B (0; r))g

� �(B (0; r)) = 2r < �(B); (car �(B) = d > 2r):

Et d�autre part,

�(F (B2)) � �(f�x : 0 � � � ' (r) et x 2 B2g)

� � (conv [' (r)B [ f0g])

� � (' (r)B [ f0g)

� �(' (r)B)

� ' (r)�(B)

< �(B); car ' est strictement décroissante.
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1.2. Les contractions strictes d�ensembles et les applications condensantes

Par conséquent, �(F (B)) = maxf�(F (B1)); �(F (B2))g < �(B): Alors F est une

application condensante.

Théorème 1.2.1 [24] Soit E un espace de Banach, B � C ([a; b] ; E) un sous-ensemble

équicontinu et borné.

Alors, � (B (t)) est continue sur [a; b] ; où B (t) = fx(t) : x(:) 2 Bg et

�

��
bR
a

x (t) dt : x(:) 2 B
��

�
bR
a

� (B (t)) dt:

Démonstration. Montrons tout d�abord que � (fx(t) : x(:) 2 Bg) est continue sur

[a; b] : Comme B est équicontinu alors 8" > 0; 9 > 0; 8t; t0 2 [a; b] ;

jt� t0j <  =) kx (t)� x (t0)k � "; 8x 2 B:

Ainsi, 8t; t0 2 [a; b] véri�ant jt� t0j <  on a

H ((fx(t) : x(:) 2 Bg) ; (fx(t0) : x(:) 2 Bg)) � ";

Alors, par la propriété (10) de la proposition 1.1.1, on obtient 8t; t0 2 [a; b] véri�ant

jt� t0j < 

j� (fx(t) : x(:) 2 Bg)� � (fx(t0) : x(:) 2 Bg)j � 2":

Par conséquent, � (fx(t) : x(:) 2 Bg) est continue sur [a; b] :

Soit a = t0 < t1 < ::: < tn = b, où ti = a + i b�a
n
une subdivision de [a; b] : Comme B

est équicontinu,(8" > 0; 9N > 0 tel que si n > N; alors kx (ti)� x (t)k < "; 8 x(:) 2 B;

t 2 [ti�1; ti]); alors, on a nP
i=1

b� a

n
x (ti)�

bR
a

x (t) dt

 =
 nP
i=1

tiR
ti�1

(x (ti)� x (t)) dt

 < (b� a) " 8n > N:

Donc, la propriété (10) de la proposition 1.1.1 entraîne que������� nP
i=1

b� a

n
x (ti) : x(:) 2 B

��
� �

��
bR
a

x (t) : x(:) 2 B
������ � 2" (b� a) :

C�est à dire

lim
n!+1

�

��
nP
i=1

b� a

n
x (ti) : x(:) 2 B

��
= �

��
bR
a

x (t) : x(:) 2 B
��
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D�autre part, la propriété (7) de la proposition 1.1.1 nous donne

�

��
nP
i=1

b� a

n
x (ti) : x(:) 2 B

��
�

nP
i=1

b� a

n
� (fx (ti) : x(:) 2 Bg)

D�où,

�

��
bR
a

x (t) dt : x(:) 2 B
��

�
bR
a

� (B (t)) dt:

Théorème 1.2.2 [24] Soit E un espace de Banach, B � C ([a; b] ; E) un sous-ensemble

équicontinu et borné, où a; b 2 R. Alors,

� (B) = max
t2[a;b]

� (fx(t) : x(:) 2 Bg) :

Démonstration. D�une part, le théorème 1.2.2, entraîne que � (fx(t) : x(:) 2 Bg)

est une fonction continue sur [a; b] :

Maintenant, par dé�nition de � (B) : on a 8" > 0 9 fBigmi=1 tels que B �
mS
i=1

Bi et

diam (Bi) � � (où � c�est un nombre positif tel que B admet un recouvrement �ni de

diamétre inférieur ou égal à �); 8i = 1; :::;m: Par conséquent, pour tout t 2 [a; b] on a

fx(t) : x(:) 2 Bg �
mS
i=1

fx(t) : x(:) 2 Big :

Aussi, on a

diam (fx(t) : x(:) 2 Big) = sup
x(:);y(:)2Bi

kx (t)� y (t)k � diam (Bi) � �:

Alors, � (fx(t) : x(:) 2 Bg) � �; 8t 2 [a; b] ; et ainsi

max� (fx(t) : x(:) 2 Bg) � � (B) :

D�autre part, comme B est équicontinu, donc il existe t1; t2; :::; tn 2 [a; b] tels que

fx(t) : x(:) 2 Bg �
nS
i=1

fx(ti) : x(:) 2 Bg+B (�; ") ; 8t 2 [a; b] :

Si max
t2[a;b]

� (fx(t) : x(:) 2 Bg) < � (B) ; on peut trouver un nombre �nie de sous ensembles

A1; A2; :::; As � E tels que

diam (Aj) � � (B) ;
nS
i=1

fx(ti) : x(:) 2 Bg �
sS
j=1

Aj:

Évidemment, B =
nS
i=1

fx(:) 2 B : x(ti) 2 Aj; i = 1; :::; ng tels que diam (fx(:) 2 B : x(ti) 2 Ajg) �

� + 2"; et donc 8" > 0 � (B) � � (B) + 2": Par conséquent, �(B) � �; d�où � (B) �

max
t2[a;b]

� (fx(t) : x(:) 2 Bg) :
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Théorème 1.2.3 [24] Soient E un espace de Banach, C1 ([a; b] ; E) l�espace des fonctions

continûment di¤érentiable muni de la norme

kx (:)k1 = max
t2[a;b]

kx (t)k+ max
t2[a;b]

kx0 (t)k

et �1 la MNC de Kuratowski dans C1 ([a; b] ; E) :

Soit B � C1 ([a; b] ; E) et B0 = fx0(:) : x(:) 2 Bg : Si B et B0 sont bornés, équiconti-

nus. Alors,

�1 (B) = max

�
max
t2[a;b]

� (fx(t) : x(:) 2 Bg) ; max
t2[a;b]

� (fx0(t) : x(:) 2 Bg)
�
:

Lemme 1.2.3 [13] Soit E un espace de Banach, si B � C ([a; b] ; E) est un ensemble

dénombrable, et il existe une fonction � (t) 2 L ([a; b] ;R+) telle que kx (t)k � � (t) ;

t 2 [a; b] avec (a < b <1) ; x 2 B: Alors, � (B (t)) 2 L ([a; b] ;R+) et

�

��
bR
a

x (t) dt : x(:) 2 B
��

� 2
bR
a

� (B (t)) dt:

Lemme 1.2.4 Soit E un espace de Banach et B � C (J;E) : Si B est dénombrable, et il

existe une fonction � (t) 2 L ([0;+1[ ;R+) telle que kx (t)k � � (t) ; t 2 [0;+1[ ; x 2 B:

Alors, � (fx (t) : x(:) 2 Bg) est intégrable sur J; de plus

�

��
+1R
0

x (t) dt : x(:) 2 B
��

� 2
+1R
0

� (fx (t) : x(:) 2 Bg) dt:

Démonstration. (voir [30]):

1.3 Les cônes

Soit E un espace de Banach.

Dé�nition 1.3.1 Un sous-ensemble non vide P de E est dit cône sur E s�il est convexe,

fermé et véri�e les deux conditions suivantes:

1. (x 2 P et � � 0) =) �x 2 P ;

2. P \ (�P ) = f�g ; (i.e (x 2 P et � x 2 P ) =) x = �):

La première condition entraîne que � 2 P:

Dé�nition 1.3.2 Un espace de Banach est dit ordonné s�il contient un cône P:

On dé�nit une relation d�ordre sur E comme suit

x � y () y � x 2 P:

De plus, on a
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1.3. Les cônes

1. x < y () x � y et x 6= y.

2. x� y, () y � x 2
�
P où

�
P 6= ;.

3. x � y () y � x =2 P:

Et, on dé�nit le segment d�un cône P par [x; y] = fz 2 P : x � z � yg.

Dé�nition 1.3.3 (Cône normal) Un cône P sur E est dit normal (ou naturel) si

9 � > 0; 8x; y 2 P; (kxk = kyk = 1) =) kx+ yk � �:

Géométriquement, la normalité de P signi�e que l�angle entre chaque deux vecteurs uni-

taires positifs ne peut pas dépasser �: Autrement dit, un cône normal ne peut pas être trop

large.

Proposition 1.3.1 [14] Soit P un cône sur E. Alors, P est normal si

9 N > 0; 8x; y 2 P: 0E � x � y =) kxk � N kyk : (1.3.1)

(i.e la norme est semi-monotone.)

Remarque 1.3.1 La proposition précédente peut être considérée comme dé�nition d�un

cône normal P sur E, et dans ce cas, la plus petite constante N > 0 telle que (1:3:1) soit

véri�ée est appelée "constante de normalité de P":

Exemple 1.3.1 1. E1 = Rn; P1 = fx = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn : xi � 0;8i = 1:::ng =

(R+)n :

P1 est normal, avec la constante de normalité N = 1; car toute les normes sur Rn

sont monotones, tel que

8x; y 2 Rn; 0Rn � x � y =) kxk � kyk :

2. E2 = C1 ([0; 2�]) : l�espace des fonctions continûment di¤érentiables sur [0; 2�] muni

de la norme kxkE2 = max
0�t�2�

jx(t)j+ max
0�t�2�

jx0(t)j:

Soit

P2 = fx 2 E2 : x (t) � 0;8t 2 [0; 2�]g

22



1.3. Les cônes

P2 n�est pas normal car sinon, l�hypothèse de la proposition (1:3:1) donne que:

9N > 0 : 8x; y 2 P2:0 � x � y =) kxkE2 � N kykE2 :

Soit donc xn(t) = 1� cosnt; et yn(t) = 2: On a

8n 2 N; xn; yn 2 P2 et 0 � xn (t) � yn (t) ; car 8t 2 [0; 2�] ; 1� cosnt � 2;

mais

kxkE2 = max
0�t�2�

j1� cosntj+ n max
0�t�2�

j sinntj:

= 2 + n;8n 2 N:

Alors, 2 + n � 2N; 8n 2 N; ce qui est impossible par passage a la limite quand

n! +1:

Proposition 1.3.2 Soit P un cône, pour tout u; x; y et z 2 P et a; b 2 R, on a

1. x � x.

2. (x � y et y � z) =) x � z.

3. (x � y et y � x) =) x = y.

4. (x � y et 0 � a � b) =) ax � by:

5. (x � y et u � z) =) x+ u � y + z.

6. (x� y et y � z) =) x� z.

7. (x� y et y � z) =) x� z.

8. (x � y et y � z) =) x� z.

9. (x� y et a > 0) =) ax � ay.

10. Soient (xn)n et (yn)n deux suites de E telles que: 8n 2 N, xn � yn. Alors

lim
n!1

xn � lim
n!1

yn:

Démonstration. Ces propriétés se démontrent en utilisant les dé�nitions précédentes.
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CHAPITRE

2 Théorèmes du point �xe

d�une contraction stricte

d�ensembles

2.1 Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

2.1.1 Rappel sur l�indice du point �xe d�une application com-

plètement continue

Commençons d�abord par donner la dé�nition suivante:

Dé�nition 2.1.1 (Ensemble rétracté) Soit E un espace de Banach. Un sous-ensemble

F de E est dit un rétracté de E; s�il existe une application continue r : E ! F telle que

r(x) = x; 8x 2 F:

Ou encore si IdjF admet une extension continue à E. L�application r est alors appelée

rétraction.

Remarque 2.1.1 Toute partie convexe fermée d�un espace de Banach E est une rétractée

de E, en particulier, tout cône P � E est un rétracté de E.

Lemme 2.1.1 [20] Soit P un cône d�un espace de Banach réel E. Si � : P ! [0;1[

une fonction convexe, uniformément continue avec � (�) = 0 et � (x) > 0 8x 6= �; alors

8r > 0; Dr = fx 2 P : � (x) � rg est un rétracté de E:
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2.1. Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

Théorème 2.1.1 ([14])(dé�nitions axiomatiques)

Soit E un espace de Banach, X un rétracté de E, pour tout ouvert borné 
 de X et

toute application complètement continue f : 
! X sans points �xes sur @
, il existe un

unique nombre entier noté i(f;
; X) ayant les propriétés suivantes:

1. Normalisation.

i(f;
; X) = 1 si f est constante sur 
 (i.e. f(x) = y0 2 
; 8x 2 
):

2. Additivité.

Pour toute paire de sous-ensembles ouverts et disjoints 
1, 
2 de 
 tels que f

n�admet pas de point �xe sur 
n (
1 [ 
2), on a:

i(f;
; X) = i(f;
1; X) + i(f;
2; X)

où i(f;
k; X) = i(fj
k ;
k; X); k 2 f1; 2g :

3. Invariance homotopique.

L�entier i(ht;
; X) est indépendant du choix du paramètre t 2 [0; 1]; où ht : [0; 1]�


 ! X est une application complètement continue véri�ant ht(x) 6= x pour tout

(t; x) 2 [0; 1]� @
:

4. Permanence.

Si Y est un rétracté de X telle que f(
) � Y , alors

i(f;
; X) = i(f;
 \ Y; Y ) = i(fj
\Y ;
; Y ):

De plus, soitM =

8>>><>>>:
i(f;
; X) tel que X est un rétracté de E; 
 est un ouvert borné de X

et f : 
! X est une application complètement continues

sans points �xes sur @


9>>>=>>>;
véri�ant les propriétés (1)�(4) est dé�ni d�une façon unique. L�entier i(f;
; X) est appelé

l�indice du point �xe de f sur 
 par rapport à X.

2.1.2 L�indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

Le concept de l�indice du point �xe peut être prolongé à des contractions stricte d�ensembles

et encore à des applications condensantes.
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2.1. Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

Soit X un ensemble convexe, fermé et non vide d�un espace de Banach E; 
 un sous

ensemble ouvert borné de X: Soit f : 
 ! X une k-contraction stricte d�ensembles telle

que f(x) 6= x; 8x 2 @
 (i.e. que f n�admet pas de points �xe sur @
). Alors on dé�nit

l�indice du point �xe de f sur 
 par rapport à X; i (f;
; X) comme suit:

Posons

D1 = convf
�


�
et Dn = convf

�
Dn�1 \ 


�
pour (n = 2; 3; :::)

(1) Si 9 n = n0 2 N� tel que Dn0 \
 = ;, alors Dn n�a aucune signi�cation pour n > n0.

Dans ce cas, on dé�nit l�indice du point �xe i (f;
; X) par

i (f;
; X) = 0 (2.1.1)

(2) Supposons que 8 n 2 N� Dn \ 
 6= ;: Il est clair que, D2 � D1. Si on suppose que

Dk�1 � Dk; alors

Dk = convf
�
Dk�1 \ 


�
� convf

�
Dk \ 


�
= Dk+1:

Donc, Dn � Dn�1 8 n 2 N�: Comme f est une k-contraction d�ensembles pour tout

n 2 f1; 2; :::g on a

� (Dn) � �
�
f
�
Dn�1 \ 


��
� k �

�
Dn�1 \ 


�
� k � (Dn�1) � kn�1 � (D1) , (n = 1; :::)

Par conséquent, lim
n!+1

� (Dn) = 0; car (0 � k < 1) :

Par suite, la proposition 1 (voir l�annexe) entraîne que D =
1T
n=1

Dn est un ensemble

non vide, compact de X. Et il est clair que D est convexe comme intersection d�ensembles

convexes. De plus, D\
 =
1T
n=1

�
Dn \ 


�
est également non vide, compact (car D est non

vide et D\
 est fermé dans un compact), et d�ailleurs f
�
D \ 


�
� D: En e¤et; puisque

f
�
Dn \ 


�
� convf

�
Dn \ 


�
= Dn+1 � Dn:

Alors,

f
�
D \ 


�
�

1T
n=1

f
�
Dn \ 


�
�

1T
n=1

Dn = D:

Comme D est compact, l�application f : D\
! D est complètement continue. Ensuite,

le théorème d�extension de Dugundji (voir l�annexe théorème 2), entraîne qu�il existe une

application complètement continue

f1 : 
! D; (D � X) telle que f1(x) = f(x) 8x 2 D \ 
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2.1. Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

L�application f1 n�admet pas de point �xe sur @
. En e¤et; on raisonne par l�absurde,

supposons que

9x0 2 @
 tel que f1 (x0) = x0:

Alors, puisque f1 (x0) 2 D donc x0 2 D \
, ainsi f1(x0) = f(x0), c�est-à-dire f(x0) = x0

pour x0 2 @
; ce qui contredit l�hypothèse. Par conséquent, le théorème 2:1:1, entraîne

que l�indice du point �xe i (f1;
; X) est bien dé�ni.

Par suite, l�indice du point �xe i (f;
; X) est dé�ni par:

i (f;
; X) = i (f1;
; X) (2.1.2)

Remarque 2.1.2 L�indice du point �xe d�une k-contraction stricte d�ensembles i (f;
; X)

dé�ni dans (2:1:1) et (2:1:2) est indépendant du choix de l�application f1: En e¤et, sup-

posons que f1; f2 : 
! D sont deux applications complètement continues telles que:

f1(x) = f(x); 8x 2 D \ 
;

f2(x) = f(x); 8x 2 D \ 
:

Soit H (t; x) = t f1(x)+(1� t) f2(x); on a H : [0; 1]�
! X est complètement continue.

De plus, H (t; x) n�admet pas de point �xe sur @
 (i.e. H (t; x) 6= x 8 (t; x) 2 [0; 1]�@
),

car si 9 t0 2 [0; 1] ; x0 2 @
 tels que H (t0; x0) = x0 alors on a

t0f1(x0) + (1� t0) f2(x0) = x0

et comme f1(x); f2(x) 2 D et D est convexe, alors x0 = t0f1(x0) + (1� t0) f2(x0) 2 D:

Ainsi, x0 2 D \ 
 et f1(x0) = f2(x0) = f(x0) ce qui nous donne f(x0) = x0 pour

x0 2 @
 ce qui contredit l�hypothèse. Par conséquent, la propriété de l�invariance homo-

topique de l�indice du point �xe d�une application complètement continue nous donne que

i (f1;
; X) = i (f2;
; X) :

L�indice du point �xe d�une application condensante

Soit X un convexe fermé non vide et f : 
! X une application condensante sans point

�xe sur @
: On choisit une k-contraction stricte d�ensemble g : 
! X telle que

kf(x)� g(x)k < �; 8x 2 
;
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2.1. Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

où

� = inf
x2@


kx� f(x)k > 0:

Remarquons que g existe toujours, on peut prendre par exemple g = kf; où 0 � k < 1 et

1� k est su¢ samment petit. Il est clair que g n�admet pas de point �xe sur @
: En e¤et;

on raisonne par l�absurde, supposons 9x0 2 @
 tel que g (x0) = x0 et

g (x0) = x0 =) g (x0)� x0 = � =) kg (x0)� x0k = 0

alors,

kf (x0)� x0k = kf (x0)� g (x0) + g (x0)� x0k

� kf (x0)� g (x0)k+ kg (x0)� x0k

< �

ce qui contredit le fait que inf
x2@


kf (x)� xk = � . Et par conséquent, le théorème 2.1.1,

entraîne que l�indice du point �xe i (g;
; X) est bien dé�ni.

Maintenant, on dé�nit l�indice du point �xe i(f;
; X) par:

i(f;
; X) = i(g;
; X): (2.1.3)

Théorème 2.1.2 ([10], page 21) L�indice du point �xe i(f;
; X) d�une k-contraction

stricte d�ensembles véri�e les propriétés suivantes:

1. Normalisation.

Si f : 
 ! 
 est une application constante (i.e. f(x) = y0 2 
; 8x 2 
.), alors

i(f;
; X) = 1:

2. Additivité.

Si 
1, 
2 sont deux sous-ensembles ouverts et disjoints de 
 tels que f n�admet pas

de point �xe sur 
n (
1 [ 
2), alors:

i(f;
; X) = i(f;
1; X) + i(f;
2; X)

3. Invariance homotopique.

Si on suppose que

28



2.1. Indice du point �xe d�une contraction stricte d�ensembles

(a) H : [0; 1]� 
! X est continue et H(:; x) est uniformément continue 8x 2 
:

(b) H (t; :) : 
! X est une k-contraction stricte d�ensembles, où k ne dépend pas

de t 2 [0; 1] ;

(c) H(t; x) 6= x 8t 2 [0; 1] et x 2 @
;

Alors,

i(H(t; :);
; X) � constante 8t 2 [0; 1] :

4. Permanence.

Si Y est un rétracté de X telle que f
�


�
� Y; alors

i(f;
; X) = i(f;
 \ Y; Y ):

5. Propriété d�excision.

Soit V � 
 un sous-ensemble ouvert tel que f soit sans points �xes sur 
nV ; alors

i(f;
; X) = i(f; V;X):

6. Propriété d�existence.

i(f;
; X) 6= 0 =) f admet au moins un points �xe sur 
:

Démonstration. D�après (2:1:2), on a

i(f;
; X) = i(f1;
; X)

où f1 est une application complètement continue.

Ensuite, le théorème (1:3:1) assure la validité des propriétés de (1)� (4):

Notons que les propriétés de (1) � (4) de l�indice du point �xe d�une application

complètement continue sont déjà démontré.

Dans ce qui suit, on démontre deux conséquences de la propriétés d�additivité qui sont

les propriétés 5 et 6 si dessus.

� Soit 
1 = 
 et 
2 =;. On a, 
n(
1 [
2) = 
n
 = @
: f est donc, par hypothèse

sans points �xes sur @
, la propriété d�additivité de l�indice a lieu et on a

i(f;
; X) = i(f;
; X) + i(f; ;; X) =) i(f; ;; X) = 0:
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe positif

Si on prend maintenant V = 
1, la même propriété nous donne

i(f;
; X) = i(f; V;X) + i(f; ;; X) = i(f; V;X)

D�où le résultat demandé.

� On raisonne par l�absurde. On suppose que i(f;
; X) 6= 0 et que f n�admet pas de

point �xe sur 
. Soit V = ;, (i.e


nV = 
, f étant sans points �xes sur 
 et @
), donc elle l�est aussi sur 
 [ @
 = 
,

Ceci nous permet d�appliquer la propriété d�excision pour V = ;, et on a:

i(f;
; X) = i(f; V;X) = i(f; ;; X) = 0;

ce qui contredit le fait que i(f;
; X) 6= 0. D�où le résultat demandé.

Remarque 2.1.3 L�indice du point �xe d�une application condensante dé�ni dans (2:1:3)

est indépendante du choix de l�application g; et le théorème 2.1.2 reste toujours vrai pour

cette dernière classe d�applications.

2.2 Quelques théorèmes du point �xe positif

2.2.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.1 [10] Soit X un convexe fermé de E, X1 un convexe fermé borné de X et


 un ensemble ouvert non vide de X avec 
 � X1. Si f : X1 ! X est une k-contraction

stricte d�ensembles, f (X1) � X1 et f n�admet pas de points �xe sur X1n 
: Alors,

i(f;
; X) = 1:

Démonstration. Il est clair que X1 est fermé dans E et f
�


�
� X1: Par la propriété

(4) du théorème 2.1.2 on a

i(f;
; X) = i(f;
; X1): (2.2.1)

Puisque 
 est un sous-ensemble ouvert de X et 
 � X1 � X; alors 
 est également un

sous-ensemble ouvert de X1: Comme f n�a aucun point �xe sur X1n 
; la propriété (5)

du théorème 2.1.2; entraîne que

i(f;
; X1) = i(f;X1; X1): (2.2.2)
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe positif

Choisissons x0 2 
 � X1 et soit H (t; x) = t x0 + (1� t) f(x):

Il est clair que H : [0; 1]�X1 ! X1 est continue 8t 2 [0; 1] et S � X1 borné; on a

� (H (t; S)) � (1� t)� (f (S)) � (1� t) k� (S) � k� (S) :

Alors, 8t 2 [0; 1] H (t; x) : X1 ! X1 est une k-contraction stricte d�ensembles.

Notons que, quand X1 est traité comme sous-ensemble ouvert de X1 sa frontière est

vide. Selon (1) et (3) du théorème 2.1.2, on obtient

i(f;X1; X1) = i(H (0; :) ; X1; X1) (2.2.3)

= i(H (1; :) ; X1; X1)

= i(x0; X1; X1) = 1:

Donc, (2:2:1) , (2:2:2) et (2:2:3) entraînent que i(f;
; X) = 1:

Lemme 2.2.2 [10] Soit X un convexe fermé de E et 
 un sous-ensemble convexe ouvert

borné non vide de X: Si f : 
! X est une k-contraction stricte d�ensembles et f
�


�
� 
:

Alors,

i(f;
; X) = 1:

Démonstration. On aura le résultat en posant X = 
 dans le lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.3 [10] Soit X un convexe fermé de E et 
 un ensemble ouvert borné dans

X avec � 2 
: Si f : 
 ! X est une k-contraction stricte d�ensembles satisfaisant

l�hypothèse suivante

f(x) 6= �x; 8x 2 @
; � � 1: (2.2.4)

Alors,

i(f;
; X) = 1:

Démonstration. Soit H (t; x) = tf(x): L�application H : [0; 1]�
! X est continue

par rapport à x, et la continuité de H est uniforme par rapport à t. H (t; :) : 
 ! X

est une k-contraction stricte d�ensembles; tel que H (t; x) 6= x; 8x 2 @
 , t 2 [0; 1] : En

e¤et, s�il existe t 2 [0; 1], pour lequel 9 x0 2 @
; tel que H (t; x0) = x0, alors deux cas se

présentent:

1. pour t = 0, on obtient l�existence d�un point x0 2 @
 tel que x0 = �, d�où la

contradiction avec � 2 
.
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe positif

2. pour t 2]0; 1]; on obtient l�existence d�un point �xe x0 2 @
 tel que tf(x0) = x0

donc f(x0) = 1
t
x0; où 1

t
� 1; d�où la contradiction avec l�hypothèse (2:2:4). Alors,

d�après les propriétés de l�invariance homotopique et de la normalisation de l�indice

du point �xe, on en déduit que

i(f;
; X) = i(�;
; X) = 1:

D�où le résultat.

Remarque 2.2.1 Les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 restent toujours vrais pour une application

condensante.

Lemme 2.2.4 ([10], page 174) Soit P un cône dans un espace de Banach E et 
 un

ensemble ouvert borné de P; soit f : 
! P une k-contraction stricte d�ensembles véri�ant

� 2 
 et f(x) � x; 8x 2 @
:

Alors,

i(f;
; P ) = 1:

Démonstration. Montrons que f(x) 6= �x;8x 2 @
; � � 1: En e¤et, si

9x0 2 @
 et �0 � 1 tels que f(x0) = �0x0;

on aura f(x0) = �0x0 � x0, ce qui contredit l�hypothèse. Par conséquence du lemme

2.2.3, on obtient i (f;
; P ) = 1:

Lemme 2.2.5 [20] Soit P un cône et 
 un ensemble ouvert borné dans E: Supposons que

f : P \ 
! P est une k-contraction stricte d�ensembles, et � : P ! [0;1[ une fonction

convexe, uniformément continue avec � (�) = 0 et � (x) > 0 8x 6= �: Si

� (f(x)) � � (x) et f(x) 6= x 8x 2 P \ @
:

Alors,

i (f; P \ 
; P ) = 1:
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe positif

Démonstration. Si 9 x0 2 P \ @
 et �0 � 1 tels que f(x0) = �0x0; alors �0 > 1:

Par conséquent,

� (x0) = �

�
1

�0
f(x0)

�
� 1

�0
� (f(x0)) �

1

�0
� (x0) < � (x0) : (2.2.5)

D�où la contradiction. Du lemme 2.2.3, il découle que i (f; P \ 
; P ) = 1:

Lemme 2.2.6 ([10], page 23) Supposons que X est un convexe fermé dans E; 
 est un

ensemble ouvert borné dans X et f : 
! X une k-contraction stricte d�ensembles satis-

faisant aux hypothèses suivantes

9u0 2 X; u0 6= �; tel que �u0 2 X 8� � 0 et x� f(x) 6= �u0 8 x 2 @
; � � 0: (2.2.6)

Alors,

i (f;
; X) = 0:

Démonstration. Supposons que i (f;
; X) 6= 0: Choisissons �0 > 0 tel que

�0 > ku0k�1 sup
x2


(kxk+ kf(x)k) : (2.2.7)

Posons H (t; x) = f(x) + �0tu0: Puisque X est un ensemble convexe fermé, on a

8n 2 N;
�
1� 1

n

�
f(x) + �0tu0 =

�
1� 1

n

�
f(x) +

�
1

n
� n�0tu0

�
2 X:

Ainsi, on fait tendre n! +1 on obtient f(x) + �0tu0 2 X 8x 2 
 et t 2 [0; 1], et

� (H (t; B)) = � (f(B) + �0tu0) = � (f(B)) � k� (B) 8B � X borné

alors H : [0; 1] � 
 ! X est une applications k-contraction stricte d�ensembles. Par

hypothèse on a x� f(x) 6= �u0; 8 x 2 @
; � � 0, alors H (t; x) 6= x 8x 2 @
 et 0 � t � 1:

Par conséquent, grâce à l�invariance homotopique, on a

i (H (1; :) ;
; X) = i (H (0; :) ;
; X) ;

c�est-à-dire,

i (f + �0u0;
; X) = i (f;
; X) 6= 0:

Et par la propriété d�existence, on sait qu�il 9 x0 2 
 tels que x0 = f(x0) + �0u0 et ainsi

�0 � ku0k�1 (kxk+ kf(x)k) ; ce qui est une contradiction avec (2:2:7); D�où le résultat.
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2.2. Quelques théorèmes du point �xe positif

Lemme 2.2.7 [10] Soit P un cône et 
 un ensemble ouvert borné de P; soit f : 
! P

une k-contraction stricte d�ensembles satisfaisant la conditions suivante

f(x) � x 8x 2 @
:

Alors,

i(f;
; P ) = 0:

Démonstration. Choisissons u0 > � et montrons que x� f(x) 6= �u0; x 2 @
; � � 0:

En e¤et, si

9x0 2 @
 et �0 � 0 tels que x0 � f(x0) = �0u0;

alors, x0 � f(x0), ce qui contredit l�hypothèse. Par conséquent, du lemme 2.2.6, on

obtient i (f;
; P ) = 0:

Si f est une 0-contraction d�ensembles (f est complètement continue) on a le lemme

suivant:

Lemme 2.2.8 Soit � 2 
 et f : P \ 
 ! P une application complètement continue

satisfaisant l�hypothèse

1. inf
x2P\@


kf(x)k > 0;

2. f(x) 6= �x;8x 2 P \ @
; 0 < � � 1:

Alors,

i (f; P \ 
; P ) = 0:

Remarque 2.2.2 L�exemple suivant montre que le lemme 2:2:8 n�est pas toujours vrai

pour une k-contraction stricte d�ensembles si k 2 ]0; 1[. Pour avoir un résultat analogue

dans ce cas on donnera les deux résultat qui suivent l�exemple.

Exemple 2.2.1 Soient E = l2 =

(
x = (x1; x2; x3; :::; xn; :::) j kxk =

� 1P
n=1

x2n

� 1
2

<1
)
;


 =
�
x = (x1; x2; x3; :::; xn; :::) 2 l2 j kxk < 1

	
:

et P un cône sur E dé�ni par:

P =
�
x = (x1; x2; x3; :::; xn; :::) 2 l2j xn � 0; n = 1; 2; 3; :::

	
:
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On dé�nit l�application F : P \ 
! P par:

F (x) = (0;
1

2
x1;
1

2
x2;
1

2
x3; :::;

1

2
xn�1; :::); 8x 2 l2: (2.2.8)

Puisque 8x; y 2 l2; kF (x)k = 1
2
kxk et kF (x)� F (y)k = 1

2
kx� yk ; alors F est une

1
2
-contraction stricte d�ensembles. Et on a

F (x) 6= �x;8x 2 P \ @
; � > 0: (2.2.9)

En e¤et, si

9x� = (x�1; x�2; x�3; :::; x�n; :::) 2 P \ @
 et �� > 0 tels que F (x�) = ��x�:

Alors,

0 = ��x�1;
1

2
x�1 = ��x�2; :::;

1

2
x�n�1 = ��x�n; :::

et par conséquent, x�1 = x�2 = x�3 = ::: = x�n = ::: = 0; i.e x� = 0; contradiction avec le fait

que kx�k = 1:

Du fait que kFxk = 1
2
kxk et Fx 6= �x;8x 2 P \ @
; � > 0, les conditions du lemme

2:2:8 sont véri�ées, alors i (F; P \ 
; P ) = 0:

Mais la condition F (x) 6= �x;8x 2 P \ @
; � > 0 et le lemme 2:2:3 entraînent que

i (F; P \ 
; P ) = 1:

Lemme 2.2.9 ([10], page 175) Soit P un cône de E; 
 un ensemble ouvert borné de P; et

f : P \
! P une k-contraction stricte d�ensembles satisfaisant les conditions suivantes:

inf
x2P\@


kf(x)k > k sup
x2P\@


kxk (2.2.10)

f(x) 6= �x; x 2 @
; � 2 ]0; 1] : (2.2.11)

Alors,

i(f; P \ 
; P ) = 0:

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, (voir Fournier-Martelli; théorème 3:5):

Lemme 2.2.10 [26] Soit P un cône d�un espace de Banach E; Br = fx 2 E : kxk < rg

et f : Br\P ! Pr une k-contraction stricte d�ensembles véri�ant les conditions suivantes
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(i) 9� > 0 tel que kf (x)k � (k + �) kxk 8x 2 @Br \ P:

(ii) f(x) 6= �x;8x 2 @Br \ P et 0 < � � 1:

Alors,

i(f;Br \ P; P ) = 0:

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, (voir [26], théorème 1; page 567):

Lemme 2.2.11 [20] Soit E un espace de Banach réel, k:k la norme dans E; P un cône

dans E et 
 = fx 2 E : kxk < R; R 2 R+g : Supposons que f : P \ 
 ! P est une

k-contraction stricte d�ensembles et � : P ! [0;1[ une fonction convexe, uniformément

continue avec � (�) = 0 et � (x) > 0 8x 6= � et � (x) � kxk : Si

(i) inf
x2P\@


� (x) > 0; et 9 � > 0 tel que R
inf

x2P\@

�(x)

� 1 + �
k
et

� (f(x)) � (k + �) � (x) ;8x 2 P \ @


(ii) f(x) 6= �x; � 2 ]0; 1] ;8x 2 P \ @
;

Alors,

i (f; P \ 
; P ) = 0:

Démonstration. Supposons k+ � > 1: Soit N = 1
k+�

; puis Nf est une k-contraction

stricte d�ensembles. Considérons

H1 (t; x) = tf(x) + (1� t)Nf(x); t 2 [0; 1]; x 2 P \ @
:

D�une part,

� (H1 (t; B)) � t� (f (B)) + (1� t)� (Nf(B)) � k� (B) 8B borné de P \ 
:

D�autre part, 9 t0 2 [0; 1]; x0 2 P \ @
 tels que x0 = tf(x0) + (1� t)Nf(x0); alors

f(x0) =
�

1
t0+N(1�t0)

�
x0; ce qui contredit la condition (ii). La propriété de l�invariance

homotopique de l�indice du point �xe entraîne que

i (f; P \ 
; P ) = i (Nf; P \ 
; P ) :

Soit r = inf
x2p\@


� (x) : Dé�nissons l�ensemble Dr par:

Dr = fx 2 P tel que � (x) � rg :
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Comme � =2 Dr alors d = inf
x2Dr

kxk > 0: Du fait que � (x) � kxk ; on a r � d � R: En e¤et,

puisque P \ @
 � Dr on obtient d � r: D�autre part, 8x 2 Dr; � (x) = r en combinant

cela avec � (x) � kxk ; on aura r � kxk ; 8x 2 Dr alors r � inf
x2Dr

kxk = d:

Soit M = R
r
; la condition (i) entraîne que

Mk

(k + �)
< 1 ; Md > sup

x2p\@
;
kxk et MDr \ (P \ 
) = ;;

où MDr = fMxj x 2 Drg :

Soit H2 (t; x) = (1� t)Nf(x) + tMNf(x); 8 (t; x) 2 [0; 1]� P \ 
: Alors on a

� (H (t; S)) � (1� t)� (Nf(S)) + t� (MNf(S))

� (1� t)
k

k + �
�(S) + t

Mk

k + �
�(S)

<
Mk

k + �
�(S); 8S borné de P \ 
;

et donc on obtient que H2 (t; :) : P \ 
 ! P est une k-contraction stricte d�ensembles.

D�autre part, H est uniformément continue par rapport à t:

Si 9 x1 2 P \ @
; t1 2 [0; 1] tels que x1 = (1� t1)Nf(x1) + t1MNf(x1); alors

f(x1) = N (1� t1 + t1M)
�1 x1; ce qui contredit la condition (ii) : Par conséquent, la

propriété de l�invariance homotopique de l�indice du point �xe, nous donne

i (Nf; P \ 
; P ) = i (MNf; P \ 
; P ) :

Comme Dr est un rétracté de E (voir le lemme 2.1.1), alors il existe une rétraction

g : E ! Dr; satisfaisant g(x) = x; 8x 2 Dr:

Soient f1 = Nf; f1 = g � f1; donc f1 est une k-contraction stricte d�ensembles. La

condition (i) et la dé�nition de �; entraînent que

� (f1 (x)) = � (Nf (x)) � N� (f (x)) � � (x) � r;8x 2 P \ @
: (2.2.12)

Par conséquent, f1 (@
) � Dr; alors f1 (x) = f1 (x) ; 8x 2 P \ @
: Par suite

i (MNf; P \ 
; P ) = i (Mf1; P \ 
; P ) = i
�
Mf1; P \ 
; P

�
:

Si i (f1; P \ 
; P ) 6= 0; on obtient i
�
Mf1; P \ 
; P

�
6= 0; ce qui implique que Mf1

admet un point �xe x� sur P \ 
: Ainsi x� = Mf1 (x
�) 2 MDr; contradiction, d�où le

résultat.
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2.2.2 Théorèmes du point �xe positif d�expansion et de com-

pression d�un cône d�une contraction stricte d�ensembles

Maintenant, on est en mesure d�énoncer quelques théorèmes du point �xe positif sur les

cônes.

Soit E un espace de Banach, P un cône de E. Pour 0 < r < R; on introduit les

ensembles suivant

Pr = fx 2 P : kxk � rg ;

@Pr = fx 2 P : kxk = rg ;

Pr;R = fx 2 P : r � kxk � Rg :

Dé�nition 2.2.1 [25] Une application F : Pr;R ! P est dite:

1. compression du cône P si

(a) F (x) � x 8x 2 @Pr;

(b) 8" > 0 F (x) � (1 + ")x 8x 2 @PR:

2. expansion du cône P si

(a) 8" > 0 F (x) � (1 + ")x 8x 2 @Pr

(b) F (x) � x 8x 2 @PR:

Remarque 2.2.3 La dé�nition 2.2.1 est la dé�nition générale de l�expansion et de la

compression d�un cône donnée par Krasnosel�skii dans le chapitre 4 de [16] en 1964.

Théorème du point �xe de Krasnosel�skii

Commençons d�abord par le théorème principal suivant, appelé théorème du point �xe

d�expansion et de compression d�un cône (dû à Krasnosel�skii [17] en 1960) qui généralise

le théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné a¢ rmant que

si F : [a; b]! R où [a; b] � R est un intervalle non vide tel que

(F (a)� a)(b� F (b)) > 0:

Alors, F admet au moins un point �xe dans ]a; b[:
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Théorème 2.2.1 ([20],([7]; page 239)) Soient P un cône dans un espace de Banach X et

F : P ! P une k-contraction stricte d�ensembles, véri�ant l�une des conditions suivantes:

1. F (x) � x; 8x 2 @Pr et F (x) � x; 8x 2 @PR:

2. F (x) � x; 8x 2 @Pr et F (x) � x; 8x 2 @PR:

Alors, si 0 < r < R; F admet au moins un point �xe x 2 P tel que r � kxk � R:

Illustration graphique dans R où P = R+; @Pr = frg et @PR = fRg:

r R r R

Démonstration. 1er cas : F véri�e la condition (1):

� S�il existe x 2 @Pr [ @PR tel que F (x) = x; alors la preuve est terminée.

� Sinon, posons 
 = PR; 
1 = PRnPr � PR et 
2 = Pr � PR: On véri�e alors que


1\ 
2 = ?; 
n(
1 [ 
2) = @Pr [ @PR; et comme F (x) 6= x; 8x 2 @Pr [ @PR; l�indice

du point �xe étant additif, donc

i(F; PR; P ) = i(F; PRnPr; P ) + i(F; Pr; P )) i(F; PRnPr; P ) = �1:

En e¤et, d�après les lemmes 2:2:4 et 2:2:7; la première inégalité de 1 donne

i(F; Pr; P ) = 1;

et la deuxième donne

i(F; PR; P ) = 0:

Par suite, on obtient i(F; PRnPr; P ) = �1:
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� 2�eme cas : F véri�e la condition (2):

Si on procède de la même manière que dans le premier cas, on trouve

i(F; Pr; P ) = 0;

i(F; PR; P ) = 1:

Par suite, on obtient

i(F; PRnPr; P ) = 1:

Finalement, on a démontré que i(F; PRnPr; P ) 6= 0; et en utilisant la propriété de

l�existence de l�indice du point �xe, on conclut que F admet au moins un point �xe

x 2 PRnPr: D�où le résultat.

Théorème 2.2.2 ([7], page 239) Soient P un cône dans un espace de Banach X; PR

= P\B (0; R) et F : PR ! P une k-contraction stricte d�ensembles véri�ant les conditions

suivantes :

1. F (x) 6= �x; 8x 2 @PR et 8� > 1;

2. 9r 2 [0; R] et � 2 Pn f�g tel que x� F (x) 6= �� 8x 2 @Pr et � > 0:

Alors, F admet au moins un point �xe dans Pr;R = fx 2 P : r � kxk � Rg:

Démonstration. Supposons qu�il y�a aucun point �xe sur @Pr [ @PR i.e F (x) 6= x;

8x 2 @Pr [ @PR. Et posons 
 = PR; 
1 = PRnPr � PR et 
2 = Pr � PR: On véri�e

aisément que 
1\ 
2 = ?; 
n(
1 [
2) = @Pr [ @PR; et comme l�indice du point �xe est

additif, donc

i(F; PR; P ) = i(F; PRnPr; P ) + i(F; Pr; P ): (2.2.13)

L�hypothèse (1) et le lemme 2.2.3 entraînent que i(F; PR; P ) = 1; d�autre part, l�hypothèse

(2) et le lemme 2.2.6 nous donne que i(F; Pr; P ) = 0: Alors, en remplaçant dans (2:2:13)

on aura, i(F; PRnPr; P ) = 1; et par conséquent F admet au moins un point �xe sur

Pr;R = fx 2 P : r � kxk � Rg:
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Théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un cône de type

norme

La version de type norme du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un

cône de Krasnosel�skii, est obtenue par Guo [14].

Théorème 2.2.3 Soient X un espace de Banach, 
1 et 
2 deux ouverts bornés de X

tels que 0 2 
1; 
1 � 
2 et P � X un cône et F : P \ (
2n
1) ! X une application

complètement continue véri�ant l�une des conditions suivantes:

1. kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
1 et kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
2:

2. kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
1 et kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
2:

Alors, F admet au moins un point �xe dans P \ (
2n
1):

En 1987, Sun a généralisé le théorème 2.2.3 pour une contraction stricte d�ensemble

en donnant la version suivante.

Théorème 2.2.4 [26] Soit P un cône d�un espace de Banach E et Pr = fx 2 P : kxk � rg ;

Pr;R = fx 2 P; r � kxk � Rg avec R > r > 0: On considéré une k-contraction stricte

d�ensembles F : Pr ! P véri�ant l�une des conditions suivantes:

1. kF (x)k � kxk ; 8x 2 P; et kxk = r; kF (x)k � kxk ; 8x 2 P; kxk = R;

2. kF (x)k � kxk ; 8x 2 P; et kxk = r; kF (x)k � kxk ; 8x 2 P; kxk = R:

Alors, F admet un point �xe x 2 Pr;R:

Démonstration. Démontrons ce théorème sous la condition 1: (la preuve est analogue

si F véri�e 2).

� S�il existe x 2 @Pr [ @PR tel que F (x) = x; alors la preuve est terminée.

� Sinon, posons 
 = PR; 
1 = PRnPr � PR et 
2 = Pr � PR: On a alors 
1\ 
2 =

?; 
n(
1 [ 
2) = @Pr [ @PR; dans ce cas, la condition 1 devient

kF (x)k � kxk et F (x) 6= x; 8x 2 @Pr : (2.2.14)

kF (x)k � kxk et F (x) 6= x; 8x 2 @PR: (2.2.15)
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Or d�une part, on a (2:2:14) ) (2:2:4) : En e¤et; raisonnons par l�absurde et supposons

que l�hypothèse (2:2:14) est véri�ée sans que (2:2:4) le soit. Donc, 9x0 2 @Pr; 9�0 � 1

tels que F (x0) = �0x0:

� Si �0 > 1 : kF (x0)k = k�0x0k = �0 kx0k > kx0k ; ce qui contredit le fait que

kF (x)k � kxk ;8x 2 @Pr:

� Si �0 = 1 : F (x0) = x0: Ce qui contredit le fait que F (x) 6= x; 8x 2 Pr:

Ainsi, on a démontré que kF (x)k � kxk et ; F (x) 6= x; 8x 2 @Pr ) F (x) 6= �x;8x 2

@Pr et � � 1: Par suite, le lemme 2.2.3 nous donne

i(F; Pr; P ) = 1:

D�autre part, (2:2:15)) (2:2:6) : En e¤et; raisonnons par l�absurde, supposons donc que:

8u0 2 P; 9x0 2 @PR;9�0 � 0 : x0 � F (x0) = �0u0 et �u0 2 P

� �0 = 0 : F (x0) = x0; contradiction avec F (x) 6= x; 8x 2 @PR:

� �0 > 0 : x0 � F (x0) = �0u0 > 0 ) F (x0) < x0 ) kF (x0)k < kx0k ; contradiction

avec kF (x)k � kxk ; 8x 2 PR: Le lemme 2.2.6, entraîne que

i(F; PR; P ) = 0:

Comme F (x) 6= x; 8x 2 @Pr [ @PR; et l�indice du point �xe étant additif, alors

i(F; PR; P ) = i(F; PRnPr; P ) + i(F; Pr; P )

ce qui implique

i(F; PRnPr; P ) = �1:

Finalement, on a démontré que i(F; PRnPr; P ) 6= 0; en utilisant la propriété de l�existence

de l�indice du point �xe, on conclut que F admet au moins un point �xe x 2 PRnPr: D�où

le résultat.

Une autre version du théorème d�expansion et de compression d�un cône est la suivante

Théorème 2.2.5 [26] Soit P un cône d�un espace de Banach E et PR = fx 2 P : kxk � Rg ;

Pr = fx 2 P : kxk � rg avec R > r > 0: On considère une k-contraction stricte d�ensembles

F : Pr ! P véri�ant l�une des conditions suivantes:
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1. 9� > 0 tel que kF (x)k � (k + �) kxk 8x 2 @PR \ P;

F (x) 6= �x 8x 2 @PR \ P et 0 < � < 1;

F (x) 6= �x 8x 2 @Pr \ P et � > 1:

2. 9� > 0 tel que kF (x)k � (k + �) kxk 8x 2 @Pr \ P;

F (x) 6= �x 8x 2 @Pr \ P et 0 < � < 1:

F (x) 6= �x 8x 2 @PR \ P et � > 1:

Alors, F admet un point �xe sur PRnPr:

Démonstration. Démontrons ce théorème sous la condition (1): (la preuve est ana-

logue si F véri�e 2).

� S�il existe x 2 @Pr [ @PR tel que F (x) = x; alors la preuve est terminée.

� Supposons que F n�admet pas de point �xe sur @Pr [ @PR. D�une part, le lemme

2.2.10 entraîne que

i (F; PR; �) = 0:

D�autre part, le lemme 2.2.3 nous donne que

i (F; Pr; �) = 1:

L�indice du point �xe étant additif, on obtient alors

i(F; PR; P ) = i(F; PRnPr; P ) + i(F; Pr; P )) i(F; PRnPr; P ) = �1:

D�où F admet un point �xe sur PRnPr:

En 2010; Feng Meiqiang , Xuemei Zhang et Ge Weigao ont généralisé le théorème

d�expansion et de compression d�un cône de type norme de Guo-Sun, en remplaçant la

norme par une fonctionnelle convexe dans les deux théorèmes suivants:

Théorème 2.2.6 [20] Soit 
1 un ensemble ouvert borné de E tels que � 2 
1, 
2 =

fx 2 Ej kxk < Rg et 
1 � 
2: Supposons que F : P \
�

2n
1

�
! P est une k-contraction

stricte d�ensembles et � : P ! [0;1[ une fonction convexe, uniformément continue avec

� (�) = 0, � (x) > 0 8x 6= � et � (x) � kxk ; satisfaisant les conditions suivantes

1. � (F (x)) � � (x) 8x 2 P \ @
1;
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2. inf
x2P\@
2

� (x) > 0; et 9 � > 0 tels que R
inf

x2P\@
2
�(x)

� 1+ �
k
et � (F (x)) � (k + �) � (x) ;

et F (x) 6= �x; 0 < � � 1; 8x 2 P \ @
2:

Alors, F a au moins un point �xe dans P \
�

2n
1

�
:

Démonstration. D�après le lemmes 2.2.11, la condition (2) donne

i (F; P \ 
2; P ) = 0: (2.2.16)

D�autre part, D�après le lemmes 2.2.5, la condition (1) entraîne que

i (F; P \ 
1; P ) = 1: (2.2.17)

Comme l�indice du point �xe est additif et 
1 � 
2; alors

i(F; P \ 
2; P ) = i(F; P \ 
2n
1; P ) + i(F; P \ 
1; P ):

Par suite, on obtient

i(F; P \ 
2n
1; P ) = �1:

Finalement, de la propriété de l�existence de l�indice du point �xe, on conclut que F

admet au moins un point �xe x 2 P \ 
2n
1: D�où le résultat.

Théorème 2.2.7 [20] Soit 
1 = fx 2 Ej kxk < Rg et 
2 un ensemble ouvert borné de

E tels que 
1 � 
2. Supposons que F : P \
�

2n
1

�
! P est une k-contraction stricte

d�ensembles et � : P ! [0;1[ une fonction convexe, uniformément continue avec � (�) =

0, � (x) > 0 8x 6= � et � (x) � kxk ; satisfaisant les conditions suivantes

1. inf
x2P\@
1

� (x) > 0; et 9 � > 0 tels que R
inf

x2P\@
1
�(x)

� 1+ �
k
et � (F (x)) � (k + �) � (x) ;

et F (x) 6= �x; 0 < � � 1; 8x 2 P \ @
1:

2. � (F (x)) � � (x) 8x 2 P \ @
2:

Alors, F admet au moins un point �xe dans P \
�

2n
1

�
:

Démonstration. Identique à celle du théorème 2.2.6.

Corollaire 2.2.1 [20] Soit 
1 un ensemble ouvert borné de E tels que � 2 
1, et 
2 =

fx 2 Ej kxk < Rg et 
1 � 
2: Supposons que F : P \
�

2n
1

�
! P est une k-contraction

stricte d�ensembles et � : P ! [0;1[ une fonction convexe, uniformément continue avec

� (�) = 0, � (x) > 0 8x 6= � et � (x) � kxk ; satisfaisant les conditions suivantes
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1. � (F (x)) � � (x) 8x 2 P \ @
1;

2. inf
x2P\@
2

� (x) > 0; avec R
inf

x2P\@
2
�(x)

� 1
k
et � (F (x)) � � (x) ; et F (x) 6= �x; 0 < � �

1; 8x 2 P \ @
2:

Alors, F a au moins un point �xe dans P \
�

2n
1

�
:

Démonstration. Le résultat se démontre en prenant (k + �) = 1 dans la démonstra-

tion du théorème 2.2.6:

Corollaire 2.2.2 [20] Soit 
1 = fx 2 Ej kxk < Rg et 
2 un ensemble ouvert borné de

E tels que 
1 � 
2. Supposons que F : P \
�

2n
1

�
! P est une k-contraction stricte

d�ensembles et � : P ! [0;1[ une fonction convexe uniformément continue avec � (�) = 0,

� (x) > 0 8x 6= � et � (x) � kxk ; satisfaisant les conditions suivantes

1. inf
x2P\@
1

� (x) > 0; avec R
inf

x2P\@
1
�(x)

� 1
k
et � (F (x)) � � (x) ; et F (x) 6= �x; 0 < � �

1; 8x 2 P \ @
1:

2. � (F (x)) � � (x) 8x 2 P \ @
2:

Alors, F admet au moins un point �xe dans P \
�

2n
1

�
:

Démonstration. Le résultat se démontre en prenant (k + �) = 1 dans la démonstra-

tion du théorème 2.2.6:

2.3 Théorèmes d�existence des points �xes multiples

d�une contraction stricte d�ensembles

Théorème 2.3.1 Soient 
1; 
2 et 
3 trois ouverts bornés de E tels que � 2 
1; 
1� 
2
et 
2� 
3; soit F : P \ 
3 ! P une k-contraction stricte d�ensembles satisfaisant les

hypothèses suivantes

F (x) � x; x 2 P \ @
1; (2.3.1)

F (x) � x; x 2 P \ @
2; (2.3.2)

F (x) � x; x 2 P \ @
3: (2.3.3)

Alors, F admet au moins deux points �xes x� et x�� dans P \ 
3; et x� 2 P \
�

2n
1

�
;

x�� 2 P \
�

3n
2

�
:
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d�ensembles

Démonstration. Le lemme 2.2.7, (2:3:1) et (2:3:3) entraînent que

i (F; P \ 
1; P ) = i (F; P \ 
3; P ) = 0: (2.3.4)

D�après le lemme 2.2.4; et (2:3:2) on obtient que

i (F; P \ 
2; P ) = 1; (2.3.5)

Ensuite, par la propriété d�additivité de l�indice du point �xe, on aura d�une part,

i (F; P \ 
2; P ) = i (F; P \ 
1; P ) + i
�
F; P \

�

2n
1

�
; P
�
;

donc

i
�
F; P \

�

2n
1

�
; P
�
= i (F; P \ 
2; P )� i (F; P \ 
1; P ) = 1: (2.3.6)

Et d�autre part,

i (F; P \ 
3; P ) = i (F; P \ 
2; P ) + i
�
F; P \

�

3n
2

�
; P
�

alors

i
�
F; P \

�

3n
2

�
; P
�
= i (F; P \ 
3; P )� i (F; P \ 
2; P ) = �1: (2.3.7)

Ainsi, en utilisant la propriété de permanence du théorème 2.1.2, on obtient qu�il existe

(x� 6= �) 2 P \
�

2n
1

�
; et (x�� 6= �) 2 P \

�

3n
2

�
tel que x� = F (x�) et x�� = F (x��):

Théorème 2.3.2 Soient 
1; 
2 et 
3 trois ouverts bornés de E tels que � 2 
1; 
1� 
2
et 
2� 
3; soit F : P \ 
3 ! P une k-contraction stricte d�ensembles satisfaisant les

hypothèse suivantes

inf
x2P\@
1

kF (x)k > k sup
x2P\@
1

kxk ; F (x) 6= �x; x 2 P \ @
1; � 2 ]0; 1] ; (2.3.8)

F (x) 6= �x; x 2 P \ @
2; � � 1; (2.3.9)

inf
x2P\@
3

kF (x)k > k sup
x2P\@
3

kxk ; F (x) 6= �x; x 2 P \ @
3; � 2 ]0; 1] ; (2.3.10)

Alors, F admet deux points �xes x� et x�� dans P \ 
3; et x� 2 P \
�

2n
1

�
; x�� 2

P \
�

3n
2

�
:

Démonstration. La démonstration de ce théorème est basée sur les lemmes 2.2.3 et

2.2.9.
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Théorème 2.3.3 Soient 
1; 
2 et 
3 trois ouverts bornés de E tels que � 2 
1; 
1 � 
2
et 
2 � 
3; soit 
1; et 
3 deux boules ouvertes de centre �; et F : P \ 
3 ! P une

k-contraction stricte d�ensembles véri�ant

kF (x)k � kxk ; 8x 2 P \ @
1; (2.3.11)

kF (x)k � kxk ; F (x) 6= x; 8x 2 P \ @
2; (2.3.12)

kF (x)k � kxk ; 8x 2 P \ @
3: (2.3.13)

Alors, F admet deux point �xe x� et x��; tel que x� 2 P \
�

2n
1

�
; x�� 2 P \

�

3n
2

�
:

Démonstration. Montrons d�abord que F admet un point �xe dans P \
�

2n
1

�
.

Si F admet un point �xe sur P \ @
1; alors la preuve est terminée.

Ainsi, supposons que F (x) 6= x; 8x 2 P \ @
1 et montrons que F (x) 6= �x; 8x 2

P \ @
1; 0 < � < 1: Si 9 x0 2 P \ @
1 et 0 < �0 < 1 telles que F (x0) = �0x0; alors

kF (x0)k = �0 kx0k < kx0k ;

ce qui contredit (2:3:11). D�où 8x 2 P \ @
1; 0 < � < 1; F (x) 6= �x:

Maintenant, montrons que

8x 2 P \ @
1 inf
x2P\@
1

kF (x)k > k sup
x2P\@
1

kxk :

Comme F est une k-contraction stricte d�ensembles (0 � k < 1) ; et 
1 une boule ouverte

de centre � et de rayon r1; et kF (x)k � kxk ; 8x 2 P \ @
1; alors

inf
x2P\@
1

kF (x)k � sup
x2P\@
1

kxk = r1 > kr1 = k sup
x2P\@
1

kxk :

Par conséquent, (2:3:8) est véri�é.

D�où, il reste a montré que F (x) 6= �x; 8x 2 P \ @
2; � � 1 est satisfaite. En e¤et,

si 9 x1 2 P \ @
2 et �1 � 1 tels que F (x1) = �1x1; alors par (2:3:11) on a �1 6= 1; d�où,

kF (x1)k = �1 kx1k > kx1k ; �1 > 1;

ce qui contredit (2:3:12).

Ensuite le lemme 2.2.9; donne

i (F; P \ 
1; P ) = 0:
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Or le lemme 2.2.3; entraîne que

i (F; P \ 
2; P ) = 1:

Et comme l�indice du point �xe est additif, alors

i(F; P \
�

2n
1

�
; P ) = i (F; P \ 
2; P )� i(F; P \ 
1; P ) = 1:

En utilisant la propriété d�existence de l�indice du point �xe, on conclut que F admet au

moins un point �xe x 2 P \ 
2n
1:

De la même manière on montre que F admet un point �xe x�� 2 P \
�

3n
2

�
.

2.4 Généralisations du théorème de Schauder

Théorème du point �xe de Brouwer

En 1912, Brouwer a énoncé son célèbre théorème qui est bien connu dans la théorie du

point �xe. Ce théorème a beaucoup d�applications dans l�analyse.

Théorème 2.4.1 [31] Soit C un sous ensembles non vide, fermé, borné et convexe de

Rn. Si l�application F : C ! C est continue, alors, F admet au moins un point �xe dans

C.

Théorème du point �xe de Schauder

Plus tard en 1930, Schauder a prolongé le théorème de Brouwer au cas de dimension

in�nie.

Théorème 2.4.2 (Théorème de Schauder [1]) Soit X un espace de Banach réel; C

une partie non vide, convexe, fermée bornée de X. Si l�application F : C ! C est

compacte, alors F admet au moins un point �xe dans C.

Corollaire 2.4.1 Soit C une partie non vide, compact et convexe d�un espace de Banach

X: Si l�application F : C ! C est continue, alors F admet au moins un point �xe dans

C.

Plus tard ce théorème a été généralisé par Darbo pour une nouvelle classe d�application

dé�nie par la mesure de non compacité de Kuratowski.
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2.4. Généralisations du théorème de Schauder

Théorème du point �xe de Darbo

En 1955, Darbo a formulé la généralisation suivante du théorème de Shauder.

Théorème 2.4.3 (G.Darbo [23];[25]) Soit X un espace de Banach, C une partie fer-

mée, bornée, convexe et non vide deX et F : C ! C une k-contraction stricte d�ensembles,

alors F admet au moins un point �xe dans C.

Démonstration. Soit la suite des ensembles (An)n dé�nie par:

A0 = C et An+1 = convF (An); 8n � 0:

Evidemment, (An) est une suite de sous ensembles décroissante, convexes, fermés et véri-

�ant F (An) � An 8n. Par conséquent eA = 1T
n=1

An est un convexe fermé. Alors

� (An+1) = � (convF (An)) � k� (An) � ::: � kn� (C)! 0 quand n!1:

D�après la proposition 1 (voir l�annexe) eA est compact. De plus, F : C ! C est continue.

Par conséquent, le théorème de Shauder entraîne que F admet un point �xe x 2 eA � C:

D�où le résultat.

Théorème du point �xe de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théorème de Darbo pour les application condensante.

Théorème 2.4.4 [7] Soit C un ensemble non vide, convexe, fermé, borné, d�un espace

de Banach X et F : C ! C une application condensante.

Alors, F admet un point �xe dans C.

Démonstration. Choisissons m 2 C et notons par � le système de tout les sous

ensembles convexes fermés K de C véri�ant m 2 K et F (K) � K:

Posons B =
T
K2�

K et Q = conv (F (B) [ fmg) : On trouve que

B = Q: (2.4.1)

En e¤et,

d�une part, on a m 2 B et F (B) � B; alors Q = conv (F (B) [ fmg) � convB = B:

D�autre part, Q � B implique que F (Q) � F (B) � Q; doncQ 2 �; et par conséquent,

B � Q:
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D�où,

� (B) = � (Q) = � (conv (F (B) [ fmg)) = max

0@� (F (B)) ; � (fmg)| {z }
=0

1A = � (F (Q)) :

(2.4.2)

Comme F est une application condensante, (2:4:1) et (2:4:2) entraînent que � (B) = 0:

Ce qui implique que B est compacte et convexe.

Par conséquent, le théorème de Shauder entraîne que F admet un point �xe x 2 C:

Théorème du point �xe de Mönch

En 1980, Mönch a généralisé les théorèmes du point �xe de Schauder, de Darbo et de

Sadowski dans le théorème suivant:

Théorème 2.4.5 ( [1], page 40) Soit C un sous-ensemble convexe fermé d�un espace de

Banach X avec x0 2 C: Soit F : C ! C une application continue véri�ant la propriété

suivante

(D � C; D dénombrable, D � conv (fx0g [ F (D))) =) D compact. (2.4.3)

Alors, F admet un point �xe dans C.
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CHAPITRE

3 Applications

Dans ce chapitre nous étudions deux équations di¤érentielles ordinaires dans un espace

de Banach de di¤érents ordres, l�une est associée à une condition initiale et l�autre à des

conditions aux limites

3.1 Applications à un problème de Cauchy dans un

espace de Banach

Soit E un espace de Banach.

Soit le problème de Cauchy

(Pb1)

8<: x0(t) = f (t; x (t)) ; t 2 ]0; 1[ ;

x (0) = x0:

où f : [0; 1]�B (x0; r0)! E est une application continue sur

R = f(t; x) : t 2 [0; 1] ; x 2 B (x0; r0) où r0 > 0; x0 2 Eg :

Le lemme suivant nous donne une inégalité, qui nous sera utile pour la suite.

Lemme 3.1.1 [2] Soit E un espace de Banach et 
 � C ([0; 1] ; E) un sous-ensemble

équicontinu . Supposons que f est une fonction uniformément continue sur R et pour

tout M � B (x0; r0) et tout t 2 [0; 1] ; f véri�e la condition suivante

� (f (t�M)) � k� (M) :

Alors, on a l�inégalité

�

��
x0 +

tR
0

f (s; x (s)) ds : x (:) 2 

��

� k max
s2[0;1]

� (
 (s)) :
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3.1. Applications à un problème de Cauchy dans un espace de Banach

Démonstration. La famille des fonctions ff (:; y (:)) ; y 2 
g est équicontinue.

D�autre part

tR
0

f (s; y (s)) ds ' t

n

nP
i=1

f (si; y (si)) ; si = i
t

n
; y 2 
:

L�invariance par translation et l�homogénéité de MNC � entraînent que

�

��
x0 +

tR
0

f (s; x (s)) ds : x (:) 2 

��

� �

�
tR
0

f (s; x (s)) ds : x (:) 2 

�

= �

�
t

n

nP
i=1

f (si; x (si)) si = i
t

n
; x 2 


�
= t�

�
1

n

nP
i=1

f (si; x (si))

�
:

Alors, pour démontrer ce lemme il su¢ t de véri�er que

� (�n) � k max
s2[0;1]

� (
 (s))

où

�n =

�
z : z =

1

n

nP
i=1

f (si; y (si)) ; y 2 

�
:

D�après la monotonie, l�invariance par passage à l�enveloppe convexe et la semi-additivité

de �, on a

�n � convQn; où Qn =
nS
i=1

f (si; y (si)) ;

� (�n) � � (convQn) = �

�
conv

�
nS
i=1

f (si; y (si))

��
= �

�
nS
i=1

f (si; y (si))

�
� k max

si2[0;1]
� (f (si; y (si))) ; si = i

t

n
; x 2 
; i = 1::n

� k max
s2[0;1]

� (
 (s)) :

Théorème 3.1.1 ([24], [2]) Soit E un espace de Banach et f une fonction uniformé-

ment continue sur R = f(t; x) : t 2 [0; 1] ; x 2 B (x0; r0) où r0 > 0; x0 2 Eg ; véri�ant la

condition suivante

� (f (t�M)) � k� (M) ; 8M � B (x0; r0) ; t 2 [0; 1] où k 2 ]0; 1[ : (HC)

Alors, il existe t0 2 ]0; 1] tel que le problème (Pb1) admet une solution dans C1 ([0; t0] ; E).
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Démonstration. On va appliquer le théorème du point �xe de Darbo. Posons

M = sup
n
kf(t; x)k : (t; x) 2 [0; 1]�B (x0; r0)

o
et t0 = min

n
1;
r0
M

o
:

F Le problème (Pb1) est équivalent à l�équation intégrale suivante

x (t) = x0 +
tR
0

f (s; x (s)) ds: (Q)

En e¤et, d�une part on intègre l�équation du problème (Pb1) entre 0 et t, on obtient

tR
0

x0(s)ds =
tR
0

f (s; x (s)) ds

[x (s)]t0 =
tR
0

f (s; x (s)) ds

x (t)� x (0) =
tR
0

f (s; x (s)) ds

x (t) = x0 +
tR
0

f (s; x (s)) ds:

D�autre part, on dérive l�équation Q deux fois en utilisant

d

dt

 
b(t)R
a(t)

f (s) ds

!
= b0(t)f(t)� a0(t)f(t);

on aura le résultat.

F Posons X = C([0; t0] ; E) muni de la norme kxkX = max fkx (t)kE : t 2 [0; 1]g :

X est un espace de Banach. En e¤et,

X est un espace vectoriel normé donc il reste à montrer qu�il est complet. Soit (xn)

une suite de Cauchy dans X:

D�une part pour tout t 2 [0; t0] ; (xn (t))n est une suite de Cauchy dans E car:

kxnkX = max fkxn (t)kE : t 2 [0; t0]g :

Comme E est un espace de Banach, alors 8t 2 [0; t0] ; 9x(t) 2 E tel que xn (t) �! x (t)

dans E: D�où, max
t2[0;t0]

kxn (t)� x (t)k ! 0 quand n �! +1 :

F Soit

K = fx 2 X : x (0) = x0; kx (t)� x (0)k � r0g � B (x0; r0)

Alors, K est un sous-ensemble convexe fermé borné de X. En e¤et,

� K est convexe.
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Soient x; y 2 K et � 2 [0; 1] ; montrons que �x+ (1� �) y 2 K: On a

x 2 K alors x 2 X : x (0) = x0 et kx (t)� x (0)kC � r0; (3.1.1)

et

y 2 K alors y 2 X : y (0) = x0 et ky (t)� y (0)kC � r0 (3.1.2)

On multiplie l�équation (3:1:1) par � et l�équation (3:1:2) par (1� �) ; on obtient

�x 2 X, �x (0) = �x0 et � kx (t)� x (0)kC � �r0 (3.1.3)

(1� �)y 2 X; (1� �)y (0) = (1� �)x0 et (1� �) ky (t)� y (0)kC � (1� �)r0: (3.1.4)

Par sommation de (3:1:3) et (3:1:4) on obtient

�x (t0) + (1� �)y (t0) = �x0 + (1� �)x0 = x0

et

k�(x (t)� x (0)) + (1� �)(y (t)� y (0))k � � kx (t)� x (0)k+ (1� �) ky (t)� y (0)k

k(�x (t) + (1� �)y (t))� (�x (0) + (1� �)y (0))k � �r0 + (1� �)r0 = r0:

� K est borné, car pour tout x 2 K; on a :

kx� x0kC = max
t2[0;t0]

kx (t)� x (t)kC � r0

Ce qui donne que K � B (x0; r0):

� K est fermé, car K est une boule fermé de centre x (0) et de rayon r0:

Maintenant, on dé�nit T : K ! X par

T x (t) = x0 +
tR
0

f (s; x (s)) ds:

F T (K) � K: En e¤et, soit x 2 K:

D�une part, on a

(T x) (0) = x0 +
0R
0

f (s; x (s)) ds = x0

et d�autre part, pour tout t 2 ]0; t0] ; on a

k(T x) (t)� (T x) (0)k =

 tR
0

f (s; x (s)) ds


�

t0R
0

kf (s; x (s))k ds

� Mt0

� M
r0
M
= r0:
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F Maintenant, montrons que T est une k-contraction stricte d�ensembles.

� T est continue. En e¤et, soit (xn)n2N une suite de K; convergente vers un certain

élément x:

(T xn) (t) = x0 +
tR
0

f (s; xn (s)) ds; 8t 2 [0; 1] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f (s; xn (s))! f (s; x (s)) ; 8s 2 [0; t] quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout t 2 [0; 1] :
tR
0

kf (s; xn (s))kE ds � sup
s2[0;1]

kf (s; xn (s))kE
Z t

0

ds

� tM 8t 2 [0; 1]

� M

Ensuite, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (voir Annexes) entraîne que

kT xn � T xkX = max
t2[0;t0]

k(T xn) (t)� (T x) (t)kE

= max
t2[0;t0]

 tR
0

f (s; xn (s)) ds�
tR
0

f (s; x (s)) ds


E

max
t2[0;t0]

� tR
0

f (s; xn (s))� f (s; x (s))

�
ds


E

� max
t2[0;t0]

tR
0

kf (s; xn (s))� f (s; x (s))kE ds! 0 quand n! +1;

ceci montre la continuité de T sur K:

� Soit B un sous ensemble bornée de X; 9k 2 ]0; 1] tel que � (T (B)) � k� (B) :

En e¤et, d�après le théorème 1.2.2, le lemme 3.1.1 et (HC) on obtient

� (T (B)) = sup
t2[0;t0]

� (f(T x) (t) : x (:) 2 Bg)

= sup
t2[0;t0]

�

��
x0 +

tR
0

f (s; x (s)) ds : x (:) 2 B
��

� t0k� (B)

� k� (B) :

Conclusion

Comme T : K �! K est une k-contraction stricte d�ensembles, et K est un ensemble

convexe, fermé, borné de X; alors le théorème de Darbo ( 2.4.3) est applicable et par

conséquent, T admet un point �xe dans K; c�est à dire que l�équation Q admet une

solution, Donc, (Pb1) admet une solution locale dans [0; t0], d�où le résultat.
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3.2 Applications à un problème aux limites dans un

espace de Banach [12]

Considérons le problème aux limites du second ordre suivant

(Pb2)
�
�x00(t) = f(t; x(t)); t 2 ]0; 1[ ;

x(0) = x(1) = �:

où f 2 C(I � P; P ); P un cône normal d�un espace de Banach E et I = [0; 1]. Supposons

que f(t; �) � �; donc x (t) � � est une solution triviale du problème (Pb2).

Il est clair que, Q = fx 2 C(I; E) tel que x (t) � � 8t 2 Ig est un cône de l�espace de

Banach C(I; E) muni de la norme k:kC telle que k:kC = maxt2I
kx (t)kE :

Une fonction x(t) 2 C2(I; E) s�appelle une solution positive du problème (Pb2) si elle

satisfait au problème (Pb2) et que x 2 Q; x (t) 6= �.

Nous établissons d�abord quelques lemmes utiles pour la suite

Lemme 3.2.1 Soit f 2 C(I � P; P ). On dé�nit sur Q l�application F par

(Fx) (t) =
1R
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds; (3.2.1)

où la fonction de Green G : [0; 1]� [0; 1]! R est donnée par:

G(t; s) =

�
t (1� s) ; 0 � t � s � 1
s (1� t) ; 0 � s � t � 1;

Alors, l�application F : Q! C2(I; E) \Q et

(a) Si x(t) 2 Q tel que Fx = x; alors x(t) 2 C2(I; E) et x (t) est une solution du problème

aux limites (Pb2) ;

(b) Si x(t) 2 C2(I; E) \Q est une solution du problème aux limites (Pb2) ; alors Fx = x:

Démonstration. � Montrons que F (Q) � Q:

Soit x 2 Q; montons que (Fx) 2 Q:

On a x 2 Q alors x 2 C(I; E) se qui implique (Fx) 2 Q: D�autre part

x 2 Q =) x (t) � � =) x 2 P et f 2 C(I � P; P )

c�est à dire

f (s; x (s)) 2 P =) f (s; x (s)) � � =) (Fx) � � =) (Fx) 2 Q
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� Montrons le résultat (a).
Posons y = Fx 8x 2 Q; alors

y (t) = (1� t)
tR
0

sf (s; x (s)) ds+ t
1R
t

(1� s) f (s; x (s)) ds

On dérive y une fois, on aura

y0 (t) = �
tR
0

sf (s; x (s)) ds+ (1� t)tf (t; x (t)) +
1R
t

(1� s) f (s; x (s)) ds� t(1� t)f (t; x (t))

= �
tR
0

sf (s; x (s)) ds+
1R
t

(1� s) f (s; x (s)) ds:

On dérive une deuxième fois, on obtient

y00 (t) = �tf (t; x (t))� (1� t)f (t; x (t)) = �f (t; x (t)) :

De plus, on a y (0) = y (1) = �:

Par conséquent, on aura y = Fx 2 C2(I; E) et x (t) est une solution du problème aux

limites (Pb2).

� Montrons le résultat (b) :
Soit x 2 C2(I; E) \Q une solution du problème (Pb2):

Par intégration par partie sur [0; t] ; on obtient

x0 (t)� x0 (0) = �
tR
0

f (s; x (s)) ds:

En intégrant une seconde fois par partie, on aura

�
tR
0

�
�R
0

f (s; x (s)) ds

�
d� = �

 �
�
�R
0

f (s; x (s)) ds

�t
0

�
tR
0

�f (� ; x (�)) d�

!

= �t
�

tR
0

f (s; x (s)) ds�
tR
0

sf (s; x (s)) ds

�
�

tR
0

(t� s) f (s; x (s)) ds:

D�où,

x (t)� x0 (0) = �
tR
0

(t� s) f (s; x (s)) ds (3.2.2)

Posons t = 1 dans (3:2:2) et du fait que x(1) = �; on obtient

x0 (0) =
1R
0

(1� s) f (s; x (s)) ds (3.2.3)

57



3.2. Applications à un problème aux limites dans un espace de Banach [12]

Maintenant, en remplaçant (3:2:3) dans (3:2:2), on aura �nalement

x (t) =
1R
0

t (1� s) f (s; x (s)) ds�
1R
0

(t� s) f (s; x (s)) ds

=
1R
t

t (1� s) f (s; x (s)) ds+
1R
0

s (1� t) f (s; x (s)) ds

=
1R
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds

= (Fx) (t) :

Dans ce qui suit, les boules fermées dans les espaces E et C(I; E) sont notées par

Tl = fx 2 E tel que kxkE � lg (l > 0) et Bl = fx 2 C(I; E) tel que kxkC � lg (l > 0),

respectivement.

Lemme 3.2.2 (Propriété de la fonction de Green [12]) 8 0 < � < � < 1; on a

(a) 0 � G (t; s) � 1 8 t; s 2 [0; 1] ;

(b) G (t; s) � � (1� �) ; 8 t; s 2 [�; �] ;

(c) G (t; s) � � (1� �)G (u; s) ; 8 t 2 [�; �] ; u; s 2 [0; 1] :

(d) max
t;s2I

G (t; s) = 1
4
; 8 t; s 2 [0; 1] :

Lemme 3.2.3 Soit f 2 C(I � P; P ). Supposons que, 8l > 0; f est une fonction bornée

et uniformément continue sur I � (P \ Tl) et il existe une constante Ll avec 0 � Ll � 1
2

tels que

�E (f (t;D)) � Ll�E (D) 8t 2 I; D � P \ Tl: (3.2.4)

Alors, 8l > 0; l�application F est une kl-contraction stricte d�ensembles dans Q \ Bl i.e.

il existe une constante kl avec 0 � kl < 1 tel que �C (F (S)) � kl�C (S) 8S � Q \Bl:

Démonstration. La continuité uniforme de f; (3:2:4) entraînent que

�E (f (I �D)) = max
t2I

�E (f (t;D)) � Ll�E (D) 8D � P \ Tl: (3.2.5)

Puisque f est uniformément continue et bornée sur I � (P \ Tl) ; on a d�après (3:2:1) que

F est continue et bornée sur Q \Bl:
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Maintenant, soit S � Q \ Bl; alors on a l�ensembles des fonctions fFx= x 2 Sg est

uniformément borné et équicontinu. En e¤et,

On a

kFxkC = max
t2[0;1]

kFx (t)kE = max
t2[0;1]

 1R
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds


E

� max
t2[0;1]

1R
0

jG (t; s)j kf (s; x (s))kE ds

� ek où ek = max
s;x(s)2[0;1]�P\Tl

kf (s; x (s))kE

d�où fFxj x 2 Sg est uniformément bornée. Et

soit x 2 S; t1; t2 2 [0; 1] tels que t1 < t2

kFx (t1)� Fx (t2)kE =

 1R
0

(G (t1; s)�G (t2; s)) f (s; x (s)) ds


E

� M
1R
0

j(G (t1; s)�G (t2; s))j ds

! 0 quand t1 ! t2 (car la fonction G est continue sur [0; 1]� [0; 1]):

De plus, on a

�C (F (S)) = sup
t2I

�E (F (S (t))) ; (3.2.6)

où

F (S (t)) = fF (x (t)) j x 2 S; t �xég � P \ Tl;8t 2 I:

Comme 0 � G (t; s) � 1; 8t; s 2 [0; 1] on a

�E (F (S (t))) = �E

�
1R
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds

�
;

� �E (conv fG (t; s) f (s; x (s)) j s 2 I; x 2 Sg)

� �E (conv ff (s; x (s)) [ �j s 2 I; x 2 Sg)

= �E (ff (s; x (s)) [ �j s 2 I; x 2 Sg)

= �E (ff (s; x (s)) j s 2 I; x 2 Sg)

�E (F (S (t))) � �E (f (I �B)) � Ll�E (B)8t 2 I (3.2.7)

où

B = fx (s) j s 2 I; x 2 Sg � P \ Tl:

8" > 0; 9 S1; S2; :::; Sn � Q \Bl tel que S =
nS
j=1

Sj; avec

diam (Sj) � �C (S) +
"

3
;8j = 1; 2; :::; n (3.2.8)
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Maintenant, choisissons xj 2 Sj (j = 1; 2; :::; n) et une partition 0 = t0 < t1 < t2 < ::: <

tj < ::: < tm = 1 tels quexj (t)� xj
�
t
� < "

3
;8j = 1; 2; :::; n; t; t 2 [ti�1; ti] ; ; i = 1; 2; :::;m (3.2.9)

Soit B =
mS
i=1

nS
j=1

Bij; où Bij = fx (t) j t 2 [ti�1; ti] ; x 2 Sjg :

Pour tout x (t) ; x (t) 2 Bij
�
t; t 2 [ti�1; ti] ; x 2 Sj

�
; (3:2:8) et (3:2:9) entraînent que

x (t)� x
�
t
�

E
� kx (t)� xj (t)kE +

xj (t)� xj
�
t
�

E
+
xj �t�� x

�
t
�

E

� kx� xjkC +
"

3
+ kxj � xkC

� 2diam (Sj) +
"

3
< 2�C (S) + ";

ce qui implique que diam (Bij) � 2�C (S)+"; et ainsi �E (B) � 2�C (S)+": on fait tendre

" vers 0; on obtient

�E (B) � 2�C (S) (3.2.10)

Par suite, (3:2:6) ; (3:2:7) et (3:2:10) entraînent que

�C (F (S)) � 2Ll�C (S) 8S � Q \Bl;

et par conséquent, F est une kl-contraction stricte d�ensembles dans Q\Bl avec kl = 2Ll;

car 2Ll < 1:

Résultats d�existence

Voici quelques conditions qui seront utiles pour assurer l�existence des solutions posi-

tives non triviales du problème (Pb2)

(H1) f 2 C(I � P; P ) véri�ant f (t; �) � �; est uniformément continue et bornée sur

I � (P \ Tl) : De plus, il existe une constante Ll avec 0 � Ll � 1
2
telle que

� (f (t;D)) � Ll� (D) 8t 2 I; D � P \ Tl:

(H2) lim
kxk!0

kf(t;x)k
kxk = 0 uniformément pour t 2 I et x 2 P:

(H3) lim
kxk!+1

kf(t;x)k
kxk = 0 uniformément pour t 2 I et x 2 P:
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(H4) Il existe 0 < � < � < 1; et � 2 P � = f� 2 E�; � (x) � �; 8x 2 Pg (E� le dual topologique de E)

tel que � (x) > 0

8x > � lim
kxk!0

� (f(t; x))

� (x)
= +1 uniformément pour t 2 [�; �] :et x 2 P

(H5) Il existe 0 < � < � < 1; et � 2 P � tel que � (x) > 0; 8x > � et

8x > � lim
kxk!+1

� (f(t; x))

� (x)
= +1 uniformément pour t 2 [�; �] :et x 2 P

(H6) Il existe � > 0; tel que sup
t2I;x2P\Tl

kf (t; x)k < 4�
N
.

Théorème 3.2.1 Soit P un cône normal. Supposons que la condition (H1) est satisfaite.

Si les conditions (H2) et (H5) ; où (H3) et (H4) sont satisfaites, alors le problème aux

limites du second ordre (Pb2)aaumoinsunesolutionpositive:

Démonstration. Posons K = fx 2 Qj x (t) � � (1� �)x (s) ; 8t 2 [�; �] ; s 2 Ig :

Il est clair que K est un cône de l�espace de Banach C(I; E) et K � Q:

F F (K) � K: En e¤et,

soient x 2 Q et t 2 [�; �] ; la condition (c) du lemme 3.2.2 entraîne que

(Fx) (t) =
1R
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds

� � (1� �)
1R
0

G (u; s) f (s; x (s)) ds

= � (1� �)F (x (u)) 8u 2 I:

Par conséquent ,F (x (t)) 2 K; et alors

F (K) � K (3.2.11)

Supposons tout d�abord que les deux condition (H2) et (H5) sont veri�ée: Choisissons une

constante M telle que

M > [� (1� �) (� � �)]�1 (3.2.12)

et par (H5) il existe � > 0 tel que

� (f (t; x)) �M� (x) ; 8x 2 P; kxkE � � ; t 2 [�; �] (3.2.13)

Maintenant, pour tout

R > N� [� (1� �)]�1 (3.2.14)
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où N est la constante de normalité de P:

F Montrons que

F (x) � x; 8x 2 K; kxkC = R: (3.2.15)

Supposons qu�il existe x0 2 K avec kx0kC = R tels que Fx0 � x0; alors

x0 (t) � � (1� �)x0 (s) ;

la normalité de P donne

k� (1� �)x0 (s)k � N kx0 (t)k ;

donc

N kx0 (t)k � � (1� �) kx0k ; 8t 2 [�; �] ; s 2 I

ce qui implique, par (3:2:14) ,

min
t2[�;�]

kx0 (t)k �
� (1� �)

N
kx0kC =

� (1� �)R

N
> �: (3.2.16)

D�autre part, par la condition (b) du lemme 3.2.2, on obtient

x0 (t) � F (x0 (t)) �
�R
�

G (t; s) f (s; x (s)) ds

� � (1� �)
�R
�

f (s; x0 (s)) ds: (3.2.17)

Alors, (3:2:13) ; (3:2:16) et (3:2:17) entraînent que

� (x0 (t)) � � (1� �)�

 
�R
�

f (s; x0 (s)) ds

!

= � (1� �)
�R
�

� (f (s; x0 (s))) ds

� � (1� �)
�R
�

M� (x0 (s)) ds:

Par conséquent,

�R
�

� (x0 (t)) dt � � (1� �) (� � �)M
�R
�

� (x0 (s)) ds (3.2.18)

De plus, on a
�R
�

� (x0 (t)) dt > 0 (3.2.19)
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En e¤et,
�R
�

� (x0 (t)) dt = 0 implique que � (x0 (t)) = 0; et ainsi x0 (t) = �; 8t 2 [�; �] :

Comme x0 2 K; alors x0 (s) = � 8s 2 I; et par conséquent, kx0kC = 0; ce qui est en

contradiction avec kx0kC = R: Par (3:2:18) et (3:2:19) ; on aura � (1� �) (� � �)M � 1;

ce qui contredit (3:2:12) ; d�où (3:2:15) est vraie.

D�autre part, en tenant compte de la condition (H2) et f (t; �) � � on peut trouver

� > 0 tel que

kf (t; x)k �
�
2

N

�
kxk ; 8x 2 P; kxk < �; t 2 I: (3.2.20)

� Montrons que, pour tout 0 < r < min (�; R) ;

F (x) � x; 8x 2 K; kxkC = r: (3.2.21)

Supposons qu�il existe x1 2 K avec kx1kC = r telle que F (x1) � x1: Alors par la condition

(d) de la fonction de Green ( voir le lemme 3.2.2) on a

max
t;s2I

G (t; s) =
1

4
: (3.2.22)

Alors,

� � x1 (t) �
1R
0

G (t; s) f (s; x1 (s)) ds

� 1

4

1R
0

f (s; x1 (s)) ds 8t 2 I;

ce qui implique en tenant compte de (3:2:20) que

kx1 (t)k � N

4

1R
0

kf (s; x1 (s))k ds

� N

4

1R
0

2

N
kx1 (s)k ds

� 1

2
kx1kC =

r

2
; 8t 2 I;

et ainsi kx1kC � r
2
; ce qui contredit kx1kC = r: Par conséquent, (3:2:3) est vrai.

Le lemme 3.2.3 donne que F est une 2Ll-contraction stricte d�ensembles sur Kr;R =

fx 2 Kj r � kxkC � Rg : les conditions (3:2:11) ; (3:2:15) et (3:2:21) et le théorème 2.2.1

entraînent que F admet un point �xe surKr;R; ce qui est une solution positive du problème

(Pb2) d�après le lemme 3.2.1.

Théorème 3.2.2 Soit P un cône normal. Supposons que les conditions (H1) ; (H4),

(H5) et (H6) sont satisfaites. Alors, le problème (Pb2) a au moins deux solutions positive
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di¤érentes x1 et x2 véri�ant:

0 < kx2kC < � < kx1kC : (3.2.23)

Démonstration. Supposons que (H4) et (H5) sont satisfaite pour tout [�; �] (0 < � < � < 1) ;

� 2 P � et [�0; �0] (0 < �0 < �0 < 1) ; �0 2 P � respectivement , posons

K = fx 2 Q tel que x (t) � � (1� �)x (s) ; 8t 2 [�; �] ; s 2 Ig ;

K 0 = fx 2 Q tel que x (t) � �0 (1� �0)x (s) ; 8t 2 [�0; �0] ; s 2 Ig

� Comme dans la preuve du théorème 3.2.1, nous pouvons montrer que

F (K) � K; et F (K 0) � K 0 (3.2.24)

On peut choisir r; R avec R > � > r > 0 de sorte que

F (x) � x; 8x 2 K; kxkC = R; (3.2.25)

F (x) � x; 8x 2 K; kxkC = r: (3.2.26)

� Montrons que

F (x) � x; x 2 Q; kxkC = �: (3.2.27)

Supposons qu�il existe x0 2 Q avec kx0kC = � tels que F (x0) � x0; alors d�après la

propriété d) de la fonction de Green on obtient

� � x0 (t) �
1R
0

G (t; s) f (s; x0 (s)) ds

� 1

4

1R
0

f (s; x0 (s)) ds 8t 2 I;

et ainsi

kx0 (t)k �
N

4

1R
0

kf (s; x0 (s))k ds �
1

4
NM 8t 2 I; (3.2.28)

en vertu de la condition (H6) on a

M = sup
t2I;x2P\Tl

kf (t; x)k < 4�

N
: (3.2.29)

Donc, (3:2:28) et (3:2:29) entraînent que

� = kx0kC �
1

4
NM < �

d�où la contradiction. Par conséquent, F (x) � x; pour tout x 2 Q; avec kxkC = �:
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Par le lemme 3.2.3, on obtient que F est une k-contraction stricte d�ensembles sur

K�;R = fx 2 Kj � � kxkC � Rg et de même sur K 0
r;� = fx 2 K 0

Cj r � kxkC � �g : En

tenant compte des conditions (3:2:24)-(3:2:27) et en appliquant le théorème 2.2.1 à F; K�;R

et F; K 0
r;�; respectivement, on obtient qu�il existe un point �xe x1 2 Kr;R; et x1 2 K 0

r;�

tels que F (x1) = x1 et F (x2) = x2 et d�après le lemme 3.2.1 x1 et x2 sont deux solutions

positive du problème (Pb2):F inalement;(3:2:27) implique que kx1kC 6= �; kx2kC 6= �; ce

qui nous donne 0 < kx2kC < � < kx1kC :
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Conclusion

Ce travail m�a permis de comprendre l�utilité de la théorie du point �xe et le lien de cette

théorie avec la notion de l�indice du point �xe sur les cônes. J�ai pu aussi comprendre

comment cette théorie a été utilisée dans la résolution de certains problèmes liés aux

équations di¤érentielles.

Nous avons cité à la �n de ce mémoire, quelques références bibliographiques permettant

au lecteur intéressé d�avoir accès à quelques sources que nous avons utilisés pour rédiger

ce mémoire.

Comme perspectives, on peut penser à généraliser d�autres théorèmes du point �xe

sur les cônes existant dans la littérature au cas des contractions strictes d�ensembles ainsi

qu�aux applications condansentes. Ces généralisations nous permettrant de traiter une

large classe de problèmes liés aux équations di¤érentielles.
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Annexes

Dé�nition 1 (Espace vectoriel normé) On prend K = R ou C; soit E un

K�espace vectoriel, une norme sur E est une application x ! kxk de E dans R telle

que

N1 : 8x 2 E; kxk � 0 et kxk = 0, x = 0;

N2 : 8x 2 E; 8� 2 K : k�xk = j�j kxk ;

N3 : 8x; y 2 E; kx+ yk � kxk+ kyk :

On dit alors que (E; k:k) ou simplement E est un e.v.n.

Dé�nition 2 (Ensemble convexe) Soit A un sous-ensemble de E, on dit que A est

convexe si, pour chaque x; y 2 A et � 2 [0; 1], on a �x+ (1� �) y 2 A.

Dé�nition 3 (Espace de Banach)On appelle espace de Banach, un espace vectoriel

normé qui est complet pour la distance déduite. Si K = R on dit que E est un espace de

Banach réel, si K = C on dit que E est un espace de Banach complexe.

Dé�nition 4 (Ensemble borné) On dit que A est un sous-ensemble borné de X si,

9M > 0 tel que 8x 2 A; kxk < M:

Théorèmes d�extension de Dugundji

Théorème 1 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A � X une partie fermée

de X et f : A ! Y une application continue. Alors f admet une extension continueef : X ! Y telle que ef(X) � Conv(f(A)).

Théorème 2 ([14], chapitre1; théorème 2:7): Soient X et Y deux espaces de Banach,

A � X une partie fermée bornée de X et f : A ! Y une application complètement

continue. Alors f admet une extension complètement continue ef : X ! Y telle queef(X) � Conv(f(A)).
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Théorème des antipodes de Lyusternik-Shnirel�man-Borsuk

Théorème 3 Soit S une sphère dans un espace normé de dimension n et (Ak)k=1;:::;n un

recouvrement de S par des fermés, alors au moins un des ensembles Ak contient deux

points antipodaux ie diam (Ak) � diam (S).

Critère de compacité d�Ascoli-Arzéla

Théorème 4 : Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H �

C(X; Y ) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

8x 2 X; l�ensemble ff(x) : f 2 Hg est borné dans Y:

2. H est équicontinu, i.e.

8" > 0;9V � V(x);8y 2 X; y 2 V ) kf(y)� f(x)kY � "; 8f 2 H:

� Cas où X = [a; b] � R et Y = R:

Théorème 5 : Soit (fn)n2N � C ([a; b] ;R) une suite véri�ant:

1. (fn)n2N est uniformément bornée, i.e.

9c > 0;8n 2 N : kfnk � c kgk :

2. (fn)n2N est équicontinue, i.e.

8" > 0;9� = �(");8x; y 2 [a; b] : jx� yj � � ) jfn(x)� fn(y)j � "; 8n 2 N:

Alors, (fn)n2N admet une sous-suite convergente. (i.e. (fn)n2N est relativement

compacte.)

Proposition 1: Soit E un espace de Banach et fAng une suite de sous-ensembles

fermés bornés et non vides de E tels que:

A1 � A2 � A3 � :::
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Si �(An) �! 0 quand n!1; alors A =
1T
n=1

An 6= ; et A est compact.

Proposition 2: Un espace métrique est précompact si et seulement si, pour tout

nombre " il peut être recouvert avec un nombre �ni de boules de rayon ", c�est à dire s�il

est totalement borné.

Proposition 3: Si A � B; alors diam (A) � diam (B) et diam
�
A
�
= diam (A) :

Proposition 4: Soit E un espace de Banach et A;B � E; alors on a

1. diam (�B) = j�j diam (B) ;

2. diam (x+B) = diam (B) ;

3. diam (A+B) � diam (A) + diam (B) ;

4. diam (conv(B)) = diam (B) :

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 6 Soit (fn)n2N une suite de fonctions appartenant à L
1(
) avec 
 � Rn: On

suppose que :

1. fn(x)! f(x) p.p sur 
;

2. Il existe une fonction g 2 L1(
) telle que

8n 2 N; jfn(x)j � g(x) p.p sur 
:

Alors,

f 2 L1(
) et kfn � fkL1(
) ! 0:

Théorème 7 (Théorème de Mazur [1], page 47) L�enveloppe convexe fermée d�un

ensemble compact dans un espace de Banach est compacte.
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