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Introduction

Ce mémoire est consacré à la présentation de quelques résultats d’existence et d’unicité

pour une classe d’équations différentielles ordinaires du second ordre avec des conditions

aux limites de type Dirichlet et Neumann, on utilisera la théorie du point fixe pour établir

des résultats d’existence qui sont illustrés par des exemples d’application.

Les problèmes aux limites sur les intervalles non bornés ont d’abord été étudié à la fin

du 19ème siècle avec les travaux importants de A. Kneser [26] sur les solutions monotones

sur [0,+∞[ des équations différentielles ordinaires du second ordre de type

u′′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0,+∞[. (0.0.1)

Ces mêmes types de résultats ont été suivis par A. Mambriani [29] en 1929 (voir aussi

Gross [25], Wong [34]), où différentes conditions sont imposées sur f pour assurer l’exis-

tence locale d’une unique solution pour l’équation (0.0.1), avec des conditions initiales.

Au début des années cinquante, C. Corduneanu ([15], [16]), considérait les problèmes

aux limites du second ordre suivants:


u′′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0,+∞[

u(0) = α,

u(t) bornés sur [0,+∞[,

et  u′′(t) = f(t, u(t)), t ∈ R

u(t) bornés sur R.

Depuis le début des années soixante-dix, les problèmes aux limites sur des intervalles

non bornés ont été étudiés de manière intensive.
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Introduction

Granas, Guenther, Lee et O’Regan [24], Baxley [9], Bobisud [10], Agarwal et O’Regan

([2], [3], [4], [5]), Djebali et Mebarki [19], Ma et Zhu [28], Djebali et Zahar [20] ont utilisé

une variété de méthodes pour étudier les problèmes aux limites du second ordre sur les

intervalles non bornés.

Pour étudier les problèmes aux limites du second ordre sur les intervalles non bornés,

on peut utiliser différentes méthodes :

Etudier ces problèmes sur les intervalles bornés puis étendre la solution à l’intervalle

non bornés ou les etudier directement sur les domaines non bornés.

Le mémoire comporte cinq chapitres, organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, on a cru à la fois utile et nécessaire de citer quelques

définitions et théorèmes qu’ on va utiliser dans les chapitres suivants tels que les théorèmes

du point fixe de Schauder et de Furi Pera et quelques critères de compacité (par exemple :

Corduneanu, Ascoli-Arzéla).

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse au problème : u′′(t) = f(t, u(t)), a < t < b

u(a) = u(b) = 0,

où la nonlinearité f : I × R→ R est continue.

Le but de ce chapitre est d’établir des résultats d’existence de solution dans l’espace

C2 pour le problème au limite de type Dirichlet sur un intervalle borné, on imposera une

hypothèse de monotonie et une condition de Lipschitz locale sur f . Nous avons présenté

aussi un résultat d’unicité sous une condition de monotonie sur f = f(t, u(t)) par rapport

à u.

Dans la première partie du troisième chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence

de solutions dans l’espace C2 sur un intervalle non-borné en utilisant les résultats sur les

bornés, au problème :  u′′(t) = f(t, u(t)), t > 0

u(0) = lim
t→+∞

u(t) = 0,

en imposant l’integrabilité de f, une condition de Lipschitz locale et une condition de

coercivité et en utilisant le critère de compacité d’Ascoli-Arzéla sur les bornés [0, n]. On
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Introduction

va obtenir des solutions sur [0,+∞[ en utilisant une méthode d’approximation. Un résultat

d’unicité est ensuite donné en supposant que f(t, u(t)) est monotone par rapport à u.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons étudié l’existence des solutions

positives pour le problème du second ordre non linéaire suivant u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)), t > 0,

u(0) = lim
t→+∞

u(t) = 0.
(0.0.2)

On montre l’existence d’une solution u du problème (0.0.2) dans C1([0,+∞[) avec u > 0

sur ]0,+∞[.

On va utiliser l’alternative de Leray-Schauder pour établir un résultat d’existence sur

les bornés [0, n] et on utilise dans cette partie l’argument de diagonalisation pour étendre

les solutions positives sur l’intervalle non bornés [0,+∞[.

Dans le quatrième chapitre, on va étudier quelque problèmes posés sur [0,+∞[ et sur

R en travaillant directement sur les intervalles non bornés (sans passer par les bornés).

Dans la première partie de ce chapitre, on va établir l’existence de solution pour le

problème :  −u
′′(t) +m2u(t) = f(t, u(t)), p.p t ≥ 0

u(0) = a, lim
t→+∞

u(t) = 0,

avec m > 0, a ∈ R et u prend des valeurs dans R, on utilisera le théorème du point fixe

de Furi Pera.

Dans la deuxième partie, on s’intéresse au problème :
u′′(t)− cu′(t)− λu(t) = f(t, u(t)), −∞ < t < +∞

lim
|t|→∞

u(t) = 0,

avec c > 0, λ > 0 et f : R× R→ R une fonction continue qui satisfait lim
|t|→+∞

f(t, 0) = 0.

On montre l’existence d’une solution dans l’espace E = C0(R,R) en utilisant le

théorème du point fixe de Schauder. Dans ce chapitre, on va utiliser le critère de compacité

du Corduneanu pour montrer la compacité de l’opérateur sur les intervalles non bornés.

Dans le chapitre 5 on va essayer d’établir un résultat d’existence pour un problème

implicite associé à l’équation u′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)) c’est un problème ouvert pour
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le quel, on essayera de donner des conditions suffisantes pour pouvoir appliquer le théorème

du point fixe de Schauder.
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CHAPITRE

1 Préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre quelques notations et définitions, théorèmes de point

fixe et quelques critères de compacité sur les intervalles bornés et non bornés.

1.1 Quelques notations et définitions

Ck(I, J) := l’ensemble des fonctions f : I → J, k fois continûment dérivables.

C0(R,R) := {u ∈ C(R,R) : lim
|t|→∞

u(t) = 0}, muni de la norme ‖u‖∞.

Cb := Cb(I,Rn) l’espace de toutes les fonctions de C(I,Rn) bornées.

Ck(I) := Ck(I,R).

C0 := C.

‖u‖Ck := max
i=0,1,2,...k

{sup
t∈I
|u(i)(t)|}.

‖u‖∞ := ‖u‖C = sup
t∈I
|u(t)|.

Lp(I) := {u,
∫
I
|u(t)|pdt < +∞}.

‖u‖2 := (
∫
I
|u(t)|2 dt) 1

2 , (c’est la norme usuelle dans l’espace L2(I)).

‖u‖Lp(I) := (
∫
I
|u(t)|pdt)

1
p .

‖u‖H1(I) := (
∫
I
|u(t)|2dt+

∫
I
|u′(t)|2dt) 1

2 .

W k,p(I) := {u ∈ Ck−1(I), u(k) ∈ Lp(I)}.

W k,p
loc (I) := {u ∈ Ck−1(I), u(k) ∈ Lploc(I)}.

Hk(I) := W k,2(I).

5



1.1. Quelques notations et définitions

Définition 1.1.1 (Espace métrique) On appelle espace métrique tout couple constitué

d’un ensemble E et d’une application (x, y) → d(x, y) de E × E dans R+, possédant les

proprietés suivantes :

M1 : d(x, y) = 0⇔ x = y,

M2 : d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ E,

M3 : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ E (inégalité triangulaire).

L’application d est appellée une distance sur E et d(x, y) est la distance de x et y.

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel normé) On prend K = R ou C. Soit E un K−

espace vectoriel, une norme sur E est une application x→ ‖x‖ de E dans R telle que

N1 : ∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

N2 : ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ,

N3 : ∀x, y ∈ E, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

On dit alors que (E, ‖.‖) ou simplement E est un e.v.n.

Soit X un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de l’espace vectoriel X.

Définition 1.1.3 (Fermé) On appelle A un sous-ensemble fermé de X si, pour toute

suite convergente (fn)n≥1 ⊂ A le point limite est aussi dans A.

Définition 1.1.4 (Ouvert) On dit que A est un sous-ensemble ouvert de X si, ∀x ∈ A,

∃δ > 0 tel que y ∈ X, ‖y − x‖ < δ ⇒ y ∈ A.

Définition 1.1.5 (Borné) On dit que A est un sous-ensemble borné de X si, ∃M > 0

tel que ∀x ∈ A, ‖x‖ < M.

Définition 1.1.6 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach, un espace vecto-

riel normé qui est complet pour la distance déduite.

Si K = R on dit que X est un espace de Banach réel, si K = C on dit que X est un

espace de Banach complexe.
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1.1. Quelques notations et définitions

Définition 1.1.7 Soit X et Y deux espaces de Banach, Ω un ouvert de X et f : Ω→ Y

une fonction continue.

1. f est dite compacte si f(Ω) est compacte.

2. f est dite complètement continue si l’image de tout borné est relativement compacte.

Soit E un espace vectoriel sur un corp K.

Définition 1.1.8 Soit A un sous-ensemble de E, on dit que A est convexe si, pour chaque

x, y ∈ A et λ ∈ [0, 1], on a λx+ (1− λ) y ∈ A.

Définition 1.1.9 Si la famille P des semi-normes pi, est dénombrable et induit une to-

pologie d’espace séparé E, alors E est métrisable.

Définition 1.1.10 (Espace de Fréchet) On appelle espace de Fréchet tout espace vec-

toriel topologique localement convexe, séparé, métrisable par une distance invariante par

translation et complet.

Définition 1.1.11 (Isomorphisme) Si E et F sont des espaces de Banach, toute appli-

cation linéaire continue et bijective f de E dans F est un isomorphisme (ie f−1est aussi

continue).

Définition 1.1.12 (Isometrie) Soit E et F deux K-espaces vectoriels normés, une ap-

plication f : E → F est une isometrie si f est une bijection linéaire qui conserve la norme

c’est à dire : ∀x ∈ E on a ‖f(x)‖ = ‖x‖ .

Définition 1.1.13 a. On dit que f : [0,+∞[×R→ R est une fonction de Carathéodory

si elle vérifie les conditions suivantes :

1. l’application t→ f(t, s) est mesurable pour tout s ∈ R.

2. l’application s→ f(t, s) est continue pour presque tout t ∈ [0,+∞[.

b. f est Lp-Carathéodory (p ≥ 1) si elle est de Carathéodory et pour tout réel r > 0,

il existe hr ∈ Lp([0,+∞[), telle que : ∀s ∈ [−r, r], et pour presque tout t ∈ [0,+∞[ on a :

|f(t, s)| ≤ hr(t).

7



1.2. Quelques théorèmes de points fixes

Définition 1.1.14 a. On dit que f : [0,+∞[×R2 → R est une fonction de Carathéodory

si elle vérifie les conditions suivantes :

1. l’application t→ f(t, s, z) est mesurable pour tous (s, z) ∈ R2.

2. l’application (s, z)→ f(t, s, z) est continue pour presque tout t ∈ [0,+∞[.

b. f est Lp-Carathéodory (p ≥ 1) si elle est de Carathéodory et pour tout réel r > 0,

il existe hr ∈ Lp([0,+∞[), telle que : ∀(s, z) ∈ ([−r, r])2, et pour presque tout t ∈ [0,+∞[

on a :

|f(t, s, z)| ≤ hr(t).

Proposition 1.1.1 Soient X et Y deux espaces de Banach.

Une application continue f : X → Y est dite compacte si et seulement si de toute

suite (xn)n∈N de X, on peut extraire une sous-suite (xnk)k∈N telle que la suite (f(xnk))k∈N

converge dans Y.

Proposition 1.1.2 Soit C un fermé borné d’un espace de Banach X et f : C → X

une application. Alors, f est compact si et seulement si f est limite uniforme d’une suite

(fn)n∈N d’applications compactes de rangs finis.

1.2 Quelques théorèmes de points fixes

Théorème 1.2.1 (Brouwer) Soit C un compact, convexe non vide de Rn et f : C → C

une application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C.

En particulier, pour C = B, la boule unité fermée de Rn.

Théorème 1.2.2 (Schauder) [37], [21] Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une

partie non vide de E, convexe, fermée et bornée. Si K est une application continue de C

dans C telle que K(C) soit relativement compact, alors K admet un point fixe dans C.

Théorème 1.2.3 (Furi-Pera) [23] Soit E un espace de Fréchet, Q un sous ensemble

convexe fermé de E, 0 ∈ Q, et soit l’application T : Q → E continue et compacte. De

plus,

8



1.3. Quelques critères de compacité

(i) pour toute suite (uj, µj)j≥1 de ∂Q× [0, 1] qui converge vers (u, µ) avec u = µT (u)

et 0 ≤ µ < 1, on a µjT (uj) ∈ Q pour tout j assez grand. Alors, T a un point fixe dans Q.

Théorème 1.2.4 (Leray-Schauder) Soit B la boule unité fermée, toute application

compact T : B → E, telle que λT n’ait pas de point fixe sur ∂B pour tout λ ∈ ]0, 1[

possède au moins un point fixe dans B.

Théorème 1.2.5 (Alternative de Leray-Schauder) [37], [17], [33], [21], [30] Soit X

un espace de Banach et f une application continue, alors ou bien il existe pour chaque

λ ∈ [0, 1] au moins un x tels que x = λf(x), ou bien l’ensemble {x ∈ X : x = λf(x),

0 < λ < 1} n’est pas borné.

1.3 Quelques critères de compacité

1.3.1 Critère de compacité d’Ascoli-Arzéla

On peut trouver les résultats de cette section dans [12].

Théorème 1.3.1 : Soit (fn)n∈N ⊂ C([a, b],R) une suite vérifiant :

1. (fn)n∈N est uniformément bornée, i.e ∃g ⊂ Cb([a, b],R),

∃c > 0,∀n ∈ N : ‖fn‖ ≤ c ‖g‖ .

2. (fn)n∈N est équicontinue, i.e

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε), ∀t, s ∈ [a, b] : |t− s| ≤ δ ⇒ |fn(t)− fn(s)| ≤ ε, ∀n ∈ N.

Alors, (fn)n∈N est relativement compacte. (i.e (fn)n∈N admet une sous-suite conver-

gente).

Corollaire 1.3.1 : Si (fn)n∈N est uniformément bornée dans C1([a, b],R), (i.e (fn)n∈N

et (f ′n)n∈N sont bornées dans C([a, b],R), indépendamment de n, alors elle admet une

sous-suite convergente dans C([a, b],R).

9



1.3. Quelques critères de compacité

Démonstration. (fn)n∈N est bornée dans C1([a, b],R) ⇒ (fn)n∈N est uniformément

bornée dans C([a, b],R), (evident).

(f ′n)n∈N est bornée dans C([a, b],R)⇒ (fn)n∈N est équicontinue dans C([a, b],R).

En effet, pour tout t, s ∈ [a, b] et ε > 0, ∃δ ∈ ]t, s[ :

|fn(t)− fn(s)| ≤ |f ′n(δ)| |t− s| , n ∈ N

≤ c |t− s| , avec c = sup
t∈[a,b]

|f ′n(t)|

il suffit donc de prendre δ = ε
c
, (indépendant de n).

1.3.2 Critère de compacité sur des intervalles non-bornés

Critère de compacité de Corduneanu

On peut trouver les résultats de cette section dans [36].

Dans cette section, nous présentons le critère de compacité de Corduneanu, prolon-

geant le théorème d’Ascoli-Arzéla.

Soit I un intervalle, borné où non borné et on pose

C(I,Rn) = {u : I → Rn, u continue}.

C(I,Rn) est un espace de Fréchet muni de la norme de la convergence uniforme i.e

‖u‖ = sup
t∈I
‖u(t)‖ . (1.3.1)

Soit Cb := Cb(I,Rn) muni de la même norme que C.

Cb est un espace de Banach.

Considérons les espaces de Banach suivants munis de la norme (1.3.1)

Cl = {u ∈ Cb, lim
t→±∞

u(t) existe},

Cll = {u ∈ Cb, lim
t→+∞

u(t) = lim
t→−∞

u(t)}, (1.3.2)

C]a,b[ = {u : [a, b]→ Rn, u continue},

C[a,b] = {u ∈ C]a,b[, u(a) = u(b)}.

Nous avons les propriétés suivantes :

10



1.3. Quelques critères de compacité

Proposition 1.3.1 Les espaces Cl et C]a,b[ (respectivement Cll et C[a,b]) sont isomorphes.

Démonstration. Soit ϕ :]a, b[→ R une fonction continue et strictement croissante

avec lim
t→a+

ϕ(t)=−∞, lim
t→b−

ϕ(t)=+∞, on définie l’application

(Φu)(t) =


u(ϕ(t)), si t ∈]a, b[

u(−∞), si t = a

u(+∞), si t = b.

(1.3.3)

Il est clair que Φ est un isomorphisme isométrique entre Cl et C]a,b[ et entre Cll et C[a,b].

Définition 1.3.1 Une famille A ⊂ Cl est dite équi-continue sur chaque intervalle com-

pact I de R si elle satisfait :

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0, ∀(t1, t2) ∈ I2, |t1 − t2| ≤ δ ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε, ∀u ∈ A.

(1.3.4)

Définition 1.3.2 Une famille A ⊂ Cl est dite équi-convergente si elle satisfait :

∀ε > 0, ∃T = T (ε) > 0, ∀(t1, t2) ∈ R2, |t1| > T, |t2| > T ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε,∀u ∈ A.

(1.3.5)

Remarque 1.3.1 D’une manière équivalente, A est équi-convergente si ∀ε > 0, ∃T =

T (ε) > 0 tels que |u(t)− l+u | ≤ ε et |u(t)− l−u | ≤ ε pour tout |t| ≥ T et pour tout u ∈ A;

ici l+u := lim
t→+∞

u(t) et l−u := lim
t→−∞

u(t).

Proposition 1.3.2 (Critère de Corduneanu) [7], [8], [6], [13], [14] Une famille

A ⊂ Cl est relativement compacte si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites :

(i) A est uniformément bornée dans Cl.

(ii) A est équi-continue sur chaque intervalle compact de R.

(iii) A est équi-convergente.
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1.3. Quelques critères de compacité

Démonstration. A partir de (ii) et de (iii), nous obtenons que A est équi-continue en

Cl. D’après la proposition 1.3.1, Φ(A) est équi-continu et uniformément borné dans C]a,b[.

Par le théorème d’Ascoli-Arzéla, nous concluons que Φ(A) est relativement compact dans

C]a,b[.

On définie l’ensemble

Cl([0,+∞[,R) = {u ∈ C([0,+∞[,R) : lim
t→+∞

u(t) existe}.

De [13], nous savons que Cl muni de la norme ‖u‖ = sup
t∈[0,+∞[

|u(t)| est un espace de Banach.

Il existe d’autre critères de compacité sur les intervalles non bornés tels que le critère de

Zima, Frechet Kolmogorov. On va les citer dans l’annexe.

12



CHAPITRE

2 Etude de quelques

problèmes aux limites sur

les intervalles bornés

2.1 Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

On peut trouver les résultats de cette section dans [32].

On considère le problème de Dirichlet suivant : u′′(t) = f(t, u(t)), a < t < b,

u(a) = u(b) = 0.
(2.1.1)

Où la fonction f : [a, b]×R→ R est une fonction continue satisfaisant les hypothèses

suivantes :

(H1) (Hypothèse de monotonie)
b∫
a

[u(t)− v(t)][f(t, u(t))− f(t, v(t))]dt ≥ 0,∀u, v ∈ C([a, b]).

(H2) (Condition de Lipschitz locale)

Pour tout K > 0, ∃CK > 0, tels que ∀u, v ∈ C([a, b]) satisfaisant les conditions aux

bords dans (2.1.1) avec ‖u‖∞ , ‖v‖∞ ≤ K, on a :

‖f(t, u(t))− f(t, v(t))‖2 ≤ CK ‖u− v‖2 .

Nous avons le théorème suivant :
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

Théorème 2.1.1 [32] Sous les hypothèses (H1) et (H2), le problème (2.1.1) admet une

solution unique u dans C2([a, b]).

Démonstration.

– Unicité : Soit u et v deux solutions du problème (2.1.1), et soit w = u− v. Alors

w′′(t) = f(t, u(t))− f(t, v(t)).

On multiplie cette équation par, w et on intègre par parties sur ]a, b[ en utilisant

l’hypothèse (H1); i.e∫ b

a

w′′(t)w(t)dt =

∫ b

a

f(t, u(t))w(t)dt−
∫ b

a

f(t, v(t))w(t)dt

=

∫ b

a

[f(t, u(t))− f(t, v(t))](u(t)− v(t))dt

= [w′(t)w(t)]ba −
∫ b

a

(w′(t))2dt, (par parties)

≥ 0, d’après (H1).

Puisque [w′(t)w(t)]ba = 0, il suit que
∫ b
a
(w′(t))2dt = 0; alors w(t) = c

ste
= = w(a) = 0

sur ]a, b[. D’où u = v.

– Estimations a priori : Nous avons

1. ‖u‖∞ ≤ (b− a)
∫ b
a
|f(t, 0)| dt := M,

2. ‖u′‖2 ≤
√
b− a

∫ b
a
|f(t, 0)| dt,

3. ‖u′′‖2 ≤ ‖f(t, 0)‖2 +MCM
√
b− a.

En effet, on multiplie l’équation dans le problème (2.1.1) par u puis on intègre

par parties sur ]a, b[ on obtient :

−
∫ b

a

|u′(t)|2 dt =

∫ b

a

u(t)f(t, u(t))dt =

∫ b

a

u(t)[f(t, u(t))− f(t, 0)]dt

+

∫ b

a

u(t)f(t, 0)dt,

et aussi, par l’hypothèse (H1),∫ b

a

|u′(t)|2 dt ≤ −
∫ b

a

u(t)f(t, 0)dt ≤ ‖u‖∞
∫ b

a

|f(t, 0)| dt. (2.1.2)

14



2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

Ecrivons u(t) =
∫ t
a
u′(s)ds et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz on déduit

que, |u(t)| ≤ (
∫ t
a
ds)

1
2 (
∫ t
a
|u′(s)|2 ds) 1

2 , d’où ‖u‖∞ ≤
√
b− a ‖u′‖2 ; on revient à

l’inégalité (2.1.2) on obtient :

‖u′‖2
2 ≤
√
b− a ‖u′‖2

∫ b

a

|f(t, 0)| dt.

D’où :

‖u′‖2 ≤
√
b− a

∫ b

a

|f(t, 0)| dt et ‖u‖∞ ≤ (b− a)

∫ b

a

|f(t, 0)| dt := M.

Puisque

u′′(t) = f(t, u(t)) = [f(t, u(t))− f(t, 0)] + f(t, 0),

et d’après (H2) on obtient :

‖u′′‖2 ≤ ‖f(t, u(t))− f(t, 0)‖2 + ‖f(t, 0)‖2

≤ CM ‖u‖2 + ‖f(t, 0)‖2

≤ CM
√
b− a ‖u‖∞ + ‖f(t, 0)‖2

≤ MCM
√
b− a+ ‖f(t, 0)‖2 .

Il reste à montrer l’existence d’une solution.

– Existence d’une solution :

Soit α > 0 un paramètre réel à choisir, alors on définit la suite (un)n∈N comme suit :

u0(t) = 0, ∀t ∈]a, b[ et pour donner un, on définit vn la solution unique du problème

linéaire :  v′′n(t)− αvn(t) = f(t, un(t))− αun(t), a < t < b,

vn(a) = vn(b) = 0.
(2.1.3)

un+1 est donc définie en utilisant la troncature :

un+1(t) =


−2M, vn(t) < −2M,

vn(t), − 2M ≤ vn(t) ≤ 2M,

2M, vn(t) > 2M.

Les estimations suivantes sont directes :

‖un‖∞ ≤ 2M, ∀n ∈ N, (2.1.4)
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

‖un+1 − un‖2 ≤ ‖vn − vn−1‖2 , (2.1.5)

l’estimation (2.1.4) découle de : |un+1(t)| = min(2M, |vn(t)|) alors que (2.1.5) est

une conséquence du fait que

|un+1(t)− un(t)| ≤



0, si vn ∈]−∞,+∞[ et vn−1 ∈]−∞,−2M [∪]2M,+∞[

ou

|vn(t)− vn−1(t)| , si vn, vn−1 ∈ [−2M, 2M ].

ou

4M, sinon,

maintenant, on introduit les fonctions p(t) = pn(t) = un(t) − un−1(t) et q(t) =

qn(t) = vn(t)− vn−1(t). On obtient : q′′(t)− αq(t) = f(t, un(t))− f(t, un−1(t))− αp(t), a < t < b

q(a) = q(b) = 0.
(2.1.6)

On met les carrés dans les deux côtés de l’équation (2.1.6) puis on intègre par parties

sur ]a, b[, on obtient de (H1) et (H2) :∥∥∥q′′∥∥∥2

2
+ α2 ‖q‖2

2 + 2α ‖q′‖2
2 = ‖f(t, un(t))− f(t, un−1(t))‖2

2 + α2 ‖p‖2
2

−2α

∫ b

a

p [f(t, un(t))− f(t, un−1(t))] dt,

et alors

α2 ‖q‖2
2 + 2α ‖q′‖2

2 ≤ (C2
2M + α2) ‖p‖2

2 . (2.1.7)

De plus,

‖q‖2 ≤
√
b− a ‖q‖∞ ≤ (b− a) ‖q′‖2 . (2.1.8)

On combine (2.1.7) et (2.1.8), on trouve l’estimation suivante pour tout α >
(b−a)2C2

2M

2

‖q‖2
2 ≤ ‖p‖

2
2

α2 + C2
2M

α2 + 2α
(b−a)2

:= (1− ε)2 ‖p‖2
2 , (0 < ε < 1),

puisque
α2+C2

2M

α2+ 2α
(b−a)2

< 1, en effet :

α2 + C2
2M

α2 + 2α
(b−a)2

=
(α2 + C2

2M)(b− a)2

(b− a)2α2 + 2α
=

(b− a)2α2

(b− a)2α2 + 2α
+

C2
2M(b− a)2

(b− a)2α2 + 2α

<
(b− a)2α2

(b− a)2α2 + 2α
+

2α

(b− a)2α2 + 2α
= 1,
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

en utilisant l’inégalité (2.1.5) on obtient :

‖un+1 − un‖2 ≤ ‖vn − vn−1‖2 = ||q||2 ≤ (1− ε) ‖un − un−1‖2 ≤

... ≤ (1− ε)n ‖u1 − u0‖2 ,

donc (un)n∈N est une suite de Cauchy dans H2(]a, b[) qui converge vers une certaine

limite dans C1([a, b]). De l’équation dans (2.1.6), on obtient quand n→ +∞

‖vn+1 − vn‖2 ,
∥∥v′n+1 − v′n

∥∥
2
,
∥∥v′′n+1 − v′′n

∥∥
2
→ 0.

En effet, un converge dans C1 alors ‖un+1 − un‖2 → 0 et
∥∥u′n+2 − u′n+1

∥∥
2
→ 0

et comme ‖vn+1 − vn‖2 ≤ (1 − ε) ‖un+1 − un‖2 → 0 donc ‖vn+1 − vn‖2 → 0 et∥∥v′n+1 − v′n
∥∥

2
=
∥∥u′n+2 − u′n+1

∥∥
2
→ 0 quand n→ +∞, donc

∥∥v′n+1 − v′n
∥∥

2
→ 0.

Il reste a montrer que
∥∥v′′n+1 − v′′n

∥∥
2
→ 0.

D’après le problème (2.1.3) on obtient

v′′n+1(t)− v′′n(t) = α(vn+1(t)− vn(t))−α(un+1(t)−un(t)) + f(t, un+1(t))− f(t, un(t)).

Donc

||v′′n+1(t)− v′′n(t)||2 ≤ α||vn+1(t)− vn(t)||2 + α||un+1(t)− un(t)||2

+||f(t, un+1(t))− f(t, un(t)||2,

et comme ‖vn+1 − vn‖2 , ‖un+1 − un‖2 → 0 et la suite (un)n∈N satisfait l’estimation

(2.1.4), la limite u satisfait aussi cette estimation et nous avons, de (H2)

‖f(t, un(t))− f(t, u(t))‖2 ≤ C2M ‖un − u‖2 → 0, quand n→ +∞,

alors

||v′′n+1(t)− v′′n(t)||2 → 0.

De plus, la suite (vn)n∈N est bornée dans H2(]a, b[) et alors converge fortement dans

C1([a, b]) vers v. Donc les limites u et v vérifient v′′(t)− αv(t) = f(t, u(t))− αu(t), a < t < b,

v(a) = v(b) = 0,
(2.1.9)
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

et

u(t) =


−2M, v(t) < −2M,

v(t), − 2M ≤ v(t) ≤ 2M,

2M, v(t) > 2M.

(2.1.10)

En particulier ‖u‖2 ≤ ‖v‖2 et ‖u‖∞ ≤ 2M pour |u(t)| = min(2M, |v(t)|). On vérifie

que u = v dans ce cas avec v est une solution du problème (2.1.9). On met les carrés

dans les deux côtés de l’équation (2.1.9) puis on intègre par parties sur ]a, b[, on

obtient :

‖v′′‖2
2 + α2 ‖v‖2

2 + 2α ‖v′‖2
2 = ‖f(t, u(t))‖2

2 + α2 ‖u‖2
2 − 2α

∫ b

a

u(t)f(t, u(t))dt

= ‖[f(t, u(t))− f(t, 0)] + f(t, 0)‖2
2 + α2 ‖u‖2

2

−2α

∫ b

a

u(t)f(t, u(t))dt

≤ (‖f(t, u(t))− f(t, 0)||2 + ||f(t, 0)‖2)2 + α2 ‖u‖2
2

−2α

∫ b

a

u(t)f(t, u(t))dt

≤ (‖f(t, 0)‖2 + C2M ‖u‖2)2 + α2 ‖u‖2
2

−2α

∫ b

a

u(t)f(t, u(t))dt

≤ ‖f(t, 0)‖2
2 + C2

2M ‖u‖
2
2 + 2C2M ‖u‖2 ‖f(t, 0)‖2

+α2 ‖u‖2
2 + 2α ‖u‖∞

∫ b

a

|f(t, 0)| dt

≤ ‖f(t, 0)‖2
2 + C2

2M ‖u‖
2
2 + 2C2M ‖u‖2 ‖f(t, 0)‖2

+α2 ‖u‖2
2 + 4αM

∫ b

a

|f(t, 0)| dt.

Notons que ‖v‖2 ≤ (b−a) ‖v′‖2 et ‖u‖2 ≤ ‖v‖2 ,on arrive aux estimations suivantes :

2α ‖v′‖2
2 ≤ ‖f(t, 0)‖2

2 + C2
2M ‖v‖

2
2 + 2C2M ‖v‖2 ‖f(t, 0)‖2 + 4αM

∫ b

a

|f(t, 0)| dt

≤ C2
2M(b− a)2 ‖v′‖2

2 + 2C2M(b− a) ‖f(t, 0)‖2 ‖v
′‖2 + ‖f(t, 0)‖2

2 +

4αM

∫ b

a

|f(t, 0)| dt.

Enfin, en prenant A = 2α− C2
2M(b− a)2, B = 2C2M(b− a) ‖f(t, 0)‖2,

C = ‖f(t, 0)‖2
2+4αM

∫ b
a
|f(t, 0)| dt et en choisissant α >

(b−a)2C2
2M

2
, on obtient l’inégalité :

A ‖v′‖2
2 −B ‖v

′‖2 − C ≤ 0, i.e ‖v′‖2 ≤
B +

√
B2 + 4AC

2A
.
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

Une condition suffisante pour que ‖v‖∞ ≤
√
b− a ‖v′‖2 ≤

√
b− aB+

√
B2+4AC
2A

< 2M soit

vérifiée est :
B +

√
B2 + 4AC

2A
≤ 2
√
b− a

∫ b

a

|f(t, 0)| dt.

D’une manière équivalente, nous avons B ≤ 4A
√
b− a

∫ b
a
|f(t, 0)| dt−

√
B2 + 4AC, ce qui

est possible si on choisit α assez grand dans l’expression de A et gràce au fait que B est

indépendant de α. Enfin ‖v‖∞ < 2M et u = v est une solution du problème (2.1.1), la

démonstration du théorème 2.1.1 est alors complète.

2.1.1 Application

Considérons le problème suivant : u′′(t) = λu(t), 0 < t < 1, λ > 0

u(0) = u(1) = 0.
(2.1.11)

Le problème (2.1.11) admet une solution qui s’écrit sous la forme :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds,

où

G(t, s) =

 −(1− s)t pour 0 ≤ t ≤ s

−(1− t)s pour s ≤ t ≤ 1,

est la fonction de Green associée au problème (2.1.11), (voir Annexe).

On va vérifier les hypothèses du théorème 2.1.1 i.e :

(H1) : est vérifiée puisque :

1∫
0

[u(t)− v(t)][f(t, u(t))− f(t, v(t))]dt =

1∫
0

[u(t)− v(t)][λu(t)− λv(t)]dt

=

1∫
0

λ[u(t)− v(t)]2dt

≥ 0,∀u, v ∈ C([0, 1]) et λ > 0.
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2.1. Le problème de Dirichlet sur un intervalle fini

(H2) : Soient K > 0 et u, v ∈ C([0, 1]) satisfaisant les conditions aux bords dans le

problème (2.1.11) avec ‖u‖∞ , ‖v‖∞ ≤ K. On a :

‖f(t, u(t))− f(t, v(t))‖2
2 =

1∫
0

|λu(t)− λv(t)|2dt

= λ2

1∫
0

|u(t)− v(t)|2dt.

Puis

‖f(t, u(t))− f(t, v(t))‖2 ≤ λ ‖u− v‖2 .

Il suffit donc de prendre CK = λ > 0.
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CHAPITRE

3 Etude de quelques

problèmes aux limites sur

les intervalles non bornés

en utilisant des résultats

sur les bornés

Ce chapitre est partagé en deux sections, on va montrer l’existence de solutions pour

deux problèmes sur [0,+∞[ en résolvant des problèmes analogues sur des intervalles [0, n].

Dans la première section, la non linearité de f est de la forme f(t, u), et on obtient la

solution sur [0,+∞[ en utilisant une méthode d’approximation.

Dans la seconde section, la non linearité de f dépend aussi de la derivé u′, et dans cette

partie les solutions sont étendues à [0,+∞[ par une méthode de diagonalisation.

21



3.1. Résolution d’un problème aux limites sur [0,+∞[ avec une méthode
d’approximation

On peut trouver les résultats de la section suivantes dans [32].

3.1 Résolution d’un problème aux limites sur [0,+∞[

avec une méthode d’approximation

Considérons le problème suivant : u′′(t) = f(t, u(t)), t > 0

u(0) = lim
t→+∞

u(t) = 0,
(3.1.1)

où f : [0,+∞[×R→ R est une fonction continue satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1) (Hypothèse de monotonie)
+∞∫
0

[u(t)− v(t)][f(t, u(t))− f(t, v(t))]dt ≥ 0,∀u, v ∈ C([0,+∞[).

(H2) (Condition de Lipschitz locale)

Pour tout K > 0, ∃ CK > 0, tels que ∀u, v ∈ C([0,+∞[) satisfaisant les conditions

aux bords dans (3.1.1) avec ‖u‖∞ , ‖v‖∞ ≤ K, on a

‖f(t, u)− f(t, v)‖2 ≤ CK ‖u− v‖2 .

(H3) f(t, 0) ∈ L1([0,+∞[), i.e
∫ +∞

0
|f(t, 0)| dt < +∞.

(H4) (Condition de coercivité)

∃β > 0 tels que ∀u ∈ C1([0,+∞[) ∩ L2(]0,+∞[),∫ +∞

0

u(t)[f(t, u(t))− f(t, 0)]dt ≥ β

∫ +∞

0

|u(t)|2 dt.

Le résultat principal dans cette section est :

Théorème 3.1.1 [32] Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4), le problème (3.1.1)

admet une solution unique u ∈ C2([0,+∞[).

Démonstration. (du théorème 3.1.1)

Puisque l’unicité est evidente (voir la démonstration du théorème 2.1.1) nous montre-

rons seulement l’existence d’une solution.
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3.1. Résolution d’un problème aux limites sur [0,+∞[ avec une méthode
d’approximation

Étape1 : Convergence d’une suite de solutions approchées.

Soit un une solution du problème (2.1.1) avec a = 0 et b = n, prolongée par 0 pour

t ≥ n (cette solution existe d’après le théorème 2.1.1). On multiplie l’équation dans (2.1.1)

par, un et on intègre de 0 à n ; par les hypothèses (H3) et (H4) on obtient :

−
∫ n

0

|u′n(t)|2 dt =

∫ n

0

un(t)f(t, un(t))dt

=

∫ +∞

0

un(t)f(t, un(t))dt−
∫ +∞

n

un(t)f(t, un(t))dt

=

∫ +∞

0

un(t)[f(t, un(t))− f(t, 0)]dt+

∫ +∞

0

un(t)f(t, 0)dt

−
∫ +∞

n

un(t)f(t, un(t))dt

=

∫ +∞

0

un(t)[f(t, un(t))− f(t, 0)]dt+

∫ n

0

un(t)f(t, 0)dt

+

∫ +∞

n

un(t) [f(t, 0)− f(t, un(t))] dt

=

∫ +∞

0

un(t)[f(t, un(t))− f(t, 0)]dt+

∫ n

0

un(t)f(t, 0)dt.

Donc

−
∫ n

0

|u′n(t)|2 dt ≥ β

∫ +∞

0

|un(t)|2 dt+

∫ n

0

un(t)f(t, 0)dt.

Par conséquent

β

∫ +∞

0

|un(t)|2 dt+

∫ n

0

|u′n(t)|2 dt ≤ sup
0≤t≤n

|un(t)|
∫ n

0

|f(t, 0)| dt

≤ sup
0≤t<+∞

|un(t)|
∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt.

De façon continue

H1(]0,+∞[) ↪→ C0([0,+∞[),

ce qui implique qu’il existe un certain γ > 0 qui satisfait

‖un‖C0([0,+∞[) = sup
0≤t<+∞

|un(t)| ≤ γ ‖un‖H1(]0,+∞[) ,

d’où

δ ‖un‖2
H1(]0,+∞[) ≤ γ ‖un‖H1(]0,+∞[)

∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt,
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où δ = min(1, β). Par conséquent :

‖un‖H1(]0,+∞[) ≤
γ

δ

∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt,

et

‖un‖C0([0,+∞[) ≤
γ2

δ

∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt.

Donc (un)n est uniformément bornée en t et n. De plus, pour tout 0 < t < s < +∞, on a

par l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|un(t)− un(s)| = |
∫ s

t

u′n(x)dx|

≤
∫ s

t

|u′n(x)| dx

≤
√
s− t(

∫ +∞

0

|u′n(t)|2 dt)
1
2 =
√
s− t ‖u′n‖L2(]0,+∞[)

≤
√
s− t ‖un‖H1(]0,+∞[)

≤ γ

δ

√
s− t

∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt.

Ceci prouve que (un)n est équi-continue et puisqu’elle est uniformément bornée sur ]0,+∞[

indépendament de n, alors d’après le théorème d’Ascoli-Arzéla, il existe une sous suite

noté aussi (un)n convergente sur chaque intervalle compact [0, a] (a > 0 est arbitraire).

Étape 2 : La limite d’une solution

Puisque f est continue et

u′n(t) = u′n(0) +

∫ t

0

f(s, un(s))ds,

la suite (u′n)n converge vers v = u′. De plus, v(t) = K +
∫ t

0
f(s, u(s))ds pour un certain

K ; alors v′(t) = f(t, u(t)). De l’équation u′′n(t) = f(t, un(t)) et la continuité de f(t, .) on

trouve que (u′′n)n converge vers v′(.) = f(., u(.)) dans C([0, a]). Alors nous avons montré

que (u′n)n converge vers v = u′ dans C1([0, a]). Par conséquent, la limite u satisfait u′′(t) = f(t, u(t)), 0 < t < a,

u(0) = 0,

pour tout a > 0.
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Étape 3 : u s’annulle à l’infinie

On raisonne par l’absurde et on suppose l’existence d’un certain α > 0 et d’une suite

croissante (tk)k∈N qui peut être choisit telle que tk+1 > 1+tk avec |u(tk)| > α, pour chaque

k ∈ N. On a :

I :=

∫ +∞

0

(u2(t) + u′2(t))dt ≥
∑
k∈N

∫ 1+tk

tk

(u2(t) + u′2(t))dt :=
∑
k∈N

Ik.

Afin d’obtenir une limite inférieure pour les intégrales Ik, on considère la solution v du

problème linéaire suivant : 
v′′(t) = v(t), 0 < t < 1,

v(0) = u(tk),

v′(1) = 0.

La solution v(t) = k1e
t+k2e

−t, (k1, k2) ∈ R2 et k2 > k1 minimise la fonctionnelle J(ϕ(t)) =∫ 1

0
(ϕ2(t) + ϕ′2(t))dt dans l’espace C2([0, 1]). Donc

I ≥
∑
k∈N

J(v(t)) =
∑
k∈N

∫ 1

0

(v2(t) + v′2(t))dt =
∑
k∈N

− v(0)v′(0) >
∑
k∈N

α(k2 − k1)

≥ M
∑
k∈N

α = +∞,

pour un certain M > 0, on trouve une contradiction par conséquent lim
t→+∞

u(t) = 0 et u

est la solution cherchée.

3.1.1 Application

Considérons le problème suivant : u′′(t) = (1 + e−2t)u(t), t > 0

u(0) = lim
t→+∞

u(t) = 0.
(3.1.2)

On va vérifier les hypothèses du théorème 3.1.1 :
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(H1) : est vérifiée puisque

+∞∫
0

(u(t)− v(t))(f(t, u(t))− f(t, v(t)))dt =

+∞∫
0

(u(t)− v(t))((1 + e−2t)u(t)

−(1 + e−2t)v(t))dt

=

+∞∫
0

(1 + e−2t)(u(t)− v(t))2dt

≥ 0,∀u, v ∈ C([0,+∞[).

(H2) : Soient K > 0 et u, v ∈ C([0,+∞[) satisfaisant les conditions aux bords dans le

problème (3.1.2) avec ‖u‖∞ , ‖v‖∞ ≤ K, on a :

‖f(t, u(t))− f(t, v(t))‖2
2 =

+∞∫
0

|(1 + e−2t)u(t)− (1 + e−2t)v(t)|2dt

=

+∞∫
0

(1 + e−2t)2|u(t)− v(t)|2dt ≤ 4 ‖u− v‖2
2 .

Il suffit donc de prendre CK = 2 > 0.

(H3) : f(t, 0) ∈ L1([0,+∞[), car∫ +∞

0

|f(t, 0)| dt = 0 < +∞.

(H4) : Soit u ∈ C1([0,+∞[) ∩ L2(]0,+∞[),∫ +∞

0

u(t)[f(t, u(t))− f(t, 0)]dt =

∫ +∞

0

u(t)((1 + e−2t)u(t))dt

=

∫ +∞

0

(1 + e−2t)|u(t)|2dt

≥
∫ +∞

0

|u(t)|2 dt.

Il suffit donc de prendre β = 1 > 0.
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3.2. Résolution d’un problème dépendant de la derivée sur [0,+∞[ avec la méthode de
diagonalisation

On peut trouver les résultats de cette section dans [27].

3.2 Résolution d’un problème dépendant de la de-

rivée sur [0,+∞[ avec la méthode de diagonalisa-

tion

Considérons le problème suivant : u′′(t) + f(t, u(t), u′(t)) = 0, t > 0

u(0) = 0, u bornée sur [0,+∞[.
(3.2.1)

Définition 3.2.1 Une solution du problème u′′(t) + f(t, u(t), u′(t)) = 0, t > 0

u(0) = 0, u bornée sur [0,+∞[,
(3.2.2)

est une fonction u(t) satisfaisant les conditions de (3.2.2) avec :

1. u ∈ C1([0,+∞[),

2. u(t) > 0 pour t ∈]0,+∞[.

Théorème 3.2.1 [27] Soit f : [0,+∞[×[0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction L1-

Carathéodory qui satisfait les conditions (A1) et (A2) avec :

(A1) Pour toute constante H > 0, ∃ΨH ∈ C([0,+∞[, [0,+∞[) avec ΨH 6≡ 0 sur chaque

sous intervalle de ]0,+∞[, et une constante γ ∈ [0, 1[ avec

f(t, u(t), v(t)) ≥ ΨH(t)vγ(t), sur [0,+∞[×[0, H]2.

(A2) Il existe trois fonctions p, q, r : [0,+∞[→ [0,+∞[ tels que :

P1 :=

∫ +∞

0

sp(s)ds < +∞, R :=

∫ +∞

0

r(s)ds < +∞, R1 :=

∫ +∞

0

sr(s)ds < +∞,

Q :=

∫ +∞

0

q(s)ds < +∞, Q1 :=

∫ +∞

0

sq(s)ds < +∞,

et

|f(t, u(t), v(t))| ≤ p(t)|u(t)|+ q(t)|v(t)|+ r(t), p.p(t, u, v) ∈ ([0,+∞[)3.
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Alors le problème (3.2.1) admet une unique solution u ∈ C1([0,+∞[) à condition que,

P1 +Q < 1.

On va commencer d’abord par la résolution du problème sur un intervalle borné [0, n].

Considérons le problème u′′(t) + f(t, u(t), u′(t)) = 0, 0 < t < n

u(0) = u′(n) = 0,
(3.2.3)

Théorème 3.2.2 [27] Soit f : [0,+∞[×[0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction L1-

Carathéodory qui satisfait les conditions (A1) et (A2). Soit n un entier positif. Alors le

problème (3.2.3) admet une unique solution strictement positive un ∈ C1([0, n]) telle qu’il

existe une constante M > 0 indépendante de n vérifiant∫ t

0

((1− γ)

∫ n

x

ΨM(s)ds)
1

1−γ dx ≤ un(t) ≤M , pour t ∈ [0, n],

((1− γ)

∫ n

t

ΨM(s)ds)
1

1−γ ≤ u′n(t) ≤M , pour t ∈ [0, n].

Pour démontrer ce théorème nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit e ∈ L1(]0, n[) et u ∈ W 2.1(]0, n[) tels que u′′(t) + e(t) = 0 pour p.p t ∈]0, n[

u(0) = 0, u′(n) = 0.

Alors

‖u′‖∞ ≤ ‖e‖L1(]0,n[) .

Démonstration. (du lemme 3.2.1)

Puisque −u′′(t) = e(t) p.p. t ∈]0, n[, alors on a

u′(t) =

∫ n

t

[−u′′(s)]ds =

∫ n

t

e(s)ds.

Ceci implique

‖u′‖∞ ≤ ‖e‖L1(]0,n[) .
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D’où le résultat.

Démonstration. (du théorème 3.2.2)

Soit n ∈ N∗ := {1, 2, ...} fixé et Y = L1(]0, n[). Soit X = C1([0, n]) muni de la norme

‖u‖ = max{‖u‖∞ , ‖u
′‖∞},

où

‖u‖∞ = max{|u(t)|, t ∈ [0, n]}.

On définit l’opérateur linéaire Ln : D(Ln) ⊂ X → Y par :

D(Ln) = {u ∈ W 2,1(]0, n[), u(0) = u′(n) = 0},

et pour u ∈ D(Ln),

Lnu(t) = −u′′(t).

On définit aussi l’application non linéaire N : X → Y par :

(Nu)(t) = f(t, u(t), u′(t)).

Nous avons du fait que f est L1-Carathéodory (voir définition 1.1.13) que l’application

N : X → Y est bornée. D’autre part, il est facile de voir que Ln est une application

linéaire de D(Ln) ⊂ X à valeurs dans Y. On démontre facilement en utilisant le théorème

d’Ascoli-Arzéla que l’application (Ln)−1N : X → X est compacte.

En effet, il est clair que l’application (Ln)−1N est uniformément bornée car l’applica-

tion N est bornée.

Il reste à montrer que (Ln)−1N est équi-continue sur X i.e :

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε), ∀u ∈ X : |t− s| ≤ δ ⇒ |(Ln)−1N(u(t))− (Ln)−1N(u(s))| < ε.

Soit ε > 0 et δ > 0 à choisir, tel que |t− s| ≤ δ. Alors :

|(Ln)−1N(u(t))− (Ln)−1N(u(s))| = |(Ln)−1f(t, u(t), u′(t))− (Ln)−1f(s, u(s), u′(s))|

= |u(t)− u(s)|

≤ ε, pour |t− s| ≤ δ.

Gràce à la continuité uniforme de u qui s’obtient par sa continuité sur le compact [0, n]
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Notons que u ∈ C1([0, n]) est une solution du problème (3.2.3) si et seulement si u est

un point fixe de l’équation

u(t) = (Ln)−1Nu(t).

On va appliquer l’alternative de Leray-Schauder (voir le théorème 1.2.5) pour obtenir

l’existence d’une solution u(t) = (Ln)−1Nu(t).

D’abord, on vérifié que l’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille de

problèmes  u′′(t) + λf(t, u(t), u′(t)) = 0, p.p 0 < t < n

u(0) = u′(n) = 0,
(3.2.4)

est borné dans C1([0, n]) par une constante indépendante de λ avec 0 < λ < 1.

Soit u ∈ C1([0, n]) solution du problème (3.2.4), alors u ≥ 0 et u′ ≥ 0 sur [0, n] (d’après

la définition 3.2.1 et la croissance de u). De plus, u(t) =
∫ t

0
u′(s)ds, donc

|u(t)| ≤ t ‖u′‖∞ .

D’après le lemme 3.2.1 et la condition (A2) on obtient

‖u′‖∞ ≤ ‖f(t, u(t), u′(t))‖L1(]0,n[) , car 0 < λ < 1

≤ ‖p(t)u(t)‖L1(]0,n[) + ‖q(t)u′(t)‖L1(]0,n[) + ‖r(t)‖L1(]0,n[)

≤ (‖tp(t)‖L1(]0,n[) + ‖q(t)‖L1(]0,n[)) ‖u
′‖∞ + ‖r(t)‖L1(]0,n[)

≤ (P1 +Q) ‖u′‖∞ +R,

et puisque P1 +Q < 1, alors :

‖u′‖∞ ≤
R

1− P1 −Q
:= M1. (3.2.5)

D’après le problème (3.2.4), on sait que u(t) = λ
∫ t

0
(
∫ n
s
f(x, u(x), u′(x))dx)ds, de sorte

que

u(n) = λ

∫ n

0

(

∫ n

s

f(x, u(x), u′(x))dx)ds.

30
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Posons
∫ n
s
f(x, u(x), u′(x))dx = F (n)− F (s) telle que F est primitive de f , donc

u(n) = λ

∫ n

0

(

∫ n

s

f(x, u(x), u′(x))dx)ds

= λ[

∫ n

0

(F (n)− F (s))ds]

= λF (n)

∫ n

0

ds− λ
∫ n

0

F (s)ds

= λnF (n)− λ
∫ n

0

F (s)ds,

par intégration par parties on obtient∫ n

0

F (s)ds = [sF (s)]n0 −
∫ n

0

sf(s, u(s), u′(s))ds.

Donc

u(n) = λnF (n)− λ([sF (s)]n0 −
∫ n

0

sf(s, u(s), u′(s))ds)

= λ

∫ n

0

sf(s, u(s), u′(s))ds).

Par ailleurs :

u(t) ≤ u(n) ≤
∫ n

0

sf(s, u(s), u′(s))ds. ∀t ∈]0, n[

≤ ‖sf(s, u(s), u′(s))‖L1(]0,n[)

≤ ‖sp(s)‖L1(]0,n[) ‖u‖∞ + ‖sq(s)‖L1(]0,n[) ‖u
′‖∞ + ‖sr(s)‖L1(]0,n[)

≤ P1 ‖u‖∞ +Q1 ‖u′‖∞ +R1.

Et d’après l’inégalité (3.2.5) et le fait que P1 ≤ P1 +Q < 1, on a :

‖u‖∞ ≤
R1 +Q1M1

1− P1

:= M2. (3.2.6)

Ainsi

‖u‖ ≤M,

où

M := max{M1,M2}. (3.2.7)

M est indépendant de λ.
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Finalement, il est facile de voir que dans l’inégalité (3.2.5) et (3.2.6), M est indépen-

dante de n, (n ∈ N∗). Donc la famille {u ∈ X : u(t) = λ(Ln)−1Nu(t), 0 < λ < 1} est

bornée. D’après l’alternative de Leray Schauder : ∃ u : u(t) = λ(Ln)−1Nu(t) pour chaque

λ ∈]0, 1[ donc le problème (3.2.3) admet une solution un avec,

0 ≤ un(t) ≤M, 0 ≤ u′n(t) ≤M, pour t ∈ [0, n]. (3.2.8)

Maintenant (A1) assure l’existence d’une fonction ΨM continue sur [0,+∞[ et stricte-

ment positive sur ]0,+∞[, et une constante γ ∈ [0, 1[ avec f(t, un(t), u′n(t)) ≥ ΨM(t)(u′n(t))γ

pour (t, un(t), u′n(t)) ∈ [0, n] × [0,M ]2. Aussi, nous avons du problème (3.2.3) et du fait

que u′n(t) > 0 sur ]0, n] que

−u′′n(t) ≥ ΨM(t)(u′n(t))γ.

On intègre de t à n, on obtient

−
∫ n
t

u′′n(s)
(u′n(s))γ

ds ≥
∫ n
t

ΨM(s)ds ⇒ −[ 1
1−γ (u′n(s))1−γ]nt ≥

∫ n
t

ΨM(s)ds

⇒ 1
1−γ (u′n(t))1−γ ≥

∫ n
t

ΨM(s)ds

⇒ u′n(t) ≥ ((1− γ)
∫ n
t

ΨM(s)ds)
1

1−γ ,

et si on intègre de 0 à t, on obtient :

un(t) ≥
∫ t

0

((1− γ)

∫ n

x

ΨM(s)ds)
1

1−γ dx, pour t ∈ [0, n].

D’où le résultat demandé.

Démonstration. (du théorème 3.2.1)

Pour obtenir une solution du problème (3.2.1) sur [0,+∞[ on va utiliser la méthode

de diagonalisation .

Soit un une solution du problème (3.2.4) (qui existe d’après le théorème 3.2.2). De

(3.2.3) et (3.2.8), on sait que :

0 ≤ −u′′n(t) ≤ Φ(t), p.p. t ∈]0, n],

où

Φ(t) := (p(t) + q(t))M + r(t),
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diagonalisation

et M définie par (3.2.7), ce qui implique que :

u
′

n(t) ≤
∫ n

t

Φ(s)ds ≤
∫ +∞

t

Φ(s)ds, pour t ∈ [0, n].

Soit

vn(t) =

 un(t), t ∈ [0, n]

un(n), t ∈ [n,+∞[.

On note que vn ∈ C1([0,+∞[) avec

0 ≤ vn(t) ≤M, 0 ≤ v′n(t) ≤M, pour t ∈ [0,+∞[.

De la définition de vn, on obtient pour t, s ∈ [0,+∞[ :

|v′n(t)− v′n(s)| ≤ |
∫ s

t

Φ(x)dx|.

De plus,

v
′

n(t) ≤
∫ +∞

t

Φ(s)ds, pour t ∈ [0, n],

et

vn(t) ≥
∫ t

0

((1− γ)

∫ n

x

ΨM(s)ds)
1

(1−γ)dx, pour t ∈ [0, n]. (3.2.9)

En particulier,

vn(t) ≥
∫ t

0

((1− γ)

∫ 1

x

ΨM(s)ds)
1

(1−γ)dx ≡ a1(t), pour t ∈ [0, 1]. (3.2.10)

Le théorème d’Ascoli-Arzéla assure l’existence d’une sous suite θ1 de N∗ et d’une fonction

z1 ∈ C1([0, 1]) avec v
(j)
n converge uniformément vers z

(j)
1 sur [0, 1] quand n → +∞ et

n ∈ θ1, ici j = 0, 1.

De même pour (3.2.10), z1(t) ≥ a1(t) pour t ∈ [0, 1] (en particulier, z1 > 0 sur [0, 1]).

Soit θ+
1 = θ1\{1}. D’après (3.2.9) on a

vn(t) ≥
∫ t

0

((1− γ)

∫ 2

x

ΨM(s)ds)
1

(1−γ)dx ≡ a2(t), pour t ∈ [0, 2]. (3.2.11)

Le théorème d’Ascoli-Arzéla assure l’existence d’une sous suite θ2 de θ+
1 et d’une fonction

z2 ∈ C1([0, 2]) avec v
(j)
n converge uniformément vers z

(j)
2 sur [0, 2] quand n → +∞ et

n ∈ θ2, ici j = 0, 1.
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De même pour (3.2.11), z2(t) ≥ a2(t) pour t ∈ [0, 2] (en particulier, z2 > 0 sur

[0, 2]). On note z2(t) = z1(t) sur [0, 1], puisque θ2 ⊂ θ+
1 . Soit θ+

2 = θ2\{2}. Avec la

même procédure pour k = 1, 2, . . . , on obtient une sous suite θk de θk−1 et une fonction

zk ∈ C1([0, k]) avec v
(j)
n converge uniformément vers z

(j)
k sur [0, k] quand n → +∞ et

n ∈ θk, ici j = 0, 1. De même,

zk(t) ≥
∫ t

0

((1− γ)

∫ k

x

ΨM(s)ds)
1

(1−γ)dx ≡ ak(t), pour t ∈ [0, k]

(ainsi en particulier, zk > 0 sur [0, k]). On note zk(t) = zk−1(t) sur [0, k − 1].

On définit la fonction u comme suit, soit t fixé dans ]0,+∞[, alors il existe k ∈ N∗

avec t < k,

u(t) = zk(t).

u est bien définie et u(t) = zk(t) > 0. On peut faire ceci pour chaque t ∈]0,+∞[ ainsi

u ∈ C1([0,+∞[).

De plus, 0 ≤ u(t) ≤M, 0 ≤ u′(t) ≤M, et

u
′
(t) ≤

∫ +∞

t

Φ(s)ds, pour t ∈ [0,+∞[.

On fixe t ∈ [0,+∞[ et choisi k ≥ t, (k ∈ N∗). Alors pour chaque n ∈ θ+
k = θk\{k}, on

a

vn(t) = v′n(k)t+

∫ t

0

(

∫ k

r

f(s, vn(s), v′n(s))ds)dr.

Lorsque n→ +∞, on obtient :

zk(t) = z′k(k)t+

∫ t

0

(

∫ k

r

f(s, zk(s), z
′
k(s))ds)dr.

Ainsi

u(t) = u′(k)t+

∫ t

0

(

∫ k

r

f(s, u(s), u′(s))ds)dr.

Par conséquent, u ∈ C1([0,+∞[) avec u′′(t) + f(t, u(t), u′(t)) = 0, p.p t ∈ [0,+∞[. Alors

u est la solution du problème (3.2.1) avec u > 0 sur ]0,+∞[.
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3.2. Résolution d’un problème dépendant de la derivée sur [0,+∞[ avec la méthode de
diagonalisation

3.2.1 Application

Considérons le problème suivant : u′′(t) + ηe−t| cos t|uδ(t) + θe−2t| sin t|(u′(t))β + µe−t = 0, 0 < t < +∞,

u(0) = 0, u est borné sur [0,+∞[
(3.2.12)

avec β ∈ [0, 1[, δ ∈ [0, 1] et µ > 0.

On applique le théorème 3.2.1 pour montrer que le problème (3.2.12) a une solution

u ∈ C1([0,+∞[) strictement positive à condition que η + 1
2
θ < 1. On pose

f(t, u(t), v(t)) = ηe−t| cos t|uδ(t) + θe−2t| sin t|vβ(t) + µe−t,

donc

|f(t, u(t), v(t))| ≤ ηe−t|u(t)|+ θe−2t|v(t)|+ µe−t,

on prend p(t) = ηe−t, q(t) = θe−2t et r(t) = µe−t, alors f satisfait l’hypothèse (A2) et

P1 +Q =

∫ +∞

0

sp(s)ds+

∫ +∞

0

q(s)ds = η

∫ +∞

0

se−sds+ θ

∫ +∞

0

e−2sds

= η([−se−s]+∞0 +

∫ +∞

0

e−sds) + θ[−1

2
e−2s]+∞0

= η[−e−s]+∞0 + θ[−1

2
e−2s]+∞0 = η +

1

2
θ < 1.

Pour tout H > 0, si u, v ∈ [0, H] :

f(t, u(t), v(t)) ≥ θe−2t| sin t|vβ(t) ≥ ΨH(t)vβ(t).

On prend ΨH(t) = θe−2t| sin t| et γ = β, alors f satisfait (A1). Donc, le théorème 3.2.1

assure l’existence d’une solution u ∈ C1([0,+∞[) avec u > 0 sur ]0,+∞[.
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CHAPITRE

4 Etude de quelques

problèmes aux limites

(directement) sur les

intervalles non bornés

Dans ce chapitre, on va présenter des résultats d’existence pour des problèmes aux

limites posés sur [0,+∞[ et sur R. Contrairement au chapitre précedent, on ne va pas

passer par les intervalles bornés. La compacité des opérateurs de point fixe est montrée

en utilisant le critère de Corduneanu.

On peut trouver les résultats de cette section dans [1].

4.1 Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

Considérons le problème suivant : −u
′′(t) +m2u(t) = f(t, u(t)), p.p t ≥ 0

u(0) = a, lim
t→+∞

u(t) = 0,
(4.1.1)

où m > 0, a ∈ R et f : [0,+∞[×R→ R satisfaisant les hypothèses suivantes :
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

(1) f est une fonction de L1-Carathéodory avec

lim
t→+∞

e−mt
∫ t

0

emshr(s)ds = 0 et lim
t→+∞

emt
∫ +∞

t

e−mshr(s)ds = 0,

(avec hr est la fonction qui majore f dans la définition de L1-Carathéodory ).

(2) ∃M0 > |a| tel que pour toute fonction u ∈ Cb([0,+∞[,R) ∩ W 2,1
loc ([0,+∞[,R) qui

satisfait  −u
′′(t) +m2u(t) = λf(t, u(t)), p.p t ≥ 0,

u(0) = a, lim
t→+∞

u(t) = 0 pour tout 0 ≤ λ < 1,

on a : |u(t)| ≤M0, t ∈ [0,+∞[.

La fonction de Green associée au problème (4.1.1) est donnée par :

G(t, s) =
1

2m

 e−ms(e−mt − emt) si t ≤ s,

e−mt(e−ms − ems) si t ≥ s.

Théorème 4.1.1 [1] Sous les hypothèses (1) et (2) le problème (4.1.1) admet une solution

u ∈ Cb([0,+∞[,R) ∩W 2,1
loc ([0,+∞[,R).

Démonstration. On va utiliser le théorème du point fixe de Furi Pera (théorème

1.2.3), il est facile de voir de (1) que résoudre le problème (4.1.1) est équivalent à trouver

un u qui satisfait

u(t) = ae−mt +
e−mt

2m

∫ +∞

0

e−msf(s, u(s))ds

−e
mt

2m

∫ +∞

t

e−msf(s, u(s))ds− e−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, u(s))ds.

En fait :

u′(t) = −ame−mt + 1
2m
e−2mtf(t, u(t)) + 1

2m

∫ t
0
−me−m(t+s)f(s, u(s))ds

− 1
2m
e−2mtf(t, u(t)) + 1

2m

∫ +∞
t
−me−m(t+s)f(s, u(s))ds+ 1

2m
f(t, u(t))

− 1
2m

∫ +∞
t

mem(t−s)f(s, u(s))ds− 1
2m
f(t, u(t))− 1

2m

∫ t
0
−mem(s−t)f(s, u(s))ds

= −ame−mt − 1
2

∫ t
0
e−m(t+s)f(s, u(s))ds− 1

2

∫ +∞
t

e−m(t+s)f(s, u(s))ds

−1
2

∫ +∞
t

em(t−s)f(s, u(s))ds+ 1
2

∫ t
0
e−m(t−s)f(s, u(s))ds
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

u
′′
(t) = am2e−mt − 1

2
e−2mtf(t, u(t)) +

m

2

∫ t

0

e−m(t+s)f(s, u(s))ds+
1

2
e−2mtf(t, u(t))

+
m

2

∫ +∞

t

e−m(t+s)f(s, u(s))ds+
1

2
f(t, u(t))− m

2

∫ +∞

t

em(t−s)f(s, u(s))ds

−1

2
f(t, u(t)) +

m

2

∫ t

0

e−m(t−s)f(s, u(s))ds.

= am2e−mt +
m

2

∫ t

0

e−m(t+s)f(s, u(s))ds+
m

2

∫ +∞

t

e−m(t+s)f(s, u(s))ds

−m
2

∫ +∞

t

em(t−s)f(s, u(s))ds− m

2

∫ t

0

e−m(t−s)f(s, u(s))ds+ f(t, u(t)).

Donc

−u′′(t) +m2u(t) = −am2e−mt − m

2

∫ t

0

e−m(t+s)f(s, u(s))ds− m

2

∫ ∞
t

e−m(t+s)f(s, u(s))ds

+
m

2

∫ +∞

t

em(t−s)f(s, u(s))ds+
m

2

∫ t

0

e−m(t−s)f(s, u(s))ds+ f(t, u(t)

+am2e−mt +
m

2

∫ t

0

e
−m(t+s)

f(s, u(s))ds+
m

2

∫ +∞

t

e
−m(t+s)

f(s, u(s))ds

−m
2

∫ +∞

t

em(t−s)f(s, u(s))ds− m

2

∫ t

0

e−m(t−s)f(s, u(s))ds+ f(t, u(t)

= f(t, u(t).

Soit Q = {u ∈ Cb([0,+∞[,R) : ‖u‖∞ ≤ M0 + 1 = r} et soit l’opérateur T : Q →

C([0,+∞[,R) défini par :

Tu(t) = ae−mt +
e−mt

2m

∫ +∞

0

e−msf(s, u(s))ds

−e
mt

2m

∫ +∞

t

e−msf(s, u(s))ds− e−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, u(s))ds.

Q est un sous ensemble bornée, convexe fermé de C([0,+∞[,R), on va montrer que

T : Q→ C([0,+∞[,R) est continu et compact. D’abord, on montre la continuité.

Soit uk → u dans Q on doit montrer Tuk → Tu dans C([0,+∞[,R). Puisque f est

L1-Carathéodory et ‖u‖∞ < r, il existe hr ∈ L1([0,+∞[) avec |f(s, uk(s))| ≤ hr(s) et

|f(s, u(s))| ≤ hr(s) pour presque tout s ∈ [0,+∞[. De même pour presque tout s ∈

[0,+∞[ on a

f(s, uk(s))→ f(s, u(s)),
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

ainsi d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue Tuk(s)→ Tu(s) ponc-

tuellement sur [0, tm]. Soit t, t′ ∈ [0, tm] avec t < t′. Alors

|Tuk(t)− Tuk(t′)| = |ae−mt +
e−mt

2m

∫ ∞
0

e−msf(s, uk(s))ds−
emt

2m

∫ ∞
t

e−msf(s, uk(s))ds

−e
−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, uk(s))ds− ae−mt
′

− e−mt
′

2m

∫ ∞
0

e−msf(s, uk(s))ds

+
emt

′

2m

∫ +∞

t′
e−msf(s, uk(s))ds+

e−mt
′

2m

∫ t
′

0

emsf(s, uk(s))ds|

= |a(e−mt − e−mt
′

) +
e−mt − e−mt

′

2m

∫ +∞

0

e−msf(s, uk(s))ds

−e
mt

2m

∫ +∞

t

e−msf(s, uk(s))ds−
e−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, uk(s))ds

+
e−mt

′

2m

∫ t′

0

emsf(s, uk(s))ds+
emt

′

2m

∫ +∞

t′
e−msf(s, uk(s))ds|

≤ |a||e−mt − e−mt′ |+ 1

2m
|e−mt − e−mt′|

∫ +∞

0

hr(s)ds

+
emt

2m

∫ t′

t

e−mshr(s)ds+
e−mt

2m

∫ t′

t

emshr(s)ds

≤ |a||e−mt − e−mt′ |+ 1

2m
|e−mt − e−mt′|

∫ +∞

0

hr(s)ds

+
emt

2m

∫ t′

t

e−mthr(s)ds+
e−mt

2m

∫ t′

t

emt
′
hr(s)ds

≤ |a||e−mt − e−mt′ |+ 1

2m
|e−mt − e−mt′|

∫ +∞

0

hr(s)ds

+
1

2m

∫ t′

t

hr(s)ds+
em(t′−t)

2m

∫ t′

t

hr(s)ds.

Puisque hr ∈ L1([0,+∞[) et la fonction exponentielle est continue, alors

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que t, t′ ∈ [0, tm] et |t− t′| < δ implique

|Tuk(t)− Tuk(t′)| < ε, (4.1.2)

et ceci pour tout k, et en effectuant les mêmes estimations pour Tu(t)−Tu(t′) on obtient

aussi :

|Tu(t)− Tu(t′)| < ε. (4.1.3)

Par conséquent, (4.1.2), (4.1.3) et la limite ponctuelle sur [0, tm] impliquent la convergence

uniforme sur [0, tm], ainsi l’application T : Q→ C([0,+∞[,R) est continue.
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

On montre maintenant que T est relativement compact dans C([0,+∞[,R). Pour

le faire, on montre que T (Q) est uniformément borné, équi-continue sur [0, tm] et équi-

convergent. On sait qu’il existe hr ∈ L1([0,+∞[) avec |f(s, u(s))| ≤ hr(s) pour p.p

s ∈ [0,+∞[ et |u| ≤ M0 < r. L’équi-continuité de T (Q) sur [0, tm], se fait de la même

manière que la démonstration de (4.1.2). De même, T (Q) est uniformément borné puisque

pour t ∈ [0, tm] et pour tout u ∈ Q on a :

|Tu(t)| ≤ |a|+ e−mt

2m

∫ t

0

e−mshr(s)ds+
e−mt

2m

∫ +∞

t

e−mshr(s)ds+
emt

2m

∫ +∞

t

e−mshr(s)ds

+
e−mt

2m

∫ t

0

emshr(s)ds

≤ |a|+ 1

2m

∫ t

0

hr(s)ds+
1

2m

∫ +∞

t

hr(s)ds+
1

2m

∫ +∞

t

hr(s)ds+
1

2m

∫ t

0

hr(s)ds

= |a|+ 1

m

∫ +∞

0

hr(s)ds.

T (Q) est équi-convergent puisque pour t ∈ [0,+∞[ et pour tout u ∈ Q on a :

lim
t→+∞

Tu(t) = 0 i.e ∀ε > 0, ∃t0 > 0, ∀t ≥ t0 ⇒ |Tu(t)| < ε. Donc :

0 ≤ sup
u∈Q
|Tu(t)| ≤ |a|e−mt +

e−mt

2m

∫ +∞

0

e−mshr(s)ds

+
emt

2m

∫ +∞

t

e−mshr(s)ds+
e−mt

2m

∫ t

0

emshr(s)ds

≤ |a|e−mt +
e−mt

2m

∫ +∞

0

hr(s)ds

+
emt

2m

∫ +∞

t

e−mshr(s)ds+
e−mt

2m

∫ t

0

emshr(s)ds

→ 0, lorsque t→ +∞ (d’après la condition (1)).

Alors ∀ε > 0,∃N > 0,∀t > N :

sup
u∈Q
|Tu(t)| < ε.

Donc T (Q) est relativement compact dans C([0,+∞[,R), ainsi T : Q → C([0,+∞[,R)

est compact.

On montre maintenant que la condition (i) du théorème 1.2.3 de Furi Pera est satis-

faite.
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

On prend une suite (uj, µj)j≥1 de ∂Q × [0, 1] qui converge vers (u, µ) avec u(t) =

µTu(t) et 0 ≤ µ < 1, on doit montrer que µjTuj ∈ Q pour tout j assez grand. Soit

u ∈ C([0,+∞[,R) avec |u(t)| ≤ r pour t ∈ [0,+∞[. Alors

|Tu(t)| ≤ |a|e−mt +
e−mt

2m

∫ +∞

0

e−mshr(s)ds

+
emt

2m

∫ +∞

t

e−mshr(s)ds+
e−mt

2m

∫ t

0

emshr(s)ds

≡ Ψr(t).

On a lim
t→+∞

Ψr(t) = 0. Ceci, ainsi que le fait que uj ∈ ∂Q impliquent qu’il existe a0 ≥ 0

avec |Tuj(t)| ≤M0 + 1 = r pour t ∈ [a0,+∞[ et j ∈ N\{0}.

Par conséquent

µjTuj(t) ≤ r, t ∈ [a0,+∞[ et j ∈ N\{0}. (4.1.4)

Etudions maintenant le cas t ∈ [0, a0]. Puisque T est équi-continue sur Q on a Tuj(t)→

Tu(t) uniformément sur [0, a0]. De plus, puisque µj → µ, hr ∈ L1([0,+∞[) et T (Q) est

borné dans C([0,+∞[,R) on a µjTuj(t)→ µTu(t) uniformément sur [0, a0], car

|µjTuj(t)− µTu(t)| = |µjae−mt + µj
e−mt

2m

∫ +∞

0

e−msf(s, uj(s))ds

−µj
emt

2m

∫ +∞

t

e−msf(s, uj(s))ds− µj
e−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, uj(s))ds

−µae−mt − µe
−mt

2m

∫ +∞

0

e−msf(s, u(s))ds

+µ
emt

2m

∫ +∞

t

e−msf(s, u(s))ds+ µ
e−mt

2m

∫ t

0

emsf(s, u(s))ds|

≤ |µj − µ||a|+ |µj − µ|
1

2m

∫ +∞

0

hr(s)ds+ |µj − µ|
1

2m

∫ t

0

hr(s)ds

+|µj − µ|
1

2m

∫ +∞

t

hr(s)ds

= |µj − µ|(|a|+
1

2m

∫ t

0

hr(s)ds+
1

2m

∫ +∞

0

hr(s)ds

+
1

2m

∫ +∞

t

hr(s)ds)

→ 0.

Ainsi il existe j0 ∈ N\{0} avec

|µjTuj(t)| ≤ |µTu(t)|+ 1, t ∈ [0, a0] pour j ≥ j0. (4.1.5)
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

Puisque, u(t) = µTu(t) alors

|µTu(t)| ≤M0,

donc (4.1.5) implique pour j ≥ j0

|µjTuj(t)| ≤M0 + 1 = r pour t ∈ [0, a0]. (4.1.6)

Donc (4.1.4) et (4.1.6) implique que µjT (uj) ∈ Q pour j ≥ j0.

Par conséquent toutes les conditions du théorème 1.2.3 sont satisfaites donc l’opérateur

T admet un point fixe u dans Q.

Et puisque −u′′(t) + m2u(t) = f(t, u(t)) ∈ L1([0,+∞[) alors u ∈ Cb([0,+∞[,R) ∩

W 2,1
loc ([0,+∞[,R).

4.1.1 Application

On considère le problème suivant : −u
′′(t) + u(t) = e−t

u2(t)+1
, p.p t ≥ 0,

u(0) = 0, lim
t→+∞

u(t) = 0.

Avec f(t, u(t)) = e−t

u2(t)+1
.

On applique les hypothèses du théorème 4.1.1 :

(1) est vérifiée puisque : |f(t, u(t))| ≤ e−t := hr(t) ∈ L1([0,+∞[) et

lim
t→+∞

e−t
∫ t

0

ese−sds = lim
t→+∞

e−t
∫ t

0

ds = lim
t→+∞

te−t = 0,

lim
t→+∞

et
∫ +∞

t

e−se−sds = lim
t→+∞

et
∫ +∞

t

e−2sds = lim
t→+∞

e−t

2
= 0.

(2) est vérifiée puisque :

Soit u solution du problème −u
′′(t) + u(t) = λ e−t

u2(t)+1
, p.p t ≥ 0, 0 ≤ λ < 1,

u(0) = 0, lim
t→+∞

u(t) = 0,
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4.1. Etude d’un problème sur la demi-droite réelle

alors

|u(t)| = |
∫ +∞

0

λG(t, s)f(s, u(s))ds| ≤
∫ +∞

0

|G(t, s)||f(s, u(s))|ds, car 0 ≤ λ < 1

≤
∫ +∞

0

e−sds, car |G(t, s)| ≤ 1

= 1.

Donc ∃M0 = 1 > 0, telle que |u(t)| ≤M0.
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4.2. Etude d’un problème aux limites posé sur R

4.2 Etude d’un problème aux limites posé sur R

On peut trouver les résultats de cette section dans [18].

On considère le problème suivant :
u′′(t)− cu′(t)− λu(t) = f(t, u(t)), −∞ < t < +∞

lim
|t|→+∞

u(t) = 0.
(4.2.1)

Avec c > 0, λ > 0 et f : R×R→ R une fonction continue qui satisfait lim
|t|→+∞

f(t, 0) = 0.

La fonction de Green associée au problème (4.2.1) est donnée par :

G(t, s) =
1

r1 − r2

 er1(t−s) si t ≤ s

er2(t−s) si t ≥ s
(4.2.2)

où

r1 =
c+
√
c2 + 4λ

2
> 0 et r2 =

c−
√
c2 + 4λ

2
< 0.

En effet, la solution générale de l’équation homogène associée à l’équation dans (4.2.1)

est

u(t) = a1e
r1t + a2e

r2t.

Ensuite, les conditions aux limites entrâınent que la seule solution du problème homogène

est u = 0. Soit donc

G(t, s) =

 a1(s)er1t + a2(s)er2t, −∞ < t ≤ s

b1(s)er1t + b2(s)er2t, s ≤ t < +∞.

En utilisant la continuité de G au point (s, s) on aura :

[a1(s)− b1(s)]er1s + [a2(s)− b2(s)]er2s = 0.

En posant c(s) = a1(s)− b1(s) et d(s) = a2(s)− b2(s), on trouve

c(s)er1s + d(s)er2s = 0. (4.2.3)

Comme ∂G
∂t

(s+, s) = r1a1(s)er1s + r2a2(s)er2s et ∂G
∂t

(s−, s) = r1b1(s)er1s + r2b2(s)er2s,

d’après la propriété (d) de la fonction de Green dans le théorème 1 (voir Annexe) on doit

avoir

r1c(s)e
r1s + r2d(s)er2s = 1. (4.2.4)
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4.2. Etude d’un problème aux limites posé sur R

De (4.2.3) et (4.2.4) on obtient c(s) = e−r1s

r1−r2 et d(s) = − e−r2s

r1−r2 . On a t 7−→ G(t, s) vérifie

les conditions aux bords dans (4.2.1) donne :

lim
t→−∞

G(t, s) = 0⇒ a2(s) = 0,

lim
t→+∞

G(t, s) = 0⇒ b1(s) = 0.

On trouve alors a2(s) = b1(s) = 0, et donc a1(s) = e−r1s

r1−r2 , b2(s) = e−r2s

r1−r2 , d’où le résultat.

Soit E = C0(R,R), muni de la norme

||u|| = sup
t∈R
|u(t)|.

Le résultat d’existence principal dans cette partie est le suivant.

Théorème 4.2.1 [18]. Soit G la fonction de Green définie par (4.2.2), on suppose que

les hypothèses suivantes sont vérifiées :

(1) ∃Ψ : [0,+∞[→ [0,+∞[ continue et croissante ;

(2) ∃q ∈ E strictement positive, continue telle que

|f(t, u(t))| ≤ q(t)Ψ(|u(t)|), ∀(t, u) ∈ R2;

(3) ∃M0 ∈ R+
∗ ,

αΨ(M0)
M0

≤ 1 avec α := sup
t∈R

∫ +∞
−∞ G(t, s)q(s)ds < +∞.

(4.2.5)

Alors le problème (4.2.1) admet une solution u ∈ E.

Démonstration. On va utiliser le théorème du point fixe de Schauder 1.2.2. Il est clair

que le problème (4.2.1) est équivalent à trouver une solution pour l’équation intégrale :

u(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds,

avec G(t, s) est la fonction de Green définie dans (4.2.2).

En fait

u(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds =

∫ t

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds+

∫ +∞

t

G(t, s)f(s, u(s))ds
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u′(t) = G(t, t)f(t, u(t)) +

∫ t

−∞

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds−G(t, t)f(t, u(t))

+

∫ +∞

t

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds

=

∫ t

−∞

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds+

∫ +∞

t

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds

=

∫ +∞

−∞

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds

u′′(t) =
∂

∂t
G(t, t−)f(t, u(t)) +

∫ t

−∞

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds− ∂

∂t
G(t, t+)f(t, u(t))

+

∫ +∞

t

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

= (
∂

∂t
G(t, t−)− ∂

∂t
G(t, t+))f(t, u(t)) +

∫ t

−∞

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

+

∫ +∞

t

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

= (
∂

∂t
G(t+, t)− ∂

∂t
G(t−, t))f(t, u(t)) +

∫ t

−∞

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

+

∫ +∞

t

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

= f(t, u(t)) +

∫ +∞

−∞

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds. D’après la proprietè (d) de

la fonction de Green (voir l’annexe).

Donc

u′′(t)− cu′(t)− λu(t) = f(t, u(t)) +

∫ +∞

−∞

∂2

∂t2
G(t, s)f(s, u(s))ds

−c
∫ +∞

−∞

∂

∂t
G(t, s)f(s, u(s))ds− λ

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds

=

∫ +∞

−∞
(
∂2

∂t2
G(t, s)− c ∂

∂t
G(t, s)− λG(t, s))f(s, u(s))ds.

+f(t, u(t))

= f(t, u(t)) puisque G(.,s) satisfait l’équation homogène.

On définie l’opérateur T : E → E par

Tu(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds.
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On recherche donc les points fixes pour l’opérateur T dans l’espace de Banach E. La

démonstration est partagée en quatre étapes.

Étape 1 : L’opérateur T est bien défini.

En effet, pour tout u ∈ E, on obtient, par l’hypothèse (4.2.5), les estimations suivantes :

|Tu(t)| ≤
∫ +∞

−∞
G(t, s)|f(s, u(s))|ds

≤
∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)Ψ(|u(s)|)ds

≤ Ψ(||u||)
∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)ds, ∀t ∈ R (car Ψ est croissante)

≤ αΨ(||u||) < +∞.

De plus, pour tout s ∈ R, G(+∞, s) = G(−∞, s) = 0, et alors, en prenant la limite

quand t → ±∞ dans l’expression de Tu(t), on obtient : Tu(+∞) = Tu(−∞) = 0. Par

conséquent, l’opérateur T : E → E est bien défini.

Étape 2 : L’opérateur T est continu

Soit (un)n ∈ E une suite convergente uniformément vers une certaine limite u0 sur

tout sous intervalle compact de R. Pour a > 0, on montre la convergence uniforme de

(Tun)n vers Tu0 sur l’intervalle [−a, a]. Pour t ∈ [−a, a], on a

Tun(t)− Tu0(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, un(s))ds−

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u0(s))ds

=

∫ +∞

−∞
G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s)]ds

=

∫ −b
−∞

G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s))]ds

+

∫ +b

−b
G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s))]ds

+

∫ +∞

+b

G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s))]ds

=

∫ −b
−∞

G(t, s)f(s, un(s))ds−
∫ −b
−∞

G(t, s)f(s, u0(s))ds

+

∫ +∞

+b

G(t, s)f(s, un(s))ds+

∫ +b

−b
G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s))]ds

−
∫ +∞

+b

G(t, s)f(s, u0(s))ds,
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donc

Tun(t)− Tu0(t) =

∫ +b

−b
G(t, s)[f(s, un(s))− f(s, u0(s))]ds

+

∫
R−[−b,+b]

G(t, s)f(s, un(s))ds−
∫
R−[−b,+b]

G(t, s)f(s, u0(s))ds.

De plus

|Tun(t)− Tu0(t)| ≤
∫ +b

−b
G(t, s)|f(s, un(s))− f(s, u0(s))|ds

+

∫
R−[−b,+b]

G(t, s)|f(s, u0(s))|ds+

∫
R−[−b,+b]

G(t, s)|f(s, un(s))|ds

≤ I1 + I2 + I3.

Soit ε > 0 et on choisit un certain b > a assez grand. Par la convergence uniforme de

la suite (un)n sur [−b, b] et la continuité de f , il existe un entier N = N(ε, b) tel que si

n ≥ N on a :

I1 := sup
t∈R

∫ +b

−b
G(t, s)|f(s, un(s))− f(s, u0(s))|ds < ε

2
,

puisque |f(s, un(s))− f(s, u0(s))| → 0 et |f(s, un(s))− f(s, u0(s))| ∈ L1[−b, b], on a aussi

I2 := sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)|f(s, u0(s))|ds

≤ sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)q(s)Ψ(|u(s)|)ds

≤ Ψ(||u||)sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)q(s)ds ≤ ε

4
,

(d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et la condition (3) dans

4.2.5). Enfin :

I3 := sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)|f(s, un(s))|ds

≤ sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)q(s)Ψ(|un(s)|)ds

≤ Ψ(||un||)sup
t∈R

∫
R−[−b,b]

G(t, s)q(s)ds

≤ ε

4
, (d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue).
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Ceci prouve la convergence uniforme de la suite (Tun)n vers la limite Tu0 sur l’inter-

valle [−a, a].

Étape 3 : Pour tout M > 0, l’ensemble {Tu, ||u|| ≤ M} est relativement compact

dans E.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzéla, il suffit de montrer que toutes les fonctions de

cet ensemble sont équi-continues sur chaque sous intervalle [−a, a] et que cet ensemble est

borné i.e (il existe une fonction γ ∈ E tels que pour tout t ∈ R, |Tu(t)| ≤ γ(t)).

Soit t1, t2 ∈ [−a, a]; on a successivement les estimations :

|Tu(t1)− Tu(t2)| ≤
∫ +∞

−∞
|G(t2, s)−G(t1, s)||f(s, u(s))|ds

≤
∫ +∞

−∞
|G(t2, s)−G(t1, s)|q(s)Ψ(|u(s)|)ds

≤ Ψ(M)

∫ +∞

−∞
|G(t2, s)−G(t1, s)|q(s)ds.

Par la continuité de la fonction de Green G, le second membre de cette inégalité tend vers

0, quand t2 → t1, d’où l’équicontinuité de l’ensemble {Tu, ||u|| ≤M}.

Soit maintenant, t ∈ R :

|Tu(t)| ≤
∫ +∞

−∞
G(t, s)|f(s, u(s))|ds

≤
∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)Ψ(|u(s)|)ds

≤ Ψ(M)

∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)ds := γ(t), ∀t ∈ R.

On a γ ∈ E. En effet, γ est continue gràce à la continuité de la fonction de Green, la

fonction q et Ψ. De plus

lim
t→±∞

γ(t) = 0, puisque G(±∞, s) = 0.

Étape 4 :Il existe R > 0 tels que T (B(0, R)) ⊂ B(0, R).

D’après l’hypothèse (4.2.5), on sait que ∃M0 ∈ R+
∗ tel que αΨ(M0)

M0
≤ 1.
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Si ||u|| ≤M0, alors

||Tu(t)|| ≤ sup
t∈R

∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)Ψ(|u(s)|)ds

≤ αΨ(M0)

≤ M0,

donc : Tu ∈ B(0,M0). Il suffit de prendre R = M0.

Par conséquent toutes les hypothèses du théorème 1.2.2 sont satisfaites donc l’opérateur

T admet un point fixe u dans E.

4.2.1 Application

On considère le problème suivant :
u′′(t)− u′(t)− 2u(t) = f(t, u(t)), −∞ < t < +∞

lim
|t|→+∞

u(t) = 0.
(4.2.6)

Avec f(t, u(t)) = e−t

t2+1

√
|u(t)|+1

u2(t)+1
= g(t)h(u(t)), telle que |g(t)| ≤ 1

t2+1
:= q(t) et |h(u(t))| ≤√

|u(t)|+ 1 := Ψ(|u(t)|). La fonction de Green associée au problème (4.2.6) est définie

par :

G(t, s) =
1

3

 e2(t−s) si t ≤ s

e−(t−s) si t ≥ s

≤ 1

3
,

alors on a :

α = sup
t∈R

∫ +∞

−∞
G(t, s)q(s)ds

≤ 1

3

∫ +∞

−∞

1

(t2 + 1)
dt

=
π

3
< +∞.

De plus ∃M0 ∈ R+
∗ , tels que π

3

√
M0 + 1 ≤ M0 i.e αΨ(M0) ≤ π

3
Ψ(M0) ≤ M0 et ainsi les

hypothèses (4.2.5) sont satisfaits. Donc le problème (4.2.6) admet une solution qui s’écrit
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sous la forme :

u(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, u(s))ds.
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CHAPITRE

5 Etude d’un problème

implicite sur [0,+∞[

Dans ce chapitre, on va essayer de montrer un résultat d’existence pour le problème

aux limites implicite du second ordre suivant : u′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)), t ∈ I = [0,+∞[

u(0) = lim
t→+∞

u′(t) = 0,
(5.0.1)

avec f est continue et vérifiée les hypothèses suivantes :

(H1)



|f(t, u(t), v(t), w(t))| ≤ a1(t)|u(t)|α1 + a2(t)|v(t)|α2 + a3(t)|w(t)|α3 + a4(t),

∀(t, u, v, w) ∈ I × R3, avec 0 < α1, α2, α3 < 1 et ai sont des fonctions

continues et positives satisfaisant :

Ai :=
∫ +∞

0
(
∫ +∞
s

ai(τ)dτ)ds < +∞; Bi :=
∫ +∞
t

ai(s)ds < +∞

et Ci := sup
t∈I

ai(t) < +∞.

(H2)

 |f(t2, u1(t2), v2(t2), w2(t2))− f(t1, u1(t1), v1(t1), w1(t1))| → 0 uniformément

quand t1 → t2, ∀ u1, u2, v1, v2, w1, w2 avec u1 → u2, v1 → v2, w1 → w2.

(H3)

 |f(t1, u1(t1), v1(t1), w1(t1))− f(+∞, u2(t2), 0, w2(t2))| → 0 uniformément

quand t1 → +∞, ∀u1, u2, v1, w1, w2 avec : u1 → u2, v1 → 0, w1 → w2.

Lemme 5.0.1 [11] Soit h ∈ L1(I), alors u ∈ C2(I) est une solution du problème −u
′′(t) = h(t), t ∈ I

u(0) = lim
t→+∞

u′(t) = 0,
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si et seulement si

u(t) =

∫ t

0

(

∫ +∞

s

h(τ)dτ)ds.

Théorème 5.0.2 Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3) le problème (5.0.1) a une solution

u ∈ C2([0,+∞[).

Démonstration. SoitX = {u ∈ C2([0,+∞[), lim
t→+∞

u(t) existe, lim
t→+∞

u′(t) = 0 et lim
t→+∞

u′′(t)

existe}, muni de la norme

‖u‖ = max{‖u‖∞ , ‖u
′‖∞ , ‖u

′′‖∞}.

Considérons l’opérateur

T : X −→ X

u 7−→ Tu.

Où

Tu(t) =

∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds.

• T est bien défini

|Tu(t)| = |
∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds|

≤
∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

|f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))|dτ)ds

≤
∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

(a1(τ)|u(τ)|α1 + a2(τ)|u′(τ)|α2 + a3(τ)|u′′(τ)|α3 + a4(τ))dτ)ds

≤ sup
t∈I
|u(t)|α1

∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

a1(τ)dτ)ds+ sup
t∈I
|u′(t)|α2

∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

a2(τ)dτ)ds

+sup
t∈I
|u′′(t)|α3

∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

a3(τ)dτ)ds+

∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

a4(τ)dτ)ds.

≤ A1 ‖u‖α1 + A2 ‖u‖α2 + A3 ‖u‖α3 + A4 < +∞.
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|(Tu)′(t)| = | ∂
∂t

[

∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds]|

= |
∫ +∞

t

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ |

≤
∫ +∞

t

|f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))|dτ

≤
∫ +∞

t

[a1(τ)|u(τ)|α1 + a2(τ)|u′(τ)|α2 + a3(τ)|u′′(τ)|α3 + a4(τ)]dτ

≤ sup
t∈I
|u(t)|α1

∫ +∞

t

a1(τ)dτ + sup
t∈I
|u′(t)|α2

∫ +∞

t

a2(τ)dτ

+sup
t∈I
|u′′(t)|α3

∫ +∞

t

a3(τ)dτ +

∫ +∞

t

a4(τ)dτ

≤ B1 ‖u‖α1 +B2 ‖u‖α2 +B3 ‖u‖α3 +B4 < +∞.

|(Tu)′′(t)| = | ∂
∂t

∫ +∞

t

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ |

= |f(t, u(t), u′(t), u′′(t))|

≤ a1(t)|u(t)|α1 + a2(t)|u′(t)|α2 + a3(t)|u′′(t)|α3 + a4(t)

≤ sup
t∈I
|u(t)|α1a1(t) + sup

t∈I
|u′(t)|α2a2(t) + sup

t∈I
|u′′(t)|α3a3(t) + a4(t)

≤ C1 ‖u‖α1 + C2 ‖u‖α2 + C3 ‖u‖α3 + C4 < +∞.

Et d’après l’hypothèse (H1) on a
lim
t→+∞

Tu(t) existe

lim
t→+∞

(Tu)′(t) = lim
t→+∞

∫ +∞
t

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ = 0

lim
t→+∞

(Tu)′′(t) existe.

Donc Tu ∈ X. Soit u ∈ B telle que B = {u ∈ X : ||u|| < R} ,

|Tu(t)| = |
∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds|

≤
∫ +∞

0

(

∫ +∞

s

|f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))|dτ)ds

≤ A1 ‖u‖α1 + A2 ‖u‖α2 + A3 ‖u‖α3 + A4

≤ A1R
α1 + A2R

α2 + A3R
α3 + A4

≤ R(A1 + A2 + A3) + A4 < +∞.
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Car R est assez grand et αi < 1.

|(Tu)′(t)| = | ∂
∂t

[

∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds]|

= |
∫ +∞

t

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ |

≤ B1 ‖u‖α1 +B2 ‖u‖α2 +B3 ‖u‖α3 +B4

≤ B1R
α1 +B2R

α2 +B3R
α3 +B4

≤ R(B1 +B2 +B3) +B4 < +∞.

|(Tu)′′(t)| = | ∂
∂t

∫ +∞

t

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ |

= |f(t, u(t), u′(t), u′′(t))|

≤ C1 ‖u‖α1 + C2 ‖u‖α2 + C3 ‖u‖α3 + C4

≤ C1R
α1 + C2R

α2 + C3R
α3 + C4

≤ R(C1 + C2 + C3) + C4 < +∞.

Donc T (B) ⊂ B.

• T est équi-continu. Soit t1 < t2 < +∞ :

|Tu(t2)− Tu(t1)| = |
∫ t2

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds

−
∫ t1

0

(

∫ +∞

s

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ)ds|

≤
∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

|f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))|dτ)ds

≤
∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a1(τ)|u(τ)|α1 + a2(τ)|u′(τ)|α2ds

+a3(τ)|u′′(τ)|α3dτ)ds+

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a4(τ)dτ)ds
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donc

|Tu(t2)− Tu(t1)| ≤ sup
t∈I
|u(t)|α1

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a1(τ)dτ)ds

+sup
t∈I
|u′(t)|α2

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a2(τ)dτ)ds

+sup
t∈I
|u′′(t)|α3

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a3(τ)dτ)ds+

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a4(τ)dτ)ds

≤
3∑
i=1

||u||αi
∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

ai(τ)dτ)ds+

∫ t2

t1

(

∫ +∞

s

a4(τ)dτ)ds

→ 0, quand t2 → t1 car Ai < +∞.

|(Tu)′(t2)− (Tu)′(t1)| = |
∫ +∞

t1

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ

−
∫ +∞

t2

f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))dτ |

≤
∫ t2

t1

|f(τ, u(τ), u′(τ), u′′(τ))|dτ

≤
∫ t2

t1

[a1(τ)|u(τ)|α1 + a2(τ)|u′(τ)|α2 + a3(τ)|u′′(τ)|α3

+a4(τ)]dτ

≤ sup
t∈I
|u(t)|α1

∫ t2

t1

a1(τ)dτ + sup
t∈I
|u′(t)|α2

∫ t2

t1

a2(τ)dτ

+sup
t∈I
|u′′(t)|α3

∫ t2

t1

a3(τ)dτ +

∫ t2

t1

a4(τ)dτ

≤
3∑
i=1

‖u‖αi
∫ t2

t1

ai(τ)dτ +

∫ t2

t1

a4(τ)dτ

→ 0, quand t2 → t1 car Bi < +∞.

|(Tu)′′(t2)− (Tu)′′(t1)| = |f(t2, u(t2), u′(t2), u′′(t2))− f(t1, u(t1), u′(t1), u′′(t1))|

→ 0 d’après (H2).
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5. Etude d’un problème implicite sur [0,+∞[

• T est compact : Soit (un)n une suite bornée dans C2([0,+∞[) i.e ∃M : ‖un‖ < M .

Puisque T est borné, T (un) est aussi bornée dans C2([0,+∞[), et on a :

|(Tun)′(t)| = | ∂
∂t

[

∫ t

0

(

∫ +∞

s

f(τ, un(τ), u′n(τ), u′′n(τ))dτ)ds]|

= |
∫ +∞

t

f(τ, un(τ), u′n(τ), u′′n(τ))dτ |

≤
∫ +∞

t

|f(τ, un(τ), u′n(τ), u′′n(τ))|dτ

≤
∫ +∞

t

[a1(τ)|un(τ)|α1 + a2(τ)|u′n(τ)|α2 + a3(τ)|u′′n(τ)|α3 + a4(τ)]dτ

≤
3∑
i=1

Mαi

∫ +∞

t

ai(τ)dτ +

∫ +∞

t

a4(τ)dτ < +∞.

|(Tun)′′(t)| = | ∂
∂t

[

∫ +∞

t

f(τ, un(τ), u′n(τ), u′′n(τ))dτ ]|

= |f(t, un(t), u′n(t), u′′n(t))|

≤ a1(t)|un(t)|α1 + a2(t)|u′n(t)|α2 + a3(t)|u′′n(t)|α3 + a4(t)

≤
3∑
i=1

Mαisup
t∈I

ai(t) + sup
t∈I

a4(t) < +∞.

• équi-convergence :

0 ≤ sup
u∈X
|(Tu)′′(t)− lim

t→+∞
(Tu)′′(t)|

= sup
u∈X
|f(t, u(t), u′(t), u′′(t))− f(+∞, u(t), 0, u′′(t))|.

→ 0 d’après (H3).

On montre que :

sup
u∈X
|(Tu)(t)− lim

t→+∞
(Tu)(t)| → 0

et

sup
u∈X
|(Tu)′(t)− lim

t→+∞
(Tu)′(t)| → 0.

De plus T (un) est bornée dans C2([0,+∞[), donc T (un) est relativement compact

dans C1([0,+∞[) et d’après le théorème du point fixe de Schauder T admet un

point fixe dans C1([0,+∞[).
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Fonction de Green

On peut trouver les résultats de cette section dans [31].

Existence et unicité de la fonction de Green

Considérons les équations de Sturm Liouville linéaires sur un intervalle ]a, b[ de R

(H) : (pu′)′ + qu = 0, (NH) : (pu′)′ + qu = f,

associées aux conditions aux bords :

(CB)h :

 a1u(a) + a2u
′(a) = 0,

b1u(b) + b2u
′(b) = 0,

(CB)nh :

 a1u(a) + a2u
′(a) = γ,

b1u(b) + b2u
′(b) = δ,

où γ, δ, a1, a2, b1, b2 sont des constantes réelles telles que |a1|+ |a2| 6= 0 et |b1|+ |b2| 6= 0.

Théorème 1. On suppose que le problème (H) − (CB)h admet une solution unique

triviale nulle, alors il existe une et une seule fonction G (dite de Green), telle que pour

toute fonction f , la solution u du problème (NH) − (CB)h s’écrit d’une façon unique

sous la forme :

u(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds.

De plus, G vérifie les propriétés suivantes :

a. G est continue sur [a, b]2;
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b. G est symétrique ;

c. ∂G
∂t

(t, s) est continue pour t 6= s;

d. ∂G
∂t

(u+, u)− ∂G
∂t

(u−, u) = 1
p(u)

pour tout u ∈ [a, b];

e. la fonction partielle t→ G(t, s) est solution de l’équation (H) pour tout t 6= s;

f. la fonction partielle t→ G(t, s) vérifie les conditions (CB)h pour tout s ∈ [a, b].

Et pour la résolution du problème (NH)− (CB)nh, on a les deux théorèmes suivants :

Théorème 2. Supposons que le problème (H) − (CB)h admet une solution unique

triviale nulle, et soit G la fonction de Green associée.

On désigne par Ψ1 et Ψ2 les solutions respectives des problèmes :
(H),

a1Ψ1(a) + a2Ψ′1(a) = 1,

b1Ψ1(b) + b2Ψ′1(b) = 0,

et 
(H),

a1Ψ2(a) + a2Ψ′2(a) = 0,

b1Ψ2(b) + b2Ψ′2(b) = 1,

alors le problème non homogène (NH) − (CB)nh admet une unique solution qui s’écrit

sous la forme :

u(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds+ γΨ1 + δΨ2.

Théorème 3. On Suppose que le problème (H) − (CB)h admet une solution non

triviale ϕ0, alors le problème non homogène (NH) − (CB)h admet une solution si et

seulement si
∫ b
a
f(t)ϕ0(t)dt = 0.

Dans ce cas, il existe une fonction G continue (dite fonction de Green généralisée),

telle qu’une solution du problème (H)− (CB)h s’écrit sous la forme :

u1(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds,

et toute autre solution s’écrit :

u(t) = u1(t) + kϕ0(t), k ∈ R.

De plus G vérifie les conditions a, b, c, d et
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g. la fonction partielle g : t→ G(t, s) est solution de l’équation (pg′)′+qg = −ϕ0(t)ϕ0(s)

pour tout t, t 6= s;

h.
∫ b
a
G(t, s)ϕ0(s)ds = 0.

Alternative de Fredholm

On considère le problème du second ordre non homogène suivant :

(P ) :


(NH) : u′′ + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t),

(CB)NH :

 α1u(a) + α2u
′(a) = γ,

β1u(b) + β2u
′(b) = δ,

où p, q, f ∈ C([a, b]), αi, βi ∈ R, i = 1, 2, |a1|+ |a2| 6= 0 et |b1|+ |b2| 6= 0.

Théorème 4. On a l’altenative : le problème homogène associé à (P ) soit n’admet

aucune solution non triviale (auquel cas (P ) admet une unique solution), soit il admet

une solution non triviale (auquel cas (P ) a une solution si et seulement si f vérifie n

conditions d’orthogonalité).

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 5. [12] Soit (fn)n une suite de fonctions appartenant à L1(Ω) avec Ω ⊂ Rn.

On suppose que :

1. fn → f p. p sur Ω,

2. il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que : ∀n, |fn(t)| ≤ g(t) p. p t ∈ Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Théorème du point fixe de Brouwer, 1912

Théorème 6. Soit C un compact, convexe non vide de Rn et f : C → C une

application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C. En particulier, pour

C = B, la boule unité fermée de Rn.
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Démonstration. Démontrons ce théorème dans le cas où C = B(0, R), R > 0.

• Si f(x0) = x0, pour x0 ∈ ∂C, alors le théorème est démontré.

• Sinon, f(x) 6= x, ∀x ∈ ∂C. Dans ce cas, on considère la déformation continue

ft(x) = x− tf(x).

Pour t ∈ [0, 1[ et x ∈ ∂C, on a :

‖ft(x)‖ = ||x− tf(x)||

≥ |‖x‖ − t‖f(x)‖|

≥ |R− t‖f(x)‖|

≥ (1− t)R

> 0,

car : ∀x ∈ B(0, R), f(x) ∈ B(0, R) ⇒ ‖f(x)‖ ≤ R. Donc, ft(x) 6= 0, ∀x ∈ ∂C, d’où

y0 = 0 /∈ ft(∂C).

Le degré Deg(Id − tf, C̊, 0) est donc bien défini et vaut, par homotopie,

Deg(f1, C̊, 0) = Deg(Id − f, C̊, 0) = Deg(f0, C̊, 0) = Deg(Id, C̊, 0) = 1.

Alors f admet au moins un point fixe sur C.

Remarque Ce théorème a une extention en dimension infinie, le théorème du point

fixe de Schauder.

Théorème du point fixe de Schauder

Proposition 1. Soit B la boule unité ouverte d’un espace vectoriel normé X. Alors

on a les équivalences suivantes :

dimX < +∞⇔ toute application continue f : B → B admet au moins un point fixe,

⇔ la boule unité fermée B est compacte,

⇔ la frontière ∂B est compacte,

⇔ de toute suite de B , on peut extraire une sous-suite convergente.
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Théorème 7. (Schauder, 1930) Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une

partie non vide de E, convexe, fermée et bornée. Si K est une application compacte de

C dans C, alors K admet au moins un point fixe dans C.

Démonstration. La preuve classique du théorème du point fixe de Schauder est

probablement celle qui consiste à se ramener au théorème du point fixe de Brouwer en

utilisant le fait qu’une application compacte en dimension infinie est approchable par des

applications continues de rangs finis. Elle se fait en deux étapes ;

1ère étape : C = B(0, R), R > 0 (une boule fermée centrée en 0 de rayon R).

• S’il existe x0 ∈ ∂C : K(x0) = x0, alors il n’y a rien à démonter.

• Sinon ∀x ∈ ∂C, K(x) 6= x. Dans ce cas, on considère la déformation compacte

Kt = Id − tK,

où t ∈ [0, 1]. S’il existe x ∈ ∂C : tK(x) = x, alors R = ||x|| = ||tK(x)|| = t||K(x)|| ≤ tR,

car K(x) ∈ B(0, R), ∀x ∈ B(0, R). Donc : t ≥ 1, et comme t ∈ [0, 1], alors t = 1 et

K(x) = x ce qui contredit le fait que K(x) 6= x sur ∂C. Par conséquent, ∀t ∈ [0, 1],

∀x ∈ ∂C, on a :

tK(x) 6= x⇒ x− tK(x) 6= 0

⇒ y0 = 0 /∈ Kt(∂C).

D’où le degré Deg(Kt, C̊, 0) est bien défini et vaut, par homotopie,

Deg(K1, C̊, 0) = Deg(Id −K, C̊, 0) = Deg(K0, C̊, 0) = Deg(Id, C̊, 0) = 1.

Alors, ∃x ∈ C̊ tel que (Id−K)(x) = 0⇒ K(x) = x. D’où l’existence d’au moins un point

fixe K dans C.

2ème étape : C est un convexe, fermé, borné, non vide. On considère l’application

continue r : B → C telle que C soit contenu dans B. Soit le diagramme B
r→ C

K→ B et

r(x) = x, ∀x ∈ C. L’application K ◦ r est compacte car K est compacte et r est continue.

D’après la première étape, K ◦ r admet un point fixe x0 ∈ B, i.e x0 = (K ◦ r)(x0). Or,

r(x0) ∈ C et par hypothèse, K(C) ⊂ C, alors K(r(x0)) ∈ C et donc x0 ∈ C.
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Théorème 8. (Schaefer) Soit X un espace de Banach et f : X → X une application

compacte, alors ou bien pour chaque t ∈ [0, 1] l’équation x = tf(x) a une solution, ou

bien l’ensemble S = {x ∈ X : x = tf(x), 0 < t < 1} n’est pas borné.

Corollaire (Alternative non-linéaire) Soit Ω un ouvert borné d’un espace de Ba-

nach X et f : Ω −→ X une application compacte. Alors,

(i) f a un point fixe dans Ω, où bien

(ii) ∃ x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, 1], tels que x = tf(x).

Démonstration. Si la condition (ii) n’est pas vérifie, alors

∀x ∈ ∂Ω, ∀t ∈ [0, 1], (I − tf)(x) 6= 0.

Ceci implique que le degré Deg(I − tf,Ω, 0) est bien défini et vaut, par homotopie,

Deg(I,Ω, 0) = 1.

Donc, si t = 1, on obtient, f a un point fixe dans Ω.

Théorème 9. (Tychonoff, 1935) Soit X un espace localement convexe, C une partie

non vide de X, convexe, fermée et bornée. Si f est une application continue de X dans

X. Alors f admet un point fixe.

Démonstration. (voir ([22], Th.(1.10),P 147)

Critères de compacité sur des intervalles non-bornés

Soit θ > r1 un paramètre réel et on considère l’espace

X = C1
∞([0,+∞[,R) = {u ∈ C1([0,+∞[,R) : lim

t→+∞

u(t)

eθt
et lim

t→+∞

u′(t)

eθt
existent},

muni de la norme :

‖u‖θ = max{‖u‖1 , ‖u‖2}.

Où

‖u‖1 = sup
t∈[0,+∞[

|u(t)|
eθt

et ‖u‖2 = sup
t∈[0,+∞[

|u′(t)|
eθt

.
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Lemme 1. X = C1
∞ est un espace de Banach.

Démonstration. Soit {un} ⊆ X une suite de Cauchy, alors{
vn : vn(t) =

un(t)

eθt

}
et

{
wn : wn(t) =

u′n(t)

eθt

}
sont des suites de Cauchy dans l’espace de Banach Cl ; ainsi ils existent (v0, w0) ∈ Cl tels

que lim
n→+∞

‖vn − v0‖l = 0 et lim
n→+∞

‖wn − w0‖l = 0. Soit u0(t) = v0(t)eθt, t ∈ R+. Sur

chaque intervalle compact [0, T ], {un} converge uniformément à u0 et {u′n} converge vers

la fonction t → w0(t)eθt. Alors u0 est différentiable sur [0, T ] et u′0(t) = w0(t)eθt pour

t ∈ [0, T ]. Il suit que u0 est différentiable sur R+ et u′0(t) = w0(t)eθt,∀t ≥ 0. Finalement,

lim
n→+∞

‖un − u0‖θ = 0 = lim
n→+∞

max{‖vn − v0‖l , ‖wn − w0‖l} = 0, d’où le résultat.

De la proposition 1.3.2, nous déduisons

Proposition 2. Soit M ⊆ C1
∞([0,∞[,R). Alors M est relativement compact en

C1
∞([0,∞[,R) si les conditions suivantes ont lieu :

(a) M est uniformément borné en C1
∞([0,∞[,R).

(b) Les fonctions appartenant aux ensembles

A = {v : v(t) =
u(t)

eθt
, u ∈M} et B = {w : w(t) =

u′(t)

eθt
, u ∈M},

sont équi-continues sur tout intervalle compact de R+.

(c) Les fonctions de A et de B sont équi-convergentes à +∞.

Démonstration. Puisque l’ensemble A satisfait les conditions de la proposition 1.3.2

il existe une suite {vn}n≥1 ⊆ A et une limite v0 ∈ Cl tels que lim
n→+∞

‖vn − v0‖l = 0.

Soit {un}n≥1 ⊂ M et vn(t) = e−θtun(t), n ≥ 1, on considère l’ensemble Bn = {wn :

wn(t) = u′n(t)
eθt

, t ∈ R+}. Encore, de la proposition 1.3.2, il existe une sous-suite {wnj} ⊆

{wn} et w0 ∈ Cl tels que lim
j→+∞

∥∥wnj − w0

∥∥
l

= 0. De plus, pour tout T > 0, {unj}

converge uniformément à u0 sur [0, T ] et u′nj converge uniformément à la fonction t →

w0(t)eθt sur [0, T ]. Par conséquent u0 est différentiable sur [0, T ] et u′0(t) = w0(t)eθt.

Puisque T est arbitraire, il suit que u0 est différentiable sur R+ et que u′0(t) = w0(t)eθt,

∀t ≥ 0. Finalement, lim
j→+∞

∥∥unj − u0

∥∥
θ

= lim
j→+∞

max{
∥∥vnj − v0

∥∥
l
,
∥∥wnj − w0

∥∥
l
} = 0. Par

conséquent, la suite {unj} ⊆M est convergente, d’où le résultat.
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Critère de compacité de Zima

Soit p : I → I une fonction continue sur I = ]0,+∞[ . On désigne par X l’espace de

Banach défini par

X =

{
u ∈ C(I) : sup

t∈I
|u(t)| p(t) < +∞

}
,

muni de la norme de type Bieleck’s suivante :

‖u‖p = sup
t∈I
|u(t)| p(t) < +∞.

Finalement, donnons la définition suivante :

Définition. Un ensemble de fonctions u ∈ Ω ⊂ X est dit presque équi-continu, s’il l’est

aussi sur tout intervalle [0, T ], 0 < T < +∞.

Lemme 2. [38], [39] Si la fonction u ∈ Ω est complètement équi-continue sur I = ]0,+∞[

et uniformément bornée au sens de la norme ‖.‖q telle que q ∈ C(I, I) vérifiant

lim
t→+∞

p(t)

q(t)
= 0.

Alors, Ω est relativement compact dans X.

Critère de compacité dans les espaces Lp

Nous notons par le même symbole un élement de Lp(Rn) et un de ses représentants.

Pour f ∈ Lp(Rn) et h ∈ Rn, on note τh(f) la classe de la fonction u : Rn → f(u− h). La

norme d’un élément f ∈ Lp(Rn) est notée par ‖f‖p .

Une norme sur Rn étant fixée, on note Br la boule fermée centrée à l’origine et de

rayon r.

Théorème 10. (Fréchet-Kolmogorov) [35, p.275] Soit 1 ≤ p < +∞, un sous ensemble A

de Lp(R) est relativement compact si et seulement si

(i) A est bornée.

(ii) lim
h→0
‖τh(u)− u‖p = 0 uniformément sur A. En d’autres termes, pour chaque réel

ε > 0, il existe un réel r > 0, tels que tout u ∈ A et tout h ∈ R satisfaisant |h| ≤ r,

on a ‖τh(u)− u‖p ≤ ε.
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(iii) lim
R→+∞

∫
{t∈R:|t|≥R} |u(t)|p dt = 0, uniformément sur A. En d’autres termes, pour chaque

ε > 0, il existe un réel R′ > 0, tels que pour chaque u ∈ A et chaque R ≥ R′, on a∫
{t∈R:|t|≥R}

|u(t)|p dt ≤ ε.
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré à l’étude de quelques équations différentielles ordinaires du

second ordre de la forme u′′(t) = f(t, u(t)), u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)), −u′′(t) + m2u(t) =

f(t, u(t)), u′′(t) − cu′(t) − λu(t) = f(t, u(t)) et u′′(t) = f(t, u(t), u′(t), u′′(t)) avec des

conditions aux bords de type Dirichlet et Neumann sur les intervalles [a, b], [0,+∞[ et R.

Nous avons présenté quelques résultats d’existence et d’unicité de solutions sous diffé-

rentes conditions sur la non-linéarité.

Pour la compacité d’opérateur, nous avons utilisé le théorème d’Ascoli-Arzéla sur des

intervalles bornés ainsi que le critère de Corduneanu sur des intervalles non bornés.

Pour nous assurer que la solution peut être prolongée à [0,+∞[, nous avons employé

une méthode d’approximation ou un processus de diagonalisation.

Nous espérons que ce mémoire aidera le lecteur interessé a approfondir ses connais-

sances et à avoir la bonne méthode pour traiter les problèmes aux limites sur les domaines

non bornés.
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