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Introduction

Introduction générale

A Torigine, I'objectif de ce travail était de faire le point sur les méthodes utilisées dans
la littérature pour étudier les conditions de ressemblance des solutions d’une équation dif-
férentielle ordinaire a celles de sa discrétisée. Rapidement, s’est posée une premiére question

: Comment discrétiser? La réponse de novice que nous étions nous suggérait la méthode

" n

naturelle " consistant & approximer la dérivée intervenant dans I’équation différentielle

considérée par

de _z(t+h)—x(t)
dt h

Cette méthode est celle utilisée par exemple dans la méthode classique d’Euler, en analyse

(0.1)

numérique. Cependant, & la lecture de certains articles du domaine ([1, 5, 9, 13, 4]), on
a rapidement constaté que la méthode utilisée pour discrétiser une équation différentielle,

consistait & écrire

dz
i z(n+1) —xz(n) (0.2)
si bien que I’équation ;
) (03)
devient
z(n+1)—z(n) = f(n,z(n)) (0.4)

On s’est alors posé la question de savoir si c’est parceque les solutions des deux équations

" ressemblaient ". A partir de 14, ressortait la nécéssité de lire le calcul aux différences.

se

Ce travail est composé de deux parties principales. La premiére rend compte dans
une certaine mesure de la lecture sur les équations aux différences ([1, 5, 9, 13, 4]). La
deuxiéme, expose certaines méthodes actuellement utilisées dans ’étude de 'existence de
solutions homoclines ([3, 6, 10, 11, 8]) avec ou sans discrétisation. On rappelle qu'une
solution homocline est une solution tendant vers un point fixe, aussi bien quand n tend vers
plus ou moins l'infini.

Le fait que la modélisation de la plupart des phénoménes naturels passe par des mesures
de temps discretes suffit a lui seul & justifier 'interét qu’on a porté a la lecture des équa-
tions aux différences. Si on ajoute la premiére question posée dans cette introduction, on

comprend la place résérvée dans ce travail aux équations aux différences. Dans le calcul aux

différences, on commence par définir sur ’espace des suites réelles, un opérateur en posant

A(z(n)) =x(n+1) — z(n) (0.5)
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et donc 'équation discrétisée associée a (0.3) s’écrit,

A(z(n)) = f(n,z(n)) (0.6)

Pour peu qu’on imagine A comme étant 'opérateur de dérivation classique, I’équation précé-
dente rappelle une équation différentielle. On retrouve alors avec cette notation, des " équiv-
alents " des propriétés élémentaires du calcul différentiel classique, en discret. On peut citer,
celles congernant la dérivée du produit des fonctions, d’un rapport de deux fonctions, la for-
mule d’intégration par parties, la dérivée d’un polynoéme, la formule de Taylor, 'inégalité de
Gronwall-Bellman... Cela est déja une bonne raison " d’accepter " le type de discrétisation
rencontré dans la littérature. Cependant, il y’a beaucoup plus que cela: Toute une théorie
paralléle, sur les équations aux différences linéaires scalaires ou non, sur les systémes aux
différences linéaires périodiques ou non ( théorie de Floquet , Cosartien, matrice fondamen-
tale, structure algébrique de 'espace des solutions ...), sur la stabilité avec les fonctions de
Lyapounov ou autres techniques, sur les transformées de Laplace et leur utilisation dans la
résolution d’équations aux différences linéaires, sur le théoréeme de premiére approximation
( théoréme de Hartmann ) ou encore sur la classification de Poincaré des systémes discrets
linéaires du plan.

Dans la deuxiéme partie, on étudie en détails trois articles ( choisis pour leur perti-
nence, leur actualité et la rareté de travaux de recherche dans le domaine des solutions
homoclines d’un systéme dynamique discret) trés récents consacrés respectivement, pour les
deux premiers au probléme d’existence de solutions homoclines d’une équation hamiltoni-
enne discréte et pour le troisieme a ’approximation de la solution homocline d’une équation
différentielle ordinaire. Rappelons q’un point homocline est dégénéré dans la classification
de Poincaré et qu’en outre, il n’est pas simple de donner une caractérisation mathématique
d’une solution homocline, traduisible en algorithme.

Dans les deux premiers articles, Manjun ma et Zhiming Guo ([10, 11]) étudient I’existence

de solutions homoclines pour I’équation
Alp(t)Au(t — 1)] + q(t)u(t) = f(t,u(t),t € Z (0.7)

ou p, q et f sont considérées dans un premier temps, 7'—périodiques en t et tel que

lim—f(t’x) =0
x—0 X
Cette équation est la discrétisée de
() (1)) +a@a(t) = (o).t € R (0.8)
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Utilisant les techniques d’analyse fonctionnelle, ces deux auteurs ont construit une fonc-
tionelle ( inspirée par la forme de 1’équation (0.7)), et montrent ( en utilisant le mountain
pass theorem ) que celle-ci admet un point critique qui est en fait une solution homocline
non triviale de ’équation (0.7). Dans un deuxiéme temps, ces mémes auteurs remplacent
I’hypothése de périodicité entre autres, par le fait que,

1)

x—0 €T

= 0, uniformément par rapport a ¢

11 font alors appel au théoréeme de Banach-Steinhaus ([12]) toujours dans le méme but.
Dans le troisiéme article, V. Chorostishevskiy et T. Wanner ([8]) exploitent les popriétés
des polynomes d’Hermite. Utilisant le fait qu’une solution homocline converge exponen-
tiellement vers le point d’équilibre ( quand ce dernier est hyperbolique ), ils en déduisent
une écriture dans la base hilbertienne de L?(IR) constituée par les fonctions d’Hermite. Ils
obtiennent ce qu’on appelle la série de Fourier-Hermite. Partant de cela, il montrent qu’en
approximant cette solution homocline par la somme des N premiers termes de cette série,
ils obtiennent pour de petites valeurs de N, de trés bons résultats car le reste de la série
en question converge exponentiellement vers zéro. Ces résultats ont pt étre confirmés en

considérant un exemple ot I’on connait explicitement 1’expression de la solution homocline.



1

Equations aux différences

Nous allons commencer ce chapitre par quelques définitions.
Définitions:

1. On appelle équation aux différences autonome, une relation du type

z(n+1) = f(z(n)) (1.1)

ou f:IR— IRetne IN.
Cette équation est dite non autonome si z(n + 1) = f(n,z(n)).

Si on impose que x(ng) = zo, (1.1) devient un probléme de Cauchy.
2. En notant f" = fofo...of,

O(xo) = {0, f (o), f(f(20)), -, ["(w0) }

sera appelé orbite de xg.
3. L’¢quation est dite d’ordre k, si elle met en relation z(n + k), z(n + k — 1), ...,z(n).
4. Si f(z) = ax +b,(a,b) € IR %, I'équation (1.1) est dite linéaire. Ce type d’équations
est résoluble comme le montre la proposition suivante.
Notation: Dans tout ce travail, z(n,ng,zo) désignera la solution de (1.1), issue &

I'instant ng du point xg, prise a 'instant n.
Proposition 1.0.1 1. L’équation
x(n+1) =a(n)z(n),z(ng) = xo (1.2)

a pour solution,
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2. L’équation
z(n+1) =a(n)x(n) + f(n),z(ne) = o (1.3)

a pour solution,

x(n) = [1:[ a(i)| xo + i 1:[ a(i)] f(r) (1.4)

Preuve. 1. On a z(ng + 1) = a(ng)zoe, x(no + 2) = a(ng + 1)a(ng)zo, ....,z(n) =
a(n — Da(n — 2)....a(ng)x,
2. On a,
z(no + 1) = a(no)xo + f(no)

et
x(no +2) = a(no + 1)a(no + 1) + f(no + 1) = a(no + 1)a(no)zo + a(no + 1) f(no) + f(no + 1)
Fuaire alors une réccurence. m

Cas particuliers:

Si a(n) = a et z(0) = xq alors, (1.4) devient

n—1
z(n) =a"xy + Z a" " (k)
k=0

Si a(n) =a, £(0) = xg et f(x) = b alors,(1.4) devient

a®—1

1} sia=#1

To+nbsia=1

]

Définition 1.0.1 1. Soit * € Dom(f) ou Dom(f) désigne le domaine de f. Le point x*
est un point d’équilibre de (1.1) si f(x*) = x*.

2. Soit © € Dom(f) tel que Ir € IN, f(z) = a* et [~ (x) # x*. Un tel point est appelé
point d’équilibre éventuel de (1.1).

Remarque 1.0.1
2(0) = 2" = 2(1) = f(z*) = 2" = z(2) = f(z(1)) = f(z") = 2~
= ..=>z(n+1)=f(z(n) = f(z*) =a*

C’est a dire que la solution de (1.1) issue de x* est la suite constante x(n) = z*,Vn.

Remarque 1.0.2 Dans les équations différentielles ordinaires, une solution non constante
ne peut tendre vers un état d’équilibre qu’aprés un temps infini, et, ne l'atteint jamais. Ceci
n’est pas le cas dans les équations aux différences. C’est ce qui justifie la deuxiéme partie

de la définition.



1.1. Discrétisation par Euler

1.1 Discrétisation par Euler

Considérons I’équation différentielle
x = g(x),x(tg) = 20,10 <t < b (1.5)

Considérons la subdivision réguliere de [to,b] de pas h = (b — tp)/N. On a donc t; =
to+ jh,7 =0, ..., N. Adoptons 'approximation d’Euler
_x(t+h) —ax(t)

(1 :

L’équation (1.5) s’écrit
z(t+ h) — x(t) = hg(x(t)),z(to) = zo,to <t < b
Pour t = ty + nh, on aura
x(to+ (n+ 1)h) = x(to + nh) + hg(z(ty + nh)), z(ty) = xo,n =10,...N — 1
Notons z(ty + nh) = u(n). L’équation précédente s’écrit,
u(n+1) = u(n) + hg(u(n)),u(0) = xg,n =0,...N — 1 (1.6)

L’équation (1.6) représente I’algorithme d’Euler et approxime d’autant mieux la solution de

I’équation (1.5) que h est petit!...

Remarque 1.1.1 Si z* est point d’équilibre de (1.6), il vérifie z* + hg(z*) = x*. C’est a
dire g(x*) = 0. Par conséquent, les points d’équilibre de (1.6) sont les mémes que ceur de

(1.5).

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, ’étude de la stabilité de la

solution x* joue un role central dans la connaissance du comportement des solutions de
(1.1).
Définition 1.1.1 1. Le point d’équilibre z* de (1.1) est stable si:

Ve > 0,36 > 0,Vxo,¥n € IN,|zg — 2*| < 6 = |f"(xg) —2*| < ¢

2. Ce point est dit instable, s’il n’est pas stable.
3. Le point d’équilibre x* est dit attractif si,

*

36 > 0,|zg —2*| <9 = lim z(n) =2

4. 8i 6 = 400, x* est dit globalement attractif.

5. Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

6. 510 = 400 et x* est asymptotiquement stable, alors il est dit globalement asymptotiquement stable.
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Théoréme 1.1.1 Soit I’équation

2(n+1) = f(x(n)) (L.7)

et x* un point d’équilibre. Supposons que f soit continument différentiable dans un voisinage

de x*. Alors,

1. }f/(:v*) < 1= x* est asymptotiquement stable.
2. |f(2*)] > 1 = 2" est instable.
Preuve. 1. Ona |f'(z*)| <M < 1=
Iy >0, f/(:r)‘ < M\Vx e (2 — v, 2" +7)

Soit z(0) € J = (z* — 7,2* + 7). Le théoréme des accroissements finis donne,

36 € J0(0), [, (1) = | = |£(2(0)) — )] = |/ ()] le(0) = 2"

et donc,
#(1) — =¥ < M |x(0) — =7

et par réccurence,
|z(n) — 2% < M"™|z(0) — 2*| — 0, quand n — oo

La solution x* est donc stable.
Comme

lim M"|z(0) —2*| =0 = lim z(n) =z~

n—oo n—oo

On obtient la stabilité asymptotique.
2. 0On a
>M>1=

@

(1) — 27| = ‘f'(ﬁ)‘ |2(0) = 27 = M [2(0) — ™| = [z(n) — 2" = M" |2(0) — 27| — oo

>1=3IM > 1,‘f/(:1c*)

et donc z* est instable.

Remarque: Le cas | f'(x*)] =1 est dit hyperbolique. II fera I’objet d’une étude & part

ci-dessous. On notera dans la suite V(z*), un voisinage de z*.

Théoréme 1.1.2 Soit f € C3(V(x*)) ou x* est un point d’équilibre de (1.7) tel que
f'(x*) = 1. Alors,

i) f"(z*) # 0 = a* est instable.

it) f"(z*) =0 et f"(z*) > 0= x* est instable.

iti) f"(z*) =0 et f"(z*) < 0= x* est asymptotiquement stable.



1.1. Discrétisation par Euler

Preuve. i) On a f”(z*) # 0. Deux possibilités:
f(2*) > 0= f est /" dans V(z*) = 3 >0, f'(z) > 1,Ve € [T =|z*, 2" +¢]

f(2*) <0= f est N\, dans V(z*) = 3 >0, f'(z) > 1,Vz € [~ = |o* — &, 2"

La méme démonstration que celle de la deuxiéme partie du théoréme précédent montre que

x* est instable. Les autres cas sont analogues. m

1.1.1 Dérivée de Schwartz

Définition 1.1.2 La quantité

est appelée dérivée de Schwartz.

Elle a été introduite en 1978 ([9, 5]) par Siager et joue un role important en analyse
complexe. En dimension 1 et 2, elle sert dans certaines situations, ot I’on passe du com-

portement simple au chaos.

Proposition 1.1.1 Soit P (x) un polynéme tel que

P'(z)=1I

n
=1

(r—a;), a; €R
Alors S (P (z)) <0.

Preuve.

[

Théoréme 1.1.3 Soit f € C3(V(x*)) ot x* est un point d’équilibre de (1.7) tel que
f'(x*) = —1. Alors,

i)
7

i)

S(f(z*)) < 0= z* est asymptotiquement stable.
S(f(z*)) > 0= z* est instable.

Preuve. Considérons I’équation
y(n+1) = g(y(n), 9(y) = f*(v) (1.8)
f(z*) = 0= g(z*) = 0. Supposons que z* est stable pour (1.8). Alors,

Ve > 0,3a > 0,]2(0) — z*| < a = [¢"(x(0)) — 2*| = | f*"(x(0)) —2*| < e
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Par ailleurs,
|2 (2(0)) — a7

= 19" (f(x(0)) — g"(f (z))|
Comme f est de classe C! dans V(z*), on aura,

2(0) = 2" < = = [f(2(0)) = f(")| < a = | £ (@(0) — 2| <&

et
| £ (2(0)) — 2*

Ceci prouve que la nature en termes de stabilité de 2* dans (1.8), est la méme dans (1.7).

<egVnelN

Par ailleurs,

W) = F U ) = o) = (1)) =1

Le théoréme précédent est utilisable pour (1.8).

!/

j—;@(y)) — (Fuerw) = (Fm) £ urw) + £ Gws = (9 =0

D’apres le théoréme précédent, si gm(x*) > 0, alors x* est instable. On a,

"

J@)=-2 (') - @) -
car S(f(z*)) > 0. D’ou

" "

@) - 1) = =3 (F@) -2

"

(") >0

x* est instable pour (1.8) et donc, 2* est instable pour z(n + 1) = f(z(n)).

Ci-dessous, on donne la définition de points et orbites périodiques ainsi que de leur

stabilité.
Définition 1.1.3 Le point b est un point k-périodique de (1.1) si
3k € IN, f*(b) = b

2. Lorbite O(b) = {b, f(b), ..., fF1(b)} est appelé k-cycle.

3. Le point b est stable s’il est stable en tant que point d’équilibre de f*.

4. Le point b est dit asymptotiquement stable, s’il est asymptotiquement stable en tant que
point d’équilibre de fF*.

5. Le point b est instable s’il est instable en tant que point d’équilibre de fF.

Remarque 1.1.2 Pour une fonction f de classe Ct, si b est stable, alors il en est de méme
pour f(b), ..., f*71(b). C’est pour cette raison qu’on parle de k-cycle stable.

En effet, le théoréme des accroissements finis permet d’écrire,

F(@(0)) = fF () = £1(&) [/ (@(0)) = [ )] € € 12(0), b]

1l suffit alors de faire une réccurence.



1.1. Discrétisation par Euler

Utilisant entre autres le théoréme des valeurs intermediaires, on peut montrer le théoréme

fondamental suivant

Théoréme de Sarkovski[9, 4]
Soit f : R — R continue.
Supposons que z (n+ 1) = f (x (n)) posséde un point périodique de période 3. Alors f

posséde des points périodiques de toute période.

1.1.2 Stabilité dans les équations vectorielles d’ordre un

Considérons 1’équation

{ r(n+1) = f(n,z(n)) (1.9)

x(ng) = g, z(n) € RF
Supposons que f (n,0) = 0 Vn. C’est a dire que le point d’équilibre est z = 0. Si c’est pas

zéro, une translation permet de le ramener & zéro, pour une autre équation similaire.
Définition 1.1.4 Le point d’équilibre x = 0 de (1.9) est dit:
1) stable si
Ve > 0,Vng > 0,36 (g,n0) , ||z0]| < 6 = ||z (1, no, x0)|| < e,Vn > ng

uniformément stable si § = J (¢) est indépendant de ng,
2) attractif si

*

Fp (o) , [|lzoll < = lim (n,no, o) =
uniformément attractif si © ne dépend pas de nyg.

3) (uniformément ) asymptotiquement stable s’il est ( uniformément ) stable et attractif.

4) exponentiellement stable si
36 > 0,3M > 0,3n €10, 1], ||zo|| < 0 = ||z (n,n0,x0)|| < M ||x0o||n"~"°

5) x (n,ng, Tg) est bornée si AM > 0,Vn > ng, ||z (n, no, zo)|| < M
6)Dans (2) si p = 400, on dit globalement attractif.
7) L,—stable si il est stable et

Ip >0, [[2(j, no, o) |I” < o0

Jj=no
8) Uniformément L,—stable si la série ci-dessus converge uniformément par rapport a

ng.

10



1.2. Similitudes avec le calcul différentiel

Remarque 1.1.3
stabilité asymptotique uniforme = stabilité asymptotique
stabilité uniforme = stabilité
stabilité asymptotique = stabilité
L,-stabilité = stabilité asymptotique (car Z lly(4, 10, yo)||” < oo = lim y(j,no,y0) =0).

Jj=no

On a ausst le résultat suivant:

Exponentielle stabilité = L, — stabilité

Preuve. On a,
Ja > 0,3 €0, 1[, ()| < allzoll 7'~

D’ou
D el mo zo)ll” < a llzol” 3 ()™ < a” ol =
J=no J=no

|

1.2 Similitudes avec le calcul différentiel

Notons
Az (n)=z(n+1)—xz(n)
E(x(n))=z(n+1)
On a
E¥(x(n)) =z (n+k)
Alors
A=E—~IT= Arz(n)=(E—1I)z(n)
Afz(n) = > (-1)'CLEY "z (n)
1:0 |
= (=)' CLE* "z (n+ k — i)
De méme

E* (z (n)) = ZE;M—% (n)

Si on considére que la mesure du temps est discréte, A est I'équivalent de I'opérateur de

dérivation dans le continu. Mais voici en vrac, quelques propriétés de cet opérateur.

11



1.2. Similitudes avec le calcul différentiel

Proposition 1.2.1 A et E sont des opérateurs linéaires.

Théoréme 1.2.1 1. nz_le (k) =x(n) —x (no)

Preuve. 1. S=xz(ng+1)—xz(ng)+xz(ng+2)—xz(no+1)+...+z(n)—z(n—-1)=
a (n) =z (no)
2. Calcul. m

Remarque 1.2.1 On se rappelle que ...

/@ﬂwzf@—fm>

= ([roa)=rw

p(n) = an® + an™ ' + ..+ ay

Proposition 1.2.2 Soit

Alors

AFip(n) =0, Vi > 1
Preuve.
Ap(n) = <(zg (n+ 1)k + ...+ ak> — (aonk +anF ak)
= apkn* '+ R, degré de R < k — 2
= A%p(n) = apk (k — 1) n" % + Ry, degrés de Ry < k — 3

AFtip(n) =0, Vi > 1

|

Remarque 1.2.2 Si P est un polynéme de degré k, alors

Proposition 1.2.3 Soit
p(E) =aoE* + a, E¥' + . 4 al

Alors
p(E)V" =p(b)b"

12



1.2. Similitudes avec le calcul différentiel

Preuve.

p(E)b" = aph™™ 4+ a " 4"
= p()b"

Généralisation:

p(E) (b"g (n)) = 0"p (bE) g (n)

Polynéme factoriel: Posons

e® =z(x—-1)..(x—k+1), keN

Remarque 1.2.3

x:nENetnzk:>n(k):<n_k)!

— n(™ = p!

Extention de A et I A des fonctions réelles:

Af)=ft+1)=F(t)
E(f#)=f{+1)

On voit ci-dessous que cette fonction factorielle joue le méme role que celui joué par la

" fonction puissance dans le calcul différentiel ".
Proposition 1.2.4 Vk € N, Vx € R on a,

1. Az® = fz=D)
2. Amz®) =k (k—1)...(k—n+ 1)zt

3. Akg(kd) = LI
Preuve.
Az® = @+1D)® —z® =@+ Do (z-k+2)—z@+1)...(x—k+1)
= ka1

Les autres cas se font de la méme maniére. ®

Remarque 1.2.4 On montre de facon calculatoire que

Az (n)y(n)) = E(x () Ay (n) +yn)A(z(n) (1.10)

13



1.2. Similitudes avec le calcul différentiel

A (ﬂf(“)) _ym)Az(n) —z(n)Ay(n)
y(n) y(n) E(y(n))
Se rappeler des dérivées d’un produit et d’un rapport...méme s’il y’a le E (z (n)).

Remarque 1.2.5

Remarque 1.2.6

D’ou
AN =T
Mais
ATTA AT
Exemple 1.2.1
n—1
AT (f(n) =) fi)+c (1.11)
i=0

Proposition 1.2.5 A™! est linéaire a une constante pres.

Preuve.

[y

A (az, + by,) = g (az (i) + by (i) + ¢

i

Il
o

n
Exemple 1.2.2 1. A7%0 = e;nf~! +conf2 + . 4 ¢

k
n
2. A7F1 = ot anft+enfTt L+ g
T k41

S AT =

Les deux résultats ci-dessous rappellent d’une certaine facon, 'intégration par parties et

+ c. Ici, il faut se rappeler de la primitive de z*!!

la formule de Taylor.

Proposition 1.2.6 (sommation par parties)

iy(k)Ax(k):x(n)y(n)—ix(k—f—l)Ay(l@)—l—c

14



1.3. Principe de comparaison

Preuve.

(1.10) = y(n) Az (n) = A(x (n)y (n)) —z (n+ 1) Ay (n)

On applique A™! et utilise (1.11)

Sy (k) A (k) = 2 () y (1) — 3 (k1) Ag (k) + ¢
k=0 k=0

n
Théoréme 1.2.2 ( Formule de Taylor discréte ):

Soit k € IN, k < n entier naturel. Alors,
k—1 n—
= Z C! Alug + Z Chol Ay
=0 s=0

Preuve. Posons u(0) = ug. On a,

k
A= (E-D)F=> (-1 'LE et E* = (A +1)* Z CiA!

1=0

k—1 n—k
= u(n) = Z Ci Alug + Z Crti AR+,

=0 7=0
k—1n
— Y CiA, +chmk2 (1T,
=01
k—1 n—k [n—k
=) C Ay + (—1)CEHCs | A*E*uq
=0 s=0 Lj=s

1.3 Principe de comparaison

Le théoréme qui suit permet d’obtenir des informations sur la solution d’une équation dis-

crete ( quand on ne sait pas la résoudre ). Il posséde un analogue en équations différentielles

ordinaires [7].

Théoréme 1.3.1 Soit g(n,r) une fonction non décroissante par rapport & r pour tout n €
IN, fixé. Supposons aussi que y(n) et u(n) soient des suites vérifiant Vn > ng,
y(n +1) < g(n,y(n)) (1.12)
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

u(n+1) = g(n,u(n)) (1.13)

Alors,
y (no) < u(ng) = y(n) <u(n),Vn > ng

Preuve. Supposons que la conclusion soit fausse. Alors,
3k > ng,y(k) <u(k) et y(k+1) > u(k+1)
Utilisant la monotonie de g et (1.12) ainsi que (1.13), il vient,
gk, u(k)) = u(k +1) <y(k+1) < gk, y(k)) < g(k, u(k))

qui est une contradiction. m

1.4 Equations discrétes linéaires générales
Elle s’écrivent sous la forme:
yn+k)+pn)yn+k—1)+...+pr(n)y(n)=g(n) (1.14)
Si on pose n = 0, on aura
y (k) =—p(0)y(k—1) = ... = px (0)y(0) + g (0)
Donc si on connait y (k) alors on peut calculer y (k4 1).

Théoréme 1.4.1 (existence et unicité). Considérons [’équation

y(n+k)+p(m)yn+k-—1)+..+p(n)yn)=g(n) (1.15)
y(no) =ap,y(no+1)=ay,...y(no+k—1) =ar (1.16)

Le probléme (1.15, 1.16) admet une unique solution y (n).

Preuve. Prendre n = ng, ng + 1, ... successivement. L’unicité est évidente. m

Définition 1.4.1 {f; (n),..., f. (n)} est un systéme lié pour n > ng, si il existe ay,...,

a, € R non tous nuls tels que
arfi(n) 4+ ...+ a-fr (n) =0,Vn > ng

1l est dit libre dans le cas contraire.
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

Exemple 1.4.1 {3" n3" n?3"} est libre pour n > 1.
Dans ce qui suit, on s’interesse aux propriétés des solutions de I’équation
yn+k)+p(n)y(n+k—1)+ .. +p.(n)y(n)=0 (1.17)

Définition 1.4.2 Un systéme de k—solutions linéairement indépendantes de (1.17) est ap-

pelé systéme fondamental de solutions.

Définition 1.4.3

W () = det Ty (n'+ 1) To (n'+ 1) . 5 T, (n'+ 1)
rin+k—-1) zon+k-1) ... z,(n+k—-1)
est appelé Cosartien du systéme de solutions {x1 (n), ...,z (n)}. Se rappeler le wronskien...

Lemme 1.4.1 ( d’Abel ) Soit {z1 (n),...,xx (n)} un systéme de solutions de (1.17). Alors
Vn > nyg
n—1
Preuve. k = 3:
Wn+1)=det | z;(n+2) z2(n+2) x3(n+2)

D’apreés la formule (1.14), on a
2 (n+3) = =ps (n) zi (n) = [p1 (n) zi (n+2) + p2 (n) i (n+ 1], Vi=1,...,3

On remplace dans la derniére ligne et on obtient

n—1 n—1

W et 1) = (T (07 @) 7 () = (=17 (T ) W )

i=ng i=ng

Le cas général se fait de la méme maniére. m

Cas particulier: Si
pr(n) = pi

alors

17



1.4. Equations discrétes linéaires générales

Corollaire 1.4.1 Supposons que py (n) # 0, ¥n > ng. Alors
W(n) #0,Yn > ng <= W (ng) #0
Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme d’Abel. =

Corollaire 1.4.2 {z1 (n),...,xx (n)} est un systéme fondamental<— Ing € N, W (ng) # 0.

3n—2 2n
1
n_lx(n—ir )—l—n_l

Exemple 1.4.2 z(n+ 2) — z (n) =0.
{n,2"} est un systéme fondamental. En effet

W (0)=—14£0

Théoréme 1.4.2 (Fondamental): Supposons py (n) # 0, ¥Yn > ng. Alors (1.17) posséde un

systeme fondamental de solutions.
Preuve. Par le théoréeme d’existence et d’unicité,
W (1), 2 (1)

tels que

zi(ng+i—1)=1
et
ri(ng) = xi(ng+1)=..=x;(ng+i1—2)=x;(ng+1) = ....
= ai(no+k—1)=0,i=1, ...k
C’est a dire k condition initiales. D’ot
x1(ng) =1, za(no+1)=1a3(no+2)=1,..., 2 (no+k—1)=1

et les autres sont nulles. D’ol
Wi(ng) =detl =1

et donc, {x1 (n), ...,z (n)} est un systéme fondamental de solutions. m
Théoréme 1.4.3 Soit S l'ensemble des solutions de (1.17) avec les lois

{<x+www:x7w+ym>

(az) (n) = oz (n)

Alors (S,+,.) est un espace vectoriel de dimension k.

Preuve. evidente. m
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

Lemme 1.4.2 Soit z1 (n) et x5 (n) des solutions de (1.17). Alors x1 (n) +x2 (n) et axy (n)
sont solutions de (1.17).

Principe de superposition

Si zy (n),...,x, (n) sont des solutions de (1.17), alors
v (&i)z—l ry X (TL) = Zaiwl (n)
i=1

est solution de (1.17).

Réciproque: Soit {z; (n), ..., z) (n)} un systéme fondamental de solutions de (1.17). Alors,
k
Vz (n) solution de (1.17),3 (a;);;, telle que x (n) = Z@ﬂi (n)
i=1

Preuve. L’écriture est vraie si

a1y (n) + ... + apxy (n) = x (n)

(1.18)
ary(n+k—1)+..+argn+k—-1)=x(n+k—1)
Posons
X (n) = T (n‘~|— 1) To (n.+ 1) T, (n+ 1)
rin+k—1) zo(n+k—-1) ... z(n+k—1)
et
ay
=
ag

Alors (1.18) s’écrit,

ou

r(n+k—1)
X (n) inversible= ¢ = X! (n) & (n). Pour n =ng
C = X7 (n0) & (o)

convient au probléme. m

C’est a dire que (S, +,.) est un R-espace vectoriel de dimension k...
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

1.4.1 Equations linéaires homogénes a coefficients constants

Considérons
rn+k)+pxn+k—1)+...+px(n)=0, pp #0,Vk (1.19)

On cherche des solutions sous la forme A", A € C...

Par sibstitution, on obtient,
N p Nt =0 (1.20)
appelée équation caractéristique!
Remarque 1.4.1 Comme les py sont non nuls, donc toutes les solutions sont non nulles.

Proposition 1.4.1 A\ \y,..., \p distinctes => {\[, A5, ..., A} } est un systéme fondamental
de solutions de (1.19).

Preuve. Montrons que W (0) # 0.0n a

1 1 1
A1 A N k-1
woy=der| T T S0, a0 0
)\l{:—l A.;s—l L. )\Z—l

k
= Zai)\?, a; € C
i=1
est la solution générale de (1.19). m

Remarque 1.4.2 Supposons que les solutions distinctes de (1.20) sont A\1,Ag,..., A\, avec

les ordres de multiplicité maq,...,my.
Alors,
{)\” nA;, ... mfl)\?}

est un systéme fondamental de solutions de (1.19). Donc la solution générale de (1.19) est

une combinaison linéaire de ces solutions.

Exemple 1.4.3

r(n+3)—Tr(n+2)+16z(n+1)—12x(n) =0
2(0)=0,2(1)=1,2(2) =1

=T +16r —12 =0
)\1:2:)\2, )\3:3

= 2 (n) =3(2") +2n (2") — 3"
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

Equations linéaires non homogeénes a coefficients constants
Soit
y(n+k)+pyn+k—1)+...+py(n)=gn) (1.21)
L’ensemble des solutions de (1.21) n’est pas un espace vectoriel.
Théoréme 1.4.4 y; et ys solutions de (1.21) = x = y; — yo est solution de
zrn+k)+pr(n)e(n+k—1)+ ... +p.(n)x(n)=0 (1.22)
Preuve. Evidente. m

Théoréme 1.4.5 Toute solution y (n) de (1.21) peut s’écrire

y(n) =y, (n) + Zaixi (n)

ot {xy,...,x} est un sytéme fondamental de solutions de (1.22) et y, est une solution par-

ticuliére de (1.21).

Preuve. y (n) — y, (n) est une solution de (1.22)

= y(0) =y (n) = > azz: (n)

Conclusion 1.4.1 Ainsi, pour résoudre (1.21) , il faut en trouver une solution particuliére.

1.4.2 Stabilité dans les équations linéaires de second ordre a co-

efficients constants
Dans un premier temps, on considére
y(n+2)+p(n)yn+1)+p2(n)y(n)=0 (1.23)

Supposons que A; et Ay soient les racines de I’équation caractéristique associée a (1.23).

A n
17 cas: A1 # Mg réelles = y (n) = aA] + BA] = A {a + 5 <_2) } _

A1
. : A2\" : . n
Si <1l,|lm (=) =0)= limy, = lim al\}.
A >1 = limy, =00, \y =1 = limy, = 0< )\ <1 = limy, = 0,

n—o0 n—oo n—oo

A

-1<M<0= limy,=0,\ =-1= limy, =+a, \y < -1 = limy, = —o0.

n—o0 n—oo n—o0
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

2°M€ cas: Ay = Ag = A réelles =y (n) = (an + b) A".

IA| > 1= limy, = o0, |\| <1= limy, =0.

3¢ cas: )\ln:czlo+ ib, \g =a—1b, b #naoo:> y (n) = apr™ cos (nf — w) , ot 1 = /a® + b2,
0 = arctg g) et w est une constante.

r > 1= y(n) oscille a 'exterieur de C'((0,0),1) avec un module croissant.

r=1= y(n) oscille sur C'((0,0),1).

r <1 = y(n) oscille dans C ((0,0),1) et nh_)rgoyn =0.

Considérons maintenant 1’équation

yn+2)+pyn+1)+pyn)=M#0 (1.24)

Ici, le point d’équilibre est y* # 0. On a y* + p1y* + p2y* = M.

C’est a dire:
. M

STy P1+ P2
est solution particuliére de (1.24).

Par conséquent, en notant y.(n) la solution générale de (1.23)

y(n)=y"+y.(n)

et
limy(n) =y" < limy.(n) =0

n—o0 n—oo

Ceci nous rameéne a l'utilisation de A\; et As.

1.4.3 Quelques équations non linéaires résolubles

On termine ce chapitre, comme dans les équation différentielles ordinaires, par quelques
exemples d’équations aux différences non linéaires, résolubles par changement de variables.

Equations de Ricatti:

Elles sont du type,
zn+1azn)+pn)z(n+1)+qgn)xz(n)=0 (1.25)

Pour les résoudre, on pose

En divisant par z (n + 1) z (n), on obtient

l1+pn)z(n)+qgn)z(n+1)=0 (1.26)
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1.4. Equations discrétes linéaires générales

qui est linéaire.

Cas non homogeéne:

y(n+1yn)+pn)yn+1)+qn)yn)=gn) (1.27)
On pose: y (n) = : (:(Z)l) —p(n), et on obtient

z(n+2)+lg(n) —pn+Dlz(n+1)—[g(n)+p)q¢(n)]z(n)=0 (1.28)

Equation de Ricatti générale:

r(n+1)= ,c(n) #0 (1.29)
avec a (n)d(n) —b(n)c(n) #0,¥n > 0.
Poser ¢ (n)x (n) +d(n) = Y (yn(;;l), C’est a dire

D’ou (1.29) devient

(0)=1
y (1) =c(0)z(0) +d(0)
(1) = _c(n)d(n—i—l)c?;lgz(n)c(n—i-l)
et

Equation homogeéne:

L’équation

se résoud en posant z (n)

Equations produit:

Elles sont de la forme

(y(n+ k)" (y(n+k—=1))" .. (y(n+ k)" =g(n)

et pour la résoudre, il faut poser, z (n) =logy (n).
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1.5. Transformation de Laplace dans le cas discret

Elle devient,
rizin+k)+rzn+k—1)+ ... +r12(n) =logg(n)
qui est linéaire.

Exemple 1.4.4 Soit

Posons, z (n) =logz (n). Alors,
z(n+2)—2z(n+1)+2z(n)=0
dont les solutions sont,
nm . /nm
z(n) = 2"/? [cl cos <Z> + o 8in (Iﬂ

On conclut avec

z (n) = exp (z (n))

1.5 Transformation de Laplace dans le cas discret

Soit

xz(n) sin € IN

x(n) =
Osine —IN

La transformée de Laplace de la suite z(n) se définit par

L(z(n)) = Zx(j)z—f =7(2),z€C (1.30)

1=0

Notons

R = lim

Jj—o0

x(j+1)
z(j) ’

Alors la transformée de Laplace converge si |z| > R et diverge si |z| < R. Tout comme

dans les équations différentielles linéaires ordinaires, I'application de cette transformée de

Laplace & une équation linéaire discréte, produit une équation algébrique. I1 " suffira " de

résoudre cette derniere et de faire le " chemin inverse " pour trouver la solution de (1.30).
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1.5. Transformation de Laplace dans le cas discret

" chemin inverse ", on aura besoin de connaitre la transformée de Laplace de

Pour faire ce
quelques suites.

Exemples et propriétés:

1°)
L fand z
L(a"™) = (—) = ‘ >
@) =3 () =2 s
2°) Par dérivation on obtient,
Lna") = —= i |2| > |af
(z —«

3°) Par dérivation une nouvelle fois, on obtient,

nZa") = M si|z «
Lita®) = S st [+l > Ja
4°)
L(a"(n)) = [Lz(m)] () |2l > la| B
L(n*z(n)) = zd%(z%(....(zd% [L(z(n))])))
5°) On a,
L(sin(wn)) = % [L(e™") = L(e™™™)] = % B _Zez‘w T2 —Ze—iw

= i >1
22 —2zcosw + 1 st |2

6°) Sous la condition |z| > max { Ry, Ry} ou Ry et Ry sont les rayons de convergence de
L(u(n)) et de L(v(n)), L est linéaire.
7°)
L(z(n — k) = 2 *L(x(n)), |z| > R. (1.31)

8)

o
—_

L(x(n+k)) =2z*L(zn) =Y z(r)z"7",|z| > R. (1.32)

ﬁ
Il
=)

En particulier,
L(z(n+1)) = zL(x(n)) — z2(0), |z| > R.

L(z(n +2)) = 2°L(z(n)) — 222(0) — zz(1),|2| > R
9°)
lim L(z(n)) = x(0) (1.33)

|2|—00
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1.5. Transformation de Laplace dans le cas discret

lim(z — 1)L(z(n)) = lim z(n) (1.34)

z—1 n—oo

Preuve de (1.34) :
On a,

(z = DL(x(n)) = z2(0) = Llz(n + 1) —z(n)] = Y [o(j + 1) — z(j)] =~

J=0

et par conséquent,

lim(z — 1) L(z(n)) = 2(0) + »_ [2(j + 1) — 2(j)] = lim (n)

z—1 n—oo

§=0
10°) Par analogie , on définit le produit de convolution de deux suites par,

n n

2(n) xy(n) = 3 wln = y() = 3 aln)y(n — )

j:[) j:[)
Comme dans beaucoup de cas, la propriété suivante posséde son exact analogue dans le cas

continu.

Proposition 1.5.1

Preuve. On a,

10°) Inversion de la transformation de Laplace:

On peut montrer en utilisant les séries de Laurent que, si deux suites x(n) et y(n) ont la
méme transformée de Laplace, alors elles sont identiques. On notera L~! cette application.
inverse Cette propriété permet de revenir a la suite recherchée lors de la résolution d’une

équation aux différences linéaire, en utilisant la transformée de Laplace.
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1.5. Transformation de Laplace dans le cas discret

Exemple 1.5.1 Soit

~oy 2z +1)
©(z) = (z—1)2
On a
1

1+ =
I(Z)——Q z T
1- 245

z 22

o . .~ - 1 .
Une division euclidienne permet d’ecrire x(z) comme la somme d’une série en —. En iden-
z

tifiant avec Y o x(j)z7 = 5}(2), on trouve les coefficients x(j),j € IN. On peut aussi
decomposer (2(2)) /z et utiliser les propriétés 1°) et 2°).
Exemple 1.5.2 Soit & résoudre
r(n+2)+3z(n+1)+2x(n) =0,20)=1,z(1) = —4
En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de [’égalité précédente, on obtient
2T(2) — 2+ 424 3(2%(2) — 2) +27(2) = 0
qui donne
o221 =22 N 3z
(D)2 +2) 21 242
J
En utilisant L(a™) =22 <g> S
z

w(n) = —2(—1)" + 3(—2)"

et la linéarité de L, on obtient

Equation de Volterra discreéte:

L’équivalent de I’équation de Volterra

(d/dt) (z(t)) = Bx(t) + /0 C(t — s)x(s)ds

s’écrit dans le cas discret ( par discrétisation de l'intégrale ),

z(n+1)) = Bx(n)+ Y _C(n— j)z(j)
j=0
C’est a dire
z(n+1)) = Bx(n) + C(n) x x(n)
L’application de la transformée de Laplace et la proposition ci-dessus montrent que,
22(2) — 22(0) = BZ(2) + C(2)Z(2)

ou encore

zx(0)

z—B—C(z)
Une décomposition en élément simples dans C [x] permet comme ci-dessus de retrouver z(n).

7(2) =
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2

Systémes d’équations aux différences

2.1 Ecriture d’une équation aux différences sous forme

de systéme

Soit
yn+k)+pn)yn+k-—1)+..+p(n)y(n)=g(n)
Posons
z1(n) = y(n)
2(m) = y+1) =2 (@m+1)
z3(n) = y(n+2)=2zMn+1)
z(n) = yln+k—1)=2z_1(n+1)
et
z(n)=(z1(n),z2(n),..., 2k (n))T
Alors
(1 (n+1) = 2z (n)
z(n+1)= z3 (n)
zk—1 (n+1) =z (n)
L 2 (n+1) = —pi(n) 2z (n) —p2(n) 2k-1 (n) — ... —px(n)21(n) +g(n)
C’est a dire

z(n+1)=A(n)z(n)+h(n)
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2.1. Ecriture d’une équation aux différences sous forme de systéme

oul A (n) est la matrice d’odre k

0 1 0 0
0 0 1 0 0
A(n) = ‘ ‘ - ' et h(n)= .
0 0 0 0 1 g(n)
—pr(n) —pr-1(n) —p1(n)

Il apparait donc que, comme dans les équations différentielles ordinaires, toute équation
aux différences linéaire s’écrit sous forme d’un systéme linéaire d’ordre un. On aurait donc
pu ( vu la présence du présent chapitre ) faire I’économie d’une bonne partie du chapitre

précédent. On ne ’a pas fait, pour ne pas minimiser le paralléle entre le continu et le discret.

Considérons le systeme,

;

I (n -+ 1) = a11T1 (n) + Q1222 (n) + o+ QT (TL)

T2 (n+ 1) = aga1 (n) + azrs (n) + ... + agwy (n) (2.1)

L T (n + 1) = Ar1T1 (n) + Q2T (n) + ...+ AT (n)

Notons
z(n) = (z1(n),x2(n), ... 2% (n))"
Alors,
z(n+1)= Az (n)

ou

a1 e A1k

A pu—

a1 ... Qi

On a, ,
r(n+)=A%n—-1)=..=Ax(n—-j+1)

C’est a dire,
v(n)=Ar(n—1)=z(n) =A% (n—2) = Az (n—j) = A" ™z (ng)
Si on pose x (ng) = xo alors

x (n,ng, xg) = A" "z
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2.1. Ecriture d’une équation aux différences sous forme de systéme

11 suffit de savoir calculer A7 pour résoudre (2.1).

Considérons les deux systémes

z(n+1)=A(n)z(n) (2.2)

y(n+1)=An)yn)+gn) (2.3)

Le résultat suivant affirme Pexistence et 1'unicité des solutions de (2.3).
Théoréme 2.1.1
Vo € RF, Vng € N, 3z (n, ng, z0) solution de (2.2) telle que x (ng, no, o) = o

Preuve. On a
x (no + 1,m0,20) = A (no) @ (no) = A (no) o

z(ng+2,n0,20) = A(ng+ 1)z (ng+1) = A(ng + 1) A(no) xo
ou

D’ou lexistence et 'unicité. =

Définition 2.1.1 La famille de suites {x1 (n), ...,z (n)} est dite libre pour n > ng > 0 si

k
Zaimi (n)=0,Vn>ny = a; =0,Vi =1..k
i=1

Notons

o x; (n) est solution de (2.2), Vi = 1...k.
Alors
d(n+1)=[A(n)xz1(n),....,A(n)xk (n)]

— d(n+1)=An)®(n) (2.4)

Définition 2.1.2 Si ® (n) est une matrice réguliére pour n > ng et satisfait (2.4), elle est

appelée matrice fondamentale de (2.2).
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2.1. Ecriture d’une équation aux différences sous forme de systéme

Remarque 2.1.1

® fondamentale
= ®C est fondamentale

C matrice régquliére

C’est a dire qu’il existe une infinité de matrices fondamentales. Cependant

P(n+1)=A(n)d(n)

3P telle que
P (’I’LQ) =1

Notons

®(n,m)=dn)® (m), n>m

Les propriétés suivantes sont immédiates.

1. &1 (n,m) = ®(m,n)
2. ®(n,m) = @(_Ti,r)fl)(r,m)
3. @ (n,m) = ;1}71,4 0)

Proposition 2.1.1 L’unique solution de (2.2) telle que x (ng, ng, xo) = xo s’écrit
 (n, no, To) = P (n, no) To
Preuve. La suite x (n,ng, z9) = ® (n,ng) xo vérifie (2.2) car

zn+1) = ®(n+1,n9)xo=AMn)P(n,no) o
= A(n)z(n)

et

x (ng, no, o) = P (ng, no) o = I = X0
De plus la solution est unique. m
Lemme 2.1.1 ( d’Abel ):
Vn >ng >0, det®(n) = [111:7[; det A (z)] det @ (ng) (2.5)
Preuve. En vertu de (2.4), on a

det® (n+1) = det A(n)det ® (n)

dont le solution est (2.5). m
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2.1. Ecriture d’une équation aux différences sous forme de systéme

Corollaire 2.1.1
A constante => det @ (n) = (det A)" " det ® (nyg)
Preuve. Il s’agit d’une application de (2.5). =
Corollaire 2.1.2 & (n) est réguliére pour n > ng si et seulement si ® (ng) l’est.
Preuve. La propriété (2.5) et le fait que det A (i) # 0, Vi > ng, donnent le résultat. =

Corollaire 2.1.3 z; (n),...,x; (n) sont linéairement indépendants pour tout n > ngy si et

seulement si ® (ng) est réguliére.
Preuve. C’est une conséquence du corollaire précédent. =
Théoréme 2.1.2 [l existe k solutions linéairement indépendantes de (2.2) pour n > ny.
T
Preuve. Pouri =1, ..., k, soit ¢; = (O, ey 1,0, O) . Le théoréme d’existence donne,
Zeme
Vi=1,...,k, 3Jx(n,ng,e;) solution de (2.2) telle que z (ng, ng, €;) = e;

Reste a prouver que {z (n,ng, €;)}
P (7’L0> =I1. m

.—1 est libre. C’est le cas si @ (ng) est réguliere. Mais

Corollaire 2.1.4 L’ensemble S des olutions de (2.2) est un espace vectoriel de dimension

k.

Preuve.

x(n,no,z9) € S = x(n,ng, ) =P (n,ng)xo

— dimS <k

Théoréme précédent implique
dim S > k

Donc dim S = k. Le fait que c’est un espace vectoriel est evident. m

Théoréme 2.1.3 Toute solution y (n) de (2.3) peut s’écrire sous la forme
y(n)=2(n)c+y,(n)

ot y,(n) est une solution particuliére de (2.3) et ¢ une constante.

Preuve. y (n) — ® (n) ¢ est une solution de (2.2). m
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2.2. Stabilité et rayon spectral

Lemme 2.1.2 La suite

b () = S (.74 1) g (r)

r=ng

est une solution particuliére de (2.3).

Preuve. On a

yp(n+1) = Z(I)(n—i—l,r—i-l)g(r)

r=ng

— E_:A(n)q)(n,r—f—l)g(?“)+<I>(n+1,n+1)9(”)

r=ng

= An)y,(n)+g(n) car ®(n+1,n+1)=1

Théoréme 2.1.4 (Variation de la constante) L’unique solution de

{ y(n+1)=An)yn)+gn) (2.6)
y (no) = yo
est
n—1
y(”a”anO) = (n7n0)y0 + Zq) (nak + 1>g(k)
k=ng
Preuve. Il s’agit d’'une conséquence du théoréme et du lemme précédents. m
Cas particulier: Si A(n) = A , alors
n—1 n—1
O (n,ng)= I A(i) = A""™ et ®(n,k+1) = { 11}+1A (2)1 = Anktl
1=ng0 1=
2.2 Stabilité et rayon spectral
Soit
z(n+1) = A(n)x(n) (2.7)

ou A(n) est supposée réguliére pour n > ng. Soit ®(n) une matrice fondamentale. On a

®(n,m) = ®(n)®'(m). Rappelons aussi que si A(n) = A, alors
O(n,m)=d(n—m)=A""

Le théoréeme suivant permet d’étudier la stabilité de la solution nulle de (2.7) au moyen de

la matrice fondamentale.
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2.2. Stabilité et rayon spectral

Théoréme 2.2.1 ( fondamental ) La solution x = 0 de (2.7) est:
(1) stable & 3 M >0, [|®(n)]| <M, Yn>ng>0.

(i7) uniformément stable < 3 M >0, ||[®(n,m)|| < M, ¥n >m > ny > 0.

(i1i) asymptotiquement stable < lim, . ||®(n)| = 0.

(iv) uniformément asymptotiquement stable < 3n € 10,1[,3 M > 0, ||®(n,m)|| < Mn™~™,N¥n >
m > ng > 0.

Preuve. Sans perte de généralité, on supposera que ®(ng) = I. Par conséquent,
x(n,ng, o) = ®(n)xo.

(1) [«] On a ||®(n)]| < M = ||z(n,ng,xo)|| < M ||zo]] < esia=¢e/M.

[=] On a ||z(n,ng, xo)|| = [|P(n)zo|| < e dés que ||xo|| < ¢ et donc
1 3

[@(n)]| = Sup [|[®(n)E]| = <Sup [®(n)zo]| < < =M
<1 0 faoli<s J

Les autres cas se font de la méme maniére. ®m

Corollaire 2.2.1 La solution x = 0 de (2.7) est stable si et seulement si toutes les solutions

de (2.7) sont bornées.
Preuve. Passer aux composantes de ®(n) dans la partie (i) du théoréme ci-dessus. m
Le théoréme suivant permet I’étude de la stabilité, au moyen des a;;.

Théoréme 2.2.2 Notons A(n) = (a;j(n)), ., et supposons que

ihj )
k

Qi \N S]-?nzn()?kzzl
> lay(n)] j
=1

Alors, la solution x = 0 de (2.7) est uniformément stable.

Preuve.
k n—1
A, = max Y Ja(w)] < 1= @, m)ll, = | [T AG)
=1 i=m 1

< [[A(n =D, [[A(n = 2) [l - [Am)]l; <1

car ||.||; est multiplicative. La partie (i) du théoréme précédent donne le résultat. m
Dans le cas ou A est constante, le rayon spectral permet d’étudier la stabilité de la
solution nulle. Rappelons qu’une valeur propre est semi simple si le bloc de Jordan J, qui

lui est associé est diagonal.
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2.2. Stabilité et rayon spectral

Théoréme 2.2.3 Soit
z(n+1) = Az(n) (2.8)
et
p(A) = max {|A|, A valeur propre de A}

(1) x = 0 est stable dés que p(A) < 1 et toutes les valeurs propres de A de module égal a 1

sont semi simples.

(i1) x = 0 est asymptotiquement stable < p(A) < 1.

Preuve. Soit A = PJP~! ou J = diag(Jy, Jo, ...., J,.) et

N1 0 .0
0N 1 .. 0
J; =
Ai
0 N

Le théoréme fondamental dit que la solution x = 0 est stable si et seulement si,
IM >0, |AY|=[|PJ"PY)| <M, ¥n>ng>0

Cest le cas si ||J"]| < (M/||P| ||P7Y|) . Par ailleurs, J* = diag(J}, J3, ...., J") ou

A O Bt
0o A

Jr=\ .. L
0 0 ..o it
0 0 .. 0 A"

Si [N\ < 1 alors ||J]*|| — 0,n — oo et donc ||J]*]| est borné et par conséquent le probléme

est réglé dans ce cas.

Dans les autres cas, le raisonnement est analogue. m

Remarque 2.2.1 Si toutes les valeurs propres de (2.8) sont supérieures a un en module,

alors on montre de la méme facon que toutes les solutions partent a l’infini.

Remarque 2.2.2 Si A est une matrice d’ordre trois, de valeurs propres A\ Ao, A3 telles que

M| <1, | A2 <1 et || > 1, alors AW ( plan ) et AW ( droite ) tels que:

i.Vzg € W9, 2 (n,0,29) — 0 quand n — oo et x (n,0,x¢) € W* VYn > 0.
ii. Vog € W'z (n,0,20) € W' et z (—n) — 0 quand n — oo
iii. 2o € WHUW' = |z (n,0,z0)] — 0,n — o0

On est en présence d'un col de R3.
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2.2. Stabilité et rayon spectral

Remarque 2.2.3 Dans le cas d’un systéme linéaire non autonome, le fait que p(A) < 1,

ne suffit pas a assurer la stabilité de la solution nulle. En effet, soit le systéme

y(n+1) = A(n)y(n)

A( )_1 0 9+7(—1)"
RN WA 0

Les valeurs propres de A(n) sont pour tout n égales & £27Y/2. Donc p(A) < 1. Cependant,

ou

la matrice fondamentale est

0o 2

0o 2" , .
st n est pair
\ 272

(
< 272 0 ) o
st n est impair

®(n,0) =

qui est non bornée.

2.2.1 Sur la résolution numérique d’un systéme linéaire.

Soit A = (a;;)i j=1,.r et considérons les systémes

Az =b (2.9)
et
z(n+1) = Bx(n) +d (2.10)

ou B=1-D"1A d= D', D= diag(ay,...,ar) et ou U'on suppose que a;; # 0,Vi =
1, ..., k. 1l s’agit de la méthode itérative de Jacobi. Soit x* tel que Ax* = b. Supposons que
A est réguliere. Alors z* est unique.
L’erreur commise dans la résolution de (2.9) en approximant ses solutions par celles de
(2.10) est e(n) = z(n) — z*.
On a,
Br*+d=2"-~D'Ax* + D 'b=2"-~D b+ D 'b=2" (2.11)
La différence entre (2.10) et (2.11) donne
e(n+ 1) = Be(n) (2.12)

Enfin,

x(n) — 2" quand n — o0 < e(n) — 0 quand n — oo

& x = o0 est asymptotiquement stable pour (2.12) < p(B) < 1.
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2.3. Systémes linéaires planaires.

2.3 Systémes linéaires planaires.
Ce qui suit est I’équivalent de la classification de Poincaré. Considérons le systéme

z(n+1) = Az(n) (2.13)

a11 a2
A=
Q21 A22

Rappelons que le point d’équilibre z* de (2.13) est unique si et seulement si (A — I)xz* =0

ol z = (z1,79)7 et

admet une unique solution. C’est a dire, det(A — I) # 0.

Posons y(n) = x(n) — x*. Alors
y(n+1) = Az(n) — 2" = Az(n) — Az = Ay(n)

Donc la stabilité de z* revient a celle de 0.

Soit J = P71AP la forme de Jordan associée a A. Alors,

A O A0 Al a f
J = ou J = ou J = ouJ =
0 Ao 0 A 0 A -0 «
Posons

y(n) = P 'a(n) (2.14)

Alors (2.13) s’écrit
y(n+1) = Jy(n) (2.15)

Le comportement qualitatif de (2.13) est identique & celui de (2.15).

Prenons yy = ( J1o ) et Oy, = {y(n,0,y0),n > 0}.

Y20
Premier cas:

La matrice A posséde deux valeurs propres A; et Ay. Dans ce cas, (2.15) s’écrit

{ nn+1) =) { yi(n) =My _ ya(n) _ ()\2>n (@)

M

y2(n+1) = Aaya(n) Y2 (n) = A5420 y1(n) Y10
yi(n) y1(n)

Deuxiéme cas:

La matrice A posséde une valeur propre double \.et est diagonalisable Dans ce cas on

(?/1(”>:Jn<y10):()\n 0 ) (910)
yz(n) Y20 0 A" Y20
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2.3. Systémes linéaires planaires.

C’est a dire,

ya(n) = A'yao

{ yl(nz )\nylo

et donc
i 227) _ 0
n—oo y1(n) Yo

Troisiéme cas:

La matrice A posséde une valeur propre double A mais n’est pas diagonalisable. Dans ce

cas (2.15) s’écrit,
yiln \ g Y0 _ At Y10
y2(n) Y20 0 A" Y20

yi(n = X'y + A"y
yz(n) = )\ny20

C’est a dire,

et donc

Quatriéme cas:

La matrice A posséde deux valeurs propres conjuguées \; = a+if et Ay = a—1i3,5 # 0.

yi1(n " ¢1 cos(nw) + ¢ sin(nw)
= |1
ya(n) —cq sin(nw) + ¢ cos(nw)
«
Si y1(0) = y10 et y2(0) = yg0, alors en posant cosy = %, siny = @, w = arctg (—) et

To To g
To = /Y3, + Yap, ON Obtient:

Dans ce cas on a,

y1(n) = |\ |" ro cos(nw — ) = r(n) cosf(n)
ya(n) = — [ M| rosin(nw — ) = r(n) sinf(n)
r(n) =|\|" 1o
O(n) = —(nw —7)
D’ou

|A1| < 1 = Foyer asymptotiquement stable
|A\1| > 1 = Foyer instable
|A1] = 1 = centre
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2.4. Méthode de Lyapounov

2.4 Meéthode de Lyapounov

Soit
z(n+1) = f(z(n)) (2.16)

ou f: IR* — IR* est continue sur G CIR*. Soit x* € IR* tel que f(z*) = z*. Soit
V:R" — R

et posons A(V(z)) =V (f(z)) — V(z). Alors,

Définition 2.4.1 V est une fonction de Lyapounov de (2.16) sur G CIR* si:
(1) V' est une fonction continue sur G.

(i) A(V(x)) <0,Vz, f(z) €G.

V' est dite définie positive en x* si:

(i) V(z*)=0.

(it) 3y > 0,V (x) > 0,Yx € B(z*,v) — {z*}.

Théoréme 2.4.1 1°) Si'V est une fonction de Lyapounov de (2.16) dans un voisinage V(z*)
et est définie positive en x*, alors x* est stable.

2) Si de plus A(V(z)) < 0, pour tout © € V(z*) et f(x) € V(a*) — {z*}, alors a* est
asymptotiquement stable.

&) Si de plus V(z*) = IR* et V(z) — oo quand ||z| — oo, alors x* est globalement

asymptotiquement stable.

Preuve. 1°)
Posons H = V(z*) et soit ay > 0 tel que B(z*,a;) C G N 'H. La fonction f est continue. Par
conséquent,
Jag > 0,2z € B(z™, a0) = f(x) € B(z", o) (2.17)

Choisissons 0 < € < ag et soit
U(e)=Inf {V(z),e < |z -2 <o}

La fonction ¢ (x) est bien définie car V est continue sur un compact. Le théoréme de Heine
implique que

dzy,e < |lzy — 2*|] < aq,9(e) =V (z9) (2.18)

Comme V est définie positive, donc

V(z®) < V(1) = ¢(e)
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2.4. Méthode de Lyapounov

Comme Vest continue en z*, donc
35 €]0,e[,0 < ||z —2*|| <d = V(z) < (e) (2.19)

Remarquons que

Vg € B(z*,§),Vn > 0,x(n) € B(z*,¢)

En effet, dans le cas contraire,
dxg € B(z*,0),3Im > 0,z(r) € B(z",¢),Vr,1 <r <metz(m+1) ¢ B(z",¢)

Comme z(m) € B(xz*,e) C B(z*, az), donc z(m + 1) € B(z*, a;) ( ...a cause de (2.17)). Par
conséquent, V(x(m + 1)) > 1(e). Mais, en utilisant (2.19), il vient

V(z(n+1) <V(zn) <..<V(xg) < (e)

Il y’a contradiction et par conséquent, x* est stable.

Les autres points se démontrent de facon analogue. m

Exemple 2.4.1 L’équation

ar(n —1)
zxn+1l)=————"5, >0
S T
‘ ST a—1
a comme points d’équilibre, z* = 0 et z* = + 5 En posant y1(n) = z(n — 1) et
y2(n) = z(n), l’équation précédente s’écrit
yi(n+1) = y2(n)
ay(n)
Ypn+l)= —————
1+ (ya(n))”

La fonction V(x1,z9) = 23+ 23 est continue et définie positive. Par ailleurs, si o®* —1 < 0,

le seul point d’équilibre est x* = 0. De plus,

AV (yi(n),y2(n))) = yi(n+ 1) + y3(n+ 1) — yi (n) — y35(n)

a2

R T AR A

et par conséquent x* = 0 est stable. Cependant la stabilité asymptotique ne peut étre étudiée

avec ce théoréme vu que A(V') =0 sur 'aze y; = 0.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes d’instabilité de la solution nulle de

I’équation (2.16) . C'est I'équivalent du théoréme de Tchétaev.
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2.5. Stabilité et approximation linéaire

Théoréme 2.4.2 .
Si (V') est définie positive dans V(0) et 3 (a;); telle que a; — 0 quand i — oo et V(a;) > 0

pour tout i, alors la solution x =0 de (2.16) est instable.

Preuve. Supposons que A(V(z)) > 0,Vz € B(0,n) — {0},V(0) = 0 et x = 0 stable. 11

s’en suit que
Ve,0 <e<n,3d <e,Vn € IN, ||zl <6 = ||z(n,0,x0)| <e

Comme a; — 0, donc 35 € IN, A(V (a;)) > 0. Prenons zy = a; tel que ||zo|| < ¢. On a alors,

O(zg) C B(0,e) C B(0,n) = O(xo) est bornée.

Comme cet ensemble est fermé, il est donc compact. Par conséquent, {V (z(n))}, est com-
pact; donc borné. Comme A(V (z(n))) > 0, il s’en suit que (V(z(n))),, est croissante; donc
convergente vers une valeur ¢. D’apres le théoréme de Lasalle ([5] pp 188 — 189), on conclut

que lim,, o, z(n) = 0. La continuité de V' permet d’écrire,

0 < (V(z(n))(xg) < lim V(x(n)=0.

n—o0

Ceci est une contradiction et donc x = 0 est instable. m

Remarque 2.4.1 Le théoréme est vrai si (V') est définie négative et V (a;) < 0.

2.5 Stabilité et approximation linéaire

Considérons les deux systémes

y(n+1) = A(n)y(n) + g(n, y(n)) (2.20)

et
z(n+1) = A(n)x(n) (2.21)

ot A(n) € My(IR) est réguliere, pour tout n. Supposons que g : IN x G — IR*, G C IR*
est continue. Soit f € C'(V(0)) et f(n,0) = 0 . Posons g(n,y) = f(n,y) — A(n)y(n) et
A(n) = J f],—, la jacobienne de f au point y = 0. Il apparait que 'équation

y(n+1) = f(n,y(n)) (2.22)

s’écrit sous la forme (2.20) .

Rappelons que

g(n,y) = o(y) si Ve,In >0, |ly|| <n=|gny)|l <elyl|,vn € IN].
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2.5. Stabilité et approximation linéaire

Dans le cas autonome, I’équation

y(n+1) = fy(n)) (2.23)
y(n+1) = Ay(n) + g(y(n)) (2.24)

ot A = Jf|,_, est constante et g(y) = f(y) — Ay. Comme f est différentiable en 0,
f(y) — f(0) — Ay = o(y). C’est a dire

i JIWI _
lyll—o ||yl

Lemme 2.5.1 ( de Gronwall-Bellman dans le cas discret )

Soit z(n) et h(n) deux suites telles que h(n) > 0,¥Yn > ng > 0. Si IM > 0,

An) < M [zmo) S h(j)z(j)]

Alors,

Vn > ng, z(n) < z(ng) H [1+ Mh(j)] (2.25)
et -

Vn > ng, z(n) < z(ng) exp LZ Mh(j)] (2.26)

Preuve. Considérons la suite définie par,

u(n) = M [u(no) + 520 h()ul)]

2.27
u(ng) = z(no) ( )

Par hypotheése, on a
h(j) > 0,¥j > ng = z(n) <u(n),¥n > ngy
De (2.27), il vient
u(n+1) —u(n) = Mh(n)u(n) = u(n+1) = (1 + Mh(n)) u(n)

dont la solution est .
.

u(m) = [ 11+ MaG)] u(mo)

qui donne (2.25). Comme 1 + Mh(j) < exp(Mh(j)), il en résulte (2.26). m

Le théoréme suivant permet d’étudier la stabilité d’une perturbation d’un systéme linéaire.
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2.5. Stabilité et approximation linéaire

Théoréme 2.5.1 Si |lg(n,y(n))|| < anlly(n)ll, an >0, 3¢ a, < oo, et la solution x = 0
de (2.21) est uniformément stable ( resp uniformément asymptotiquement stable ), alors
la solution nulle de (2.20) est uniformément stable ( resp uniformément asymptotiquement

stable ).

Preuve. Supposons que la solution x = 0 de (2.21) soit uniformément stable. Par

conséquent,
AM > 0, [|®(n,ng)|| < M,Vn > ng

La formule de variation des constantes montre que la solution de (2.20) s’écrit,

n—1
y(n7n07 ?JO) - (I)(n7n0)y0 + Z q)(nvj + 1)9(]7 y(.]))
J=no
D’ou,
n—1
ly()ll < M [lyoll + M Y g5 ly()]
Jj=no

Par ailleurs, en utilisant le lemme de Gronwall-Bellman,

()]l < M [l exp (M 3 gJ)

Jj=no

n—1

11 suffit alors que ||yo|| soit pris suffisament petit de sorte que M ||yo|| exp (M Z gj> <e
Jj=no

et la stabilité uniforme de la solution nulle de (2.20) en résulte.

La preuve est analogue pour la stabilité uniforme asymptotique. m
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3

Existence de solutions homoclines
dans une classe de systémes

hamiltoniens discrets

3.1 Introduction

Le probléeme d’existence de solutions homoclines a fait 1’objet de nombreux travaux de
recherche pour les équations différentielles ordinaires. La plupart de ces travaux sont con-
sacrés a des systémes hamiltoniens. Récemment, il a été démontré I'existence de ce type
de solutions dans les systémes dynamiques discrets ( voir par exemple [10, 11, 2, 7] et les
références qui s’y trouvent). C’est le probléme qui est étudié dans ce chapitre. Manjun,

M.et Zhiming ([10, 11])ont étudié la discrétisée de I’équation différentielle

(p(t)2' (1)) + q(t)x(t) = f(t,2(t)) (3.1)
ou f: R xR — R est continue par rapport a la seconde variable. Nous allons montrer,
I’existence d’une orbite homocline pour la classe d’équations aux différences de second or-
dre obtenue aprés la discrétisation de 1’équation précédente. La méthode est basée sur
'utilisation du lemme "mountain pass". IL’équation (3.1) est équivalente & un systéme
hamiltonien continu non linéaire du premier ordre. En effet:

Posons p(t)2'(t) = y(t). On obtient alors le systéme

() { #'(t) = y()/p(t)

(3.2)
y'(t) = [t z(t)) —q(t)z(t)
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3.1. Introduction

C’est a dire,

_y(t)
(f(t,z(t)) — q(t)x(t)) do = ]Tt)dy

En integrant, on obtient

F(t,z) — (2%/2) q(t) = (1/p(1)(4*/2)
/033 f(t,s)ds = F(t,x)

La fonction hamiltonienne est définie par

H(t, X(t)) = —F(t,2(t)) + (1/2)q(t)2*(t) + (1/2p(t))y* (¢)

o X(t) = (x(t),y(1)"
Calculons les dérivées partielles de la fonction hamiltonienne H

OH

e —f(t,z) + z(t)q(t)
oH _ y(t)
oy p(t)
Maintenant nous pouvons écrire le systéme (3.3) sous la forme matricielle
X'(t)=JHx
ou
0 1
J pu—
et 9H 8
H 0H
H (= T T

La matrice J est dite normale sympléctique.

On discrétise I’équation (3.1) en posant
() =a(t+1) — x(t)
On obtient ’équation aux différences

A[Au(t = p(t)] + q(ult) = f(t,u(t), t € Z
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3.2. Etude de I'existence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

3.2 Etude de ’existence d’une orbite homocline pour
I’équation aux différences (3.4) dans le cas ou p, ¢

et f sont des fonctions périodiques

La forme matricielle de 1’équation (3.4) s’écrit:

AX(t) = JVHx(t,u(t+1),2(t)), t € Z

X(t) = (u(t).=(t)"
z2(t) = pt)Au(t —1)
H(t, X (1) = 2p1<t>22<t>+§q<t>u2<t>—F<mu<t>)
F(t,z) = /f(t,s)ds
et

0 1
J =
-1 0
Enongons le résultat principal de ce chapitre. Notons N [1, 7] 'ensemble des entiers naturels

compris entre 1 et 1.

Dans toute cette section, les fonctions f(t,x), p(t) et q(t) sont supposées périodiques en ¢,

de période T.

Théoréme 3.2.1 Supposons vérifiées les hypothéses suivantes:

1) Pour tout t € N [1,T],p(t) > 0 et q(t) > 0.

(Hh)
(Hy) Pour toutt € N [1,T], lim@ = 0.
(Hs)

z—0
3) 1l existe une constante 3 > 2 telle que,

xf(t,x) < 6/ f(t,s)ds < 0 pour tout (t,xz) € N[1,T] x R
0
Alors, léquation (3.4) admet une orbite homocline non triviale.

Remarque 3.2.1 La suite u(t) = 0 est une solution triviale pour l’équation (3.4) (grice a

Uhypothése (Hs) et a la continuité de la fonction f par rapport a x).

Proposition 3.2.1 L’hypothése (Hs) implique que:

(1) il existe une constante a > 0 telle que

/f(t,s)ds < —a(|z])? pour tout (t,z) € N[1,T] x R (3.5)
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

(2) lim f(t.2) = —00

Tr——+00 e

Preuve. (1) En vertu de 'hypothése (H3), on a

of(ta) <5 [ f(t.s)ds <o
0

Donc

vF,(t,z) < BF(t,x)
car

| ftts)ds = Fie.o)

0

Par conséquent, puisque F' est négative,

F;(t, x)
F(t,z)

>

p

x

Par intégration par rapport a x, il existe ¢ > 0 tel que
I [F(t,x)] = f1n(c|z])

qui donne

|[F(t,2)] = (c|z])?
C’est a dire,

F(t,z) < —c |2’
11 suffit de prendre ¢® = a.Ceci termine la preuve.

(2) Montrons que,

lim = -0
Tr——+00 X
On a B
xT t —
2f(t,x) < 5/ f(t, s)ds < —af |z’ < $f(2,x) < a52|x|
0 X v
D’ou

t,x _
x
Comme [ > 2, et a, $ sont deux constantes strictement positives, on a:

—afr’ % = —oo quand z — 400

D’ou

Notations:
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Notons par S I'espace vectoriel des suites réelles de la forme:

S = {u = {u(t)},ez - ult) € R}

Pour chaque m € N, on pose
E, ={ue€s, u2mT +t) =u(t), Vt € Z}

L’espace E,, est isomorphe & R?™T. Dans le but d’exploiter la forme de (3.4), on définit le

produit scalaire

(U, V) = _Zi [p(t)Au(t — 1)Av(t — 1) — q(t)u(t)v(t)] pour tout u,v € E,, (3.6)

t=—mT
La formule (3.6) permet de définir la norme

t=mT—1

lully, = > [pO(Au(t = 1))° — g)(u(t))’] Vu € By (3.7)

t=—mT

L’espace (Ep,(.,.)m) est un espace de Hilbert ( de fonctions 2mT-périodiques de Z dans
R ), linéairement homéomorphe & R*™", Pour tout m € N, on considére la fonctionnelle
définie par,

t=mT—1

Ln(u) = Z [(1/2)p(t)(Au(t — 1))* — (1/2)q(t)(u(t))® + F(t,u(t)] ,\Yu € E,,  (3.8)

t=—mT

La fonctionelle [,,, est continument différentiable et sa dérivée au sens de Fréchet est donnée

par
88[2((;;) = —Apt)Au(t — 1)] — q(t)u(t) + f(t, u(t)),t € N [-mT,mT — 1]
en vertu de (3.7) et de (3.8), on peut écrire
L(w) = (1/2) |lully, + Z_ F(t, u(t)) (3.9)

ou

u= (u(—mT),u(—mT + 1), ..., u(mT —1))"

Rappelons la condition de Palais-Smale:

Soit H un espace de Hilbert. On dit que la fonctionnelle J € C'(H, R) vérifie la condition

de Palais-Smale si, toute suite {z,} C H pour laquelle J(x,,) est bornée et J'(x,,) — 0 quand
n — oo admet une sous-suite convergente dans H.

La démonstration du théoréme necessite celles des cing lemmes suivants.
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3.2. Etude de I'existence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Lemme 3.2.1 Supposons que (Hy) et (Hs) soient vérifiées. Alors I, satisfait la condition
de Palais-Smale.

Preuve. Notons

Cip = p(=mT)+p(—mT +1)

Coo = p(=mT + 1)+ p(—mT +2)

Comr-12mr—1 = p(mT —1)+p(mT —2)
Comromr = p(mT)+p(mT —1)

La formule (3.7) est équivalente a

lully, = (Qm + Pu)u, u) (3.10)

ou P, (t) et Q,,(t) sont respectivement les deux matrices de type 2mT x 2mT

i1 —p(—mT +1) 0 0 —p(—mT)
—p(—mT +1) Cao —p(—mT +2) .. 0 0
0 0 0 o Comr—1amr—1 —p(mT —1)
—p(mT) 0 0 o —=p(mT —1) <2mT,2mT
et
—q(—mT) 0 0 .. 0 0
0 —g(—mT +1) 0 0 0
0 0 0 ... —q(mT—-2) 0
0 0 0 .. 0 —q(mT —1)
et
u= (u(—mT),u(—mT +1),........ s u(—1),u(0),u(1),...,u(mT —1)).

Grace a (Hy), la matrice Q,,, + P,, est définie positive. Donc toutes ses valeurs propres sont
distinctes et positives. Notons par A\, sa plus grande valeur propre et par A, sa plus petite

valeur propre. En utilisant (3.10), on a
2 2 2
Am [[ull™ < H[ull, < Aar [ul] (3.11)

ou ||.|| désigne la norme euclidienne.

En effet, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Shwartz, on a

lully, = {(Qu + P, 1) < [|Qu + Pl l1ull”
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3.2. Etude de I'existence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Mais,
|Qum + Pl = At

Donc,

Il reste a montrer que

2 2
Am [[ul” < flully,

Notons que pour tout i € {1, ...... ,2mT} ,v; est le vecteur propre associé a la valeur propre
;. Donc,

i=2mT’
Yu € B, 3o, g, ...agmr) € RP™ tel que u = Z o U;
i=1

On aura alors,

i=2mT j=2mT
<(Qm+Pm)u7u> = <(Qm+P Z Q;V;, Z Oé]U]>
i=1

Ce qui veut dire,

1=2mT j=2mT

((Qm + Pp)u Z Z ;i ((Qum + Pin)vi, vj)

Or,
(Qm + P ) - )\ iVi

D’ou,
1=2mT j=2mT

((Qm + Pn)u Z Z a;a; (Avi, vj)

Par conséquent,
1=2mT j=2mT

(Qm + Pn)u Z Z Ao {(vi,v5)

Comme,

Alors,

C’est a dire,
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

et donc,
1=2mT j=2mT
||u||$n = <(Qm + Pm)u,u> > A\ < Z o, 05, Z ajvj>
i=1 j=1
Enfin

1=2mT j=2mT
ul?, > Am< SIS > I
i=1 j=1

Ceci prouve (3.11).
Soit la suite {u,} C E,, avec I, (u,) bornée et I'(u,) — 0 quand n — oo. Il existe b > 0
tel que
L (un)| < M

En utilisant ’hypothése (Hj) et la formule (3.9), on aura

mT—1 mT—1

—M < In(un) = (1/2) Junlly, + Y Fltun(t)) < (1/2) lunlly, —a Y Jua(t)

t=—mT t=—mT

En utilisant I'inégalité de Holder

Yo (Y an) (L) "

et (3.11), il s’en suit que

mT—1 mT—1 mT—1 B/2 mT—1 (2-p)/2
S P = 3 () = ( 3y 1.\un<t>|2) (Z 1) (3.12)

t=—mT t=—mT t=—mT t=—mT

Dans notre cas A =1, B = |u,(t)|?, ¢ = 8/2 et p = (3/(8 — 2)). Par ailleurs,
mT—1
(312) & > [ua(®)” = (Junl®)?(2mT) 02
t=—mT

Or [lun |2, < Aas ||un|® (voir (3.11). Dot

mT—1

S unF 2 (1A [[unl) ™ (2mT) =572
t=—mT
mT—1
& Y Jua®)’ > (1) ualll, (2mT) A2
t=—mT

La formule (3.12) devient
M < (1/2) [unll?, = a(1/ X002 unl|®, (2mT) @502

C’est a dire
~(1/2) uall2, + a1/ Aar) o, (20T 2 < A

Comme [ > 2, cette derniére inégalité indique que la suite {u,} admet une sous suite

convergente dans F,,. D’ou [, satisfait la condition de Palais-Smale. =
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Lemme 3.2.2 (Mountain Pass lemma ([10])). Soit E un espace de Banach et I €
CY(E,R) satisfaisant la condition de Palais-Smale. Notons

OB,(0) = {u € B, Jull = p}

B,(0) = {u € E, [[ul| < p}

Supposons aussi que
1. 1(0) = 0
2. dp,a > 0 tels que I |sp,(0)=>
3.dec BN gp(O) tel que I (e) <0

Alors I admet une valeur critique ¢ > o donnée par

c=1inf max I(g(s)) ouT ={g€ C([0,1],E),g(0) =0, g(1) =e}. (3.13)

g€l s€[0,1]

Nous admettons ce lemme. On va maintenant montrer le résultat suivant:

Proposition 3.2.2 Pour tout m € N, la fonctionnelle I,, admet une valeur critique notée

Crm-

Preuve. Soit m € N, quelconque fixé. Utilisant le lemme ci dessus, on a I,,, € C1(E,,, R)

et 1,,(0) = 0. Grace a (Hs), il existe p > 0 tel que
|F(t,2)] < (1/4)\n2? pour tout |z| < (p/\/Am) et t € N [-mT, mT — 1]
Par conséquent, pour tout u € E,, et ||ul|,, < p, on a grace a (3.11),

[u()] < Jull < (1/v/An) lull,, , ¥t € N[=mT,mT — 1]

Comme
Ln(u) = (1/2) Jully, + Y F(t,u(t)
alors _
() > (1/2) lull2, = (1/DAm Y (u(t))® (car F(t,z) > —(1/4)Ama?)
D’ou

L(w) 2 (1/2) llully, = (1/9)N ul® 2 (1/2)e, — (/DA Nlully, = (1/4) Jully,
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

En prenant a = (1/4)p®> > 0, on obtient I,,(u) |o,> a. Donc I,, satisfait la deuxieéme

hypothése du lemme précédent. D’autre part, pour tout o € R et w € E,, ~ {0}, nous

avons
mT—1
In(aw) < (1/2)0” w3 —a Y Jow|’ (3.14)
t=—mT
< (1/2)0* |wllZ, = alal’ @mT) 22 wl|7, (1/Aa)? (3.15)

Enfin, la troisitme hypothése du lemme est vérifiée. Ainsi, [, admet une valeur critique ¢,
donnée par (3.13) avec E = E,, et '=T1,,. m

On note par u,, le point critique de I, sur E,,. On a u,, # 0 car ¢,, > 0.

Lemme 3.2.3 Supposons que (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors il existe une constante d

mdépendante de m telle que

lumll,, < d, Ym e N
Preuve. Soit w € E; — {0} tel que
w(+7T) =0,w(=T) =0, (w) <0

On définit la fonction

w(t) si teN[-T;T]

em:R—=R:e,(t) =
0 st T<|t|<mT

Onae, € E, et I,(en) = Ii(e1) < 0. On note g,(s) = se, € 'y, pour tout m € N et
L (gm(s)) = L1(g1(s)). Comme

¢ gmlgrnusrrle[g,)(l] (g (S))

(voir le lemme mountain pass), alors on obtient

Cm < max I, (gm(s)) = max [1(g1(s)) = dy

s€[0,1] s€[0,1]
ou d; est indépendant de m.

Montrons que
wmll,, < d¥m e N

On a,

mT—1

L(wn)um = Y (AP0 Dwn(t = Dlun(t)) = a(t)(un (1)

3 Ftun(®)un(®)

t=—mT
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

et donc,
L (Ut = Z_ (=[p(t + 1) Aum () — p(t) D (t = 1)]um(t) — q(t) (wn(t))?)

St un(®)un(t)

Or
U (1) = Dup(t — 1) + up(t — 1)
Par conséquent,
L () um = i (=[p(t + 1) At (H)um(t) — p(t) A (t — 1)(Dup(t — 1) + um(t — 1))])
- Z 2 (b (1)) (1))
Qui donne,
L ()t = i (=p(t + 1) Dt (D) um(t) + p(t) Atm (t — Dum(t — 1))
+ Z )(Dunm(t —1))% = q(t) (um () + f(t, um(t))um(t))
Mais,
D (=t A+ 1) Aty ()10 (£) + p(t) At (£ = 1) (i (t = 1)) = 0

et : -

> () (A (t = 1))* = q(t) (um(1)?) = l[uml[2,

Finalement on trouve,

mT—1

t=—mT

Comme I} (u,,) = 0, alors on peut écrire,
]' !
Cm = L () — il'm(um)um

C’est a dire,

mT—1 mT—1

Cm = % lumlly + D Flt um(t) = 5 HumH + Y fun(®)um(t)

t=—mT t=—mT
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Donc,
mT—1 mT—1
t=—mT t—fmT
Enfin,
mT—1
=Y [F(t,um(t) = 5 f(t (D)) (D))
t=—mT
Par ailleurs,
k=mT—1 1 3 k=mT—1
Cm = Z [/t um(t)) — §f(t7um(t))um(t)] > (1- E) Z E(t, um(t))-
k=—mT k=—mT
et,
1 k=mT—-1
In(u) = 5 lully + D F(tu(®)
k=—mT
Ce qui donne,
k=mT-1 4
2
s, = 26m =2 Y F(t,um(t (2+m)d
k=—mT
Il suffit de prendre
4
24+ ——)dy=d
(2+ 5_2) 1

Lemme 3.2.4 ([10]) Supposons (Hy) et (Hs) vérifiées. Alors,
2 2 2 2 2
A1, A2 >0, Vm € N, Ay lull™ < [ull;, < Ao flull™ et A flullie < llully,

ot I désigne l'espace des fonctions réelles bornées sur [—mT, mT — 1|, muni de la norme

lulligy =, _max ~ A{Ju(®l}, Vu € b

m tE[
Preuve. La preuve de ce résultat est contenue dans celle du premier lemme de cette

section. m
Lemme 3.2.5 Supposons que les hypothéses (Hy)-(Hs) sont vérifiées. Alors
39, n>0,YmeN, 6 < ||qu%, <
Preuve. De I'hypothese (H2), pour tout € > 0, on peut trouver un d(¢) tel que

|f(t,x)| < elz| pour |z| < d(e) (3.16)
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3.2. Etude de Iexistence d’une orbite homocline pour I’équation aux différences (3.4) dans
p q
le cas o1l p, q et f sont des fonctions périodiques

Supposons que ||, |[,. < d(¢), alors en vertu de (3.16), on obtient
|f(t, um (t)| < €|um(t)] pour t € [-mT,mT —1].

Comme u,, est un point critique pour la fonctionnelle I,,,, donc

t=mT—1
I ()t = 12,4+ > F (s (8t () = 0
t=—mT
qui donne
t=mT—1 t=mT—-1
lumllz, == Y Ftum(O)um(t) <e > Jum (D)
t=—mT t=—mT

qui veut dire

2 2 1 2
[l < € lumll™ < &= llumll,,

Am
Si on prend € = \,,/2, la derniére inégalité est vraie si et seulement si, ||u,,| = 0. Ceci est

contradictoire avec (||u,,|| # 0). Ceci prouve 'existence d’une constante ¢ > 0, indépendante
de m vérifiant,

[tmlljee = 0(e),¥m € N.

D’apres le lemme (3.2.4) on a
A lullize <,
C’est a dire,
il < 5 Neml, < £

A1 A1
Ceci acheve la preuve du lemme. m

Preuve. 3.2.1 Soit {u,,} C E,, restreinte & N [-T,T]. 1l est clair que {u,,} est
isomorphe a R**!. Tl existe une sous suite {uy, } de {un},, ey €t u' € Ey telle que
|ut,, —ut]|, = 0 quand my — oo
Soit {u}, } restreinte & N [—2T,2T]. Il est clair que {u;, } est isomorphe & R*! 1l existe

une sous suite {u2, } de {ul, } satisfaisant uy ¢ {u2, } et il existe u? € Ej telle que

|uz,, —u?||, = 0 quand my — oo.
En répétant cette procédure pour m € N, en général, il existe {ufnk} sous suite de {ui’n_kl ,
u, ¢ {uﬁlk}, uP € Ep tels que ||uﬁ1k — upHp — 0 quand my — oo pour tout p = 1,2,...De

plus, on a

ot =], < gt =+ s, 0, + o = ], = O quanc g —

Dot uP — us quand p — 00, Ol Ux(s) = uP(s), pour s € N [—pT,pT| et p € N. Soit
{uﬁ%}keN une sous suite de {u?, }, Vp > 1. Il s'en suit que

k

|,k k
Humk —uoo”k = Humk —u Hk — 0 quand my, — o0, k€N
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3.3. Existence de solution homocline pour 'équation aux différences (3.4) dans le cas ou p,
q et f sont des fonctions non périodiques

C’est a dire
U, — Uoo quand my — oo dans Ej,.(Z, R)
avec
t=o0
Eo(Z,R) = {u €S [lull = Z [p(t)(Au(t — 1))* — q(t)(u(t))?] < oo}
t=—o0
Comme Uuu(t) — 0, Aus(t—1) — 0, quand [t| — oo, et en vertu de (3.8), (3.13) et ¢,,, < dy
on a
Vu € B, 0 < Iy, (Up,) =
t=m), T—1
Y (W20 (Aun(t = 1) = (1/2)g() (un, () + F(t,um ()] <di - (3.17)
t=—my, T

ol d; est indépendant de my, et
IT'nk (Um,) =0 (3.18)

On fait tendre my vers l'infini dans (3.17) en utilisant la continuité de F/(¢,z) et F'(t,x).

On obtient,

t=00

Io(use) = D [(1/2)p(t)(Auce(t = 1)) = (1/2)q(t) (e (1))* + F(t, uco(1))] (3.19)
< d_l, Yu € Ey (3.20)

et
I' (us) =0 (3.21)

La formule (3.21) montre que u, est une solution homocline de (3.4).
Il reste a montrer que us, # 0. Supposons que uy, = 0; donc u,,, — 0 quand my, — oo.

Comme A, ||ul? < |Jul)?,, alors ||umk||1200 — 0. C’est a dire maxyenjo,r) [Um, (t)] — 0, quand

my, — o0o. Ceci contredit le lemme (3.2.5) . m

3.3 Existence de solution homocline pour I’équation
aux différences (3.4) dans le cas ol p, ¢ et f sont

des fonctions non périodiques

Dans la section qui precéde, on a démontré l'existence d’une solution homocline dans

I’équation aux différences (3.4) quand les fonctions p, g et f sont périodiques. L’objet de
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3.3. Existence de solution homocline pour 'équation aux différences (3.4) dans le cas ou p,
q et f sont des fonctions non périodiques

cette section est de montrer le méme résultat, en supprimant I’hypothése de périodicité et
en remplacant (H1) et (H2) respectivement par:
(HY) Pour tout t € Z, p(t) > 0, q(t) > 0 et tliin q(t) = —o0.

(H) TRRAGED)

x—0 x

= 0, uniformément par rapport a t € N [1,7].
Soit E I'espace de Hilbert defini par,

— {u €5, Z )(Au(t — 1)) — q(t)(u(t)? < —l—oo}

t=—00
muni du produit scalaire,

t=-+o00

(uv) = Y [p)(Au(t — 1) Av(t — 1) — q(t)(u(t)) (v(t))], Yu, 0 € B

t=—0o0
La norme correspondante est

t=-+o00

lulz = > p(O(Au(t — 1)) — q()(u(t)]*,Vu € E

t=—00

Designons par [? I'espace des fonctions a carré sommable dans l'intervale I qu’on munit de

lull7 = [u(®)l

tel

la norme

La sommation est faite sur les entiers contenus dans I. De méme, [ désignera 1’espace des

fonctions & carré sommable dans Z muni de la norme

lal® = lu(t)]?

tez
On définit la fonctionnelle J par,
t=-+o0
JiE—=Riu—Jw) =Y [pt)(Au(t —1))° = q(t)(u(t)® + F(t, u(t))]
t=—0o0

ou

F(t,x) = /0»"5 f(t,s)ds

Le résultat principal de cette section est le suivant:

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (HY), (HY) et (Hs), l'équation (3.4) admet une solu-
tion homocline u telle que

t=-4o00

0< > [p)(Au(t — 1)) — q(t)(u(t))* + F(t,u(t))] < oo

t=—00

58



3.3. Existence de solution homocline pour 'équation aux différences (3.4) dans le cas ou p,
q et f sont des fonctions non périodiques

Pour le démontrer, on a besoin du lemme suivant:
Lemme 3.3.1 Soit {u} C E telle que uy — u dans E. Alors uy — u dans [%.

Preuve. Supposons que uy — 0 dans £ . Le théoréme de Banach-Steinhaus ([12])
implique que

A= sup |urllp < o0

Par hypothese,
q(t) <0Vt e Zet lim ¢(t) = —oc0

[t]—o00
En utilisant la définition de la limite pour la fonction ¢(¢) au voisinage de (-00) on a,
Pour tout € > 0, il existe Ty < 0 tel que:

~1
—— <eVteZ(—o0,Tp)

q(t)

ou Z(—o0,Ty) désigne ensemble des entiers compris entre —oo et Tj.

De méme, il existe T} > 0 tel que

—1
— <, Vt € Z(T}, +00).

q(t)
Il est clair que up — 0 dans E; (grace a I'hypothese (H))), ou
E = {u € Sy [p(t)(Au(t = 1))* — q(t)(u(t))’] < +OO}

ter

S = {u=u(t), u(t) eR,t €I}

et
I = Z(TO,Tl).

La suite {uy} est bornée dans Er; donc {uy} est bornée dans 2. Comme [? est séparé, on a

ur, — 0 sur [ ; donc il existe une constante kg telle que

D lu(t)* < e, k> ko (3.22)
tel
Comme
—— < eVt € Z(—o0,T,
On a
To To
S k) < =2 D q(t) up(t)P < eA? (3.23)
t=—00 t=—00

De la méme facon ,

—1
— < ¢, Vt € Z(T1,+00).
q(t) & )
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3.3. Existence de solution homocline pour 'équation aux différences (3.4) dans le cas ou p,
q et f sont des fonctions non périodiques

Donc -
D lu(t)? < eA”. (3.24)

t=T1

Comme ¢ est arbitraire et d’aprés les formules (3.22), (3.23) et (3.24), on a

ur, — 0 dans [2.

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme ci-dessus.

Preuve. du théoréme 3.3.1 On sait que

J € CYE,R),J(0)=0

!

Rappelons les deux conditions suivantes extraites du " moutain pass lemma "

(A1) dp,a >0 tel que J |sp,0)> @
(A2) Jee€ E~ gp(O) tel que J (e) <0

Comme J satisfait la condition de Palais-Smale, il suffit donc de justifier les conditions

(A1) et (A2) . En vertu du lemme (3.3.1) il existe une constante ay > 0 tel que
Jull < oo flullp,we E
D’autre part en vertu de 'hypotheése (HY), il existe a; > 0 tel que

[ullee < arflullg

ou,
[ull o = sup |u(t)] .
teZ
Comme
liII(l) M = 0 uniformément pour t € Z
r— x
Alors,
f(t x)
(Ve >0),(30 >0),(Vx € R),(Jz| < §d = — <eg)
Mais, N
/ f(t,s)ds = F(t,x).
0
Donc,
F'(t
(Ve > 0),(36>0), (Vo € R)(|jz| < § => Eto)l %)
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3.3. Existence de solution homocline pour 'équation aux différences (3.4) dans le cas ou p,
q et f sont des fonctions non périodiques

Par intégration par rapport a x, on trouve
F(t,0)| < elef* ¥ |2 < 6.

)
Prenons p = o et [|u|lz < p. On aura,

Donc
F(t,u(t)) > —e|u(t)]?. (3.25)
La formule (3.25) donne,
t=—+o0 t=+4o0
Y Ftu(t) 2= Y [u@®) = —lull* > —eaf Jull-
t=—o0 t=—0o0
Si ||lullz = p, alors
1 t=-4o00 1
J(u) =5 llully + Y F(tu(t) = 5 [lully — =af |lull;
t=—00
D’ou
> 1 2 2 1 2\ 2
Tw) 2 (5 - =ad) Jully = (5 — sad)p
11 suffit de choisir ¢ = 1/4a2 pour avoir,
1
J(u)21p2:a>0

et donc la condition A(1) est vérifiée.

I1 nous reste a vérifier la condition A(2). Soit

2 t=4o0
J(ou) = % Jul? + Z F(t,ou),Vo € R

t=—00

Soit u € E tel que ‘a(t)‘ > 1 sur un intervalle entier non vide I C Z. Comme
ef(tx) < BF(t,2) < 0

Alors pour tout ¢ > 1, on a

JN O'2N2 :+ooF N O'2~2 18
< — t < — ¢
< SR+ 5 e < L - Sl et
D’ou,
~ 21~ 12 ~|8
e8) < 5 [, = Z[il et
I

Comme [ > 2, on peut trouver ¢ > 1 tel que Haﬂ” > pet Jlou) < 0 = J(0). Par
conséquent, la condition A(2) est bien verifiée. Ceci achéve la démonstration du théoreme.

61



4

Méthode spectrale pour le calcul des
solutions homoclines d’une équation

différentielle autonome d’ordre deux

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de calculer approximativement la solution homocline , dont on con-
nait I’existence, pour une équation différentielle donnée. C’est le travail réalisé par Korosty-
shevskiy. R.et Wanner. T. ([7]) et exposé ci-dessous. Deux raisons justifient 'opportinuité
de ce travail. La premiére est qu’il est généralement impossible de connaitre 1’expression
analytique d’une telle solution. La deuxiéme est qu’il n’est pas évident de donner une car-
actérisation mathématique de cette solution homocline, traduisible en algorithme. Les deux
auteurs ci-dessus ont eu l'idée d’utiliser le fait que dans le cas hyperbolique, la solution
homocline tend exponentiellement vers le point critique. Ils font alors usage des fonctions

d’Hermite dont on rappelle quelques propriétés ci-dessous.

4.2 Sur les polyndmes et fonctions d’Hermite

Dans la suite, L? (R, du) désignera 1’espace des fonctions réelles a carré intégrable pour la

mesure p donnée par
2

dp(x) =e “dx

La suite des monomes

My :x— 2" n=0,..
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4.2. Sur les polynémes et fonctions d’Hermite

est totale dans L? (R, du) . En appliquant la méthode d’orthonormalisation de Shmidt & la
suite (M), , on trouve des polyndmes successifs (F,) de degrés n = 0,1, ...deux & deux

orthogonaux. Si on les normalise dans L? (R, dpu), il forment une base orthonormale de
L? (R,du). Posons

po () =€
et constatons que pour tout entier n > 0, la dérivée n’®™¢ de , est de la forme

oy (x) = (~1)" H, (2) g, (2)

ou H, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant égal a 2". On trouve ainsi les

premiers de ces polyndémes
Hy =1, Hy (v) =2z, Hy (v) = 42 — 2, H3 (x) = 8% — 122,...

Posons aussi pour tout n > 1,

On a, pour tout n > 1,

Pour tout entier £, n > 1, on a

/Ra:kcpn (x)dx = [_$k<ﬁn—1 (x)r_rz + k/

ﬁl%PMdeza/ﬁl%%m@dx
R

R

car =g, | () est de la forme P (z) e *". D’ou, on déduit par réccurence, lorsque k < n

/ﬁkgpn (r)dx = k:!/gonk (x)dx =0
R R

( puisque n — k > 0, on voit que la fonction ¢,,_, est la dérivée d’une fonction qui tend vers
0 en £o00; d’ou la nullité de U'intégrale). On déduit que ¢,, est orthogonale aux monomes de

degré < n; on voit aussi que

/R v (2)dz = n! /R o () da = /n!

On a donc pour tout k < n, la relation d’orthogonalité

/R Hy (2) Hy (2) e~ da — /]R Hy (2) o, (x) dz = 0 (4.1)

puisque Hj, est combinaison linéaire de monoémes de degrés < n. De plus

/RHn (z) H, (z) e " dx = /RHn (x) @, (z)dx = /RQ”ajngon (z) dz = /72"n!
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4.2. Sur les polynémes et fonctions d’Hermite

La fonction ¢, est une fonction holomorphe sur C tout entier. Donc sa série de Taylor au

point z la représente partout. Par conséquent, pour tout h

+oo +oo
n h™ n 2 h"
po(a+h) =D o (1) = (-1 Hu(w)e™
n=0 ’ n=0 ’
En particulier, pour h = —t, on aura
2 <X 2
—(z—t)* _ v —x
e = (2%n!Hn (ZL‘)) e
n—=

Apres multiplication par e“’"z, on obtient la fonction génératrice des polyndémes d’Hermite

+0o0
i tn
G (x,t) = ¥t = ZHHH (2)
n=0
Ce qui préceéde nous donne une suite orthogonale de fonctions dans L? (R, du), en posant
U, (z) = H, (z) e"*"/2, pour tout n > 0

Ce sont les fonctions d’Hermite. En effet, la relation (4.1) donne quand m # n,

2

/me (2) ¥, (x)dr = /RHm (z) Hy, (v) e ™ dr =0

Les fonctions (1),,) ne sont pas de norme 1 dans L? (R, du). Pour avoir une suite orthonormée,

on prendra pour tout n > 0, la fonction
W, cx— w22 ()R H, (1) e 2

Ce systéme est total; donc il constitue une base orthonormée de L? (R,du). La totalité
des (¥,,),5¢ dans L? (R, dpu) se déduit de la totalité des (H,),, dans L* (R, dpu): si g est
une fonction indicatrice d’intervalle borné, on peut trouver un polynéme P (combinaison

linéaire de polynomes d’Hermite) tel que
/ ‘g(x) v P(a:)’ e dr = / ‘g(x) —P(z)e ™| du <e
R R

Ceci montre que la combinaison linéaire de fonctions d’Hermite P (x) e~ /2 approxime ¢
dans L? (R, dpu).

Propriétés des fonctions d’Hermite:

Les fonctions d’Hermite hg et h; sont données par

1 —t2/2 21/ —t2/2
ho(t) = me et hl(t) = mte
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4.3. Systéme algébrique de dimension infinie

et pour tout n € N et ¢ € R, la fonction d’Hermite satisfait la formule de réccurence

n + 1 “ n 1
On a les propriétés suivantes:

P(1) La famille de fonctions d’Hermite {h,} -, est orthonormée et totale dans L*(R),

n+1

muni du produit scalaire usuel.

P(2) 1 existe une constante ¢ positive telle que

|ho(t)| < ¢ pour tout t € R, et |h, ()] <

c
S pour tout t € Ret n € N
n

P(3) La dérivée de la fonction d’Hermite est donnée par I'expression

t) = \/ghn_l(t) - Whn+1(t),n eN

P(4) Pour tout A > —1/3 et pour tout 7 > 0, il existe une constante c¢(\,7) > 0 telle

que ()\ 7_)

¢

|hn(t)] < n8A~V12 pour |t| > 7 et n € N.

4.3 Systéme algébrique de dimension infinie

Considérons I’équation différentielle

o= f(u)
{u(o) i (4.2)

ou f = (f1, fa, e fa) : R? — R? est un champ polynomial et u est une fonction de R
dans R9.
Soit v € L*(R). Grace a la propriété (P1), on peut associer a la fonction v une unique
suite v = (vg, vy, .....) € [2 telle que
V=Y vphi(t) ot v = (09, vy, enes) € 1P (4.3)
et
+oo
v = / v(t)hi(t)dt pour k € Ny et v € L*(R). (4.4)

L’équation (4.2) s’écrit sous la forme:
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4.3. Systéme algébrique de dimension infinie

B A (ORI
a? = fa (u(l),...,u(d))

. (4.5)

A0 = g (), )
ol

u(t)= (uV (1)u® (1), ..u(1)"
et
flu(®)) = (fi (u(®)), f2 (u(t)) ... fa (u(t))) € R?
Supposons qu'il existe une solution homocline u(t) pour le systéme (4.5) . Alors:
Vi e N[1,d] i u! dhj ) = fi(u(t)) (4.6)

k=0

ou
Zuk hk Zuk hk

La fonction dhy(t)/dt dépend de hk,l( ) et hg11(t). Pour cette raison, I’équation algébrique
non linéaire (4.6) est difficile. L’utilisation de la technique suivante a pour but de la simplifier.

Soit I'opérateur ¢ defini de /2 dans [? par ses composantes,

[k+1 k
= ;_ Vgt1 — \/;Uk_l pour k € N (4.7)

La formule (4.7) est inspirée de la forme de la fonction h'(t). En effet

S w0 _ )i NpLd

dt
k=0
Comme
dh(t k k+1
) o -
On a

En effectuant le changement d’indices
k+l=Keth—1=K

On obtient

o0

>y > Pl hiclt) = fiu(e)

K'=0

66



4.3. Systéme algébrique de dimension infinie

De la méme facon on écrit

Sl hete) - @u&hw)) = filu(t))

k=0

D’ou
> (eu)ehi(t) = fi(u(t)) =f:(uM (), u® (@), .., u (1)) (4.8)

k=0

L’équation (4.2) peut étre mise sous la forme,
F (u(l),u@), ...u(d)) =0 (4.9)

Comme i € NJ[1,d], on retrouve un systéme a d équations algébriques non linéaires de
dimension infinie. Cette dimension pose probléme. Pour ramener ce systéme & une forme

raisonable, on va faire appel & Hermite!

4.3.1 La condition de phase

Soit % : R — R? une fonction bornée et intégrable et u la solution homocline de ’équation

autonome (4.2). On sait que V7 € R, la fonction
vy R =Rt — v (t) =u(t—71)

est aussi solution homocline pour I’équation (4.2). Parmi toutes ces solutions homoclines,
on cherche celle qui approxime la fonction 4. cela revient & chercher une valeur de 7 telle

que la quantité

N 2
/ u(t) —u(t—7)| dt
R
soit minimale ( ||.|| désigne la norme euclidienne dans R?). En effet posons,

2

() - u( —7)

= /R ‘ﬁ(t) —u(t— T)’2dt =

L2(R)

et donc,

_ /Z 2 b (0t — 1)+ (@t — 7))t

Mais, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

(%) .
im [ o (Ou?(t—7)dt =0

"T‘—>OO R
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4.3. Systéme algébrique de dimension infinie

D’ou
d

lim e(7) =) (

|T[—00 ,
=1

NOIlE 012
u +|Ju ||L2(]R)>'

L2(R)

Cette derniére égalité indique qu’il existe une valeur 7 € R pour la quelle € (1) = 0. Mais,

+o0

e’“):d%/_j ﬁ(t+7)—u(t)‘2dt:2/_oo

¢ (7) :2/_ Oo<ﬁ(t)—u(t—7),u/(t)>dt.

La solution homocline u qui approxime la solution u vérifie donc la condition suivante,

/ m <ﬁ<t> ) (t)> dt = 0 (4.10)

La derniére égalité s’écrit sous la forme,

+o0 d oo i o .
/_ [Z(Z(ﬁ;’ —ul). k(). (gu )y ] dt =0 (4.11)

<ﬁ(t +7) —u(t), z?l(t + 7')> dt

Comme,

/ﬂo ha(E)hs ()t = 0 si i # j et /m (ha(t))2dt = 1.¥i € N[1,d

o0 —00

alors (4.11) devient,

PP '_“k (o) =0

=1 k=0

Définition 4.3.1 Soit u : R — R? la solution homocline de I’équation (4.2) qui converge

exponentiellement vers zéro quand t — +oo. Considérons

1 d
0 = (@( S )> R — R

!/
une solution approximant u et supposons que toutes les composantes de 2/} sont dans L2(R).
L’identité
Z (uk —uk ) <gz§u ) =0 (4.12)
i=1 k=0 k

est appelée la condition de phase pour la suite u € 1% définie par u = (u® u®, ... u?).

Le systéme approximant de dimension finie:
Notons par
XN = Vect (ho, hl, ey hN,1> C L2(R), N eN
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4.4. Théoréme de convergence

et
Xy = {'UGZQ,U]‘:O,\V/j EN}

Notons P, 'opérateur de projection
P,:I? =R, P,(v) =v,, n€Ng

Définition 4.3.2 Soit u : R — R? une solution homocline de I’équation (4.2) qui converge
exponentiellement vers zéro quand t — “+oo. Le systéme de dimension finie o (Nd — 1)

équations
PEVY, . v®)y=0 n=0,....N—1,i=1,...d, (nk)#(N—1,d (4.13)

d’inconnues v©Y € Xy, i =1,....d, couplé avec la condition

LAy NG A ()
> <un —v§j>) <¢>u ) =0 (4.14)

est appelé systéme approximant d’ordre N .

4.4 Théoréme de convergence

Nous allons montrer que pour N fixé, le systéme de dimension finie (4.14) peut étre résolu
numériquement. On montre aussi que plus N augmente, mieux est I’approximation.

Considérons les ensembles suivants
2 A 2
Kis=1vel ]vklgk—spourtoutkeNet lvo| <Ay CI5;A>0,5>0.

et

Kas = {v € L*(R), v =) vihyavec v € KA,S} C L*(R)
k=0

Lemme 4.4.1 Soient A >0, et S > 17/12. Alors,
(a) Toute fonction appartenant & l’ensemble K4 s est de classe C.
(b) La fonction v' € Ky g, A' = A(1+25)/21/2 et §' = S — 1/2.

(¢) L’ensemble K45 est compact.

o0
Preuve. Soit v € K4 g arbitraire, fixé, et v = E v;h;. Posons
=1

k
wy (1) = Zvjhj (t) pour tout k € N
j=1
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4.4. Théoréme de convergence

En conséquence de la propriété (P2) des fonctions d’Hermite, on a pour tout j € N* et
t € R Pestimation |v;h; (t)] < AC/jF1/2 ainsi que |vohg (t)| < AC pour tout ¢t € R. Les
fonctions d’Hermite sont continues, et donc on a la convergence uniforme de la suite {wy}
dans R. Ceci fait que v est continue et {wy} converge uniformément vers v dans R. De plus,

la derniére estimation donne

= 125 -5
| |<AC+Z S+1/12— OmpOUI‘tOUttGR

On note que chaque wy, est différentiable et la propriété (Ps) des fonctions d’Hermite donne

;U1 : Vi) + 11— 1\/_ k+1
= b () + Y (0= Y2

En définissant A’ et S’ comme dans (b), on peut vérifier facilement que w;, € K4 s/. Comme

'Ukhk—i-l (t) y V keN.

J=1

ci-dessus, on a la convergence uniforme de la suite {w} }, qui implique la différentiabilité con-
tinue de v, et la convergence uniforme de {w},} vers v’. Ceci montre que le N™¢ coéfficient
d’Hermite-Fourier de la fonction v" est donné par (®v),. Ceci termine la démonstration de
().

Finalement, on a

c 125 — 11
! !
v ()|<Ac+§ S,H/u§2Ac—125—17p0urtoutt€R

Jj= l
ol ¢ désigne la constante de la propriété (Py). Cette estimation montre que 'ensemble K4 g
est équicontinu. On peut vérifier que K4 g est fermé par rapport a la convergence uniforme
dans R. On a ainsi vérifié (c). =
Le résultat suivant établit que, si la suite des approximations obtenues en résolvant
le N#m¢ systéme approximant pour des valeurs croissantes de N, a des composantes qui
decroient assez rapidement, alors en fait, on aura calculé une approximation de l’orbite

homocline de (4.2) qui satisfait la condition de la phase (4.10).

Théoréme 4.4.1 Supposons que le N*™¢ systéme approzimant (4.14), (4.13) a une solu-
tion

V(l)’N, ...,V(d)’N € Xy pour tout N > Ny
En outre, supposons qu’il existe deux constantes indépendantes A > 0 et S > 23/12 telles

que

V(1),N7 ,,.,v(d)’N € Ky,s pour tout N > N

Soit vV : R — R@ [ fonction dont les coefficients d’Hermite-Fourier sont donnés par

vON pour i = 1,...,d. On pose vV = (vWN v@N W DN) - Alors il existe une fonction
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4.4. Théoréme de convergence

différentiable u* : R — R et une sous suite {UNP} convergente vers u* uniformément dans
C! (R,Rd). De plus u* est une solution homocline pour l’équation différentielle ordinaire

qui satisfait
“+o0o

/ <ﬁ (t) — u* (£), 4 (t)> dt =0 (4.15)

((.) représente le produit scalaire sur R?).

N sont continument différentiables. Elles sont con-

Preuve. Toutes les fonctions v
tenues dans ’ensemble compact K4s C C(R), et leurs dérivées sont contenues dans
I'ensemble compact K4 5 C C(R) car " = S — 1/2 > 17/12. Ainsi, on peut trouver
une sous suite indexée par {N,} .y telle que pour tout i = 1,...,d, {vtr }peN et {i}i’NP }pGN
convergent uniformément dans R. Ceci implique I'existence de fonctions continument dif-
féerentiables u“* telles que

Np

; i - 7, - D,k . ,
0N b et 0 — ¢ uniformément dans R

Comme toutes les fonctions {vi’Np} sont contenues dans le méme ensemble compact

peN
K g, leurs valeurs absolues sont bornées par une certaine constante M. Ainsi, on a pour

tout £ dans R et k =1, ..., d, I'estimation

[fi (0™ (8) = fu (w ()] < max [V i, (u)]. [ (t) — " (t)]

C ulle<M
qui donne
fr (0™ (1)) — fi (u* (t)) uniformément dans R pour tout k = 1,...,d

Soit n € Ny arbitraire, fixé. Définissons 1'opérateur de projection

o T2 (R) = R, () = /_ " w(ha(t)dt, Vo € L (R) (4.16)

o0

En conséquence de (4.16) et la condition de phase (4.12), on a

AR (v™*) dans L*(R) pour tout k =1,...,d

et
+oo .
/ (u (1) = o™ ()@ (1)) dt = > Y4l (Dal)
—o0 i=14=N,

pour tout p € N avec N, > n + 1. Comme 'opérateur 7, est continu pour la norme de la
convergence uniforme, on peut passer a la limite p — oo dans les deux derniéres identités.
Ceci donne

il = 1 (u*) dans L* (R) pour tout k =1,...,d
ainsi que la validité de la condition de phase (4.10). La propriété (P;) termine la démon-

stration du théoréme. m
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4.4. Théoréme de convergence

4.4.1 Ce que donne l'ordinateur quand N = 2

Considérons le systéme de second ordre ([8])

dx
g2 (4.17)
Y 2
Mﬁ = y—ry

ol p et A sont deux parameétres réels . Pour uA = 1 et 0 < p < 2/9, le systéme (4.17) admet

une solution homocline dont la forme explicite est donnée par

! 1+ \/1—93u/200sh(t/\/ﬁ)
1+ +/1—9p/2cosh(t/ /1)

Dans le cas = 1/5, les solutions approchées pour le systéme (4.17) sont de la forme

o () =1+ S aha (1) et yx (1) = 3 Bl (1

Considérons le cas N = 2. Nous obtenons pour ¢t = 0 et t = 1, les deux systémes algébriques

suivants: 6 ) .
2 2 _
1720 + 7r1/260 + 7T3/4500‘0 =0
5 9 5 o
mﬁo + mﬁo + Wﬁoao =0
et

{ —3v201 + = (74 — 0.8+ V2a) (4 + V2B, +4 = 0
—TV28, — Ze(n't e — 0.8 +V2a1)(4 + V26, +20 = 0

Le calcul des coefficients d’Hermite-Fourier a I'aide de la méthode de Newton, donne les
solutions suivantes.

2o(t) = 1 — 0.45¢ /2 4 0.0001te /2

et

ya(t) = 2.27¢7/2 — 0.05te /2
Le couple (x2(t), y2(t)) est censé approximer la solution homocline théorique (z(t),y(t)) du
systéme (4.17).

En utilisant les deux égalités précédentes, on démontre de fagon calculatoire que,
|2 — o] o gy ~ (0.94) e~2(°)

et

_ 0.5
||y - yQHLOO(R) ~ (46) e 2(2 )
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4.4. Théoréme de convergence

On voit bien apparaitre la proximité exponentielle entre la solution exacte et la solution

approchée.

IS
o
00+

s o o o o o Solution approchant y2(t)

_— Solution homocline exacte x(1)
_— Solution homocline exacte y(t)
A Solution approchant x2(t)

Figure 1. La solution homocline exacte et approchée de (4.17) quand N = 2.

Conclusion 4.4.1 Le présent travail a permis d’une part de mettre en relief le paralléle ex-
istant entre le calcul aux différences et le calcul différentiel dans leurs différents aspects. Les
solutions homoclines ont fait 'objet d’une attention particuliére, vus les problémes qu’elles
continuent a poser. Des résultats d’existence et d’approximation de telles solutions ont étés
établis. Dans le cas de l’existence, cela a été fait aprés une discrétisation classique. Il serait
intéréssant de voir si cette solution homocline existe toujours en discrétisant par le shéma
d’Euler ( ou par d’autres shémas de discrétisation). Par ailleurs, il serait intéréssant de
voir si le résultat d’approximation de la solution homocline établi dans le chapitre quatre est
adaptable o une solution homocline d’une équation hamiltonienne discréte. Il nous semble

que ces deux pistes constituent un sujet de recherche original et prometteur.
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