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RESUME :

Dans la gestion du risque en assurance, la probabilité de ruine représente une mesure tres

importante & évaluer. Dans ce travail, nous nous intéréssons a quelques résultats et les différentes méthodes
utilisés dans l’estimation des probabilités de ruine ou nous présentons plusieurs expressions en temps fini et
infini. En particulier, nous détaillons I'application de ces approches dans le cas du modele de Lundberg.

MOTS-CLES
Approximation de Cramér-Lundberg.

1 INTRODUCTION

Dans ce travail, on va considérer 1’évolution en
temps de la richesse d’une compagnie d’assurance qui
souhaite que son surplus reste positif, mais du fait
des aléas elle ne peut pas en générale en étre cer-
taine. Afin d’avoir une analyse fine des pertes et des
primes regues, on se place dans le cadre des modeles
stochastiques a temps continu et démontrer les résul-
tats de quelques méthodes et outils d’approximation
des probabilités de ruine.

En assurance, la théorie du risque a pour objec-
tif analyse mathématique des fluctuations aléatoires
dans les opérations d’assurance. On qualifie de
risque, la probabilité que la réserve d’une compag-
nie d’assurance, qui est la différence entre le total des
primes regues et le total des montants des réclama-
tions payés, devienne négative & un certain temps. A
ce moment la, on dit que la ruine apparait, du fait
d’un mauvais calcul du taux de cotisation des assurés
ou de sinistres trop importants a couvrir.

Il existe plusieurs mesures du risque mais la proba-
bilité de ruine reste pour l'instant I'une des mesures
les plus intéressantes a étudier. En effet, les actu-
aires accordent une importance particuliere au pro-
cessus de réserve de la compagnie d’assurance et
tentent de quantifier la probabilité de tomber dans
I'insolvabilité.

L’emploi de modeles stochastiques comporte
plusieurs avantages et permet notamment de prédire

Modeles de risque, Modele de Lundberg, Probabilités de ruine, Théorie du risque,

les probabilités associées a des valeurs non observées
d’une part et les probabilités associées a des récla-
mations futures d’autre part. Ce type de modeles
sont appelés modeles de risque. Ils sont utilisés
principalement pour décrire le mécanisme d’arrivée
des sinistres et des montants des réclamations. En
d’autres termes, ces modeles servent a décrire le
mécanisme de 'activité d’assurance.

Le modele de risque classique fondé par Filip Lund-
berg (cf. Lundberg, F., (1903)), est connu comme la
base du fondement de la théorie du risque. Le mod-
ele de Lundberg, cas particulier du modele de risque
classique, permet d’obtenir des expressions explicites
de la probabilité de ruine en raison de la queue de
la distribution des montants des réclamations qui est
légere.

L’objectif de ce travail est de détailler quelques méth-
odes d’évaluation des probabilités de ruine a hori-
zon fini et infini dans le cas du modele de Lund-
berg (P/P). A travers cet article, nous tenterons
d’apporter quelques détails et éléments de réponses
aux interrogations posées. Ainsi, notre méthodologie
de travail fait appel a une recherche bibliographique
sur le theme, c’est-a-dire, la théorie du risque, en par-
ticulier, la théorie classique de la ruine et ’application
des résultats de cette théorie dans le cas du modele
de Lundberg (P/P).
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2 Modeles de risque

Le modele de risque permet de présenter 1’évolution
de la réserve d'une compagnie d’assurance par un pro-
cessus stochastique. De ce fait, parmi les éléments qui
ont généralement un caractere stochastique en assur-
ance, les éléments suivants:

e Les instants de réclamation des sinistres (arrivées
des réclamations) désignés par la suite {o, fnen
ou op = 0

e Les temps entre deux réclamations successives
(inter-arrivées des réclamations) définis par T,, =
Op — Op—1, n > 1. Désignons par T, la variable
aléatoire qui génere ces inter-arrivées.

e Le nombre de réclamations jusqu’a l'instant ¢
(processus de comptage des réclamations) noté
N(t) ou N(t) =sup{n: o, < t}.

e La réclamation survenant a l’'instant o, a une
taille Z,, qui représente le montant de cette récla-
mation, c’est-a-dire, le montant d’indemnisation
du sinistre. Soit Z la variable aléatoire qui génere
le montant des réclamations des sinistres.

e Le montant cumulé des réclamations ou la charge

totale des sinistres a l'instant ¢ donné par R(t) =
N(t)

Z;,avec R(t) =0si N(t) =0.
=1

7

e La prime, notée II(¢), qui représente le total de
primes regues jusqu’a l'instant t.

e La réserve de la compagnie d’assurance a
Pinstant ¢ est X (t).

La configuration ci—dessus permet une certaine sou-
plesse en ce qui concerne les demandes individuelles,
qui signifient une réclamation pour un client indi-
viduel (par exemple 'assurance-responsabilité civile)
ou une réclamation du fait d’'un événement unique
comme le cas de 'assurance tempéte. Une fois ces
éléments définis, nous pouvons construire le modele
de risque reflétant I'activité d’assurance.

2.1 Modele de risque classique

Le modele de risque de Cramér-Lundberg ou P/G,
qui est désigné aussi sous le nom du modele de risque
classique ou encore Poisson composé, a été introduit
en 1903 par l'actuaire Suédois Filip Lundberg (cf.
Lundberg, F., (1903)) et est connu comme la base
du fondement de la théorie du risque.

La notation P/G, empruntée de la théorie des files
d’attentes, fournit 'information au sujet des lois des
arrivées et des montants des réclamations des sin-
istres. La lettre G signifie général et P signifie Poisson

(cf. Janssen, J. and R. Manca, (2007)). Il s’ensuit que
la suite {0, tnen des arrivées des réclamations forme
un processus de Poisson ce qui est équivalent a dire
que les temps des inter-occurrences T, = 0, — 0p_1,
n > 1 sont de distribution exponentielle.

Ce modele est construit selon les hypotheses suiv-
antes:

e Le processus de comptage {N(t), ¢t > 0} du
nombre de réclamations est un processus de Pois-
son d’intensité .

e La séquence {Z,}nen+ des montants des ré-
clamations est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de
moyenne finie p.

e La prime est proportionnelle au temps, c’est-a-
dire, TI(t) = c¢t ol ¢ > 0 est le taux de prime
constant choisi de telle sorte que la société ait de
bonnes chances de survie.

e Pour tout t > 0 et n > 1, la variable aléatoire
N(t) et le vecteur aléatoire (71, ..., Z,) sont in-
dépendants.

Le processus de Poisson composé modélise la réserve
{X(t), t >0} avec

X(t) =u+ct— R(t), t>0. (1)
N{(t)

ou R(t) = > Z; est le montant cumulé des réclama-
i=1

tions & l'instant ¢.

Le processus de risque est donné par
{S(t) =ct — R(t), t > 0}.
De plus
Elct—R(t)] = ct—E[N(t)]p = ct—Atp = (c—Ap)t = 0t,
ou 6 est le chargement de sécurité positif.

2.2 Cas particulier: Modéle de Lundberg ou
P/P

Un cas particulier du modele de risque classique est
le modele de Lundberg appelé aussi modele P/P. Ce
modele se caractérise par la distribution exponentielle
des montants des réclamations, c¢’est-a-dire

1

FZ(y):l_e%yv y207

ou F; est la fonction de répartition de la variable
aléatoire Z qui génere le montant des réclamations.
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3 Théorie classique de la ruine

Nous considérons dans cette section, la théorie clas-
sique de la ruine. Autrement dit, nous présentons les
principaux résultats de la théorie de la ruine pour le
modele de risque classique.

3.1 Probabilité de ruine: Présentation

Considérons le processus de réserve {X(t), ¢ > 0}
d’une compagnie d’assurance ol

X(t)=u+1I(t) — R(t)
et définissons la variable aléatoire

() = If{X (1) < 0/X(0) = u}.

7(u) représente 'instant ou le processus de réserve
devient négatif, sachant que la réserve initiale est u.
Autrement dit, 7(u) est I'instant de ruine du porte-
feuille d’assurance.

On appelle probabilité de ruine a horizon fini T, la
fonction

$(u,T) = Pl inf [X(t) < 0/X(0) = u}]

Plr(u) < TJ.

En temps infini, elle est définie par

U(w,00) = lu) = Plinf{X(t) < 0/X(0) = u}]

= P[r(u) < 0.

11 est parfois plus commode d’utiliser les probabilités
de non ruine en temps fini et en temps infini définies
respectivement par

ou,T) =1=9(wT) et  ¢(u)=1-1p(u)

Une condition nécessaire et suffisante

On appelle chargement ou coefficient de sécurité, la
quantité définie par :

0=c— .

Le coefficient Ay est interprété comme le montant
moyen des sinistres par unité de temps. Il parait pru-
dent que 'assureur fixe un taux de prime ¢ supérieur
a Ap pour que, en moyenne, les primes regues soient
supérieures aux indemnisations payées par la com-
pagnie d’assurance. En effet, nous avons la propriété
suivante:

Propriété 3.1 (c¢f. Asmussen, S., (2000))

e Si 0 > 0, cela garantit, d’aprés la loi forte des
grands nombres, que le processus de réserve tend
presque strement vers 400 et que P(u) < 1.
L’activité est dite dans ce cas "rentable”.

e 5i0 <0, alors X(t) tend vers -co presque siire-
ment quand t tend vers l'infini et par conséquent

P(u)=1.
Preuve 3.1 (Cf. Asmussen, S., (2000)).

De fagon évidente, la compagnie doit s’assurer que
6 > 0. Sous cette hypothese, nous pouvons quanti-
fier la probabilité de ruine, autrement, la ruine sera
certaine. Généralement, nous ferons I’hypothese que
I’activité est rentable.

L’évaluation de la probabilité de ruine est tres com-
pliquée. Cette derniere dépend fortement de la distri-
bution du montant des réclamations. Si cette distri-
bution correspond au cas typique d’une distribution
a queue légere, la probabilité de ruine se révélera étre
bornée. Cependant, lorsque la distribution du mon-
tant des réclamations a une queue lourde, alors une
seule grande réclamation peut étre responsable de la
ruine de la compagnie d’assurance. L’évaluation de la
probabilité de ruine a horizon infini par des formules
explicites est en général plus simple qu’a horizon fini.
Comme nous le verrons dans les prochaines sections,
des bornes et des approximations de t(u) sont sou-
vent disponibles.

3.2 Calcul de la probabilité de ruine a hori-
zon infini

Nous présentons dans cette section des formules ex-
actes de la probabilité de ruine & horizon infini ¥ (u).

3.2.1 Une équation intégro-différentielle

Considérons la probabilité de non ruine définie par
o(u) = 1 —(u). Le théoréme suivant montre que
¢(u) satisfait une équation intégro-différentielle.

Théoréme 3.1 (¢f. Schmidt, V. et al. (1999)) La
fonction de non ruine ¢(u) est continue sur Ry et ad-
met des dérivées a gauche et a droite ¢'_(u) et ¢/, (u)
respectivement. De plus,

e, (u) = A ¢w»—/¢w—wadm )
0
et

e (u) = mm—/@m—ww&w>. 3
0
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Preuve 3.2 Considérons {X(t),t > 0} a linstant
o1. Pour h > 0, nous avons

¢(u) = E[p(X (o1 AR))]

Lidée est de distinguer les cas o1 < h (dans ce cas
le processus repart apres un temps aléatoire oy de la
position aléatoire u+co1—2Z1) et 01 > h (dans ce cas,
le processus repart aprés un temps h de la position u+
ch). La perte de mémoire de la loi exponentielle nous
garantit la perte de mémoire du processus de Poisson
{N(t), t >0}, et donc du processus {X(t), t > 0}.

o(u) = ¢(u+ch)Ploy > h]

h 00

+ fG'l (t) (b(u +ct— y)dFZ1 (y)dt
[=0]

= p(u+ch)e
h 0o

+ e Mdt | ¢(u+ ct —y)dFyz, (y)dt.
[

En inversant les signes, en rajoutant ¢(u + ch) a
droite et a gauche, et en divisant par h, on obtient

d(u+ch) —p(u) 1—e
W = ¢(u+ch) (h)

S

En passant a la limite lorsque h — 0, en utilisant la
continuité a droite de ¢ et le fait que

h

/ g(t)dt — 9(0)

0

=

quand h — 0 pour toute fonction g continue a droite,
on obtient

e, (u) = A | S(u) / o(u — y)dF5 () | |
0

ce qui fournit le résultat demandé en observant que
¢(x) =0 pour x < 0.

On obtient de méme pour tout u > 0,

e u) = | 0w ~ [ o(u—y)dFa(y)
0
Remarques:

e Dans le cas ou Fyz est continue, les dérivées a
droite et a gauche sont les mémes pour tout u et
correspondent alors d ¢ (u).

e Notons qu’en général (@ ne peut étre résolue an-
alytiquement. Cependant, il est possible de cal-
culer la probabilité de non ruine ¢(u) & partir de
(@ numériquement.

Application au modéle de Lundberg (P/P)

Lorsque les montants des réclamations sont expo-
nentiels de parametre § = 1/u, 'équation intégro-
différentielle peut étre résolue analytiquement. La
fonction de non ruine ¢(u) est différentiable et satis-
fait

e’ (u)

I
>
=
£

|
=
IS

|
NP
5
N
N

En effectuant le changement de variable z = u — v,
on obtient

cd(w) = M| o) — [ ¢x)5e’@ W dx
/

h o0 u
/ Ae Mt / o(u+ct —y)dFy (y)dt. = M| o(u)— / ¢(z)de e " da
0 0 0

u

cd'(u) = X | éd(u) — 675“/¢)(x)5e5"”dx : (4)

0

Cette derniére équation implique que ¢'(u) est dif-
férentiable et que

cd’(u) = A ¢’(u)+5e_5“/¢(x)5e‘sxdm
0

- A e_éudi/gb(x)ée‘hdx
u
0

&' (u) + 567‘5“/(;5(:17)566“’(&'
0

— A (e p(w)5e’™ — 0.56(0))

cd’"(u) = M| ¢(u) +(5e_5“/¢(ac)6e‘szda:—6¢(u)
0
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= A (u) — Aop(u) + Nje o / o(z)0e’dx
0

= ¢ (u) = M | o(u) — e*‘s“/qb(x)&eémdx
0

= A (u) — bcd’(u) (cf. quation (4))

= (A=00)¢/(u).

Ainsi,
" (u A —dc

¢ (u) = =Ac—4.

¢/ (u) ¢
En intégrant deux fois, nous obtenons la solution
générale de cette équation différentielle qui a la forme
suivante:

d(u) = c1 — cpe” 07N, (5)
ou c1,co € R. 1l s’ensuit que ¢; = 1 en vertu du
théoreme [3.21

En substituant dans , on obtient

ca(6c — N)e” O u

+ A (026—6uc)i5(6/\u/c _ 1))

pour lequel co = A/(cd). Ainsi,

(]5(11) -1 ief(éfk/c)u.

co
Finalement,
A
_ - —(6—X/c)u
Y() = e . (6)

3.2.2 Une équation intégrale

L’équation n’est pas facile a résoudre parcequ’elle
implique la dérivée et 'intégrale de ¢(u). Il serait plus
commode de se défaire de la dérivée. En intégrant ,
nous arrivons au résultat du théoreme [3.3

Théoréme 3.2 (c¢f. Schmidt, V. et al. (1999))

lim ¢(u) =1.

u—+00

Théoreme 3.3 (c¢f. Schmidt, V. et al. (1999)) Pour
tout u > 0,

A (1 o 6267(67)\/6)1‘ - (1 o eféu)

De plus

Preuve 3.3 D’aprés (@, pour u > 0,

&' (u) = 2 (o(w) — (6% [2)(u)).

c
En prenant la transformée de Laplace, on obtient pour
s>0

5To(s) = 6(0) = 2Lo(s) — “Lyls)slr,(s). (9)

En effet, rappelons que

Lo(s) = [ &we " du=[p(u)e )i

0

+ o(u).se”*"du = —¢(0) + 5E¢(s),

0\8 0\8

6>L utilisant une intégration par parties. De la méme
maniére, R R
Lgass(8) = Lo Ly, (s),
et comme Fz(0) =0,
Ly, (s) = Lgy (s) = =Fz(0) + sLr, (s) = sLp, (s).

En divisant par s l’équation (@, on obtient

Ly(s) = 20 4 A (Z¢>(S) (1 - ZFZ(S)>) :

S C S

Or, pour toute constante C' > 0,

~ C
7 =
c(s) o
donc 1
S Lp,(s) = Li-F,(s)

et on obtient pour tout s > 0

~

Lo(s) = Ly, (s),

A
chx(1—Fy)

ce qui donne le résultat recherché d’aprés Uinjectivité
de la transformée de Laplace.

En passant a la limite dans I’équation @ et en vertu
du théoréme on obtient

6(0) =1 —p(0) =1 .

Remarques:
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e [L’équation @ est appelée équation de renou-
vellement défective (defective renewal equation).

e La formule (@ constitue un résultat tres robuste
qui ne dépend de Fy que par la moyenne u de Z.

e Pour tout u > 0, remplagons ¢(u) par (1 —(u))
dans [’equation (@, on obtient alors I’équation
intégrale de la probabilité de ruine de la forme

o0

A / (1 - Fz(y)dy

u

chlu) =
T / W(u—y)(1 - Fz(y))dy | (10)
0

e Dans le cas du modele de Lundberg, on obtient
le méme résultat que (@ en résolvant ’équation
intégrale (@ car cette derniére est obtenue en
développant ’équation intégro-différentielle @

3.2.3 Formule de Pollaczek-Khinchin

Bien que I’équation intégrale est plus simple que
I’équation intégro-differentielle , il est générale-
ment difficile de la résoudre. Cependant, nous
mene & une formule de ¢ (u) de la forme d’une série
de convolution infinie. Nous avons besoin d’intégrer
les distributions F; de Fz tel que FJ est la queue de
la distribution intégrée de Z définie par
xr

F(z) = %/(1 ~ Fy(y)dy, x>0,

0

Théoréme 3.4 (cf. Schmidt, V. et al. (1999)) Pour
tout u > 0,

v = (1- ) Z () ®mw

oty (F3)*n =1— (Fg)*™ et (F5)*™ est la n®™¢ convo-
lution de (F§).

Preuve 3.4 En prenant la tranformée de Laplace de
l’équation (@), on obtient

-~ AL~ Al ~ -~
Eols) = YL (s) + 2T (5) D o)

D’ou,
~ Al A~ -1
Ly(s) = ?LF; (s){1- TLFE (s) ) (12)

c’est-a-dire, fw(s) est la transformée de Laplace de la
queue de distribution d’une loi géometrique composée
de caractéristiques ()‘—C“, F3). En faisant correspon-
dre les transformées de Laplace de (@ par leurs fonc-
tions respectives, on obtient la formule ,

La formule est appelée formule de Pollaczek-
Khinchin ou encore formule de Beehan. La représen-
tation en série infinie donnée dans est partic-
ulierement utile pour des considérations théoriques.
Toutefois, il est également utile d’utiliser des ap-
proximations numériques de la probabilité de ruine
¥(u), comme l’algorithme de Panjer (cf. Panjer,
H. H., (1981)). Une autre méthode pour le calcul
numérique de ¥ (u) est basée sur 'inversion numérique
de la transformée de Laplace (cf. Schmidt, V. et al.

(1999)). Plus loin, les sections et traitent

des bornes et des approximations de ¢ (u) dérivées de

[T).
Application au modéle de Lundberg (P/P)
En utilisant la formule de Pollaczek-Khinchin, nous

allons déduire la formule exacte de ¥ (u) donnée dans
(6) pour le modele de risque de Lundberg (P/P).

Yu) = (1—p) > p"(Fz)(u),

o p = A/(dc). Pour des montants de réclamations
exponentiels de parametre ¢, nous avons

1—e %% | u>0;
Fz(u){o -

, u<0.

Calculons F§(u) =46 [(1 — Fz(y))dy, = > 0.
0

Fj(u) = 5/6_5ydy
0
—1 Sy
= 5(5) e 6y]0
= 1—e%
Ainsi,

Fé(u)ze(u), u € R.

(F3)*™ représente la n®™¢ convolution de F§. Puisque
nous avons 'indépendance des n variables aléatoires
Z;, i = 1,n, de distribution commune Exp(d) et que

1La distrubtion Fy d’une loi géometrique composée de car-
actéristiques (p, Fix) ou p < 1 est donnée par

oo

Fy(2) =Y (1 -p)p"Fit(a).

k=0
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F$ = Fz, alors (F5)* est la fonction de répartition
de la somme des n variables aléatoires Z;, i = 1, ..., n.
Nous utiliserons les transformées de Laplace afin de
déterminer (F5)*".

Lipyyn(z) = [Lipyy(@)]",

ou encore

Lig,yn () = [L(p, (@)]",

ou fz est la densité de probabilité des montants des
réclamations Z;, ¢ = 1,...,n. Ainsi,

N o0 oo 6
_ —xt gp —(6+a)t gp
Lo (@) / fa(t)e"tdt / e 0 =
0 0

D’ou

)

~ ) n
Lis yen(z) = .
(g2 (@) [5 + x}
En se référant aux tables des transformées de Laplace
(cf. Schiff, J. L., (1999)), nous trouvons que

5(5x)n—1 —ox

(fz)"(z) = me )

x>0

qui correspond a la densité de probabilité de la loi
d’Erlang(d,n) dont la fonction de répartition est don-
née par

(Fz)™(2) = (F2)™(x) =

(n—1)! k!

Ce résultat signifie que la somme de n variables aléa-
toires indépendantes de distributions exponentielle de
méme parametre § est une loi d’Erlang(d,n). Alors,

- n—1 " k
(Fg) () =1— (Fg)™(z) =Y e (62)"

P k!
Ainsi,
0o n—1 ((S’U,)k
o) = -py Y e
n=1 k=0
o] n—1 k
_ (1 _ p)eféu Z pn Z (5:')
n=1 k=0
—du — (du)f & n
= gy Oy
k=0 n=k+1
3 el (5u)k pk+1
= (1—ple ™ —
— Kl 1—p
& k
— peféu Z (p(;:'l’ — pefzsuepéu
k=0
— pe—(é—/\/c)u’

ce qui correspond a la formule @

_ T(n,0z) 1_"216_% (6z)"

3.3 Calcul de la probabilité de ruine a hori-
zon fini

Contrairement au cas infini, il n’y a pas de formule
générale pour la probabilité de ruine a horizon fini
comme 1’équation . Dans la littérature, nous
ne trouvons qu’une équation intégro-différentielle qui
satisfait la probabilité de non-ruine ¢(u, T, (cf. Pan-
jer, H. H. and G. E. Willmot, (1992)). Un résul-
tat explicite est connu uniquement pour des réclama-
tions exponentielles (modele de Lundberg ou P/P),
et méme dans ce cas, une intégration numérique est
nécessaire (cf. Asmussen, S., (2000)).

Le théoreme suivant propose une alternative de la
probabilité de ruine & horizon fini ¥ (u,T") pour des
montants réclamations exponentiels.

Théoréme 3.5 (¢f. Schmidt, V. et al. (1999)) Sup-
posons que Fz(x) =1 — e %% pour tout x > 0. Alors

1 _
'LZJ(U,T) _ 76_(T_1)T Lou
r

1
B 675u7(1+T‘)T'; /g(5u7/\T, y)dy, (13)
0
our = 6C/A et

6(2\/Fs+w/ﬁ) cosy
1+7—2yrcosy

g(w,s,y) = 2y/r (sinysin(y—l—% siny)).

Preuve 3.5 (Cf. Schmidt, V. et al. (1999)).

3.4 Bornes et approximations de la probabil-
ité de ruine

En général, il est difficile de trouver une expression
explicite de ¥ (u). Par conséquent, des approxima-
tions de la probabilité de ruine sont requises. Nous
verrons dans cette section différentes bornes et ap-
proximations de la probabilité de ruine pour le mod-
ele de risque classique.

3.4.1 Bornes de Lundberg

L’inégalité de Lundberg garantit que la probabilité de
ruine & horizon infini ¢(u) est bornée par une fonc-
tion qui décroit de maniere exponentielle en fonction
du capital initial u lorsque le coefficient d’ajustement
v existe, c’est-a-dire, v > 0 est 'unique solution pos-
itive de

A(s) =A(z(s) —1)—cs=0 (14)

ol iz (s) est la fonction génératrice des moments de
la variable aléatoire Z qui génere les montants des
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réclamations.
Une application de I’équation intégrale (10) conduit
au résultat suivant:

Théoréme 3.6 (cf. Schmidt, V. et al. (1999)) Soit
xg =sup{z : Fz(z) < 1}.

Supposons que le coefficient d’ajustement v > 0 ex-
iste. Pour tout u > 0

a_e " <YP(u) <aype M (15)
ot

" T(1— Fa(y))dy

x

a_ = inf %)
I€[07I0) f e'yy(l — FZ(y))dy

et
" T(1 - Fa(y))dy

x

a+ = sup %) '
z€[0,30) f e (1l — Fz(y))dy

Preuve 3.6 (Cf. Schmidt, V. et al. (1999)).

Le résultat du théoréme B.6] est connu dans la théorie
de la ruine comme les bornes de Lundberg de la fonc-
tion de ruine ¥ (u). En outre, pour tout u > 0 (cf.
Schmidt, V. et al. (1999))
Y(u) <aype™ ™, sioap > (0),
a_ < 9(0).

Y(u) >a_e 7, si

Application au modéle de Lundberg (P/P)
Lorsque Z est de distribution exponentielle de

parametre ¢, la fonction génératrice des moments de
Z est

400 400
mz(s) = /fz(t)eStdtz /56_6t65tdt
— 00 0

)
§d—s

+oo
mz(s) =4 / e~ O=9tdt =
0

Ainsi, I’équation prend la forme suivante:

0

/\((5—3

—1)—es=0

qui admet comme solution positive

A
y=s=0——.
c

Il s’agit maintenant de développer les bornes de Lund-
berg du théoréme [3.6] pour le modeéle de Lundberg.

o = sup{Fz(z) <1} =sup{l —e %% <1}
x>0 x>0
= sup{e™®* >0} =0.
x>0
e [(1—Fz(y))dy
a_ = =

inf —
z€[0,20) [ ew(l— Fz(y))dy

2‘71 — Fy(y))dy

:f°<1 — Fy(y))dy

:f (1 — Fy(y))dy T (1 — Fy(y))dy

A
o

Nous trouvons le méme résultat pour a,. Ainsi,

A A A
—Yu < < —Yu — —(6—)\/C)u
056 <yPlu) < 666 < P(u) —Cée ,

ce qui correspond a la formule @

3.4.2 Approximation de Cramér-Lundberg

Dans ce qui suit, nous nous intéressons au comporte-
ment asymptotique de ¢ (u)e?™. La question est de
savoir si ¢ (u)e converge vers une limite ou oscille
entre deux bornes lorsque u — oo. Nous allons voir
que la limite lim v (u)e"™ existe.

u—0oo

Théoréme 3.7 (cf. Schmidt, V. et al. (1999)) Sup-
posons que le coefficient d’ajustement v > 0 eziste.
Si 1/, (y) < 00, alors

c— A\

lim ¢(u)e"™ = ——F———,
u—00 () A, () — ¢

sinon
lim ¢ (u)e?™ = 0.

U— 00

Preuve 3.7 (Cf. Schmidt, V. et al. (1999)).

Le résultat asymptotique obtenu dans le théoreme
pour la probabilité de ruine ¥ (u) donne lieu a
I’appelation d’approximation de Cramér-Lundberg

c— Al

wapp(u) = W

e, (16)
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Application au modéle de Lundberg (P/P)

Il s’agit d’appliquer l’expression au modele de
Lundberg.

1) o 26
= m = niy(y) = bR

Ce dernier résultat donne lieu a I'inégalité de Cramer-
Lundberg pour le modeéle de Lundberg:

o C-)\/d —(5=X/)u _ C—/\/(S
Vapp (1) = 52 R TNCESYN

A — — c)u
wapp(u) = 56 (3=2/e) )

qui est la méme que la formule @

Finalement, les approximations de ¥ (u) correspon-
dent & l'expression exacte de ¥(u) donnée dans la

formule @

3.4.3 Approximation de Segerdahl

Le résultat suivant, di a Segerdahl (cf. Segerdahl,
C. O., (1955)), est une version de 'approximation de
Cramér-Lundberg qui est fonction du temps (proba-
bilité de ruine & horizon fini). Sous I’hypothése que
le coeflicient d’ajustement v > 0 existe et ¢ = 1, nous
avons

(17)

7/’app(U7T) =Ce 70 (T — umL> )

(.UL\/E

ou P est la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite,

C = 0u/ (7 (v) —p(1+0)),
et wi=Nn%(y)m3.

4 CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté les principaux
résultats de la théorie de la ruine: des expressions
exactes, des approximations et des bornes de la prob-
abilité de ruine pour le modele de risque classique.

La recherche d’approximations pour la probabilité de
ruine dans les modeles de risque a été I'un des points
principaux en mathématiques de I'assurance.

D’autre part, les méthodes numériques, comme les
méthodes récursives ou inversion numérique des
transformées de Fourier sont de plus en plus im-
portantes et produisent d’excellents résultats pour
le cas d’un intervalle de valeurs finies. Néanmoins,
les bornes et les techniques asymptotiques, comme
I’étude du comportement de la queue de la distri-
bution du montant des réclamations sont toujours
d’intérét.

Le développement des résultats de la théorie clas-
sique de la ruine au modele de Lundberg nous ont
permis d’obtenir 'expression exacte de la probabilité
de ruine a temps infini. Quant & la probabilité de
ruine & temps fini, il existe des résultats théoriques
pour ce modele particulier. Cependant, I’application
numérique demeure compliquée en raison des expres-
sions complexes de cette probabilité. Il est alors in-
téressant d’utiliser des méthodes numériques ou des
techniques de simulation.

—(6—X/c)u
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