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D’abord nous rappelons les concepts d’ergodicité uniforme et de stabilité
forte des chaines de Markov par rapport a des normes données dans les espaces
des mesures et des noyaux de transition. Puis nous appliquons le critére de sta-
bilité forte pour la recherche de I’ergodicité et de la stabilité des caractéristiques
stationnaires et non stationnaires des chaines de Markov incluses pour une série
de systémes de files d’attente (aprés perturbation de la distribution du flot des
arrivées [7], de l'intensité de service [9], du schéma de service [8], variant par
rapport & une famille de normes exponentielles).

A. Critéres pour I’ergodicité uniforme et la stabilité forte [1], [10]

Soit X = (X;,t > 0), une chaine de Markov homogeéne a valeurs dans un
espace mesurable (E, £), donnée par un noyau de transition régulier P(z, A), ou
z € E,A € £. Supposons que la o-algebre £ soit dénombrablement engendrée
et que la chaine X admette une probabilité invariante unique .

Notons m& (m&+) Pespace des mesures finies (non négatives) sur &, f&€
(fE*) Pespace des fonctions mesurables (non négatives) sur E. Le noyau de
transition donne une application linéaire @ : m& — m&, dont ’action sur la
mesure p € mé est égale & uQ(.) = [ p(dz)Q(z,.).

Pour p € m€, f € f€ le symbole uf désignera l'intégrale [ u(dz)f(z) ,
f o p le noyau de transition de la forme f(z)u(A),z € E, A € £. Le produit
PQ des noyaux de transition P et Q est le noyau [ P(.,dy)Q(y,.).

Supposons que ’espace m& est muni d’une certaine norme || . ||, qui met
en évidence I'espace de Banach M = {u € m& :|| p ||< o0}

A chaque noyau de transition @ sur (E,€) , nous mettons en correspon-
dance 'opérateur linéaire Q) : 4 — p@Q sur M, de norme induite définie par:

| Q ll=sup(ll pQ I, |l 1 lI< 1)

Pour cela, le noyau stochastique P correspond & un opérateur linéaire positif
P sur le céne Mt = m&Y N M. Supposons que la norme || .|| est compatible
avec l’ordre structurel sur M et la topologie uniforme dans mé :

a) || p1 [|<|| 1 + p2 || pour p; € M*

b) || w1 lI<I] p1 — p2 || pour p; € M* et py Ly,
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c)|pu|(E)<k|l p]|l pour p € M, ou | u | est la variation de la mesure u
et k une certaine constante.
Les conditions a), b), ¢) sont, par exemple vérifiées pour des normes de la forme
| #]lo= fv(z) | ¢ | (dz), ol v est une fonction mesurable, différente de zéro
(pas nécessairement bornée).

Supposons également que ’opérateur linéaire P : M — M est borné :

d) || P ||< oo. Notons IT = 1 o 7 le projecteur stationnaire du noyau P,
ou 1 € f& est la fonction identiquement égale & I’unité, I ’opérateur identité
dans M et considérons la moyenne de Césaro P(*) = ¢=1 3=~ " ps

Définition 1

La chaine X est uniformément ergodique par rapport & la norme || . || si
elle admet une mesure invariante probabiliste unique 7 et si || P() — I ||— 0
quand t — oo

Pour le cas ou || p ||=| # | (E), Pergodicité uniforme des chaines ont été
étudiées dans [4](chap.5), [6](chap.6) (chaines & noyau de transition quasicom-
pact) et [6] (chaines récurrentes fortement positives). Les nombreux exemples
traités (voir bibliographie) montrent qu’une large classe de chaines de Markov
(de type marches aléatoires) n’ont pas la propriété de récurrence fortement posi-
tive et ne sont pas quasicompactes. Cependant, ces chaines sont uniformément
ergodiques pour un choix judicieux de la norme || . ||.

Théoréme 1

La chaine X est uniformément ergodique par rapport a la norme || . || si
et seulement si ||(I— P+ 1I)71|| < oo

Nous introduisons la période d(X) de la chaine X :

d(X) =sup dim{p € M :p=puP'}
t

Dans le cas ou d(X) = 1, la chaine est dite apériodique. Définissons le coefficient
d’ergodicité de la chaine X,
A(P) = sup {||pP![[;[lull < 1, p(E) = 0}

Théoréme 2

Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris est uniformément
ergodique par rapport a la norme || . || et apériodique ssi I’'une des conditions
suivantes est vérifiée :

1) A«(P) < 1 pour un certaint <1

2) Ay(P) — 0 quand t — oo

3) 1l existe un opérateur compact K tel que ||P* — K|| < 1 pour certain
t>letdX)=1

4) ||P* — || — 0 quand t — oo

5) ||P* — II|| = O(p*) pour t — oo et pour certain 0 < p < 1

Définition 2

La chaine X est fortement stable par rapport a la norme || . || si chaque
noyau stochastique Q@ dans un certain voisinage {Q :|| @ — P ||< €} admet une
probabilité invariante unique v et ||[v — w|| — 0 quand ||Q — P|| — 0
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Théoréme 3

La stabilité forte de la chaine de Markov X par rapport a la norme || . || est
équivalente a son ergodicité uniforme dans cette méme norme. C’est pourquoi,
pour chaque noyau Q de mesure invariante v, || v — 7 ||= 0(|| Q — P ||) et

sup, || Q" — P*||=0(]| @ — P ||) pour || @ — P ||—0

Théoréme 4

La propriété d’ergodicité uniforme de la chaine X par rapport a la norme
|| . || se conserve pour de petites perturbations du noyau P.

Pour démontrer ’ergodicité uniforme et I’estimation de la vitesse de con-
vergence dans le théoréme 3, on peut utiliser le critére de stabilité forte suivant:

Théoréme 5

Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris est uniformément
ergodique par rapport & la norme || . || et apériodique si et seulement si, pour
certains n > 1, o € mEY, h € fE€¥sont vérifiées les conditions :

a)mh>0,al >0,ah >0

b) Le noyau T = P™ — hoa est non négatif

¢) || T™||<1 pour un certain m > 1

De plus, la condition c) découle de I’ergodicité uniforme et de I’apériodicité
de X pour tout n, a, h vérifiant a), b).

Remarque 1: Pour || g ||=| # | (E), les conditions du théoreme sont
équivalentes aux conditions de Doeblin pour le noyau P quasicompact (voir
).

Remarque 2: Pour la classe de norme introduite précédement || . ||, la
condition c) du théoréme est équivalente a la condition :

¢y) T™v(z) < pu(z) pour tout z € E et un certain p < 1. C’est pourquoi
le choix de la norme correspondante (convenable) || . ||, conduit & rechercher
une fonction p— excessive v.

B) Application aux systémes de files d’attente

Les inégalités de stabilité obtenues peuvent étre utilisées pour estimer la
précision des caractéristiques recherchées des systémes de files d’attente, pour
de petites perturbations des paramétres de ces systeémes.

1. Estimation de la stabilité forte dans un systétme M/G/1 [7].
Nous exposons ici les estimations de la stabilité forte de la distribution station-
naire de la taille de la file dans un systéme M/G/1. La perturbation concerne
le flot des arrivées. On démontre des inégalités de type :

Zﬂn | vp — mn |< cl(ﬂ)vg(G,E)

n

/ exp(et) | W — E | (dt) < ea(e)Ve(G, E)

N

ou

- v, est la W-distribution stationnaire du processus nombre de demandes
et du temps jusqu’a l’arrivée de la demande suivante dans un systeme GI/G/1
(de distribution du flot des arrivées G).
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- 7, les mémes distributions pour le systéme M/G/1 de distribution ex-
ponentielle E' du flot des arrivées.

On suppose que la distance de variation entre les distributions G et E est
suffisament petite V.(G, E) = [exp(et) | G— E | (dt) < p.

Ici, | p | désigne la variation de la mesure p, >1 et € > 0 sont des
paramétres donnés. On obtient également 1’estimation des constantes Ci(f),
Ca(P) et pe.

2. Systéme M2/G2/1 avec priorité relative [9]

Considérons un systéme M2/G2/1 avec priorité relative, de fonction de
répartition de la durée de service du flot prioritaire B; (resp. non prioritaire
B5) et d’intensité du flot non prioritaire A (resp. prioritaire Af).

Si le paramétre 0 est petit (i.e que les pannes prioritaires se produisent
rarement dans le systéme), la partie du systéme M2/G2/1 liée aux demandes
prioritaires peut étre interprétée comme une (petite) perturbation du systéme
M/G/1, de paramétre du flot des arrivées A et de fonction de répartition de la
durée de service Bs.

Notons par mg(.,.) [resp. mo(.,.)] la distribution stationnaire conjointe du
processus nombre de demandes de la premiere et de la deuxiéme priorité du
systéme M2/G2/1 (resp. du systéme M/G/1). Si la condition suivante est
vérifiée :

AE[£] < 1, et il existe a > 0 Efexp(a&z)] = [ exp(au)dBs(u) < oo
alors, on obtient une inégalité de type

| o — 7o llo=D_ > v(i,5) | me(i,5) — mo(i, §) |< OW

i20j20

ou W est estimé exactement.

3. Estimation de la stabilité forte dans un systéme G/M/oco [8]

Considérons un systéme de files d’attente G/M/m de distribution quel-
conque H des intervalles entre les moments d’arrivées des demandes et soit
P, (resp. Py), le noyau de transition de la chaine incluse du systéme G/M/oco
(resp. G/M/m).

Si [°dH(t)/t < oo (1), alors || Pm — Pe |ly— 0 quand m — oo , ol

i llo= 3" 0" | n | pour tout v > 1
n>o

D’autre part, nous désignons par 7™ (resp. #*), la distribution station-
naire du processus nombre de demandes aprés le moment d’arrivée de la n-iéme
demande du systéme G/M/m (resp. G/M/0).

Si la condition (1) est vérifiée alors, pour tout v > 1,
m (s o]
11-Il} ="
13 1

| 7™ =7 fl= ) of

i20
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