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Stabilité forte des systémes
et réseaux de files d’attente :
synthese et perspectives

Boualem RABTA, Ouiza LEKADIR et Djamil AiSSANI
Unité de recherche LaMOS, Université de Béjaia, Algérie

L’analyse de la stabilité des modéles de files d’attente vise a déterminer les
conditions dans lesquelles le modéle mathematique est une bonne représentation du
systéme réel malgre les erreurs d’approximation et d’estimation. Un systeme est
stable s1 de petites perturbations dans ses paramétres générent au plus un écart himité
dans ses caractéristiques. La methode de stabilité forte a éte utilisee pour ’étude de
la sensibilité de divers types de files d’attente et de réseaux de files d’attente. En
plus de I"affirmation qualitative de la stabilité, des estimations quantitatives de I"erreur
de perturbation ont ét¢ obtenues dans la plupart des cas. Dans ce chapitre, nous
examinons ’application de la méthode de stabilité forte aux files d’attente et aux
réseaux de files d’attente et nous fournissons des orientations pour les recherches
futures.

9.1. Introduction

Les modéles de file d’attente sont utiles pour la modélisation et I"analyse de
nombreux systémes tels que les systemes de communication, les réseaux infor-
matiques ainsi que les chalnes de production et de fabrication. L’analyse des
modéles de files d’attente vise a évaluer un ensemble de mesures de performance
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300 Théorie des files d'attente 1

comme ["utilisation des ressources, la capacité et le temps de réponse. Cependant,
les systémes réels sont généralement trés compliqués et leur représentation par des
modéles mathématiques n’est effectuée que par approximations. Par conséquent, le
systéme reel est souvent remplacé par un autre, qui lui est proche dans un certain
sens, mais dont la structure et/ou les composants sont plus simples. Ceci est
nécessaire afin d’obtenir un modéle qui soit analytiquement traitable ou qui puisse
étre résolu par des méthodes numériques. De plus, les paramétres du modéle ainsi
que les distributions de probabilité sous-jacentes sont estimés a partir de données
empiriques au moyen de méthodes statistiques. Habituellement, ces approximations
sont effectuées avec soin afin de s’assurer que le modéle construit est suffisamment
robuste pour résister aux perturbations dans sa structure et ses paramétres et qu’il
demeure une représentation fiable du systéme réel. Il est donc trés important de
justifier ces approximations et d’estimer I’erreur qui en résulte.

Outre les propriétés qualitatives du modele, 1l est également important d’obtenir
une estimation de I’écart des caractéristiques (sortie) résultant de la perturbation des
paramétres {entrée). [’analyse de sensibilité est une étape trés importante dans la
validation des modeles mathématiques.

Différentes méthodes mathématiques ont été élaborées pour 1’étude des pro-
priétés qualitatives des systemes stochastiques, en particulier leur stabilité. Nous
utilisons ici le terme « stabilité » pour désigner la capacité du systéme a résister aux
perturbations (robustesse, insensibilité). Les premiers résultats ont été obtenus par
Rossberg (1965), Gnedenko (1970), Franken (1970) et Kennedy (1972). Kalachnikov
et Tsitsiachvili (1972) ont proposé la méthode des fonctions tests inspirée de la
méthode classique de Liapunov imitialement appliquée pour étudier la stabilité des
équations différentielles (Kalashnikov et Tsitsiachvili 1972 ; Kalashnikov 1978).
Stoyan (1977) a étudié les proprictés de continuité des modéles de files d’attente en
se basant sur la théorie de la convergence faible (voir aussi (Stoyan 1984)). Zolotariev
(1975) et Rachev (1989) ont considéré le probleme de stabilité comme un probléme
de continuité, qui apparait lorsque 1’on applique certains espaces métriques dans
d’autres espaces. Borovkov (1984) a obtenu des théorémes d’ergodicité et de
stabilité avec des conditions minimales en utilisant la théorie du renouvellement.
Cao (1998) a présenté une approche basée sur les développements en série de
Maclaurin de la distribution stationnaire des chaines de Markov pour étudier I’effet
de la perturbation des parameétres (voir aussi (Heidergott et Hordijk 2003)). Anisimov
(1988) a exprimé les limites des chaines de Markov générales en termes de
coefficients d’ergodicité du noyau de transition itéré, qui sont difficiles a calculer
pour des espaces d’états infinis, en utilisant des méthodes théoriques et probabilistes.

La méthode de stabilité forte (Aissani et Kartashov 1983a, 1983b ; Kartashov
1996) peut étre utilisée pour étudier la stabilité d’une chalne de Markov récurrente
au sens de Harris dans un espace d’états général lorsque la perturbation de son noyau
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de transition est faible par rapport a une certaine norme. Une chaine de Markov est
dite fortement stable lorsque de petites perturbations dans les entrées (novau de
transition) peuvent conduire au maximum & un écart limité des sorties (mesure
stationnaire). Dans ces conditions, les approximations et les erreurs d’estimation des
parametres entralnent un écart controlé des caractéristiques du systéme dans un
certain sens. Outre I’affirmation qualitative de la stabilité (robustesse) de la chaine
de Markov considérée, la méthode de stabilité forte permet également de dériver des
bornes supérieures de I’écart des caractéristiques stationnaires résultant de la per-
turbation (erreurs d’ approximation).

Les systémes de files d’attente sont parmi les premiers et les plus étudiés des
systémes stochastiques dans le contexte de la théorie de stabilité forte. De nombreux
types de files d’attente et de réseaux de files d’attente ont ¢té analysés et leur stabilite
établie. Dans la plupart des cas, on a également obtenu des estimations quantitatives
(bomes de perturbation). Ce chapitre se concentre sur ’applicabilité de la méthode
de stabilité forte aux systemes de files d’attente, passe en revue les résultats
antérieurs et discute des perspectives futures.

Le reste du présent document est organisé comme suit. D’abord, nous présentons
les notations et les définitions ainsi que les théorémes de base de la théorie de sta-
bilite forte. Ensuite, nous passons en revue "application de la méthode de stabilite
forte aux files d’attente individuelles, aux réseaux de files d’attente ainsi que 1"uti-
lisation de la méthode d’estimation de densité non paramétrique dans 1’étude de ces
systémes. Le chapitre se termine par une conclusion générale avec quelques perspec-
tives futures.

9.2. Préliminaires et notations

Soit X ={X,,t20), une chaine de Markov homogéne avec des valeurs dans un
espace mesurable (E.£) (ot nous supposons que la o -algébre £ est dénom-
brablement engendrée), donnée par un noyau de transition régulier P(x, 4), xe £,
Ae & et ayant une mesure invariante unique .

On représente par mE (mE" ) Iespace des mesures finies (non négatives) sur £,
FE( fE ) I'espace des fonctions mesurables bornées (non négatives) sur [ .

Considérons dans 'espace m& , Uespace de Banach M ={ue m&: ||y|| <o} oavec

norme ||.| compatible avec I’ ordre structurel dans m€ , ¢”est-a-dire :

Jue] < o+ e o & ;2 51,2 9.1]
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o] < s - e o gy € M 5= 120t g Loty [9.2]
(1) < k] pour 1 < A1 [9.3]

ou || est la variation de la mesure g, & est une constante positive finie et

M= Mn(mE).
Nous introduisons en m€ la famille spéciale des normes :
| g2ll,= [ )| ) (). Ve me [9.4]

ou v est une fonction mesurable minorée par une constante positive (non néces-
sairement finie) sur H. Par conséquent, les normes induites sur € et M auront

les formes suivantes :

12 1,=supf] 4P o] 4 <13 = sup (v)) ™ [ PG ab) [ v(3) [9.5]
| £1L=supfl o f L] 21,213 = sup(v()) ™ | F()] [9.6]

x=B

Nous associons a chaque noyau de transition P(x,A4) dans lespace des
opérateurs linéaires bornés, les applications linéaires £, :mE =-mé et L,

f€— fE€, dont les valeurs pour g€ mE et fe f€ sont, respectivement :
HP(A) = L(AXA) = | pld)P(x 4), VA& €
Pf(x) = L(f)x) = '[EP (x, &) f(»), Vxelk

et a chaque fonction fe £, nous associons la fonctionnelle lincaire [y — wf
telle que :

puf = | pulde) f(x)
Pour ue meet fe f&, f-x estlenoyau de transition ayant la forme :
Fu(d,xe B, de &

ou o désigne la convolution entre une mesure et une fonction.
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La chalne de Markov X vérifiant | P || < e est fortement v—
stable, si chaque noyau stochastique ¢ dans le voisinage {Q :||Q -P" <e} admet
v

une mesure stationnaire unique v et :

[y =

-0 quandlle PlL 50

Le résultat suivant (voir (Aissani et Kartashov 19832)) donne des conditions
suffisantes pour la v — stabilité forte d’une chalne de Markov récurrente au sens de

Harmris.

THEOREME 9.1.— La chaine de Markov X récurrente au sens de Harris et vérifiant
| B[, <eco estfortement v-stable, si les conditions suivantes sont remplies :

1) dae M Fhe fE telsque wh>0,al=1,ah>0;
2) T = P—hoa est unnoyau non négatif

3)dp <1 tel que Tv(x) < pvix), Vxe K.
ott T est la fonction identiquement égale & 1.

Une caractéristique importante de la méthode de stabilité forte est la possibilite
d’obtenir des estimations quantitatives. Le théoréme suivant (voir (Kartashov 1981,
1986¢)) permet d’obtenir une bome supérieure de la norme de "écart de la distri-
bution stationnaire de la chaine de Markov X fortement stable.

THEOREME 9.2.— Dans les conditions du théoréme 9.1 et pour A = {(Q —P) vérifiant

la condition || A, <C(1-p), nous avons :

Iv=ml,<l &)l cQ-p—C ALY 97]
ot

C=1+[T]ll= ], e | 7], (e)(1-p)" (k)

La démonstration des théorémes 9.1 et 9.2, des conditions supplémentaires pour la
stabilité forte des chalnes de Markov homogenes et des bornes de perturbations ainsi
que des résultats complets sur cette théorie sont fournis dans diverses études (Aissani
1990 ; Aissani et Kartashov 1983a; Kartashov 1985, 1986a, 1985b, 1986¢, 1996
Rabta et Aissani 2008 ; Mouhoubi et Aissani 2014 ; Rabta et Aissani 2018).
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Enfin, nous désignons par 7 Densemble des nombres entiers et par R
I’ensemble des nombres réels. A désigne la partie non négative de ’ensemble A
et A" =A/{0} Notons que les notations introduites dans chaque section sont

indépendantes de celles du reste du document et pourraient étre redéfinies dans une
section différente.

9.3. Stabilité forte des systémes de files d’attente

Les modéles de files d’attente peuvent comporter un grand nombre de para-
metres susceptibles d’étre perturbés étant donné qu’en pratique ils sont inconnus et
doivent étre approximés et/ou estimés a partir de données empiriques. Evidemment,
les lois des interarrivées et des temps de service sont les premiéres candidates.

Nous distinguons les types de perturbations suivants

— perturbations de parameétres : seules les perturbations de certains parameétres du
systéme sont prises en compte. Par exemple, dans un systéme de file d’attente
M/A/], les arrivées sont distribuées selon une loi de Poisson mais le taux
d’arrivée doit étre estimé. Considérant la perturbation du taux d’arrivée en utilisant
une distribution de méme forme (exponentielle) pour les temps interarrivées, le
systéme perturbe est également de type M /M /1 ;

—perturbations de distribution : ici, la distribution d’une variable aléatoire
constitutive est inconnue et/ou approximée par une autre distribution d’une forme
donnée (mais différente). Dans un systéme de file d’attente A4 /G /1, la distribution
generale des temps de service est inconnue. Sous certaines conditions (distance), elle
peut étre remplacée par une distnibution exponentielle avec la méme moyenne. Le
systeme résultant est de type M /A /1 ;

— perturbations non parameétriques : nous avons mis dans cette catégorie les
applications de la méthode de stabilité forte ou la distribution inconnue est ajustée a
partir de données en utilisant des méthodes statistiques non paramétriques telles que
I’estimation de la densité par la méthode du noyau.

Dans tous ces types de perturbations, la méme question se pose. Les parameétres
et/ou distributions estimes sont imprécis et, par conséquent, la représentation
mathématique (modéle) différe du systéme original. Nous devons nous assurer que
les erreurs d’estimation n’auront pas une grande incidence sur la performance de
notre modeéle et estimer 1’écart dans les mesures du performance entre le systeme
original et sa représentation mathématique, a savorr les erreurs de perturbation.
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9.3.1. File d’attente M/M/1

Le systeme de file d’attente M /A4 /1 est le modéle de file d’attente le plus
simple. Les clients arrivent selon un processus de Poisson avec un taux A et
attendent leur service devant un seul serveur. Nous dénotons par £, la distribution
exponentielle des temps d’interarrivée. La capacite de la file d’attente est infinie, les
durées de service suivent une distribution exponentielle E avec un taux ¢ tandis
que la discipline de service suit le schéma du premier entré, premier sorti (PEPS).
Les mesures de performance de ce modéle sont calculées sous forme fermée. Dans
cette section, nous clarifions les conditions dans lesquelles le modele A /A /1 de
file d’attente peut étre utilisé comme une bonne approximation dans le cas ou la
distribution du temps dinterarrivée ou la distribution des services est différente
(mais suffisamment proche en quelque sorte) de la distribution exponentielle.

9.3.1.1. Perturbation de la distribution des temps dinterarrivée

On considere le systeme de file d’attente A4 /M /1 (PEPS, «) tel que décrit
précédemment. Soit X, le nombre de clients dans la file d’attente juste avant la 7™
arrivée. X ={X :n20} est une chaine de Markov homogéne avec états dans Z"

et une matrice de transition P = (F, )., ou:

I+1-7
df“f(jﬂj sil<i<i+l,
ol
B = [9.8]
J £ . My i
1—2,{2001;(—(#”) sij=0,
0 sinon

Sous la condition que la charge A <1, la chalne de Markov X admet un vecteur

stationnaire unique 7 = (7, ),.,. Considérons, d’autre part, un systéme de file
d’attente GI /M /1 (PEPS, «) ou les temps d’interarrivée sont indépendants et
identiquement distribués selon une distribution générale H . Les temps de service
sont répartis selon une distribution exponentielle £, . Soit X » le nombre de clients

dans la file d’attente juste avant la #*™ arrivée. On montre trés facilement que

X" ={X 120} estune chalne de Markov homogéne avec états dans Z* et une

matrice de transition P” = (P, ), _, dans laquelle :

i,jz0
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" oo

1 " o
d =| ——— " dH({) sil<i<itl,
T N e T OGO RES

e ) (9]
Y 51]=0,

0 s1non

Ici encore, il existe un vecteur stationnaire 7 = (7, ),., unique de la chaine de

Markov X, 4 condition que la charge soit inférieure & 1. Pour que le premier systéme
soit une bonne approxamation du second, les distributions des temps d’interarmvée des
deux systemes doivent étre suffisamment proches 'une de "autre. Nous mesurons la
distance entre les deux distributions a I’aide de la métrique suivante :

w=w(H,E,) = ["|H -E,|(dr) [9.10]

ol |a| est la variation de la mesure 4 .

THEOREME 9.3.— Soit i<1 la charge de la file d’attente M /M /1. Alors, pour
U

chaque B tel que 1< f <%, la chaine de Markov X est fortement v -stable (par

rapport ¢ la perturbation de la distvibution des temps d'interarvivée) pour une
Jonction test v(iK) = p*.

Pour prouver la v -stabilité forte de la chaine de Markov X par rapport a la
fonction (k)= #*, B >1 nous vérifions les conditions du théoréme 9.1. Supposons
que A/ <1 etsoient :

B = [ _ Osij=1,
; e pour i=0et & = 180
Le calcul est simple. En particulier :

pzi< 1pourl < B < pid [9.11]

7
-+ A1
B
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Le résultat suivant fournit une estimation de la distance (dans la norme ||||v) entre

les matrices de transition des deux chaines de Markov. Cela pourrait nous indiquer a
quel point le systéeme reel (G /A /1) est proche de sa représentation mathématique
(M /M)

THEOREME 9.4.— Pour chaque f tel que 1< [ < u/ A, nous avons :
|P"-P| <(1+8)w
ot w est donné par [9.10].
Nous sommes maintenant préts a estimer 1’écart de la distribution stationnaire
qui reésulte de la perturbation considerée de la distribution des temps d’interarrivée.

Le théoreme 9.5 donne une majoration a la différence entre les distributions
stationnaires 7 et #" par rapport & la norme || .

THEOREME 9.5.— Dans les conditions du théoréme 9.3 et pour chaque distribution
H satisfaisant :

__ (-p)(u-28)
(1+8)(2u-A(1+B))
T [P U | Ll G e

(B=1) (=B

(B-1p+ 4B _(zﬂ_ﬂ“(l"'ﬁ))(l*'ﬁ)(ﬂ—ﬂﬁ)w

on p est dovné par [9.11].

La démonstration de ce résultat est basée sur le théoréme 9.2. Pour des calculs
détailles, voir (Bouallouche et Aissani 2006a).

9.3.1.2. Perturbation de la distribution des durées de service

Considérons a nouveau le systeme de file d’attente de type AL /AL /1 (PEPS, =)
décrit ci-avant. Cette fois, nous considérons la variable aléatoire X représentant le

nombre de clients dans la file d"attente juste aprés le #°*™ départ. ¥ = {X, :n =1}
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est une chaine de Markov homogéne avec états dans Z* et une matrice de transition
P=(B)j0 OU:

S s171=0
B=2F:in sil <i<j+1 [9.12]
0 sinon
ou:
HA"
fk - E+1
(2+u)

Dans les conditions habituelles de charge A <1, X est irréductible et apério-

dique. Par conséquent, elle admet un vecteur stationnaire unique .

Considérons le systeme de file d’attente A /G/1(PEPS, «) obtenu en
remplagant la distribution des durées de service dans le modéle précédent par une
distribution générale 7 ayant la méme moyenne. Soit X le nombre de clients dans
la file d’attente dans ce nouveau modsle juste aprés le #°™ départ. ¥~ =LY Tinzl}
est une chaine de Markov homogéne avec états dans Z* et une matrice de transition

#®

#* 3
P = IDU)UEO ou

*

7 sii=0
B =4 o sil <7 <7+1 [9.13]
0 sinon
avec
k
S (M)
f=f et ()

Supposons que la distribution des durées de service dans le systeme M /G /1
soit proche de la distribution exponentielle des durées de service du systéme
M /M /1. Nous mesurons la distance entre les deux distributions par :
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w=w(F.E)= [ |F-E,|(a) [9.14]

Nous prouvons d’abord le résultat suivant.

THEOREME 9.6.— Supposons que la charge du systeme M /M /1 soit A/ u<1.
Alors, pour chague B tel que 1< < u/l A, la chaine de Markov X est fortement
v-stable pour une fonction test v(k)= f* par rapport & la perturbation de la

distribution des durées de service.
Four prouver ce résultat, nous choisissons :

1sii=0
0s1iz=0

h(f)= &y = {
et:
a,=f

Ensuite, nous vérifions les conditions du théoréme 9.1. En particulier, il apparait
que si f<pl A, alors :

7

TRy

[9.15]
Ce résultat intermédiaire est nécessaire pour prouver les théorémes suivants.
LEMME 9.1.— Sous les conditions :
B

jo t |F —Eﬂl(dt) < oo
et :

[ t|F —E,|(dr)<wi 2
ou w est donné par [9.14], il existe 8 >1 tel que :

J‘”e,v,(ﬁ—l)t |F _E#|(dt) < fw

0
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La distance entre les matrices de transition des deux systemes est estimée par le
résultat suivant.

THEOREME 9.7.— Sous les conditions du lemme 9.1, nous avons :
[P-F], < B

avec v(k)=p* et:
b= max[ﬁ:l < p’<%etj‘:ez(ﬁ—1)z |F7E#|(dt) - ﬁw} [9.16]

Nous appliquons maintenant le théoréme 9.2 pour estimer I’écart du vecteur
stationnaire par rapport a la perturbation de la distribution des durées de service.

THEOREME 9.8.— Sous les conditions du théoréme 9.6 et du lemme 9.1, pour chaque
ftelque l<B<ulAd etsi:

(1-p)
CB,

w=<

nous avons !’

#®
-7

< BwCC (1- p— BwCY 7 = el )
v
avecvik)= B, B, est donné par [9.16] et p est donné par [9.15] :

oo HA e 2u AL S
H=2f H=Ap

En plus des probabilités stationnaires, on peut obtenir ’écart des autres mesures
de performance. Par exemple, soit N, (respectivement, N.) le nombre moyen de

clients dans le systeme, N, (respectivement, N;) le nombre moyen de clients dans
la file d’attente et T, (respectivement, T ) le temps de réponse moyen tandis que T,
(respectivement, T;) est le temps d’attente moyen dans le systéme M /M /1 (respec-
tivement, A /G/1).
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THEOREME 9.9.— Dans les mémes conditions que le théoréme 9.8, nous avons les
inégalités :

N -N|=|N, - N]<e(/ In() [9.17]
[V~ N[ = |, -

Tl <e(f)/ (AIn(A) [9.18]

= |T:1 7T:

avec .

e(fy = fwCC (1= p— o) !

Les démonstrations détaillées des résultats de cette section se trouvent dans
(Bouallouche et Aissani 2006b).

9.3.2. Files d’attente PH/M /M1 et M/IPH A

Dans la section 93.1, la distribution des interarrivées (respectivement, la
distribution des durées de service) est approchée par une distribution exponentielle
ayant la méme movenne. C’est une condition assez stricte parce qu’en pratique peu
de distributions peuvent étre approximées par la distribution exponentielle 4 un
niveau de précision acceptable. Il serait trés utile de trouver une famille de distribu-
tions qui puisse approximer un grand nombre de distributions générales avec un bon
niveau de précision tout en ayant des propriétés permettant des solutions analytiques
du modéle de file d’attente sous-jacent. C’est précisément ce que la famille des
distributions de type phase (PH) peut nous fournir. De nombreux problemes de files
d’attente de type PH peuvent étre résolus analytiquement a 'aide de techniques
géométriques matricielles (Latouche et Ramaswami 1999). De plus, "ensemble des
distributions PH est dense dans I’ensemble des distributions positives, ce qui permet
(en théorie) d’approximer toute distribution positive par une distribution PH a
n’importe quel niveau de précision désiré (Asmussen 2003).

Dans (Djabali et al. 2018), le modele de file d’attente A / PH /1 est utilisé pour
repreésenter un systeme A /G /1 en approximant la distribution générale des durées
de service de ce dernier par une distribution PH. Ceci est réalisé en faisant corres-
pondre les deux premiers moments des deux distributions. La distribution PH corres-
pondante est choisie dans la famille des distributions hyperexponentielles ou hypoex-
ponentielles en fonction de la valeur du coefficient de vanabilité de la distribution
originale. La confirmation de la stabilité forte de la chaine de Markov sous-jacente
ainsi que des estimations quantitatives de I’erreur de perturbation sont obtenues dans
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chaque cas. Des resultats similaires (Djabali et al. 2015) existent pour la file d’attente
PH/M/1 lorsque ’on perturbe la distribution des temps d’ interarriveée.

9.3.3. Files d’attente G/M/1 et M/G/1

Cette section concerne la perturbation de la distribution des durées de service
(respectivement, les temps d’interarrivée) dans un systéme de file d’attente
G/M /1 (respectivement, M /G /1). La distribution exponentielle est remplacée
par une distribution générale avec la méme moyenne et le résultat de cette per-
turbation est un modéle de file d’attente G/G /1. Les conditions de la stabilité forte
de la chalne de Markov sous-jacente sont clarifiées dans chaque cas et on obtient des
bornes supérieures de la déviation des vecteurs stationnaires.

9.3.3.1. Stabilité forte dans le systéme de file d'attente G/MA

Considérons un systéme de file d’attente G /(G /1 avec une distribution générale
des durées de service G et une distribution génerale des temps d’interarrivées 7.
Les notations suivantes sont utilisées : 8, (Uinstant d’arrivée du #™ client), @,

ieme

(Uinstant de départ du #»™™ client), y, (Uintervalle de temps de &, au départ du

client suivant) et ¥, =V (g, —0) (le nombre de clients qui se trouvent dans le systéme
immédiatement avant &, ).
Désignons par v, =min{m>0,@, 26} . Alors, y, = @, -4

e
n

On definit récursivement la séquence suivante

T, @, (6, +7)0,

” [9.19]
T,=T,, +@, ,.vk>0

V,
n

La séquence {Tk}k - décrit le processus de départ aprés &, .

Considérons également un systeme G/M /1 avec des durées de service
exponentiellement distribuées avec un parametre 4 et avec la méme distribution

des temps d’interarrivée que ceux du systéme G/G/1. Nous introduisons les
notations suivantes correspondantes : @ , @, 7, ol V =F(8 -0) définis comme

ci-avant. Nous définissons également le processus {T }

i

» similaire a la séquence
ne
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Dans ce qui suit, lorsqu’aucun domaine d’intégration n’est indiqué, on étend une
intégrale sur [R*.
LEMME 9.2 La séquence X, ={V ,7,) forme une chaine de Markov homogéne

avec espace d’états Z"xR” et opérateur de transition Q =(0,), ., défini par :
Qy(x:dy) = P(Vr_H—] =j:tus1 € dy/Vn =Lyn= x)

i j(x,dy) pour 1< j<iizl
_ | Zsiayix.dy)  pourj=0,i20

plx,dy) pow j=i+1,i>0
0 pour j> i+1,i20

ol :

qun@o:Lf%nsufx<mﬂﬂkﬂfwf@e@mﬂ@)
[9.20]

Pty I:P(x “ue A

LEMME 9.3 La séquence X, =(¥,7) forme une chaine de Markov homogéne
avec espace d’états 7" xIR* et opérateur de transition Q = (Qj ) 20 ayant la méme

forme que Q (lemme 9.2), ou :

mputaen =T o [9.21]

7= -

L’hypothése 7 >1, ou 7 est le temps moyen entre les arrivees
dans le systéme de file d’attente G /A4 /1, implique I"existence d’une distribution
stationnaire 7 pour la chafne de Markov induite X . Cette distribution se présente

sous la forme suivante :
(R}, =7 ()= pE (4. VkicZ etAcR" [9.22]
ol p, = lim,..P(7, = k) est donnée par la relation suivante :

p, =(1-0)6*, k=0,1,2,... [223]
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¢ est la solution unique de I"équation :

0= F (= po)= | & (x) [924]

F* est la transformée de Laplace de la fonction de densité de probabilité des temps

d:

interarrivée des clients. Nous pouvons montrer que 0 < ¢ <1 (Kleinrock 1975).

Sinon, notons que :

oo

PR

1 1
hmP(X(t)=k)=—_ Pois k=1,2,... et hmP(X(f)z 0) =1——_ [925]
Ti TH

ol X (f) représente la taille du systeme G /A4 /1 al'instant ¢ .

Les formules [9.23] et [9.25] nous permettent de calculer la distribution

stationnaire de la taille de la file d’attente dans un systtme G/A{ /1. Mal-
heureusement, pour le systéme G /G /1, les formules exactes ne sont pas connues.
Donc, si nous supposons que le systéme G/G/1 est proche du systeme G/A /1,
nous pouvons utiliser les formules [9.23] et [9.25] pour approximer les carac-
téristiques du systeme G/G/1 avec estimation préalable de I"erreur d’approxima-
tion correspondante.

Supposons que la distribution des durées de service du systeme G/G/1 soit

proche de la distribution exponentielle avec parameétre (. Cette proximité est carac-

térisée par la distance de variation :

W =WG.E)=[e" |G-E,|(d) on 650 [9.26]
Considérons également la distance suivante :

W, =W,(G.E,) = [|G—-E, | (dp) [9.27]

Nous appliquons le théoréme 9.1 & la chaine de Markov induite X . On consi-

dere la fonction test :

ou

v: Z'xRT = B

(k,x) = vkx)= e [2.28]

l<f<licetd<d= ,u—%<ﬂet o est donné par la relation [9.24].
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Soit & une mesure définie comme suit, pour { j}Xdv e £, , nous avons :

: E,(dy)pourj=0
=, = H 9.29
a(ls}.db) =, (@) {O oo £ [9:29]
Et la fonction mesurable :
REZTxRT SR
[9.30]

Gx) > h@=hG)= Tl

ol g, (x) est défini par la relation [9.21].

Nous pouvons a présent énoncer le résultat suivant.
THEOREME 9.10.— Supposons que la condition d’ergodicité géométrique uT > 1 soit

1 —
vérifiée. Alors, Ve R tel que 1< f<—, la chaine de Markov X est fortement
o

v -stable pour une fonction v(k,x) = BEe’ on:

H
QSd= g——L
B

Afin de prouver ce résultat, nous vérifions que toutes les conditions du théoréme
9.1 sont remplies (Benaouicha et Aissani 2005). En particulier :

* H
= f4F -——1<1.
p=pBF (u p,)

Le résultat suivant nous donne 1’estimation quantitative de la norme de I’écart de
I’opérateur de transition dans le systéme G /M /1, aprés perturbation de la distri-
bution des durées de service. La démonstration est basée sur une série de lemmes
démontres dans (Benaouicha et Afssani 2005).

THEOREME 9.11.— Soit O et O les noyaux de transition des chaines de Markov X

et X, respectivement. Supposons que pour chaque B tel que 1<p<1/¢ les
conditions suivantes soient vérifiées :

It = je&G(dt) < 4oo
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2) da>0 tel que je“”dF(u):N<+oo ¢

a
W, =||G-E, |(dt)< ;
)Wy = [1G-E, )< o —

4) la condition d’ergodicité géoméirique uT =1 .

Alors, Uinégalité suivante est vérifide

— « = « N+ uM
12-Q =W (+uT)+W,G ———
1-C,
ot C, =W, + <1 et M = |ue™dF(u) < too .
a+ i

La borne supérieure de la norme de 1’écart de la mesure stationnaire de la chaine
de Markov X est donnée par le theoréme 9.12.

THEOREME 9.12.— Soit zet 7 les mesures stationnaires de X et X, respec-
tivement. 51 :

W =W G )<l
2000+ uT+C)

et si:

a

W, <
a+ i

alors l'inégalité suivanie est vérifide :

=17

|77 < 200+ BT+ TS
-p

ol :

Core|z) - 8020 o N+u .

- ' 1-C, 23]
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La démonstration de ce théoréme est basée sur le théoréme 9.2 et utilise une série
de résultats intermediaires. D’autres details peuvent étre trouvés dans des études
antérieures (Aissani 1982, 1987a, 1987b ; Benaouicha et Aissani 2005).

9.3.3.1.1. Stabilite forte de |a file d'attente M/G/1

On considére un modéle de file d’attente G/G/1(PEPS, ). Nous indiquons
par 7/ le temps d’interarrivée entre les dates d’arrivée des (n=1yme

et 1™ clients.

La séquence des durées de service indeépendantes et identiquement distribuées est
désignée par {& }. Soit @ =7/+--+7, le moment d’arrivée du (n+1)"" client
avec £ = 0, et on considére les distributions G(r) = P(z) <1)et F(z)=P(£, <1) avec
m=E&.

i¢me

Soit g, le nombre de clients dans le systéme a la fin du service du n*™ client,

¥, le temps (résiduel) jusqu’a la prochaine arrivée. La séquence X, =(g,.¥,) est

donc une chaine de Markov homogéne 4 états dans Z'xR™ et un noyau de
transition :

Of (hx) =E(f(n-1.x=&). & <x)+

+iE(f(n—1+k,9j:+x—cfl), 8, <&-x<6)) [9.32]

k=1

ou n>0et Of(n,x)=EQf(1,7). Q peut étre obtenus 4 partir des distributions G
et .

D’autre part, considérons un modele de file d’attente M /G /1 (PEPS, = ). Les
instants d’arrivée des clients sont notées {6 } .. &, =0 et les interarrivées sont de

movenne 1/A La distribution des durées de service est F. Soit P le noyau de
transition de la chaine de Markov {X } dans le systéeme A4 /G /1.

Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions swivantes sont remplies :
ABE <1, Eexp(al) <+e [0.33]
pour un certain @ >0 .

Supposons que la distribution des temps d’interarrivée & dans le systeme
G /G/1 soit proche de la distribution exponentielle £, des temps d’interarrivée du

modeéle A7 /G /1. La distance entre les deux distributions est mesurée par :
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w(G.E,) = [ exp(ct)| G—E, | (dD) [9.34]
ou 0 <c¢<A estun paramétre fixe.
On considére la fonction test mesurable vk, x) sur Z"xR* définie par :
v(k,x) = " exp(ex),
et la v— norme correspondante | ||, .

11 est facile de prouver que || P [|,, < o sous la condition A/ <1 et pour chaque

0<g<detl<B<l+al’ En outre, nous avons le résultat suivant.

LEMME 9.4.— Supposons que la condition A/ <1 soit satisfaite et soit 0 <c< A4
une constante fixe. Alors, il existe £ = B(d,c,F)=1 et L(ff) < tels que
| Q=P ||, <L{BWG,E,) pour chaque 1< < et chaque distribution G tels

que w(G, E, ) soit suffisamment petit.

Soit  v(mx)= B"(exp (ex) +bexp(-6x)). Par le fait qued'|T e < T |,
S(1+8)|| T, lachaine X est fortement stable par rapport a la norme || ||, -

Vérifions les conditions de la stabilité forte de la chaine de Markov X .

On vérifie facilement que || P ||, <=

On définit la mesure o et la fonction mesurable A sur I xR, comme suit :
h(n,x)=0pour n>0,Ak0,x)=1
al{nyx 4)=P(6, S & <6,,,.6,,~& € A)

On peut facilement montrer que pour opérateur T =P-—hoo, Tf(n,x)
= Pf(nx) pour n>0et Tf(0,x) =0. Clairement, 7" est non négatif.

On observe que pour #>0 et v(k,x) = B* exp (—6x) .

Tv(n,x) = B ' E(exp (8 —x), & <x)+» 7%

k=l
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XE(exp(—86, —8x+6E), 0, , <& —x < 6,) = 7 exp(—-6x)%

XE(exp(SE — 6x), & < x)+ MA+8)" B E(ap(MB-1XE ~x)(Ezx)  [9.35]

Pour 6= A(f- 1), nous obtenons Tv(x,x) = p,v(i,x), o0 py= S7E exp(A(B-1)E, .
Etant donné que A/ <1, il est facile d’établir que £, <1 pour B <1 suffisam-

ment petit.

En choisissant B et en posant ¢ = A(f—1) dans I’expression de v(n,x), nous

obtenons pour 1> 0 :
Tv(n,x) < (bp, + HA—-c) ' B) B exp (=6x) + B ‘exp(ex) < pV (1, %)
ot p=p,+b ' AA-C)" B Enoutre, Tw(0,x) =0 < pv(0, x).

11 suffit de choisir p <1, ce qui est possible parce que p, <1 et la constante b

peut étre prise suffisamment grande.

9.3.4. Autres files d’attente

De la méme maniere, une multitude de systémes de files d’attente ont eté étudies.
Par conséquent, des résultats de stabilité et des bornes de perturbation ont également
été obtenus pour les systémes de files d’attente suivants :

— les files d’attente avec arrivées en groupes : perturbation de la distribution de
la taille du groupe (Boukir ef al 2009) ;

— les files d’attente avec rappel : perturbation du taux de rappel (Berdjoud; et
Aissani 2003) ;

— les files d’attente a serveurs multiples A4 /M /m : perturbation de la

distribution des temps d’interarrivée (Issaadi et al. 2016) ;

— les files d’attente avec serveur non fiable : perturbation du taux de panne
(Abbas et Aissani 2010a, 2010c¢) ;

— les files d’attente avec vacances du serveur : perturbation du taux de vacances
(Rahmoune et Aissani 2008, 2014) ;

— les files d’attente GI /M /= : perturbation de la taille du systeme (Aissani
1992a, 1992b ; Bareche et al. 2016) ;
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— les files d’attente A, /G, /1 avec priorité : perturbation du taux d’arrivées

prioritaires {Aissani 1991 ; Bouallouche et Aissani 2008 ; Hamadouche et Aissani
2011);

— les files d’attente G/ /A4 /1 a clients négatifs : perturbation du taux d’arrivées
neégatives (Abbas et Aissani 2010b).

9.3.5. Réseatx de files d’attente

L’application de la méthode de stabilité forte aux réseaux de files d’attente pose
de nombreux défis. A Iexception des réseaux de Jackson, les mesures de perfor-
mance ne peuvent pas étre obtenues sous forme fermée. L approximation des
réseaux généraux de files d’attente par les réseaux de Jackson pose également des
problémes. Ainsi, la dimension de la chaine de Markov sous-jacente pourrait étre
grande. De plus, la méthode de stabilité forte suppose que le processus perturbé soit
également markovien. L.’ interconnexion des nceuds du réseau et la dynamique com-
plexe de ces systémes rendent trés difficile le maintien de la propriété de Markov ou la
définition d’une chaine de Markov induite dans le systeme perturbé.

9.3.5.1. Résealx de Jackson avec deux stations en fandem

Considérons le réseau de Jackson suivant avec deux files d’attente en tandem
[M /M /1—M/M/1]. Les clients arrivent a la premiere station selon un processus
de Poisson avec un taux A. On indique par Z, la distribution exponentielle des temps

d’interarnivée. Les durées de service suivent une distribution exponentielle avec le
taux # dans la premiere station et une distribution exponentielle avec le taux g,

dans la seconde. Les mesures de performance de ce modele peuvent étre calculées
sous forme fermée en exploitant la propriété de forme produit (Jackson 1957).

Dans cette section, nous clarifions les conditions dans lesquelles ce type de réseau
de file d’attente peut étre utilise comme une bonne approximation dans le cas ou la
distribution des durées de service dans la premiere station est différente (mais
suffisamment proche d’une certaine maniére) de la distribution exponentielle.

I.7état du réseau en tandem précédent est complétement décrit par le processus de
Markov bidimensionnel () = (X (0, Y (), ou X (¢) estle nombre de clients dans la

premiére station a ['instant £, et ?(r) est le nombre de clients dans la deuxieme
station en méme instant ¢ .
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= i . =
On représente par d , le moment juste aprés le deépart du#'*™ client de la premicre

=

station. Ensuite, la séquence induite (I7,),_, de variables aléatoires ol ¥, =V (d s

»nzl
Vo =0 est une chatne de Markov. Sous la condition A< min{,, &) , les proba-

bilités de transition de la chatne de Markov ¥, sont données par :

Pgkl sii=0,720, 1<I<k+] k=0
P gk sii=0,720,1=0, k20
O, (k)=1P, gkl SI1Si<j+l 720, 1<l<k+], k20 [9.36]
I_Dj—1+1ak0 sil<i<j+1, 720 1{=0 k=0
0 sinon
ou:
= _ ™ (Ax)
P, _L exp(—Ax) = dE,, (x),Vre N
- . ('ux)kﬂ—i
=| exp(—pux)————dE.(x
g, = |, exp(-n ) o

kHl_

E}w =l Z‘M
i=1

D’autre part, considérons le réseau a deux stations en tandem
[M/G/1—-/M /1]. Les arrivées a la premiére station sont distribuées suivant une

loi de Poisson avec le méme taux A qu auparavant alors que la distribution des
durées de service H est générale. Par conséquent, le processus d’arrivée 4 la
deuxieme station n’est plus poissonien. On désigne par F la distribution des temps
d’interarrivée a cette station. Les durées de service a la deuxiéme station sont
distribuées de fagon exponentielle et ont une distribution commune £, avec un taux
. Soit V()= (X(2),Y (1)) le processus bidimensionnel, ou X (f) est le nombre de
clients dans la premiére station a ["instant ¢, ¥ (£) est le nombre de clients dans la
deuxiéme station a Iinstant £. V' (f) décnt complétement I'état du réseau consi-
déré [M/G/1—./M/1]. Toutefois, V()= (X(£),Y({)) n’est pas un processus

iéme

markovien. On représente par d le moment juste apres le départ du »'*™ client de

la premiére station. Alors, la séquence de variables aléatoires V, = (X..Y.) & ces

instants est une chalne de Markov induite qui déerit 'état du réseau
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[M/G/1— /M /1] aces dates spécifiques. Sous la condition A <min(z, .} les

probabilités de transition de la chalne V, s’éerivent

Pigy, 51i=0,720,1212k+1, k=20
Py sii=0,j20,1=0, k20
Q,kD=1P_ gy $11Li<j+1720,1<I<k+], k20 [9.37]
Py ool si1<i<j+1,720,1=0 k=20
0 sinon
ou:
P, = [ exp(—dx) ux) dH (x),¥re N
- (ﬂx)kﬂ—f
=| exp(—ux)———dF (x
g, = | exp(-u e &

k+1

G, = 1— Z‘Iﬁd
=

Soit & la mesure définie comme suit :

a({i},{j})_{P"% si0<I<k+1 [9.38]

sinon

Considérons également la fonction mesurable h definie par :
1K) = ) = 1y [9.39]
Enles utilisant dans le théoreme 9.1, le résultat suivant est prouve.

THEOREME 9.13— Sous la condition A<min(g.g), la chaine de Markov
{Vn}nzo ={Xn, n} est fortement v-stable par rapport a la fonction test
v(i, D=y B, pour y, B tels que :

i

1<}/<76t1<ﬂ<}{w

)
i

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Stabilite forte en files d'attente 323

9.3.5.2. Files d'attente en tandem avec répétition constante des rappels

Considérons le réseau de files d’attente en tandem [M /G/1—./G/1/1] avec

blocage aprés le service, constitué d’une séquence de deux stations de services sans
file d’attente intermediaire. Les clients arrivent a la premiére station selon un
processus de Poisson avec intensité A. Chaque client regoit le service a la station 1,

puis se rend a la station 2 pour un service supplémentaire. Comme il n’y a pas
d’espace d’attente intermédiaire, un client dont le service dans la station 1 est
terminé ne peut pas se rendre a la deuxieme station si celle-ci est occupée. Au lieu
de cela, le client reste a la station 1 qui reste bloquée jusqu’a ce que la station 2
devienne vide. Le client ammivant qui trouve la station 1 occupée ou bloquée se
comporte comme un client en rappel, c¢’est-a-dire qu’il ne se joint pas a une file
d’attente, mais qu’il est placé en orbite ayant une capacité infinie et qu’il réessaie
pour le service selon une politique de rappel constante. Selon cette politique, le

paramétre du temps de rappel exponentiel de chaque client en orbite est ﬁ, ou n
n

est la taille du groupe de rappels. Ainsi ’intensite totale est 4. Si le serveur de la

station 1 est libre au moment d’une tentative, le client 4 la téte du groupe de rappel
regoit immediatement le service. Sinon, ils réitérent leur demande plus tard.

Les durées de service aux stations 1 et 2 sont des variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées avec des fonctions de densité de probabilite
b (x). des fonctions de répartition B (x) et des moyennes finies 1/ 4 . pour i =1,2,

respectivement.

Soit X (t) le nombre de clients en orbite a I'instant #, et pour =1, 2 :

0 si le '™ serveur est inoccupé a l'instant ¢
&= 1 si le ™ serveur est en fonctionnement & I'instant £

2 si le ™ serveur est bloqué & I'instant ¢

Le modéle considéré est completement décrit par le processus de régénération :
Vo ={(x®).E0.61)
Cependant, ce processus n’est pas markovien. Nous désignons par d ,ne N,

Iinstant du #*™ départ de la station 1. Nous supposons, sans nuire 4 la généralité, que
d, =0, et nous notons :
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V,=V(d,+0)=(X(d,+0),E'(d,+0),E(d, +0)) = (

X ,0,0

VERE)

Il s’agit donc d’un processus semi-régénératif avec un processus de renou-
vellement de Markov induit (X,D)={X,.d, :ne N}. Le processus {X,} est une

chaine de Markov homogene, irréductible et apériodique avec matrice de transition
P= {py };,,20 ,0u:

avec : 1 f,(0)

Jo()

L0

J"“(i’) dufo(l)dl
S |

J'“’(/u) . Mfl(l)dl

. J'*”" (lr)]—wl
0 (j—i+1)

[ 0“2**’ £, (t)dt

e f,(t)dt,

pour i=0

pour 1<i<j+1

pour i=j+1

sinon

I Ae MZZ(Bl(’)Bz(f+W))dw

j R row Z = (B (0)B, (1 +w))dw

j e Aror - (B ()B,(t+w)) dw

Soit i, (s) la fonction définie comme :

v, (s)= _[Omue’”wdwj'ome’”dx (B,(x)B,(x+w))

[9.40]

[9.41]

Supposons que le taux moyen de rappel dans les files d’attente en tandem ci-
avant tende vers I'infini, c¢’est-a-dire que les clients du groupe de rappel essaient
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continuellement de trouver une place pour le service et qu’ils deviennent des clients
ordinaires. Cela signifie que s1 & — 4= le réseau en tandem a rappels constants

devient similaire au modéle classique de deux files d’attente en tandem sans espace
d’attente intermédiaire.

Maintenant, soit y(t) le nombre de clients dans la premiére file d’attente du

réseau en tandem classique au moment £ et pour [ =1,2, nous considérons :

0 si le 1™ serveur est inoccupé 4 I'instant ¢
-1 N
D= 1 s1le "™ serveur est en fonctionnement 4 I'instant ¢

2 si le /™€ serveur est bloqué & l'instant ¢

L état du réseau en tandem ordinaire [M /G/1—./G/1] est complétement
décrit par le processus P (z)= (}(r),zl (t),g2 (t))_ 1l est clair que ¥, :(Y’D) =
{Yn,gn,n =0} est un processus de renouvellement markovien induit du processus

semi-régénérati{ (f(t), ?(t), 22 (t)) aumoment d, du #*™ départ de la station 1.

Nous supposons maintenant que £ = lim 2 <1. Alors X, est une chafne de
f—stoo

Markov rréductible et homogéne, apériodique et récurrente positive avec matrice de

transition P = {;y}

o { At
L %”O(I)dz, i=0
Py=1 e ()1 [9.42]
jo ﬁe&dr(&(z‘)Bl(z)), ie[i, j, +1]
0, sinon

On montre facilement que :

Tim ¥, Y~ [ (BOB,®): tim v,y ~ 2
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. At
it B = =
g = s

= A[, 1 (B (B, ()

Supposons que le taux moyen de nouveaux rappels dans le réseau en tandem
avec des nouveaux rappels constants tend vers I'infini. La distance entre les deux

distributions d’interarrivée est mesurée par . ¥ = J.:g | 15 (i’)—%(B1 (OB, ()| dt .

On considére la fonction test v(j)= B/,8>1, la mesure o et la fonction

mesurable 4 définies par :

1 s1i=0

0 sinon

ajD=a,=p,,. h) ={

En les utilisant dans le théoréme 9.1, et sur la base d’une série de lemmes
démontrés dans une étude précédente (Lekadir et Aissani 20084), on peut prouver
les théorémes suivants.

THEOREME 9.14.— Dans le réseau a deux stations en tandem avec blocage
[M/G/1— ./G/1/1], la chaine de Markov X . représentant le nombre de clients

dans la premiéve station au moment du n'™° départ de la premiére station est
fortement v-stable par rapport & la fonction v(k)= f° pour tout B tel gue

1< BB, on B, estdowmé par: f, sup{ﬁ:y(ﬁ)%m<l} .

THEOREME 9.15— Soit m (respectivement ;) la distribution stationnairve de la
chaine de Markov X, (vesp. X . ). Pour B telque 1 < < f3, nous avons :

| Z-7 L <e(l+e) Al A-y-U+e) | Al

o ¢, =228 —;o— y

9.3.5.3. Files d'attente en tandem avec pricrité non préemplive

On considére le réseau de files d’attente en tandem [M,/G,/1—./G/1/1]

avec priorité non préemptive. Les clients arrivent a la premiére station selon un

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Stabilité forte en files d'attente 327

processus de Poisson. On désigne par (64) (respectivement (1)) le taux d’arrivée

des clients prioritaires (respectivement, les clients non prioritaires). La fonction de
répartition des durdes de service des clients prioritaires (respectivement, non
prioritaires) dans la premicre station est C, (x) (respectivement, C,(x) ) et la fonc-
tion de densité correspondante est ¢ (x) (respectivement, c¢,(x)). De plus, les
durées de service dans la deuxi¢me station sont indépendantes et ont une fonction de
répartition D(x) et une fonction de densité d(x) communes aux deux classes
de priorité. On désigne {(X’ (1)},-,, représentant le nombre de clients dans la station
i au moment du départ du ™ client. L’état du systéme considéré est complétement
décrit par le processus bidimensionnel V' (¢) = (X 'O, X 2(t)). Supposons que 8
tend vers zéro, la partie de la file d’attente en tandem liée aux clients prioritaires
peut étre interprétée comme une perturbation du réseau [AM /G/1—./G/1/1] de
deux stations en tandem avec seulement des clients non prioritaires. La chaine de

Markov (X L ¢ f)) _, & des probabilités de transition P, (i, j,6) définies par :

i—k+1 j=1
I:[ E{MZL w J[ ((A,x)])' je’“’*”‘d[q ()D(x)] si k#0,120;i2k-1,j>1
i ! Jj—=)!

o ()vgx)i (/ADC)FM A+ | [P —a
L’[ i j((j—m)!]e Uoﬂ’e d(Cz(x)D(”’))d’J

i k=0,/#0;i>0,j>1-1

7] ® (/193(:)’ (ﬂ,x)j e ‘
1+0-[0[ i ][ 5 je |:_[0/7-€ d(Cl(x)D()tJ,-[))d,}_,_

1 oo (A0x) N[ (Ax) ) o[ (=, —ue
l+6’J.° [ il j[ J! ]e U.o Az d(Cz(x)D(x—i—t))dr}
si k=0,/=0;i20,7>0

0 sinon
Les probabilités de transition 7, (i, /,0) de la chaine de Markov (YS),YS))
n=0

décrivant I’état du réseau en tandem [AM /G /1 — ./ G /1/1] sont données par :
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% 1
J- (((/ﬂt.x);)'je;'Yd[('l(x)D(x)]; sLk#0,120,i=k~1,j21
0 j=

2 (/135)]7”1 gz 5 -t . _ T .
jo (m]e Uo/le d(Cz(x)D(Hr))dr}l k=0,1#0,i=0,j>1-1

o (Ax) A
jo (%jeﬂﬂo Ae*”d(cz(x)D(xm)dr} si k=0,/=0i=0,j>0

0 sinon

Les conditions de la v -stabilit¢ forte du réseau [M/G/1—./G/1/1] sont

clarifiées par le théoréme suivant.

THEOREME 9.16.— Supposons que dans le réseau en tandem [M /G /1—./G/1/1],
les conditions suivantes sont remplies :
1) AE(E)) <1 (condition géométrique d’ergodicité), & est la variable aléatoire

représentant les durées de service des clients avec priorité i ;

2) Jda> O/E(ea52) <o (condition de Cramer).

Alors, pour tout Btel que 1 < f< et 6 > 1, la chaine de Markov (E”}f?)
nz0

x&
est fortement v - stable par rapport a la fonction v(i, j)= '’ avec &= Ee?) 1
7

E(e™)

et B, =sup{B/EE?)<p}.

oy, =

Pour prouver le théoréme 9.16, il suffit de vérifier les conditions du théoréme 9.1
en utilisant la fonction test :

v:NxN — ]Ri
(i, )) =V, )=8"xp) avec 6>1, f>1
Lamesure ¢ et la fonction mesurable /2 sont définies par :

a:0(N)xo(N) >R, h:NxN o> R; (.47} = B0 7.0), k.1 = 1 1,

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Stabilite forte en files d'attente 329

On note :
L= ae 4 CODE+E)d =13
; ! s

done :
(/TX) oA $ii=0
Fy,000.4.0 dx
a7 = 0,000,/,0)= j Hx
Po,o(t,J,O)—O sii=0

Selon le théoréme ci-avant, le réseau en tandem [M/G/1—./G/1/1] est
fortement v -stable. Cela signifie que ses caractéristiques peuvent se rapprocher du
réseau en tandem [My /Gy /1—./G/1/1] & condition que le taux d’arrivée @ des
clients prioritaires tende vers zéro. Pour caractériser cette proximité, 1l est essentiel
destimer 1"écart entre les distributions stationnaires des chaines X et X, . Pour ce

faire, nous estimons d’abord Iécart [|A], de I"opérateur de transition P

LEMME 9.5~

|AlL=IP-P|,= Supsupgk P20 B A0

120 =0
avec : |AH (i, 7, 9)| = |P;d (4, 7.6)—-F,{, . 0)|
Onnote © =sup{&,,E,;.E,} . Alors:
lafl<® [9.43]
ou:

Epo<¢h(d- /w)+ ¢2(/19+A Af - A08)
[ﬁﬂj@(wm i)+ = g)l(ww A5 A68)
"

B [W, (A= AR+ W (A + 20— AB— A80) - 2w, (A + A8 — Af)]

T:zIH
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E, ==[y(A+A0— 105 - AB)+v,(A— AB) = 2w (A+ A0 - AB)]

&~

b(s)=| :ze**‘ dtf :e*”d[cj (x)D(x +1)]

v, (s)= [ e d[C (x)D(x)]
Le lemme 9.6 est également nécessaire pour prouver le prochain théoréme.

LEMME 9.6 — Considérons la constante @ définie par & = SF, [L] ou:

I3

B = 1+ Ay (0) + 626, (0)
P14+ Ay, (0) + 64y, (0)— Ag (0)— 02¢,(0)

. alors || z <@

La borne supérieure sur la norme de la différence entre les mesures stationnaires
des chaines de Markov des files d’attente en tandem [M/G/l— /M /1/1] et

[M,/G,/1—./M/1/1] est donnée par le théoréme 9.17.

THEOREME 9.17.— Soit 7 (respectivement, m) la distribution stationnaive de
[M (G /1M I1/1] (respectivement, [M,/G,/1— /M /1/1]). Sous la condition

i
Q< —7/ ROUS AVORS -
C

Om(l+@)

T f———— [9.44]
b l—y—(1+@)0

|-

ot y , O, @ et py sont définis précédemment. 1 < < B, ot 8 est défini par :
B, =sup{ﬁ:w<l},l < B, <+

La démonstration de ce théoréme est basée sur le théoréme 9.2 et utilise une série
de résultats intermeédiaires (pour plus de détails, voir (Lekadir et Aissani 2011)).
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9.3.5.4. Files d'attente en tandem avec blocage

Une étude précédente a considéré un réseau de type tandem a deux stations
[M /M 1/ ¢>M /M /1/N] avec blocage (Adel-Aissanou ef al 2012). La mé-

moire tampon infinie de la premiére station est tronquee en rejetant les arrivées
lorsque la longueur de la file d’attente atteint un niveau donné ¢ . On s’attend a ce

qu’'une telle troncature se rapproche du modéle original 4 mesure que le niveau (ou
la taille) de la troncature devient important. Les conditions qui garantissent que la
distribution de la longueur de la file d’attente commune en régime permanent du
systéme de file d’attente en tandem d’origine est bien approchée par la troncature du
tampon fini sont clarifiées et des bornes d’erreur sur la distribution stationnaire de la
longueur de la file sont obtenues.

9.3.6. Perturbation non paramétrique

Les résultats ci-avant concernent Iutilisation de distributions paramétriques de
forme connue ou inconnue. Dans d’autres travaux, les auteurs explorent ’utilisation
de distributions non paramétriques telles que les fonctions de densité du noyau
ajustées a partir de données empiriques. En combinant les résultats de la theorie
statistique avec la méthode de stabilité forte, on peut estimer I"impact de 1"utilisation
d’une telle technique.

11 est a4 noter que, dans la pratique, tous les paramétres du modéle sont connus de
fagon imprécise parce qu’ils sont obtenus au moyen de méthodes statistiques. C’est
pourquoil les inégalités de stabilité forte nous permettront d’estimer numériquement
I’erreur commise lors d’une telle analyse.

En ce sens, un aspect intéressant est celui ou une distribution régissant un
systéme de file d’attente est inconnue et ou 'on a recours a des méthodes non
paramétriques pour estimer sa fonction de densité. Par exemple, si on avait des
données réelles, on pourrait appliquer la méthode du noyau pour estimer la fonction
de densité correspondante.

De plus, il arrive trés souvent que le domaine naturel de definition d’une densiteé
a estimer ne soit pas ["ensemble de la ligne réelle mais un intervalle délimité d’un ou
des dews cotés. Par exemple, lorsque les données sont des mesures de quantités
positives, il sera preférable d’obtenir des estimations de densité qui prennent la
valeur zéro pour tous les nombres négatifs.

En effet, la méthode de la stabilité forte stipule que la perturbation doit étre

faible en ce sens que la lo1 générale G des arrivées (respectivement, des durées de
service) doit étre proche mais non égale a la loi de Poisson (respectivement,
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exponentielle). Par conséquent, la fonction de densité de la loi G doit étre proche de
la densite exponentielle, définie sur un support borné. Ainsi, les effets aux limites
doivent étre pris en compte lors de I'utilisation de la méthode du noyau pour
I"estimation de la densité.

En combinant les techniques de correction des effets aux limites avec le calcul de
la distance de variation caractérisant la proximite des systemes cités, on pourra
verifier si cette densité est suffisamment proche de celle de la loi de Poisson (ou
celle de la loi exponentielle), puis appliquer la méthode de stabilité forte pour
rapprocher les caractéristiques du systéme réel avec celles d’un modele classique
(Bareche et Aissani 2008, 2011, 2014a, 2014b).

9.4. Conclusion et perspectives futures

Ce chapitre examine I’ évolution des applications de la méthode de stabilité forte
aux systémes de files d’attente et a leurs réseaux. De nombreux types de files
d’attente et de réseaux ont déja été étudiés et, dans la plupart des cas, on obtient a la
fois des résultats qualitatifs (stabilité) et quantitatifs (bornes de perturbation).
Cependant, les systémes de files d’attente peuvent faire intervenir un grand nombre
de parametres et la perturbation de chacun peut avoir un effet completement
différent des autres. Il est donc nécessaire d’étendre ’analyse de stabilité a ces
modéles et types de perturbations inexplorés, par exemple, la perturbation de la
probabilité de collision dans la file d’attente avec rappels M /M /1 avec collisions
et erreurs de transmission (modélisation de la méthode d’accés dans le canal TEEE
802.11 (Lakaour et al 2018)), ainsi que la perturbation du paramétre qui caractérise
les clients impatients dans les systémes de files d’attente M /G/¢/k avec clients
impatients (modélisation du Cloud Data Center (Outamazirt et al. 2018)).

L’application aux réseaux de file d’attente généraux pourrait s’ avérer difficile en
raison de la dimension élevée de la chaine de Markov induite et de la dynamique
complexe de ces modeles. De plus, les perturbations dans un nceud entralnent
geéneralement la perte de la propriété de Markov dans de nombreux autres nosuds
(connecteés) ou dans 'ensemble du réseau. Cependant, des réseaux particuliers (par
exemple réseaux en tandem) peuvent étre étudiés.

La théorie de la stabilité forte est riche en résultats. Les conditions de stabilité et
les estimations quantitatives peuvent étre obtenues a 1’aide de diverses techniques.
Par exemple, on peut utiliser des inverses généralisés, des coefficients d’ergodicité,
des valeurs propres, etc. I1 est essentiel d’appliquer d’autres résultats de stabilité
forte aux files d’attente afin d’aiguiser encore les bornes de perturbation.
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Enfin, la comparaison avec d’autres méthodes démontre I"utilité de la théorie (voir,
par exemple, (Abbas et Heidergott 2010)).

9.5. Bibliographie

Abbas, K., Aissani, D. (2010a). Structural perturbation analysis of a single server queue with
breakdowns. Stoch. Models., 26(1), 78-97.

Abbas, K., Aissam, D. (2010b). Strong stability of the embedded Markov chain in an GI/M/1
queus with negative customers. Appl. Math. Modell., 34(10), 2806-2812.

Abbas, K., Aissani, D. {(2010¢). Approximation of performance measures in an M/G/1 queue
with breakdowns. Quality Technology and Quantitative Management, 7(4), 353-363.

Abbas, K., Heidergott, B., Aissam, D. (2010). A Tavlor series approach to the mumerical
analysis of the M/D/1/N queue. Procedia Comput. Sci., 1(1), 1547-1554.

Adel-Aissanou, K., Abbas, K., Aissam, D. (2012). Strong truncation approximation in tandem
queues with blocking. Math. Prob. Eng., 2012, 906486.

Aissam, D. (1982). Estimate of the strong stability in an M/G/1 system. VINITIN 4119-82, R.
Journal Matematika, 83, 1-33.

Alssani, D. (1987a). Estimation quantitative de la norme de déviation de 1"opérateur de
transition d’un systéme M/G/1. Cahiers Mathematiques, 2, 125-133.

Alssani, D. (1987b). Sur les conditions d’approximation d’un systéme G/G/1 par un systéme
M/G/1. Journal of Technology, 4, 96—107.

Alssani, D. (1990). Ergodicité uniforme et stabilité forte des chaines de Markov: application
aux systémes de files d’attente. Séminaire Math. Rouen, 167, 115-121.

Alssani, D. (1991). Application of the operator methods to obtain inequalities of stability in
the M2/G2/1 system with relative priority. dnnales Maghrébines de ['Ingénieur, 2, 701—
709.

Alssani, D. (1992a). Stabilité forte de la chaine de Markov incluse dans un systéme G/M/o.
Technologies Avancées, 2(1), 28-33.

Alssani, D. (1992b). Estimate of the strong stability in the system G/M/o. Technologies
Avancées, 2(2), 29-33.

Alssani, D., Kartashov, N.V. (1983a). Ergodicity and stability of Markov chains with respect
to operator topology in the space of transition kernels. Doklady Akademii Newk
Ukrainskoi SSR, All,3-5.

Alssani, D., Kartashov, N.V. (1983b). Strong stability of an imbedded Markov chain in the
M/G/1 queucing system, Theor. Probab. Math. Starist., 29(1984), 1-5.

Asmussen, S. (2003). dApplied Probability and Queues. Springer, New York.

Cette bibliographie est identique a celle de 1’ouvrage correspondant en anglais publié par ISTE.

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



334 Théorie des files d'attente 1

Anisimov, V. (1988). Estimates for the deviations of the fransition characteristics of
nonhomogenzous Markov processes. Ukrainian Math. J., 40(6), 588-592.

Bareche, A., Aissam, D. (2008). Kernel density in the study of the strong stability of the
M/M/1 queucing system. Oper. Res. Lett., 36(5), 535-538.

Bareche, A., Aissani, D. (2011). Statistical techmques for numerical evaluation of the
proximity of G/G/1 and G/M/1 queucing systems. Comput. Math. Appl., 61(5), 1296-1304.

Bareche, A, Aissani, D. (2014a). Interest of boundary kernel density techniques in evaluating
an approximation error of queueing systems characteristics. nt. J. Math. Math. Sci., 2014,
871357.

Bareche, A., Aissam, D., (2014b). Statistical Methodology for Approximating G/G/1 Queues
by the Strong Stability Technique. Proceedings of the 3rd International Conference on
Operations Research and Enterprise Systems, 241-248.

Bareche, A., Cherfaou, M., Aissami, D. (2016). Approximate analysis of an GI/M/o queue
using the strong stability method. IFAC-PapersOnl.ine, 49(12), 863-868.

Benaouicha, M., Aissani, D. (2005). Strong stability in a G/M/1 queueing system. Theory
Probab. Math. Statist., 71, 25-36.

Berdjoud;, L., Aissam, D. (2003). Strong stability in retrial queues. Theory Probab. Math.
Statist., 68, 11-17.

Berdjoud;, L., Benaouicha, M., Aissam, D. (2012). Measure of performance of the strong
stability method. Adath. Comput. Modeil., 56(11-12), 241-246.

Borovkov, A A. (ed.). (1984). Asvimprotic Methods in Queueing Theory. Wiley, New York.

Bouallouche, L., Aissani, D. (2006a). Measurement and performance of the strong stability
method. Theory Probab. Math. Statist., 72, 1-9.

Bouallouche, L., Aissani, D. (2006b). Performance analysis approximation in a queueing
system of Type M/G/1. Math. Method Oper. Res., 63(2), 341-356.

Bouallouche, L., Aissani, D. (2008). Quantitative estimates in an M2/G2/1 queue with non-
preemptive priority customers: the method of strong stability. Stoch. Medels, 24(4), 626—
646.

Boukir, L., Bouallouche-Medjkoune, L., Aissani, D. (2009). Strong stability of the batch
arrival queueing systems. Stoch. Anal. Appl., 28(1), 8-25.

Cao, X.R. (1998). The Maclaurin series for performance functions of Markov chains. Adv.
Appl. Probab., 30(3), 676-692.

Djabali, Y., Rabta, B., and Aissami, D. (2015). Strong stability of P H/M/1 queues.
Unpublished.

Djabali, Y., Rabta, B., and Aissam, D. (2018). Approximating service-time distributions by
phase-type distributions in single-server queues: Astrong stability approach. Infernational
Journal of Mathematics and Operation Research, 12(4), 507-531.

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Stabilite forte en files d'attente 335

Franken, P. (1970). Ein stetigkeitssatz fiir Verlustsusteme. Operations-forschung Math Stat.,
11,1-23.

Gnedenko, B.V. (1970). Sur certains problémes non résolus de la théone de files d’attente. Six
International Telegraphic Congress, Munich.

Hamadouche, N., Aissani, D. (2011). Approximation in the M2/G2/1 queue with preemptive
priority. Metheodol. Comput. Appl., 13(3), 563-581.

Heidergott, B., Hordijk, A. (2003). Taylor series expansions for stationary Markov chains.
Adv. Appl. Probab., 35(4), 1046-1070.

Issaadi, B., Abbas, K., Aissani, D. (2016). Perhwbation analysis of the GI/M/s queue.
Methodol. Comput. Appi., 19(3), 819-841.

Tackson, J.R. {1957). Networks of waiting lines. Oper. Res., 5, 518-521.

Kalashmkov, V.V, Tsitsiachvili, G.C. (1972). Sur la stabilit¢ des systémes de files d’attente
relativementa leurs fonctions de répartition perturbées. J v AN USSR Technique
Cybernétique, (2), 4149,

Kalashnikov, V.V. (1978). Qualitative Analysis of Behavior of Complex Systems Using the
Method of Test Functions. Nauka, Moscow (in Russian)

Kartashov, N.V. (1981). Strong stability of Markov chains. VNISSI, Vsesayouzni Seminar on
Stability Problems for Stochastic Models, Moscow, 54-59.

Kartashov, N.V. (1985). Criteria for ergodicity and stability for Markov chains with common
phase space. Theory Probab. Math. Statist., 30, 71-89.

Kartashov, N.V. (1986a). Inequalitics in theorems of ergodicity and stability for Markov
chains with common phase space 1. Theor. Probab. Appl., 30(2), 247-259.

Kartashov, N.V. (1986b). Inequalities in theorems of ergodicity and stability for Markov
chains with common phase space I1. Theor. Probab. Appl., 30(3), 507-515.

Kartashov, N.V. (1986¢). Strong stability of Markov chains. J. Sov. Adath., 34(2), 1493—-1498.
Kartashov, N.V. (1996). Sirong Stable Markov Chains. VSP, Utrecht.

Kennedy, D. (1972). The continuity of the single server queue. J Appl. Probab., 9(3), 370—
381.

Kleinrock, L. (1975). Queueing Systems. Volume 1: Theory. John Wiley & Sons, New Y ork.

Lakaour, L., Aissani, D., Adel, K., Barkaoui, K. (2018). M/M/1 retrial queue with collisions
and transmission errors. Methodol. Comput. Appl.. https://doi.org/10.1007/s11009-018-
9680-x

Latouche, G., Ramaswarmi, V. (1999). Introduction to Matrnix Analytic Methods in Stochastic
Modelling. ASA-SIAM, Philadelphia.

Lekadir, O., Aissani, D. (2008a). Stability of two-stage queuecs with blocking. In Adedelling,
Computation and Optimization in Information Systems and Management Sciences. MCO
2008. Le Thi, H.A., Bouvry, P., Pham Dinh, T. (eds). Springer, Berlin, 526-535.

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



336 Théorie des files d'attente 1

Lekadir, O., Aissani, D. (2008b). Strong stability in a Jackson queucing network. Theory
Probab. Math. Statist., 77, 107-119.

Lekadir, O., Aissani, D. (2011). Error bound on practical approximations for two tandem
queues with non-preemptive prionity. Comput. Math. Appi., 61(7), 1810-1822.

Mouhoubi, 7., Aissani, D. (2014). Uniform ergodicity and strong stability of homogencous
Markov chains. J. Math. Sei., 200(4), 452-461.

Outamazirt, A., Barkaoui, K., Aissani, D. (2018). Maximizing profit in cloud computing using
M/G/c/k queuing model. 13th International Sympostum on Programming and System,
Zeralda, Algiers.

Rabta, B., Aissam, D. (2008). Strong stability and perturbation bounds for discrete Markov
chains. Linear Algebra Appl., 428(8-9), 1921-1927.

Rabta, B., Aissani, D. (2018). Perturbation bounds for Markov chains with general states
space. J. Math. Sci., 228(5), 510-521.

Rachev, S.T. (1989). The problem of stability in queueing theory. Queueing Syst., 4(4), 287—
318.

Rahmoune, F., Aissani, D. (2008). Strong stability of queues with multiple vacations of the
server. Stoch. Anal. Appl., 26(3), 665-678.

Rahmoune, F., Aissani, D. (2014). Quantitative stability estimates in queues with server
vacation. J. Marh. Sci., 200(4), 480—485.

Rossberg, H.J. (1965). Uber die Verteilung von Wartezeiten. Aath. Nachr., 20(1/2), 1-16.

Stoyan, D. (1977). Ein stetigkeitssatz fir cinlinige Wartemodelle der Bediemungstheorie.
Math. Operationsforsch. Stat., 3(2),103-111.

Stovan, D. (1984). Comparison Methods for Queues and Other Stochastic Models. Wiley,
New York.

Zolotariev, V.M. {1975). On the continuity of stochastic sequences generated by recurrence
procedures. Theor. Probab. Appl., 20(4), 834-847.

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Liste des auteurs

Dyjamil Afssant

Unité de recherche LaMOS
Université de Béjaia
Algérie

Attahiru Sule ALFA
Université du Manitoba
Winnipeg

Canada

Université de Pretoria
Afrique du Sud

Vladimir ANISIMOV
Amgen Inc.

Londres
Royaume-Uni

Onno BOXMA
Université technologique d’Eindhoven
Pays-Bas

Fabrice GUILLEMIN
Orange Labs
Lannion

Dimitri KOROLIOUK

Institut des télécommunications et de
I’espace d’information global
Académie nationale des sciences
d’Ukraine

Kiev

Ukraine

Vladimir 5. KOROLIUKY
Institut de mathématiques
Académie nationale des sciences
d’Ukraine

Kiev

Ukraine

Igor Nikolaevich KOVALENK O}
V.M. Glushkov Institut de cybemnétique
Académie nationale des sciences
d’Ukraine

Kiev

Ukraine

Lucas VAN KREVELD
Institut Korteweg-de Vries
Université d" Amsterdam
Pays-Bas

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



360 Théorie des files d'attente 1

Igor KUZNETSOV

Université technique nationale d’Ukraine
« Igor Sikorsky Institut Polytechnique de
Kiev »

Ukraine

Nickolay KUZNETSOV

V.M. Glushkov Institut de cybemnétique
Académie nationale des sciences
d’Ukraine

Kiev

Ukraine

Anna KVACH
Université d’Etat de Tommsk
Russie

Eugene LEBEDEV

Université nationale Taras Shevchenko
Kiev

Ukraine

Ouiza LEKADIR

Unité¢ de recherche LaMOS
Université de Béjaia
Algérie

Nikolaos LIMNIOS
Université de technologie de Compiégne

Hanna LIVINSKA

Université nationale Taras Shevchenko
Kiev

Ukraine

Anatoly NAZAROV
Université d’Ftat de Tomsk
Russie

Boualem RABTA

Unité de recherche LaMOS
Université de Béjaia
Algérie

Marie-Ange REMICHE
Université de Namur
Belgique

Bruno SERICOLA
Inria Rennes — Bretagne Atlantique

Tanos SZTRIK
Université de Debrecen
Hongrie

George YIN

Université d’Etat de Wayne
Detroit

Etats-Unis

Hangin ZHANG

School of Business

Umniversité nationale de Singapour
Singapour

Qing ZHANG
Université de Géorgie
Athens

Etats-Unis

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Avant-propos

Table des matieres

Vladimir ANISIMOV et Nikolaos LIMNIOS

Chapitre 1. Files d’attente a temps discret a serveur unique
avec temps d’interarrivée et de service interdépendants. . . . . . .
Attahiru Sule ALFA

I.I.Introduction. . . .. ........... .. . .. . ...
1.2.LecasGeo/Geo/l . . . ... ... .
1.2.1. Probabilité d’interarrivée en fonction de la probabilité
d’achévement duservice . . ... ................
1.2.2. Temps de service dépendant des temps d’interarrivée
1.3.LecasPH/PH/1 . ... ... ... . ... ... ... .....
1.3.1. Révision de la distribution discrétede PH . . . . . ..
1.32.Lesysteme PH/PH/L . . . . ... ... ... .......
1.4. Modgele avec multiples distributions de temps d’interarrivée
1.4.1. Préliminaires. . . . . ... ... ... ... ... ... ..
1.4.2. Modgele de file d’attente avec des temps d’interarrivée
dépendant des temps de service . . . ... ... ... ...,
1.5. Interdépendance des temps d’interarrivée et de service . . .
1.5.1. Modele de file d’attente temporelle discréte
avec distribution géométrique bivariée . . . . ... ... ...
1.5.2. Mod¢le matriciel équivalent. . . . .. ... .......
1.6.Conclusion . . .. ............. ... ...
1.7.Remerciements. . . . .. ............ ... .. ....
1.8. Bibliographie. . . . ... ........ .. ... ........

Exemplaire réservé a Djamil Aissani

11
12
12
14
15
16

19
21

22
23
24
24
24



vi  Théorie des files d’attente 1

Chapitre 2. Analyse de la congestion et de la probabilité de perte

dans les files d’attente fluides . . . . . . ... ................

Fabrice GUILLEMIN, Marie-Ange REMICHE et Bruno SERICOLA

2. 1. Introduction. . . . . . . . ...

2.2. Modélisation d’un lien en cas de congestion et de fluctuation

delamémoire tampon . . . . . . ... ...
2.2.1. Descriptiondumodele . . . . ............ ... ... ...
2.2.2.50mmets BLCIeUX . .« o v v v vt e e
2.2.3. Hauteur minimum des creux en période d’activité . ... ... ..
2.2.4. Remplissage maximum dans une période d’activité. . . . ... ..
2.2.5. Sommet maximum sous un niveau de fluide fixe . . . . . ... ..
2.3. File d’attente fluide de capacité finie. . . . .. ...............
2.3.1. Métriques de congestion. . . . . ... ... ...
2.3.2. Hauteur minimum du creux en période d’activité . . . . . ... ..
2.3.3. Réduction de I’espace d’états . . . . ... .......... . ....
2.3.4. Distributions de zi(x) et V1(x). . . . ... ... ...
2.3.5. Séquences de périodes d’activité et d’inactivité . . . ... ... ..
2.3.6. Distributions conjointes des périodes et des volumes de perte . .

2.3.7. Durée totale des périodes de perte et volume

d’information perdue. . . .. ... ... ...
24.Conclusion . . ... ... e
2.5.Bibliographie. . . . . ... ... ...

Chapitre 3. Approximation de la diffusion des systémes

etréseaux de filesd’attente . . . . ... ... ... ... . ... .....

Dimitri KOROLIOUK et Vladimir S. KOROLIUK

3.1 Introduction. . . .. ...
3.2. Processus de files d’attente de Markov . . .. ...... ... .. .....
3.3. Moyenne et approximation de la diffusion . . .. ... ... .......
33.1.Schémamoyen . .............. .. ...t
3.3.2. Schéma d’approximation de la diffusion . . . . . ... ... ....
3.3.3. Distribution stationnaire . . . . . ... ... .. ... ... ... ...
3.4. Systémes de files d’attente de Markov. . . . .. ..............
3.4.1. Théoréme de limite collectiveenR'. . . . . ... ... .......
34.2. Systtmesdetype M/M. . . . ... ...
3.4.3. Probleme duréparateur . . . .. ... ... ...

Exemplaire réservé a Djamil Aissani

27

28

31
31
33
36
41
46
51
51
53
56
58
59

67
72
72

75

75
76
71
77
80
86
91
91
94
95



Table des matiéres  vii

3.5. Réseaux de files d’attente de Markov . . . . ... ... .......... 98
3.5.1. Théorémes de limites collectivesen RN . . . . ... ... ... ... 98
3.5.2. Réseaux de files d’attente de Markov . . . . ... ... ....... 102
3.5.3. Superposition des processus de Markov. . . ... ... ... .. .. 104

3.6. Systémes de files d’attente semi-markoviens . . . . ... ......... 106

37.Remerciements. . . . . . . . ... 109

3.8.Bibliographie. . . ... ... ... . 109

Chapitre 4. Systéme de file d’attente avec rappels de type

premier entré, premier sorti par Laszlo Lakatos

et ses modifications. . . . ... ... ... L L 111
Igor Nikolaevich KOVALENKO

4.1.Introduction. . . . . . ... 112
4.2. Une contribution de Laszlo Lakatos et de ses disciples . . . .. ... .. 112
4.3. Une contribution d’Elena V.Koba . . . .. ... .............. 113
4.4. Une approximation erlangienne et hypererlangienne pour un systéme

de file d’attente de type Laszlo Lakatos. . . . .. ................ 113
4.5. Deux mode¢les avec une discipline de file d’attente combinée . . . . . . 116
4.6. Bibliographie. . . . . . ... ... 119

Chapitre 5. Mélange de paramétres dans les files d’attente
aserveurinfini . .. ... ... 121
Lucas VAN KREVELD et Onno BOXMA

S5.1.Introduction. . . . ... ... 121

5.2. Lafile d’attente M ,/Cox, /oo . . .. .. ... ... ... 124
5.2.1. L’équation différentielle . . . . .. ... ... ... ... ... .... 125
522.Calculdesmoments . . ..................o... 128
523.Btatd’équilibre . . . ... ... 137
524, M, /M /oo . .o 143

5.3. Mélanges dans les files d’attente a serveurs infinis modulées

deMarkov . . .. ... 150
5.3.1. L’équation différentielle . . . . .. ... ... ... ... ... ... 151
53.2.Calculdesmoments . ...................eeo... 153

5.4. Discussion et travaux futurs . . . . . .. ... ... 163

5.5.Bibliographie. . . .. ... ... ... .. 164

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



viii  Théorie des files d’attente 1

Chapitre 6. Méthodes de simulation rapide en files d’attente

pour la résolution de certains problémes combinatoires
degrandetaille. . . . ... .. ... ...
Igor KUZNETSOV et Nickolay KUZNETSOV

6.1. Introduction. . . . ... ... ...
6.2. Limites supérieures et inférieures du nombre de certains sous-espaces
k-dimensionnels d’un poids donné suruncorps fini . . ............
6.2.1. Un algorithme général de simulationrapide . . . .. ... ... ..
6.2.2. Algorithme auxiliaire. . . . ... ... ... ... ... ...
6.2.3. Formules analytiques exactes pour lescasouk=1letk=2. ...
6.2.4. Bornes supérieures et inférieures pour la probabilité P{Ya)(;)} .

6.2.5. Résultats numériques. . . . . . ... .. ...
6.3. Evaluation du nombre de « bonnes » permutations par simulation
rapide sur le complexe informatique multiprocesseur SCIT-4. . . . ... ..

6.3.1. Méthode de simulation rapide modifiée. . . . .. ... ... ....

6.3.2. Résultats numériques. . . . . .. ... .. ...
6.4. Bibliographie. . . . . ... ... ...

Chapitre 7. Limites de diffusion et gaussiennes pour les réseaux
de files d’attente multicanaux . . . . .. ... ... ... ... ... ...
Eugene LEBEDEV et Hanna LIVINSKA

7.1 . Introduction. . . . ... ... ...
7.2. Description et notationdumodele . . ... ... ...... . ... . ...
7.3. Approche locale pour prouver les théorémes de limite . . . . ... ...

7.3.1. Réseau du type [GI/M/co| en trafic accentué. . . .. ... ...
7.4. Théorémes de limite pour réseaux a débit d’entrée controlé . . . . . . .

7.4.1. Approximation de la diffusion des réseaux [SM /M /o] . .. . .

7.4.2. Asymptotiques de la distribution stationnaire

pour réseaux [SM /GI/oo| . ...

7.4.3. Convergence vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck . . . . . . .
7.5. Approximation gaussienne des réseaux avec flux d’entrée
destructure générale . . . . .. ... ... ...

7.5.1. Approximation gaussienne des réseaux [G | M| .. ... ...

7.5.2. Critére du comportement markovien pour les processus
gaussiens r-dimensionnels . . . ... ... .. L L.

Exemplaire réservé a Djamil Aissani

183



Table des matiéres  ix

7.5.3. Approximation gaussienne non markovienne

desréseaux [G|GIleo] ... o 232
7.6. Processus limites pour un réseau avec un flux d’entrée dépendant
dutemps . .. ... 235

7.6.1. Approximation gaussienne des réseaux [A? /M /oo]r

sous traficintense. . . . .. ... .. ... ... 235

7.6.2. Processus limite en cas de charge initiale asymptotique

IMPOTtANTE . . . . . o o e e e e e e e e 240
7.7.Conclusion . ... ... 241
7.8. Remerciements. . . . . . . ..ot e 243
7.9.Bibliographie. . . . . ... ... ... 243

Chapitre 8. Résultats récents en files d’attente avec rappels
a sources finies avec collisions. . . . ... ................. 247
Anatoly NAZAROV, Janos SZTRIK et Anna KVACH

8.1.Introduction. . . . . ... ... .. 248
8.2. Description du modéle et notations. . . . . . ... ............. 250
8.3. Systémes avec serveur fiable . . . . ... .. ... . .. L. 255
83.1.Systtmes M/M/1 . . . ... . ... 255
83.2.Systtme M/GI/1. . . . . ... ... . 259
8.4. Systémes avec serveur peu fiable . . . ... ... ... ... . ... .. .. 264
84.1.Systtme M/M/1 . . . ... ... .. . . 265
8.4.2.Systetme M/GI/1. . . . .. ... 274
8.4.3. Simulation stochastique de systémes spéciaux. . . . ........ 277
8.4.4. Temps de rappel distribué selon une loi Gamma . . ........ 280
84.5. L’effetdespannes. . . .. .......... . ... ... ... ... 282
85.Conclusion . . . ... 291
8.6. Remerciements. . . . . ... ... .. ... 293
8.7.Bibliographie. . . . .. ... .. 293

Chapitre 9. Stabilité forte des systémes et réseaux de files
d’attente : synthése et perspectives. . . . ... .............. 299
Boualem RABTA, Ouiza LEKADIR et Djamil AiSSANI

9.1.Introduction. . . . . .. . .. ... 299
9.2. Préliminaires et notations. . . . . . . . . . . i 301

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



x  Théorie des files d’attente 1

9.3. Stabilité forte des systémes de filesd’attente . . . .. ... ........ 304
93.1.Filed’attente M/M/1 . . . . . ... ... ... ... ... .... 305
9.3.2. Files d’attente PH/M /1l et M/PH /1 . . . .. ............. 311
9.3.3. Files d’attente G/M/1 et M/G/1. . . . ... . ............. 312
934 Autres filesd’attente . . . . ... ... ... ... ... ... 319
9.3.5.Réseaux de filesd’attente . . . . ... ... .............. 320
9.3.6. Perturbation non paramétrique . . . . . ... ... ... 331

9.4. Conclusion et perspectives futures . . . . .. ................ 332

9.5.Bibliographie. . . . .. ... ... ... 333

Chapitre 10. Files d’attente variables dans le temps :

une approche a deux échelles temporelles . . . . . ... ... ... .. 337
George YIN, Hanqin ZHANG et Qing ZHANG
10.1. Introduction. . . . . ... ... ... 337
10.2. Files d’attente variables dansletemps . . . . .. ... .......... 340
10.3. Principaux résultats . . . . . ... ... .. ... ... ... 343
10.3.1. Ecarts importants dans les files d’attente
adeux échellestemporelles. . . .. ...................... 343
10.32. Calculde H(y, 1) . . . . . o o oo 346
10.3.3. Applications aux systémes de mise en files d’attente . . . . . . . 348
10.4. Observations finales . . . . .. .............. .. ........ 355
10.5. Bibliographie . . . . ... ... ... . 356
Listedesauteurs. . . . ... ... ... . ... ... 359
Index . . ... ... 361
Sommaire de Théorie des files d’attente 2. . . . . . ... ........ 363

Exemplaire réservé a Djamil Aissani



Avant-propos

Vladimir ANISIMOV' et Nikolaos LIMNIOS®
IAmgen Inc., Londres, Royaume-Uni
2Université de technologie de Compiégne, France

Issue des travaux pionniers d’Erlang (1909) sur I’analyse des modeles pour la
communication téléphonique, la théorie des files d’attente est un vaste domaine
scientifique a 1’évolution trés rapide. Elle se développe aujourd’hui selon différents
axes, notamment 1’analyse théorique des mode¢les de files d’attente et des réseaux de
structure complexe utilisant des modéles mathématiques sophistiqués et divers types
de processus stochastiques. Elle couvre ainsi des domaines d’application trés lar-
ges comme les réseaux informatiques et de télécommunications, I’ingénierie du trafic,
les télécommunications mobiles, etc.

L’objectif de cet ouvrage en deux volumes est de refléter 1’état actuel des con-
naissances scientifiques du domaine et d’étudier certaines orientations contemporaines
de I’analyse des modeles et des réseaux de files d’attente, ainsi que leurs applications.

Le premier volume se compose de 10 chapitres rédigés par des experts de renom-
mée mondiale. Ces chapitres couvrent un large éventail de résultats théoriques et
asymptotiques pour différents types de modeles de files d’attente, et proposent diverses
applications.

Le chapitre 1 est consacré a I’étude de certains problémes théoriques pour les
modeles de files d’attente non classiques, y compris 1’analyse des files d’attente dont
les temps d’arrivée et de service sont interdépendants.
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2 Théorie des files d’attente 1

Le chapitre 2 traite de ’analyse de certaines caractéristiques des files d’attente
fluides, en considérant les périodes chargées, I’analyse de la congestion et la proba-
bilité de perte.

Certaines tendances contemporaines dans 1’analyse asymptotique des files d’attente
sont reflétées dans les chapitres 3, 7 et 10.

Le chapitre 3 traite des résultats sur 1’approximation de la moyenne et de la
diffusion des systémes et réseaux de files d’attente de Markov avec un parametre de
série €. Il présente des applications a certains modéles de files d’attente dépendant
de I’état de Markov et a d’autres types de modéles, en particulier les probléme du
réparateur, de la superposition des processus de Markov et des systémes de files
d’attente de types semi-markoviens.

On examine au chapitre 7 les limites de diffusion et les limites gaussiennes pour
les réseaux de files d’attente multicanaux avec un flux d’entrée général dépendant
du temps et dans des conditions de trafic dense, avec des applications au service
markovien et aux réseaux dont les entrées sont de type semi-markoviennes ou de
type renouvellement.

Le chapitre 10 est consacré a 1’analyse asymptotique des files d’attente variant
dans le temps a 1’aide du principe des grandes déviations pour les chaines de Markov
non homogénes a deux échelles temporelles, comprenant 1’analyse du processus de
longueur des files d’attente et certaines caractérisations de la qualité et de 1’efficacité
du systéme.

L’analyse des modéles de files d’attente dites avec rappel est étudiée dans les
chapitres 4 et 8.

Le chapitre 4 examine deux modeles qui apportent quelques modifications au
systéme de files d’attente avec rappel de type « premier entré, premier sorti » intro-
duit par Laszlo Lakatos.

Le chapitre 8 passe en revue les résultats récents concernant les systémes de files
d’attente avec rappel a ressource finie a serveur unique avec pannes aléatoires, répara-
tions et collisions des clients.

Le chapitre 5 analyse le comportement transitoire des modeles de files d’attente
a serveurs infinis avec un processus d’arrivée mixte et des temps de service de Cox,
ainsi que la file d’attente a serveurs infinis modulée par un processus de Markov
avec temps de service général.
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Le chapitre 6 traite des applications des méthodes de simulation rapide utilisées
dans la théorie des files d’attente pour résoudre certains problémes combinatoires de
grande dimension dans le cas ou les autres approches échoueraient.

Une étude sur I’analyse d’une méthode de stabilité forte et ses applications aux
systémes et réseaux de files d’attente ainsi que certaines perspectives sont examinées
au chapitre 9.

Le second volume sera consacré a d’autres axes contemporains de 1’analyse des
modéles de files d’attente.

Ces deux ouvrages complémentaires seront utiles aux étudiants des cycles supé-
rieurs, aux doctorants, aux enseignants-chercheurs ainsi qu’aux chercheurs et aux
développeurs qui travaillent dans le domaine de la modélisation mathématique et
stochastique ou qui s’intéressent aux applications possibles au sein de différents domai-
nes : réseaux informatiques et de communication, sciences et génie dans les départe-
ments de mathématiques et mathématiques appliquées, statistiques ou recherche opéra-
tionnelle dans les universités et dans divers centres de recherche et centres appliqués.

Dédicace a Igor Nikolaevich Kovalenko, décédé peu aprés la rédaction
de cet ouvrage

Notre trés cher collégue Igor Nikolaevich Kovalenko nous a quittés le
19 octobre 2019, aprés une lutte difficile contre les maladies cardiaques.

Disciple et associé de Boris Gnedenko et Vladimir Koroliuk, Igor Kovalenko
était un mathématicien ukrainien éminent dans le domaine de la théorie des
probabilités et de ses applications pratiques. Il est devenu célebre dans le monde
entier pour son ouvrage Introduction to Queuing Theory, co-écrit avec Gnedenko. I1
a fondé une école scientifique de la théorie de la fiabilité, de la théorie des files
d’attente et de la cryptographie, reconnue en Ukraine et dans le monde entier.

Igor Kovalenko est né le 16 mars 1935 a Kiev, en Ukraine. Aprés avoir obtenu
son diplome de la Faculté de mécanique et de mathématiques de I’Université de
Kiev Taras Shevchenko, il a travaillé au Centre de calcul de I’Académie des sciences
d’Ukraine. De 1962 a 1971, Kovalenko a travaillé a Moscou, ou il a dirigé un labora-
toire a I’Institut d’ingénierie électronique de Moscou, et avec d’autres disciples de
Gnedenko, a été le chef du séminaire sur la théorie des files d’attente a ’université
d’Etat de Moscou. De nombreux scientifiques éminents de 1’ex-Union soviétique et
de pays étrangers ont participé a ce séminaire.
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Sur la base du modéle de processus de Markov linéaire par morceaux qu’il a
développé, Kovalenko a construit un modéle mathématique d’un systéme de défense
complexe de fiabilité et a développé des algorithmes numériques pour sa mise en
ceuvre sur la base de la méthode d’un petit paramétre.

En 1964, Igor Kovalenko est devenu docteur en sciences techniques. Il a formulé
le principe des défaillances monotones qui, tout en conservant une grande précision,
simplifie considérablement les calculs de fiabilité¢ du systéme. En 1970, Kovalenko a
regu le diplome de docteur en physique et mathématiques pour une autre thése sur la
théorie probabiliste des systémes d’équations booléennes aléatoires. Etre docteur deux
fois est une pratique trés rare dans le monde scientifique.

De retour a Kiev en 1971, le professeur Kovalenko a fondé et dirigé le Départe-
ment des méthodes mathématiques de la théorie de la fiabilité des systémes complexes
a I’Institut V.M. Glushkov de cybernétique. Deux domaines de recherche ont constitué
le courant dominant des études : les méthodes analytiques et statistiques combinées
approximatives d’analyse de fiabilité, et la cryptographie théorique et appliquée, les
systémes et les méthodes de protection des données. Sous sa direction, la premiére
norme nationale dans le domaine de la sécurité de I’information cryptographique a
été élaborée en Ukraine.

Auteur de 25 monographies et de plus de 200 articles, M. Kovalenko a été élu
académicien de 1’Académie nationale des sciences d’Ukraine en 1978 (membre
correspondant depuis 1972). Gestionnaire compétent, homme honnéte et sincére, il
travaillait avec acharnement. Grace a ses qualités humaines, son expérience profes-
sionnelle et ses connaissances, il était trés respecté de ses collégues.

Igor Kovalenko a laissé de nombreux disciples, parmi eux beaucoup sont
professeurs et professeurs associés. Tous conservent en mémoire les jours inoublia-
bles passés a embrasser la science et la créativité indépendante, sous la direction
d’un grand scientifique et enseignant, des heures de communication directe avec une
personne de grande érudition et de haute culture.
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Théorie des files d’attente 1 présente la recherche de pointe
actuelle et les pratiques établies dans le domaine des systémes et
réseaux de files d’attente.

Il expose I'analyse des files d’attente avec des temps d’arrivée et
de service interdépendants, les caractéristiques des files d'attente
fluides, certaines modifications du systeme de files d’attente avec
rappels ainsi que les files d’attente avec rappels de source finie
avec des défaillances aléatoires, des réparations et des collisions
de clients.

Cet ouvrage présente également l'analyse du comportement
transitoire des modeles de file d’attente a serveur infini avec un
processus d’arrivée mixte, I'analyse de la stabilité forte des
systemes et des réseaux en file d’attente, de méme que
I"application de méthodes de simulation rapide pour résoudre
des problemes combinatoires de grande dimension.

Les coordonnateurs

Vladimir Anisimov est professeur en statistiques appliquées et
travaille au Center for Design and Analysis d’Amgen Inc. a
Londres, au Royaume-Uni.

Nikolaos Limnios est professeur des universités en

mathématiques appliquées a I'Université de technologie de
Compiégne.
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