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RESUME : L objectif de ce travail est de prouver applicabilité de la méthode de stabilité forte a l’étude d’un
modele de risque a une dimension lorsque la loi des montants de réclamation ou la loi des inter-sinistres sont
générale et inconnue. Dans ce cas, on fait appel a la méthode du noyau pour estimer la fonction densité de la
distribution considérée. Par la suite, en utilisant ’approche simulation, nous évaluons numériquement la borne
de stabilité forte (erreur d’approzimation) entre les probabilitées de ruine des deux modéles de risque idéal et

perturbé.

MOTS-CLES : stabilité forte, probabilité de ruine, estimation non paramétrique, approximation.

1 INTRODUCTION

Pour une étude théorique, différentes lois de proba-
bilité peuvent servir a modéliser le nombre et le mon-
tant des réclamations. Réellement, la détermination
de ces lois de probabilités ne peut étre obtenue qu’a
partir d’un échantillon d’observations. Deux types de
perturbation peuvent étre considérées dans ’analyse
de stabilité forte. La premiere est due aux données
aberrantes qui peuvent avoir de multiples causes. Un
appareil de mesure peut avoir un défaut de fonction-
nement ce qui mene a une erreur dans la transmis-
sion ou dans la retranscription des données. Il peut y
avoir eu un changement dans les procédures, un com-
portement frauduleux ou tout simplement une erreur
humaine. Un échantillon peut aussi avoir été con-
taminé par des individus n’appartenant pas a la pop-
ulation étudiée. La deuxiéme perturbation est due
aux erreurs résultants de 'utilisation des techniques
d’estimation fonctionnelle pour la détermination des
lois de probabilités des parametres gouvernants le
modele.

La méthode de stabilité forte, connue également sous
le nom de la méthode des opérateurs, elaborée par
(Aissani et Kartashov, 1983) permet a la fois de
réaliser une analyse qualitative et quantitative de cer-
tains systemes complexes. Elle permet d’obtenir les
inégalitées de stabilité avec un calcul exact des con-
stantes. En utilisant cette méthode (Kalashnikov,
2000) a présenté de nouvelles bornes de stabilité des
probabilités de ruine. Par la suite, plusieurs travaux
ont été réalisés sur différents modeles : le modele
de risque avec investissement (Rusaityte, 2001);les
modeles de risque semi-markovien sans investissement

(Enikeeva et al, 2001) et le modele de risque classique
4 deux dimensions (Benouaret et Aissani, 2010).

Depuis les traveaux de (Rosenblatt, 1956) et (Parzen,
1962), la méthode du noyau a roncontré beaucoup
de succes aupres des spécialistes de ’estimation non
paramétrique de la fonction de densité. Les noy-
aux symétriques (dit aussi classiques) sont employés
pour estimer des fonctions de densité a supports non
bornés. Cependant, I'orsque on veut estimer des den-
sités a support borné au moin d’un coté, I’estimateur
a noyau classique devient non consistant, a cause du
probleme des effets du bord du a l'utilisation d’un
noyau qui assigne un poids en dehors du support.Une
simple téchnique pour corriger les effets de bord des
fonctions densité a support [0, +00[ est I'image miroir,
ajustement considéré par (Schuster, 1985) et utilisé
par (Baraiche and Aissani, 2008) et (Baraiche and
Aissani, 2010). Une autre solution pour remédier a
cette difficulté est de remplacer le noyau symétrique
par un noyau asymétrique, qui n’assigne pas un poids
en dehors du support de la densité que 'on veut es-
timer.

La notion d’un noyau associé¢ K, j de cible z et du
parametre de lissage h a été introduite par ( Koko-
nendji et al, 2007) et (Senga Kiessé, 2008) dans le
cas discret, et étendue récemment par (Konkonendji
and Libengué, 2011) et (Libengué, 2013) pour le cas
continu. Les noyaux associés continus englobent les
noyaux continus symétriques et asymétriques.

L’objectif de ce travail est d’appliquer la méthode du
noyau pour estimer numériquement la déviation des
probabilités de ruine entre le modele idéal et le mod-



ele perturbé quand la loi des inter-sinistres ou la loi
des montants de réclamation sont générales et incon-
nues. Nous considérons deux cas de perturbation de
parametres: perturbation des inter-sinistres et per-
turbation des montants de réclamation. Nous nous
intéressons dans chaque cas a I’évaluation de I'erreur
d’approximation (borne de stabilité forte) des prob-
abilités de ruine entre le modele idéal et le modele
perturbé.

2 PERTURBATION DES MONTANTS DE
RECLAMATION

2.1 Description des modeles

Modele idéal

On considére comme modele idéal, le modele
de risque Cramér-Lundberg qui est décrit par son
vecteur parametre a = (c, E,\,FZ) et son processus
de risque R = {R,,}n>0 qui est donné par la récur-
rence suivante:

RnJrl = Rn + Can - Zn+17 RO =u, (1)

Ou u > 0 est la réserve initiale, ¢ > 0 est le taux de
prime constant.{6,, }»>o est une suite de variable aléa-
toire indépendante et identiquement distribuées(i.i.d)
oil 6, est la durée de temps entre la (n + 1) et la
n®™e réclamation, de fonction de distribution expon-
nentiel ) de parametre A.

{Z,}n>0 est une suite de variable aléatoire i.i.d. on
Z,, est le montant du n®™¢ sinistre, de fonction de

distribution Fz et de moyenne p finie.

Le processus inverse {V,,}n > 0 associé au modele
considéré est de la forme suivante:

Vn+1 - (Vn - an + Zn+1)+7

On peut retrouver 'aspect général pour construire le
processus {V,}n > 0 dans [Asmussen and Albrecher
(2010)].

Suivant la forme recursive de la chaine {V,,}n > 0
donnée par ’équation , V41 ne dépend que de V,,,
0., et Z,. Do, {V,}n > 0 est une chaine de Markov
homogene a espace d’etats continu. En fonction de la
chaine {V;,}n > 0, la probabilité de ruine ¥(u) s’écrit
comme suit:

U(u) = lim P(V, > u). (3)

n—oo

Modele perturbé

Considérons le modele de risque Cramere-lundberg
perturbé (réel) qui est également décrit par son
vecteur parametre a = (c,,EAgFZ/) et son proces-
sus de risque R = {R, },,>0 donné pa la récurrence

suivante:

Rn+1 = Rn +c gn - Zn+17 RO =u, (4)
Ot {6, } >0 est une suite de variable aléatoire i.i.d de
mémme fonction de distribution exponnentiel E):.
Son processus inverse {V, }n > 0 associé est de la
forme suivante:

’

Vo = (V,,

/

09; + Z;H»l)Jr? Vo =0, (5)

Donc sa probabilité de ruine ¥’ (u) s'écrit:

U'(u) = lim P(V, > u). (6)

n— oo

2.2 v-Stabilité forte

Le modele de risque défini par le processus est
fortement stable par rapport a la fonction poids
v(z) = ex > 0 [cf. Kalashnikov (2000)]. Dans
cette partie, nous utilisons I'aspect quantitatif de
la méthode de stabilité forte afin d’estimer 'erreur
d’approximation du modele de risque défini par le
processus (/1)) par le modele défini par le processus

(1)-

Pour une entrée a donnée, on suppose que la condition
suivante est vérifiée:

Je tel que EelcZ=) = p(e) €]0,1[. (7)

Sous cette hypothése et pour v(u) = elew),
L’estimation de la déviation entre les noyaux de tran-
sition, obtenue par (Kalashnikov (2000)) est donnée
par la formule suivante:

pYed
1P Pl <28 e 4 |F, ~ Byl (8)

Sous la condition suivante qui représente le domaine
de perturbation des parametres:

u(a,a’) < (1-p), (9)
ol
/ eZ Ac!
u(a,a’)=2E e HHE| +||Fz — Fz|l,. (10)
nous avons 'inégalité de stabilité suivante:

u(a,a’)
1=p) ((1=p)*—ulaa))
ot p(e) = Eexp(e(Z — ¢ 9)).

1o —@[l, < (11)

Notons par I' la borne supérieure donnée par
I'inégalité de stabilité forte ,

_ u(a,a)
(1—=p) ((1—=p)?—p(a,a))




2.3 Application numérique

Dans cette section, nous présentons 1’algorithme (1)
permettant d’approximer la probabilité de ruine du
modele idéal par la probabilité de ruine du modele
perturbé. Les étapes de cet algorithme est basée sur
la vérification des conditions du critere de stabilité
forte ainsi que la positivité du chargement de sécurité
afin d’éviter la ruine certaine.

Algorithm 1 Approximation du modele Cramere-
Lundberg

1.Introduire le taux de prime ¢ qui est le méme dans
les deux modeles, idéal et perturbé;

2.Introduire la fonction densité f, de la loi des mon-
tants de réclamation du modele idéal;

3.Introduire le taux d’arrivé des sinistres A supposé
aussi le méme dans les deux modeles;

4.Vérifier la positivité du chargement de sécurité:

e Sioui aller & 5;
e Sinon retourner a 3;

5.Appliqué une perturbation sur la fonction densité

fz pour obtenir la fonction densité fz/ de la loi des

montants de réclamation du modele perturbé;

6. Déterminer le domaine de € tel que:

0 < Elexp(e(Z — ) = p < 1 et u(a,a’) =

|Fz = Frollo < (1= p)*:

7. Déterminer l'erreur d’approximation I' =
u(a,a’)

a-p (1= p)? = ula,d))’

Présentation graphique du modeéle idéal et les
modeles perturbés

Afin de pouvoir appliquer lalgorithme [77] nous
considérons les parametres suivants:

e Le taux d’arrivée des sinistres A = 0.09 et le taux
de prime ¢ = 10 sont les mémes dans les deux
modeles.

e La loi des inter-sinistres, supposée exponentielle
est la méme aussi dans les deux modeles avec

Jo=ex.
e La fonction densité de la loi générale
F; = Paretola = 1.5, = 1) des mon-

tants de réclamation dans le modele idéal est
donnée par:

G(5) T

r@={ §

e Les lois des montants de réclamation dans le
modele perturbé sont: f; = Pareto(1.5,1.01),

siz > f;
otherwise.

fa = Pareto(1.5,1.04), f3 = Pareto(1.5,1.07),
fa = Pareto(1.5,1.1).

La courbe de la fonction densité f du modele idéal et
les courbes f1, fo, f3 et f1 du modele perturbé sont
présentées dans la figurdI]

Figure 1: Densité du modele idéal f(Pareto(1.5,1))

et les densités du modele perturbé.

€ p(€) u(a,a’) | Erreur T

0.00021 | 0.8241 | 0.0309 14621

0.01 0.4938 | 0.0314 | 0.2762

Densité 0.05 0.1864 | 0.0337 | 0.0659
Pareto 0.1 0.1171 | 0.0371 | 0.0566

(1.5,1.01) 0.2 0.0893 | 0.0478 0.0671
0.46011 0.4278 | 0.3272 3426.7

0.004013 | 0.6598 | 0.1157 | 4566.7

0.01 0.4938 | 0.1169 1.6578

Densité 0.05 0.1864 | 0.1256 | 0.2879
Pareto 0.1 0.1171 | 0.1389 | 0.2456
(1.5,1.04) 0.2 0.0893 | 0.1809 0.3064
0.395087 | 0.2168 | 0.6134 | 104020

0.007310 | 0.5578 | 0.1955 72059

0.01 0.4938 | 0.1964 | 6.4923

Densité 0.05 0.1864 | 0.2115 0.5770
Pareto 0.1 0.1171 | 0.2344 | 0.4870

(1.5,1.07) 0.2 0.0893 | 0.3076 | 0.6471
0.35272 | 0.1529 | 0.7174 | 8841.5

0.010695 | 0.4795 | 0.2709 38753

0.015 0.4058 | 0.2731 5.7448

Densité 0.05 0.1864 | 0.2918 0.9690
Pareto 0.1 0.1171 | 0.3243 | 0.8066
(1.5,1.1) 0.2 0.0893 | 0.4282 1.1720
0.317197 | 0.1219 | 0.7710 | 511810

Tableau 1: Borne de stabilité forte par rapport a la
variation de € avec les différentes perturbations de la
loi de Pareto(1.5,1)

Variation de la borne en fonction du parametre
de la norme ¢

En fonction des différentes perturbations de la fonc-
tion densité de la loi des montants de réclamation et
en fonction du parameétre de la norme | . ||,,, on liste
dans le tableau[l} p(e) = Eexp(e(Z — ¢ 0)), la borne



de déviation des noyaux de transition u(a,a’) et la
borne de déviation des probabilités de ruine T'.

D’aprés le tableau |1, on remarque que:

e Le domaine de variation du parametre de la
norme € dépend de la perturbation faite sur la
fonction densité de la loi des montants de ré-
clamation. C’est-a-dire, de plus en plus qu’on
se rapproche de la fonction densité du modele
idéal, le domaine de € s’élargit. Nous avons avec
la premiére perturbation (f;Pareto(1.5,1.01))
Iintervalle le plus large par rapport aux autres
perturbations (e € [0.00021,0.046011]). Inverse-
ment, de plus en plus qu’on s’éloigne de la fonc-
tion densité du modele idéal le domaine de € se
rétrécit. C’est la cas avec la fonction densité
faPareto(1.5,1.1) ou € € [0.010695,0.317197].

e Pour € = 0.1, nous avons la borne de déviation de
la probabilité de ruine la plus petite avec toute
les perturbations considérées.

e En augmentant la perturbation, la borne min-
imale qui corespond dans notre cas a € = 0.1
devient de plus en plus importante. Ce qui est
du a I’éloignement entre les deux modeles.

3 PERTURBATION DES INTER-
SINISTRES

On s’intéresse a ’application de la méthode du noyau
dans I’étude de la stabilité forte des probabilités de
ruine dans le modele de risque Sparre Adersen (loi
des inter-sinistres et des montants de réclamation
sont généale ). L’approche simulation sera utilisée
afin d’évaluer numériquement la borne de stabilité
forte des probabilités de ruine lors d’approximation
du modele de risque Lundberg (loi exponentielle des
inter-sinistres et loi générale des montants de récla-
mation) par le modele de risque Sparre Andersen.

3.1 Approximation du modele de risque
Sparre Andersen par le modele de
Cramer-Lundberg

Pour une entrée a donnée, on suppose que la condition
suivante est vérifiée:

Je tel que Eel“Z=9) = p(e) < 1. (13)

Sous cette hypothese et pour v(u) = el la dévia-
tion entre les noyaux de transition, obtenue par (Eni-
keeva et al, 2001) est donnée par la formule suivante:

P — P/Hv < FE QEZ”E)\ A | (14)

Sous la condition suivante qui représente le domaine
de perturbation des parametres:

u(a,a’) < (1= p)?, (15)

ol
u(a,a’) = E e“Z||Ex — Fpll,. (16)
nous avons 'inégalité de stabilité suivante:

u(a,a’)
1=p) (A=p)?*—u(a,a))

-9, < =T (17)

Cas particulier

Lorsque la loi des montants de réclamation dans
le modele Cramér-Lundberg est exponnentiel de
parametre %, alors:

A
ple) = (1—ew)(A+ ec) (18)
et
u(a,a’) = 5 _16M /e“ | f3 = feo | (@)dw. (19)

3.2 Simulation

Nous allons appliquer les différents estimateurs ci
dessus pour évaluer numériquement la distance de
variation u(a, a’) définie dans et Verreur T définie
dans entre les deux modeles considérés.

Démarche a suivre nous développons un algo-
rithme de simulation qui contient les étapes suivantes:

e Générer un n-échantillon de fonction de réparti-
tion Gy des inter-sinistres supposé inconnue dans
le modele Sparre Andersen;

e Estimer la densité gy par g en utilisant le noyau
GAM et BS;

e Introduire le montant moyen de réclamation u et
le taux de prime c;

e Déterminer le taux moyen d’arrivée des sin-
istres dans le modele Cramér-Lundberg A\ <

o0 A
Iy zgn(x);
e Verifier si ¢ > Ap, sinon la ruine est certaine;

e Déterminer le domaine de € tel que:
E(exp(e(Z — b)) = p < 1 et
u(a,a') = E e?||Ex - Gzllo < (1-p)*

e Déterminer lerreur d’approximation I' =
u(a,a’)

(1-p) ((1—p)* —ula,a’))’




Moyens utilisés

Pour arriver a exécuter les étapes de simulation
données ci dessus nous avons utilisé les moyens suiv-
ants:

1. La programation est faite en utilisant le logiciel
MATLAB R2014a.

2. Utilisation de la fonction "Rand” de
I'environnement MATLAB R2014a pour la
génération des nombres aléatoires.

3. Utilisation du critere ISE = [{g(z) — g(z)}?
pour comparer la performance des estimateurs a
noyau

3.3 Exemple numérique

Exemplel
Dans cette exemple, nous considérons:

e Le montant moyen de réclamation p = 0.1 et le
taux de prime ¢ = 1 sont les mémes dans les deux
modeles.

e La loi des montants de réclamation, supposée ex-
ponentielle est la méme aussi dans les deux mod-
eles avec gz = €.

m

e La fonction densité de la loi générale
Gy = Gamma(a = 095, = 2) des inter-
sinistres dans le modele Sparr Andersen est
donnée par:

z

1 a—1l,—3 if x> 0:
91(@) { 0 otherwise.

e La loi des inter-sinistres dans le modele Cramér-

Lundberg est expounentielle ey, ou A\ =
1

[zg1(z)da”

La courbe de la fonction densité g; et la courbe de la
fonction densité ey, sont présentées dans la ﬁgur

Figure 2: Densité g Gamma(0.95,2), et densité ey,

Dans la figurd2] on remarque que les densités des
deux modeles sont tres proche et puisque les autres
parametres sont les mémes, nous pouvons conclure
que les deux modeles considérés sont tres proches.

En générant wun échantillon issu de la loi
Gamma(a = 0.95,8 = 2) de taille 200, nous
utilisons les estimateurs & noyau GAM, GAM1 et
BS donnés respectivement par g4 (z) (h = 0.07),
geAML(z)(h = 0.07) and gP(z) (b = 0.01) pour
estimer la densité théorique ¢;(z). Pour ces estima-
teurs, nous prenons la taille de 1’échantillon n = 200
et le nombre de simulation R = 100.

Exemple2
Dans cet exemple, nous allons donner les valeurs
suivantes aux parametres des deux modeles:

e Le montant moyen de réclamation pu = 0.2 et le
taux de prime ¢ = 10 sont les mémes dans les
deux modeles.

e La loi des montants de réclamation, supposée ex-
ponentielle est la méme aussi dans les deux mod-
eles avec gz = ex.

m

e La fonction densité de la loi générale G, des
inter-sinistres dans le modele Sparr Andersen est
g2 ~ Gamma(a = 1.8, = 2).

e La loi des inter-sinistres dans le modele Cramér-
Lundberg est expounentielle avec gog = ey, ol
_ 1
AQ = [Jzg2(x)dz”
La courbe de la fonction densité gs et la courbe de la
fonction densité ey, sont présentées dans la figure3]

Figure 3: Densité go(Gamma(1.8,2)), et densité ey,

Dans la figurd3] on remarque que les densités des deux
modeles sont éloignées. Ce qui veut dire que les deux
modeles sont moins proche par rapport au premier
exemple.

En suivant la méme démarche présentée dans
I’exemple précédent, on génére un échantillon issu de
la loi Gamma(a = 1.8,8 = 2) de taille 200, nous
utilisons les estimateurs a noyau GAM, GAMI1 et
BS donnés respectivement par g§4M (z) (h = 0.07),
gSAML(z)(h = 0.07) and gF*(z) (h = 0.01) pour es-
timer la densité théorique go(x).

Qualité de ’estimateur & noyau comparée a la
borne de stabilité



I’évolution de l'erreur I' en fonction de e avec la
densité théorique g1(Gamma(0.95,2)) et la densité
théorique go(Gamma(1.8,2)) sont présenté dans la
Figure [4

Figure 4: Erreur I' en fonction de € avec la densité
théorique g, et avec la densité théorique gs.

Figure (respectivement Figure @ décrivent
I’évolution de 'erreur I' en fonction de € avec la den-
sité théorique g1(Gamma(0.95,2)) (respectivement
92(Gamma(1.8,2))) et avec les densités estimées.

.

Figure 5: Erreur I' en fonction de e avec la densité
théorique g, et avec ses différents estimateurs.

Figure 6: Erreur I' en fonction de € avec la densité
théorique g; et avec ses différents estimateurs.

Discussion. On note, d’apres la figure [ que:

e L’erreur, étant importante au début, décroit
pour les valeurs de € se trouvant au voisinage de
la borne inférieur. Elle croit rapidement dans le
voisinage de la borne supérieure. Ceci s’explique
par le fait que ’on est a la frontiere de la stabilité
(région critique).

e L’erreur évolue d’une maniere raisonnable entre
les deux bornes inférieure et supérieure (région
favorable). Néanmoins, il est intéressant de con-
sidérer I'erreur minimale

e Le domaine de la région favorable avec la
densité théorique g1(Gamma(0.95,2)) est plus
grand que celui avec la densité théorique
92(Gamma(1.8,2)).

On liste dans le tableau la distance de variation
u(a,a/) et lerreur d’approximation I' sur les proba-
bilités de ruine pour les différents estimateurs et avec
les deux densités théoriques g7 et go.

Field of € | u(a,a) ISE mein{F}

a1 10,9.4726[ | 0.0396 0 0.0570
g& M 170,9.4608] | 0.0636 | 0.00079 | 0.0948
gAML T10,9.4804] | 0.0548 | 0.0005 | 0.0707
gPs ]0,9.4791] | 0.0636 | 0.001 0.0775
g2 10,9.7218] | 0.3937 0 0.7141
g5AM 10,7200] 0.3616 | 0.00026 | 0.6429
S ML 170,9.7272[ | 0.3950 | 0.00011 | 0.7305
9P% 110,6.353927[ | 0.3587 | 0.00017 | 0.6074

Tableau 2: Borne de stabilité forte des probabilités
de ruine avec la loi Gamma des inter-sinistres.

D’apres le tableau [2] nous constatons que:

e L’erreur d’approximation des probabilitées de ru-
ine entre les modeles de risque Sparre Andersen
et Cramér-Lundberg est obtenue avec les den-
sités théoriques et les densités estimées.

e Avec la densité théorique g1 et en terme de ISE,
Iestimateur de la densité avec le noyau GAM1
est meilleur que l'estimateur de la densité avec
le noyau GAM et BS. De plus, la borne de sta-
bilité forte des probabilitiés de ruine en util-
isant l’esimateur avec GAMI est plus proche a
la borne de stabilité obtenue en utilisant la den-
sité théorique ¢;.

e Avec la densité théorique g et en terme de ISE,
Pestimateur de la densité avec le noyau GAM1
est meilleur que 'estimateur de la densité avec le
noyau GAM et BS. Par contre, la borne de stabil-
ité des probabilitiés de ruine la plus petite (méme
avec la loi théorique) est donnée par Pesttimateur
a noyau BS.

4 CONCLUSION

Les résultats de la simulation présentés dans ce travail
montrent, d’une part, I'intérét de 'application de la
méthode du noyau et de stabilité forte dans I’étude de
proximité entre les probabilités de ruine du modele de
risque idéal et du modele de risque perturbé. D’autre
part, ces résultats mettent en évidence 'importance
de la borne de stabilité forte des probabilités de ruine
et le degré de perturbation commise dans le choix du
meilleur estimateur de la fonction densité.
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RESUME : L’objectif de ce travail est de prowver Uapplicabilité de la méthode de stabilité forte & U'étude d'un
modéle de risque & une dimension lorsque la loi des montants de réclamation ou la loi des inter-sinistres sont
générale et inconnue. Dans ce cas, on fait appel a la méthode du noyau pour estimer la fonction densité de la
distribution considérée. Par la suite, en utilisant Uapproche simulation, nous évaluons numériquement la borne
de stabilité forte (erreur d’approximation) entre les probabilitées de ruine des deux modéles de risque idéal et
perturbé.

MOTS-CLES : stabilité forte, probabilité de ruine, estimation non paramétrique, approximation.
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