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ESTIMATION QUANTITATIVE IE LA NOEME IE IEVIATION IS L'OPERATEUR
DE TRANSITION D'UN SYSTEME M/G/1.

D. AISSANI
Iaberatells ds Nodélisstien Stechestique
I.N.B.S de Béjaia (Algérie).

ABSTRACT: In this article,we ebtain an estimate ef the preximity ef the tramsitieam
kernel of the (non Markevian) precess ef the mumber ef custemers in the
G/G/1 queueing system at the time of complwtien eof the m-th service wvith \
respect to the same transition kernel of the imbedded Markev chaim im j
an M/G/1 system.Fer this,we suppese that the inputs ef the twe systems ‘
are "sufficiently close" t‘o each ether and the distributiems ef service
time cefmcide.
An exact cemputation ef the censtanis has been denc.

Regu en juin 1987
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1.8eit Q (respectivement § ) le noyau de transitien du precessus "mem~
-bre de demandes et du tenps jusqu'a l'arrivée de la demande suivante’ dans wn mtho

. de files d'attente G/G/1 (respectivement H/G{1 ).Dans un précédent artiocle l1] sOm |
a trouvé les conditions peur lesquelles il sera ]nui'blo. ."lpprm les caractéri » ‘
~6tiques d'un systéme G/G/1 par les ca.ractériltit‘mu cerespendantes d'un systime

M/G/1.Dans ce texte,on ebtient l%estimatien quantitative de la nerme de déviatien de ‘
1l'opérateur Q par rapport & § .En plus de sen intérét intrinsique,ce résultat ;nm

-ra 8tre utilisé (na.r exemple daus [‘J ) peur démontrer des inégalités de stabilité

avec un oelewl exact des constantes.

2.Prélimina.cer ef réuiltat: ;
Doneidérors un sy~ :ime de files d'attente G/G/1 (FIFO , co),de distributien

de la durve e sevvice P et de distributien des intervalles entre les arrivées Qes ‘
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demandes G.Netens Tn le moment d'arrivée de la n-idme demande et Zn le temps entre

les arrivées des demandes _’l‘n et Tn+1 . L'expression de l'epérateur de transitien .
‘ > .

Q= “ Qij(x,dy).\\::_' ( voir [1] ) est :

qj(dy) si imo
Q () = 144 (xsd5) si i1, J21 (1)
© P(x,dy) si g=i-1, 131
oo 2
ol N
’ q,(ay) = SP( Tguslyy 4 Ty, -vEW ) aF(u) ,

© x>

qj(x,dy) = jP( TjSu—x<Tj+1 " T:j_'_1 - (u-x) € dy )aF(u).
X

On considdre en méme temps un systime de files dtattente M/G/1,de flet des
arriv€es poissenien dt'intensité A et ayant les m&mes durées de service que io systime
G/G/1.0n notera par E la distributien expenentielle de paramdtre A yalers que !n
représente le moment dtarrivée de la nddme demande.L'expressien de 1%epérateur de
transitien @ de la chaine de Markov incluse est dennée par la fermule (1) [1] N

Suppesens que le flet des arrivées du systime G/G/‘l a_uit preche du flet
peissonien,Pour caractériser cétte proximitéyutilisens une ditsta.hce de variatien,

bl

v(e,E) -j‘(”‘(t) lo-®\at), (2)

ot £ *(t) est une fonction peids et |a| désigne la variatien de 1a mesure a Cheisis -

. regoNS " une fenction quelcenque Y*(¢) telle que:

a) § *(t) seitnen décreissante ; . o
b) QX(t+e) < PX(8). ¥(s) pour teut s,tEEB ;.
°) §%(0) = 1. _

Netens egalement N gl J‘? X(t).G(at) et
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W, -ﬁ& - E|(at) @)

_ ° |
Soit"z -»‘J(dy)} 1'espace des mesures finies sur. Sbl' .Le noyau de trensition \

Py (xody) donne une application lineaire ij t M ———— /7 ,dont 1a valeur su
point )\6 '72 est égale 2

\()“P)k(dy) - %opo*d(dx)' Jk(xﬁdy) S

Notons rz 1l'espace des fonctions mesurables bernées sur lxn"’.st IC’l »1é symbele 4
désignera la fonctden by

(-]
(Pf)(k,x) L Z gf(ivY)an(xodU)' i
izo l
Introduisons 2 présent une classe spéciale de normies, Définissonsg

1l -Z_eé‘fq)‘(t)uxnkaé) : |
n>o
Remarque 1: Par analogie,dans [1] yune telle norme aurait été oenstruite pour une
fonction V(n,t) = (‘>n. X (). 1

Cette norme induit dans la classe des opératms linéa.i:ea,l'espaoo’g) des opéras

~4eurs linéaires bornés,de norme,” ‘
0

) Q”@-kggp ggg@"k-_J_ Z;_gq;’-‘fx(y).l ij(x.dy)l . (4) |
SOR %%
Pour les notions et notations non définies dans ce travail,il faut se référer

~N B R
a [1] .De plus,toyte intégrale sans précision du domaine d'intégration se fera
L4

dans R, Notons CJJ o = SuD (QJ‘ }()@_})( Q;) ) ‘ (5)
i "f'(‘hqg-?\) =Ee }‘(@’1)3 -’Se?(e"‘)“.dr(u) . (6) *
T, o , ‘: v
.'lh.brémex .

Soit Q (“ééspectinment Q) le noyau de transition de la chaine incluse du systdme
G/G/1 (resp. M/G/1 ) et pour tout C> , ’ 1< <, spour teut G telle que
< oo et LIRS (CJ. »ﬁ))/@i s ona ‘

4
03 -al, ¢ ¥ (re) + W .6" (142 B). ___ST_LE
(0o = ©)
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3, Résultats intermédiaires:

Introduisens les notations suivantes),

H(xd) = B(T € <y 0 Ty -x € 1),

’:ﬁ(x.A) =T s x<T, , T, -x€) (7

—_—

ot A (xa) = L) - T ).

Remarquons que les fenctions introduites dans (1) s'éorivent

’

qd(dy) - g'—rj(uody) dr(“) )

= (8)
qj(x.d.v) -g e § d(|u-4x.dw) ar(u) .

Lem® 1%

" Seient Q et § les noyaux de transition des chaines incluses des systdmes a/G/1

et M/G/1 jalors 3-1
‘ AJ(I.A) -}; 'T. wot wc-F) « B LN # B,

ol * désigne le produit de convelution .
Preuve: Du fait que lesi?n\ sont indépendantes et identiquement distribudes,

11 est aisé de voir que * X .
T e - e e O

o X _

‘denc ,A,E AJ(x,A) "S ac(s) er_1(x-lol) -g ag(s) l’rj_d(x-lcl) .
En ajoutant et en retranchant . Kl‘rj—d (x-s,A)aE(s) ,on ebtient :
(<)
ANCHVERY PR CERIORY SRS O
De (9) , on constate que? "rj . LTJ_1 G ."r. » G’J'T K

PN

D'autre part; B, ,*E- 'ﬂ-{z “(c-BrE+D,, -‘,i’i (10)
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d'ol découle le résultat du lemme, B ' >

Notons Eg,(ds) la famille Z@JE’J(u)
i%o

Lemme 2 . 7

Soit @ le noyau de transition de la chaine de Markov incluse du systime N/G/1.

Alors,pour tout (€ tel que 1< Q3<(>3° ’
EQ,(ds) - éo(ds) +0 > e}\«""1 )g.da

ol éo(ds) - E*o(ds).
Bn effet: Z od B9(ds) = E°°(as) +Z ot t (A e,
j30o
(3=101

d*ou le résultat.m

A préaexit,Posona A, = sgp z@’?{’x(y)\yﬂ(u) A i’a‘k o (11)

Lemme 33
Soient et Q les opérateurs de transition des chaines incluses des systimes

/G/1 et G/G/1.Alors, pour tout (3 ‘tel que 1< (<(5, ,om &
Bog, ‘ A, < V‘(1+Q>)

Preuves

Du fa.it que A *E ‘1 {A (x-8,4).B J(d.s) et que :

V4 (x,A) = P(Cex €4) - p(t- x € 4) ff{t_ e 0y [G(dt) - E(dt)] ,

on en déduit que x

< (fx — S -—*j 2

b2 x>o LFX( ) .‘iz’:;qgg ) (G-E)(dt)o /{{m+x-u € dy} ax )}

€ 593% |G-E l(dt)g dr(u)z jdi*j(s).'?x(tn+x-u) %
tFx(x) X o o

) t+p4x-u étant positif et s+x~u .négatif, on a;

PX(t+s4x-u) < @©*(z) et ‘fx(x))1 o (12)
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u=X

Par conséquents Az < S?x(t)lc _' £|(at).sup g“(“)J[Z Q‘J i*d(ds)l %
x20 e
B

De (2),(5),(6) et en utilisant le lemme 2,en obtient le résultat. B

Introduisons la famille de mesures GQD(ds) = chi.(}'i(ds) (13)
ize
* o ~ ' . C
et posonsg g(un) -S e-q"s.GQ: (as), o L = ?\(1,. = O
o

Lemme 4: Dans les conditions du théerdme,

s ed e (1 » PO

nzo QDzo .

PreuvesIl est aisé de voir que ! -
; g(u) -jZ M*J( [o,u:[) ot M(ds) = Q} o8 c(as)
par conséquent ; Sg(ds) zg w3 (as) _Z [_S M(ds)—lj

ol fM(ds) -@.g(- °(°).Supposons que Q,;(-«;)_( 1.Alors,
M(Ry) = (a(-%)<1 ot g(+e0) = (1 =M R ) )< o0,
clest-a-dire que g(u) < g(+0) = 1/ [_1,- Q;(- 4,0)3 peur tout u.

En ajoutant et en retranchant ga-%s.ﬁ(ds) dans 1!expression de g(- °(°) et en

‘?\(1 - Bo)s

utilisant 1'inégalité <1 V 8o, (’3°>1 , on obtient

2
b

8(- %.) s _1_.. + wO .
‘ ®o
D'ici et de la condition sur Ho son conclut M.::

o) S 1+ 0D, -0Vl

9

>

ce qui achdve la démonstration. @

. e 5t Dans les conditionn du théorsme,:

1 j{!(u) SGC’ (d.) < (;)3386)2 : " gu(p_)‘?‘@g ?\(Q-ﬂ(\t-ﬂ) GQ(") < he'
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ob Gp, est définte dans (13) et De @/ (G5, -® .

Preuve FPreuve:

a. Du fait que ed" (u-s) >1 pour uzs , en ebtient

Sdr(u) SGG(ds) < S oo, dr(u)g 60, (8)

e i scnvexits s f(?x(;- A),on déduit que f(k@-?\)s e e.. X 1,(5.)

et f(h(b. =)< (e .Ia premidre affirmation du lemme 5 est preuvée d’aprés le
lemme 4 ° °

b. D'autre part, : v
u

Sq(u)}x Q:Se Ale- 1)(""8).66(“) < }\(x,go'““ dF(u)g "°%.60,(as) , 1a deuriime

affirmation du lemme 5 est prouvé d'aprés a). @

Lemme 63 Dans les conditions du théordmey
gdl‘(u)g Eo* Go (at) S 1+ 2 @), (53'
© ( o - (’3)2

u

w
En effet, SdF(u)j * c(,,(dt) ng(u) Q,(“)S Go, (at - 8) =
dF(u)J [1 PN Q;g 2= 1)(u-e) 4 Gy (at) , d'ob 1o résultat. M

Notons par A 1'expression,

o §=1
s - mg{ > Q>° %‘(ﬂfar(u) O T egrratt Y L (W)
P ¥o O x e

Lemme 73 Dans les conditions du théoréme,

PRI AR oo 5 (1+3p)
-2)%

od GX a été aéfini dens (3).
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Preuve:s De (10),

4y < supd_1. g‘?x(y)J dF(ﬂ)ZQ>1 Z@'i“ Lr * ¢* | gg|x M1 }

x20 c?x( ) 2 i=o J=il -
S sup{___1_ .Q;g‘fx(y)SdF(u) Lro *|G-E|* G, * E@(u-x,dy) E .
X7 %(x) x
Aprés tra.nsformation,on obtient -
A1. < sup 1 dF(u)g [!G-E(* G, * EQ_,](dt)jG(ds) P*(stx+t-u) k
x20 (fJC( ) 2 Rex=t

De (12),0n obtient directement que

LSO gdr(u)j{\c - B|* Bo* Ge,](dt).cx .

En utilisant le lemme 6,0n trouve le résultat cherché., @

4. Démonstration du théorsme: D'aprés (4)

Ha-allg= g @™ L 1 2 \ed. ‘\”‘(y)\akj(x.d.v)-akj(x.dy)[ (15)

=) 950
Pour estimer la partie droite de (15),0n considerera tout d'abord 1'expression sous
le signe du premier suprémum pour keo,ensuite pour le cas k>e et 1'on choisiras la
plus grande de ces estimations.D'aprés (7) et (8),1'e;presaion (15) pour k=o sera
égale 2,

% .

eup _1 § o ?‘(:)5l/_\. (uydy)|ar(a) < ?/;§¢Jl?‘(y)g|Ad(u.ay)\u(u) . (16)
x2o *(x) 20 z0

D'autre part, pour k ¢ o , en obtient

:\:x;Q‘ LP: \g@“ ! $% ()| B(xidy) - Blx,ay)| deﬂ?(y)[qd_k(x.u) -q,_,,(x.av)l]

R S iup§ SZQ‘J (y!(yj,tgl’r(n-x,dy) - L’:(u-x,dy) ar(u).a \k ' @

tr.;o ?!( ) 32

';Pour Xm0, oatto dexnidre expression coincide aveo 1'expression (16),alors elle n'o't
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i

pas inférieure 3 (16).Par conséquent ,en a

.

13-allys mo 15 (e[ o) | arce .

el TR

En utilisant le lemme 1,en ebtient une estimation ol figure les expressiens A1 ot

A

k, définies dans (11) et (18) ./ ‘denc 23'aprés les lemmes 3 ot 7 , lo

théordie est démentré, M
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