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ACTES EDO-1987, ALGER
‘ CAHIERS MATHEMATIQUES, Fasc.l1, 1988

PERTURBATIGN BES OPERATEWRS BE TRANSITICN POWR L'ETVIS
‘ BB IA STABILITE DES CHAINES BE MARKOV,

D, AISSANI
ILaberateire de Medélisatien Stechastique
I.No'.s ‘. qu‘.

§o1. Intreductien; La netien de stabilité des systimes cemplexes est dans wm esx-

{-tain sens analegue a4 la prepriété bien cennue de dépendance centinue dés seluticas

des equatiens différentiellesipar rappert aux dennées initiales ( eu biem 2 d%sutres
| paramdtres )eIl existe plusieurs définitiens de cette netien,caractérisunt les parti-
~cularités individuelles des systdmes étudiés ( veir [2] ; [‘] ) eAinsi ,Kal ashnikev

' V.V a prepesé la méthede des fenctions tests ( évelutien de la deuxidme méthede de
Liapeunev [4] e

‘ Bans cette cemmunicatien,en illustre sur un exemple cemcret ( dent la relas

-tion avec le systdme dynamique ecerrespendant est décrite,par exemple,dans [l]), la

méthede de stabilité ferte des chaines de Markev (qui décrivent 1'évelutien de oerta-

=ins systémes [3] ),basée sur lg nétho_de analytique de la théerie de perturbatiea.
Bans le §.2,nous expesens le critdre de stabilité ferte et rappelems certains

résultats ebtenus dans [SJ .Les résultats de la cemmunication sent expesés dans le §.3.

Le théerdme 2.4,démentré dans [9] est expesé A titre de cemparaisem,

§e2. Ergodicité et stabilité des chaines de Markev:

Seit (B, E) un espace mesurable,eil € est une U -algdbre dénembrablement w.
X=( X, stre ) une chaine de Markev i valeurs dans E,dennée par un epérateur de transe
-sitien régulier P(x,A) , x € B, A € € ,la mesure invariante unique Ty du meysu P
tst finie ,77 (E) = 1

; Netons né (m E*;,l'espace des mesures finies (nen négatives) sur & ; £& (££%),
l'espace des fenctiens mesurables (nen négatives) sur E.Le neysu de. transitien Q demme
me applicatien linéaire Qi BT mmme—————3 nf, ,dent 1'actien sur ); € nb ost

| fgale & 1Q(.) = (u(u).q(x..) .




i

Les netiens et netatiens nen intreduites dsns oce travail,le seant dans 1‘0‘~
([1],[5]» [3])+Bn particulier,les définitiens de 1'ergedicité miferme ot do la sbasd
~bilité ferte,ainsi que les expressiens des symbeles pf , P.Q et P.f od f € ¢&*
et P, Q€ fb (espace des epérateurs linéaires bornés).Netens I| = 1o 57 le prejecteux
statiennaire de 1'epérateur Pou 1 € & est la fenctien identiquement égale & 1°
unité.Ioi,"e" désigne le produit tenseriel d'une mesurs et d'une fenctien.

Seit 'vyune fenotion finie (pas nécéssairement bernée),pesitive sur E.Intreduicsns
une classe spéciale de nerme dans m{ ,de type H)«Lﬂ' = Sv(x) ')A.‘(dx) Y th
désigne la varidtien de la mesure ).L +0n remarque que la nerme cerrespendante dams "B

N oo

est de”vla forme Hqu 2 sup[(v(x))d f‘q(x"y)‘v(y) ’ xCE:‘
y (0}
Théoréme 1,13 ( [1] ’ [9])
Pour la v-stabilité forte d'une chaine de Markev X,il1 est nécéssaire et suffisamb
d':.unpe-er les cenditiens suivantes au neyau P.:
i, <
+ + J
A) Leneyau T = P = hox est nen négatif , o EIE, o h € f&‘,tollco-
Noc‘”'< +00 , ||| <+ o0
Bm) I1 existe °<fd et ma1 tels que T .v(x) < g.v(x) pour teut x € B¢
Netens Py -"«T“" «h o n>1.La suite ipnk est une distributien de yssde~
=bilité.D'autre part,censidérens la cenditiem suivantes
¢) Pcc){'n>,1 . B> ok. 15, %
Théordme 1,21 [4 ]

Seit X une chaine de Markev vérifiant les eenditiens D), A) 13,) et C), Alers,
pour teut Y > 1 tel que gh( 1 »

flet Tl < b o lllyelllly -t -x{?\-J\.(u)}

(1 gu)2
AW =op1® \)x(t) A\, ed \(t) est la selutien de 1'équatien do Tomsn-
d..vollmnt An) - Z A(k). k" S..k_1 s n31
Aln) = 0 ' sy BDSO

et N\ = (n Jeet) = 1im A(t) , quand ¢ ——300, J."n représentant lo




‘ symbele .de Kronecker,
Remarque: A (U ) < @0 ,pour tout W > 1 déceule des cenditiens du théordme.
Théerame 1,3s( {5] sPe16)

Suppesens que la chaine de Markov X vérifie les cenditions D),A),B1) et 0) oot sadd

|
la chaine de Markev Y ayant pour noyau de transition { tel que ||Q = PH':E( 1 os.

Alors,

. . \
s:zQQt-Ptl‘,$Sllh|,v ""‘-n; o 11_ + N Inily "d""‘,v A2PAs (e ig} We- ‘v
(1 -¢-2) S (1-¢)*  (1-¢)
awezliml, et A, =2 M@ -A

|

nye

+
§e3. Applicatien & la chaine Xy = (X +%nﬂ) .

Seit (?’n, n30) une suite de variables aléatoires indépendantes identigmament
listribuées,ayant pour fenction de répartitien commune F.Censtruisons la cheime ds
farkov X .. = ( X+2 )* » 020 a valeurs dans ®*.Posens peur x € a*, n(xz) -’(#"'m.)
o (dy) = & .(Iy), ol S° est la distributien cencentrée en 1'origine.én remarqwe que is

i
,’ch&ine de Markev X peur x. = 0 3 la forme

k ‘ ooy = max ( 9'%::4»1 '%nﬂ +%n '“"%nﬂ +§n *"”%1 )e

Censidérons la distridution

P(x,A) = B( X, € A/ X =x)= P[(‘nhf& A] .

m censtate que P(x,A) = P(6 < x+€1 € &) + h(x).a(A)

»

!Mf;niason- 1'epérateur T(x,A) = P{ 0 < x + %1 € 4)
;.L'éga.l:lté P=rT+ hov; est’ vérifiée,ainsi que la cenditien T 20,
Lomme 2,1: |
‘Pour tout n€ ®§, T(x,4) = P(6<x+%1, 0< x-»é'1 +§2, vee 9 O<x +%1 + o0 +%;f Aje

| La démenstration se fait par récurrence,en remarquant gque

jﬁ*’(x,;)-fr(é% ;4§’ verer0<xs %1,\..;?"& dy).P(0< x+%1+...+?

*

“1 = X4 5‘*...’¥."
| Cheisissens A présent la fonctien v = (exp¥x , xe ®* ), Alers,

Tv(x)' -jP(o<x+z1 Cdy).oxpxy/ @ E[cxp(Xx +X%1 ), x +%1> O]

R
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<3 ox:p(!ﬁ1 +X x)] - g(x).v(x).
Atnat pour tout ¥ tel que @ (¥) = n[-xp%%,]m o ) < g(¥)orln)

Dfertme 2,11 (veir [9] , ».59 )
Seit n?1< ootV $>0,loxps%‘]<oo ,umvxnlmg(l)-h(\i,)ﬂ

la ehaine de Markev x.ut fertement v-stable peur v-(oxp”‘x,xé.l )

Ceasidérens 1a distriwution p_ = «™ W, a21.

Jomme 2,21
Mtt-m(m%‘«r...i-%nfo) ,alers P('Z-l)-). o

_Masnstrstion; «T b =7 (0,.) -Jf"(o.w).n(:) .

- P 04%1,‘0<?10%2. ...,0<§1 + ..+t._1. %‘0..«0-%.‘ 0:.
Intreduisens A présent une classe spéciale de nerme dans lﬁ, do type
1 g = omaC¥2) 1) e,
én remarque que les nermes oerrespendantes dans IE ot’b ent la fexrms
Hely = o m(-xx)\f(x)‘

Helly = - exp(=- x)f a(x,dy)\ exp(¥ ¥).

C'eat pourqued ||P2% -TT" - oxp(=¥ x) | exp( ¥ y)| P*(x, ) - T (ay))
{ ]
[«

o P(r,ay) = XX € &/ X =),

Dafexime 2,2
Suppesens vérifides les cemiitions du théerime 2.1,alers,peur mIS tel qu ¢ -y(‘t)-
.nxf‘< 1 ot pour teut U> 1 tolmx'\l<1 yeas

u
¢ — « mx{ Y (o) LA (W]
(1 -g'u)
od Y est la distributien statiommaire de la chaine X,o
fm obtenir oce résultat,il suffit de remaxguer que
A= (ssm)( 1) = 1. (55 (ex) 2med < 0) = 5¥ (o).
Do npme, || [, = e exp(=¥ x){n(x)) €1,

1 -TT\l‘s



Y

|

| 1

| IIQH fq(xx)ls.l(u)-u d'ed le récultat, B

.hm/\(u)mmmw-m—txum-
te ([4] ohapes,§.7 ) ot ( [3] enep.2 ).

| Cemsidérems A présent,la chaime do Markev Y aysat peur neysu de tremsitien Q
H pour distribution G, Notems TY, ot TV, les dstritutiens staticanaizes eorrese

Mhﬂmrote.hwm
\

0

. Eallg=Plye m exp(-¥ x)SIQ - ?| (z,8y)eexp(¥y) .

:::IIQ -2l - o s exp(-¥2) le*(x.av) P (x,ay)| woxp(by) «

©)o \Ma
. hnllo--bcodiummlomzd.otmmxum lq(’*)(i,
&rtoutu>1 tel que gU< 1,

splig® < Pl < X" |1 - rlly
o
e (e e ), wded)
(1-p=2)% 1-¢ (u=-1)(1-5)2 (1-¢)

kteut G tel que @< E(RG)< (1-¢)%/2 ;@€ ala- Pl < E(ra) ,

o
x« E0) - m oxp(= ¥ x)| P(-x)G(=x)\+ | exp(¥ )7 - e\(u)]

-Xx

' Bans la démenstratien,peur estimer J\, dsne lc théerdme 1.3 ,om utilise 1°
hit‘ Mmtu

9. Ay € AWU(U= 1) ,qut ont veate V U> t.m
Dborime 241 [9]
ghppesons vérifiées les cenditiems du théerdme 2.1,alexrs peur teut x tel que
t=¢ (¥)< 1,00 &

£-n(!x) 19y - T\ () < Er,0).2(1 -g)“ [(1 -g)f-2 E(?.Gi]“
yeo )

| teut G, tel que e <E(mG)< (1 'S) 726
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