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Introduction Générale

Beaucoup de problème d�ordre pratique ou théorique nécessitant de prendre le

meilleur choix, selon un critère donné parmi un ensemble de choix possibles, souvent très

large.

Ces problèmes ont été étudiés depuis longtemps dans des axes de recherche indépen-

dants et ce n�est qu�au milieu du vingtième siècle qu�ils ont été mis dans une seule structure

en établissant des relations entre eux. Cette structure est nommée optimisation combi-

natoire [6].

Cependant, la plupart des problèmes du monde réel, il ne s�agit pas d�optimiser seule-

ment un seul critère mais plutôt d�optimiser simultanément plusieurs critères et qui sont

généralement con�ictuels.

Le domaine d�optimisation combinatoire multi-objectif possède ses sources dans les

travaux de Edgeworth [18] et de Pareto [29] dans le cadre d�études d�économie au 19ème

siècle. Cependant, l�optimisation multi-objectif connaît un intérêt croissant depuis le mi-

lieu des années 1980 [35] et le domaine connaît une expansion importante depuis le milieu

des années 1990 avec l�apparition de méthodes évolutionnaires pour l�optimisation multi-

objectif [13]. Actuellement, l�optimisation multi-objectif est appliquée dans de nombreux

domaines académiques et industriels.

Il existe plusieurs méthode de résolution pour les problèmes d�optimisation combina-

toire multi-objectif, Ces méthodes appartiennent à deux grandes familles :

- les méthodes exactes (Branch and bound, Programmation dynamique, les méthodes

des coups, la méthode en deux phases...)
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Introduction

- les méthodes approchées (le recuit simulé, la recherche tabou, les algorithmes géné-

tique et colonies de fourmis. . . )

L�objectif assigné à ce mémoire, consiste dans un premier temps à la résolution de

problème d�a¤ectation bi-objectif par la méthode en deux phases. Par la suite, nous

avons appliqué cette méthode sur un problème d�a¤ectation avec une contrainte de type

sac à dos (sur les ressources).

La méthode en deux phases est un cadre de résolution général qui a été popularisé par

Ulungu en 1993 avec comme idée centrale d�exploiter la structure spéci�que des problèmes

d�optimisation combinatoire pour leur résolution dans un contexte multi-objectif. Elle

a depuis été appliquée sur un grand nombre de problèmes, en se limitant toutefois au

contexte bi-objectif [38]. Comme son nom l�indique, cette méthode est décomposée en

deux étapes : la première consiste à trouver toutes les solutions supportées du front Pareto,

puis la deuxième phase cherche parmi ces solutions les solutions Pareto non supportées.

Cette méthode e¤ectue le traitement donc essentiellement dans l�espace objectif [15].

Nous avons réparti ce mémoire en quatre chapitres, le premier chapitre comporte les

rappels et concepts de base de l�optimisation combinatoire ainsi que certains problèmes

fondamentaux.

Puis, le second chapitre sera consacré aux principales notions et propriétés de l�optimisation

multi-objectif.

Dans le troisième chapitre, nous présenterons les dé¤érentes méthodes (exactes, mé-

taheuristique et hybrides) pour la résolution des problèmes d�optimisation combinatoire

multi-objectif.

Et en�n, dans le quatrième et dernier chapitre, nous appliquons la méthode en deux

phases sur un exemple numérique, et on suite adapter cette méthode pour un problème

d�a¤ectation avec 1 contrainte de type sac à dos..

Nous terminons ce travail avec une conclusion et perspectives.
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CHAPITRE

1 Optimisation

combinatoire

Dans ce chapitre nous dé�nissons les problèmes d�optimisation combinatoire et on donne

quelques rappels théoriques.

1.1 Dé�nition de problème d�optimisation combina-

toire

L�optimisation combinatoire regroupe une large classe de problèmes ayant des applications

dans de nombreux domaines d�applications. Un problème d�optimisation combinatoire est

dé�ni par un ensemble �ni de solutions discrètes D et une fonction objectif f associant à

chaque solution une valeur (la plupart du temps, une valeur réelle). Ainsi, un problème

d�optimisation combinatoire consiste en l�optimisation (minimisation ou maximisation)

d�un certain critère sous di¤érentes contraintes permettant de délimiter l�ensemble des

solutions réalisables (ou solutions admissibles) [15].

Un problème d�optimisation combinatoire peut être dé�ni comme suit : Étant donné

un ensemble S de combinaisons, et une fonction f : S ! R, il s�agit de trouver la

combinaison de S minimisant f , i.e., s� 2 S; f(s�) � f(si);8si 2 S

3



1.2. Résolution d�un problème d�optimisation combinatoire

Il est à noter que pour les problèmes de maximisation, il su�t de multiplier la fonction

coût par �1.

Selon le contexte, f est appelée la fonction de coût, la fonction économique ou la

fonction objectif,...

L�optimisation combinatoire trouve des applications dans des domaines aussi variés

que la gestion, l�ingénierie, la conception, la production, les télécommunications, les trans-

ports, l�énergie, les sciences sociales et l�informatique ...

1.2 Résolution d�un problème d�optimisation combi-

natoire

Résoudre un problème d�optimisation combinatoire nécessite l�étude de trois points par-

ticuliers :

�la dé�nition de l�ensemble des solutions réalisables,

�l�expression de l�objectif à optimiser,

�le choix de la méthode d�optimisation à utiliser.

Les deux premiers points relèvent de la modélisation du problème, le troisième de sa

résolution.

A�n de dé�nir l�ensemble des solutions réalisables, il est nécessaire d�exprimer l�ensemble

des contraintes du problème. Ceci ne peut être fait qu�avec une bonne connaissance du

problème sous étude et de son domaine d�application.

Le choix de l�objectif à optimiser requiert également une bonne connaissance du prob-

lème.

La dé�nition de la fonction objectif mérite toute l�attention de l�analyste car rien ne

sert de développer de bonnes méthodes d�optimisation si l�objectif à optimiser n�est pas

bien dé�ni.

Comme nous le verrons par la suite, il peut être très di¢ cile de trouver un objectif

unique d�optimisation. Nous pouvons donc être amené à proposer une modélisation multi-

objectif.
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1.3. Exemples de problèmes d�optimisation combinatoire

En�n, le choix de la méthode de résolution à mettre en �uvre dépendra souvent de la

complexité du problème. En e¤et, suivant sa complexité, le problème pourra ou non être

résolu de façon optimale. Dans le cas de problèmes classés dans la classe P , un algorithme

polynomial a été mis en évidence. Il su¢ t donc de l�utiliser. Dans le cas de problèmes

NP-di¢ ciles, deux possibilités sont o¤ertes. Si le problème est de petite taille, alors un al-

gorithme exact permettant de trouver la solution optimale peut être utilisé (procédure de

séparation et évaluation (Branch & Bound), programmation dynamique...). Malheureuse-

ment, ces algorithmes par nature énumératifs, sou¤rent de l�explosion combinatoire et ne

peuvent s�appliquer à des problèmes de grandes tailles. Dans ce cas, il est nécessaire

de faire appel à des heuristiques permettant de trouver de bonnes solutions approchées.

Parmi ces heuristiques, on trouve les métaheuristiques qui fournissent des schémas de

résolution généraux permettant de les appliquer potentiellement à tous les problèmes.

Nous voyons donc ici que la phase de modélisation du problème est très importante

puisque c�est elle qui permettra par exemple de reconnaître un problème de la classe P

d�un problème NP-di¢ cile. En particulier, la dé�nition de l�objectif est cruciale mais peut

être di¢ cile à réaliser, surtout lors de l�étude de problèmes réels [15].

1.3 Exemples de problèmes d�optimisation combina-

toire

Le problème du plus court chemin

Ce problème est l�un des problèmes les plus anciens de la théorie des graphes qu�on peut

rencontrer soit directement soit comme sous problèmes dans de nombreuses applications[6].

On peut citer enter autres :

�Les problèmes de tournées.

�Certains problèmes d�investissement et de gestion de stocks.

�Les problèmes de programmation dynamique à états discrets et temps discret.

�Les problèmes d�optimisation de réseaux (routiers, télécommunications).
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1.3. Exemples de problèmes d�optimisation combinatoire

�Certaines méthodes de traitement numérique du signal, de codage et de décodage

de l�information.

1.3.1 Le problème du voyageur de commerce

Dans ce problème, il s�agit de trouver le chemin le plus court reliant n villes données,

chaque ville ne devant être visitée qu�une et une seule fois, et revenir à la ville de départ. La

di¢ culté du problème vient de l�explosion combinatoire du nombre de chemins à explorer

lorsque l�on accroît le nombre de villes à visiter. Plus formellement, ce problème peut

être modélisé comme suit : Etant donné un graphe non orienté complet G = (S;A), et

une fonction de distance d : A ! R+, on cherche à déterminer un cycle hamiltonien de

distance totale minimale. Pour ce problème, trouver s�il existe un chemin hamiltonien est

un problème NP-complet, la recherche du plus court chemin hamiltonien est un problème

NP di�cile [3].

Le modèle :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

minZ =
nP
i=1

nP
j=1

�i;jxi;j

nP
j=1

xi;j = 1 8i = 1; :::; n
nP
i=1

xi;j = 1 8j = 1; :::; nP
i2S;j =2S

xi;j � 1 8S � X;S 6= ?

xi;j 2 f0; 1g 8i = 1; :::; n;8j = 1; :::; n

Les deux premières contraintes traduisent le fait que chaque ville doit être visitée

exactement une fois, la troisième contrainte interdit les solutions composées de sous-tours

disjoints, elle est généralement appelée contrainte d�élimination des sous-tours.

1.3.2 Problème de transport

Soit à acheminer une quantité de marchandises à partir de m origines vers n destination.

Au niveau de chaque origine i, il y a une disponibilité de ai articles. La demande de la

6



1.3. Exemples de problèmes d�optimisation combinatoire

destination j est dj. Le coût unitaire de l�expédition entre l�originr i et la destination j

est de déterminer le plan de transport qui minimise le coût total, en tenant compte de

l�o¤re et de la demande [6].

Les variables de décision :

Xij La quantites à expéder de l�origine i; i = 1; : : : ;m, vers la destination j; j =

1; : : : ; n

Les contraintes :

(a) La disponibilité

nX
j=1

xij � ai ai > 0 i = 1; :::;m

(b) La demande

mX
i=1

xij � bj dj > 0 j = 1; :::; n

La fonction objectif :

minZ =
mX
i=1

nX
j=1

cijxij

Le modèle :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

minZ =
mP
i=1

nP
j=1

cijxij

nP
j=1

xij � ai ai > 0 i = 1; :::;m

mP
i=1

xij � bj dj > 0 j = 1; :::; n

xij 2 f0; 1g i = 1; :::;m j = 1; :::; n

1.3.3 Problème d�a¤ectation

Le problème d�a¤ectation est un cas particulier du problème de transport dans lequel

chaque source est a¤ecter à une seul destination. Étant donnés n taches et n ouvriers.

7



1.3. Exemples de problèmes d�optimisation combinatoire

Une a¤ectation consiste à a¤ecter la tâche i à l�ouvrier j de façon :

-chaque ouvrier j ait une et une seule tâche.

-Chaque tâche i est attribuée à un seul ouvrier.

L�a¤ectation d�une tâche i à un ouvrier j coûte Cij. Le problème d�a¤ectation consiste

à trouver une a¤ectation de coût minimum [6].

Les variables de décision :

xij =

8><>:1 si la tâche i est a¤ectée à l�ouvrier j

0 sinon

Les contraintes :

(a) Le nombre d�ouvriers a¤ectés à la tâche i est 1

nX
j=1

xij = 1 i = 1; :::n

(b) Le nombre de tâches aux quelles est a¤ecté l�ouvrier j est 1

nX
i=1

xij = 1 j = 1; :::n

La fonction objectif :

minZ =

nX
i=1

nX
j=1

cijxij

Le modèle :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

minZ =
nP
i=1

nP
j=1

cijxij

nP
j=1

xij = 1 i = 1; :::n

nP
i=1

xij = 1 j = 1; :::n

xij 2 f0; 1g i = 1; :::; n j = 1; :::; n
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1.3. Exemples de problèmes d�optimisation combinatoire

1.3.4 Le problème de sac à dos

On dispose de n objet et d�un sac de capacité b, ou chaque objet j est muni d�une valeur

pj et d�un poids wj. Le problème consiste à selectionner un sous ensemble d�objets qui

maximise la valeur totale correspondante tout en n�exédant pas la capacité b du sac [6].

Les variables de décision :

xj =

8><>:1 si l�objet j est sélectionné

0 sinon

Les contraintes : La contrainte de capacité

nX
j=1

wjxj � b

La fonction objectif :

maxZ =
nX
j=1

pixj

Le modèle :

8>>>>><>>>>>:
maxZ =

nP
j=1

pixj

nP
j=1

wjxj � b

xij 2 f0; 1g j = 1; :::; n

1.3.5 Le problème du sac à dos quadratique

Le problème du sac à dos quadratique, Quadratic Knapsack Problème (QKP), consiste

à sélectionner un sous-ensemble d�objets dont le poids total ne dépasse pas une capacité

donnée c du sac à dos et de maximiser le pro�t total.

Plus formellement, le QKP est dé�ni comme suit : Supposons N = f1::ng un ensemble

d�objets donné où chaque objet j 2 N a un poids positif wj.
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1.4. La résolution des problèmes d�optimisation combinatoire

De plus nous disposons d�une matrice d�ordre n d�entiers non négatifs P = fpijg, où

le pij est un pro�t accompli en sélectionnant deux objets di�érents i et j 2 N . En outre,

le pro�t pij est accompli si l�objet i 2 N est choisi. Des variables binaires xj seront

introduites et indiqueront si l�objet j 2 N est sélectionné. Ce problème peut être formulé

comme suit :

8>>><>>>:
maxZ =

P
i2N

P
j2N pijxixjP

j2N wjxj � c

xj 2 f0; 1g ; j 2 N

Ce problème peut être considéré comme une variante du MKP, où on a une seule

dimension, et où la fonction objectif est quadratique et non plus linéaire [3].

1.4 La résolution des problèmes d�optimisation com-

binatoire

La majorité des problèmes d�optimisation combinatoire, sont des problèmes NP-di¢ ciles

et donc ne possèdent pas à ce jour un algorithme e¢ cace, i.e ; de complexité polynomiale,

valable pour toutes les données. Ceci a motivé les chercheurs à développer de nombreuses

méthodes de résolution en recherche opérationnelle. Ces méthodes appartiennent à deux

grandes familles : les méthodes exactes et les méthodes approchées.

Nous citons dans ce qui suit les principales méthodes exactes et heuristiques connues

dans la littérature [3].

1.4.1 Les approches exactes

Le principe essentiel d�une méthode exacte consiste généralement à énumérer, souvent

de manière implicite, l�ensemble des combinaisons de l�espace de recherche. Parmi les

méthodes exactes, nous trouvons les méthodes de séparation et évaluation, dites méthodes

de Branch and Bound, et la programmation dynamique [3].
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1.4. La résolution des problèmes d�optimisation combinatoire

Branch and bound

Le Branch and Bound est une technique qui e¤ectue un parcours en profondeur de l�arbre

de recherche a�n de fournir une ou plusieurs solutions optimales à partir d�un ensemble

de solutions potentielles. A chaque étape de la recherche, correspondant à un noeud

de l�arbre de recherche, l�algorithme utilise une fonction Bound pour calculer une borne

de l�ensemble des solutions du sous-arbre prenant sa racine à ce noeud. En début de

résolution, cette borne est initialisée à une valeur maximale (en cas de minimisation). Si

cette évaluation est moins bonne que la meilleure solution trouvée jusqu�à ce niveau de

recherche, tout le sous-arbre peut être coupé.

Il importe de souligner que l�e¢ cacité de l�algorithme Branch and Bound dépend

étroitement du calcul de la borne utilisée [3].

Programmation dynamique

La programmation dynamique est une méthode ascendante : On commence d�habitude

par les sous problèmes les plus petits et on remonte vers les sous problèmes de plus en

plus di¢ ciles. Elle est utilisée pour les problèmes qui satisfont au principe d�optimalité de

Bellman : "Dans une séquence optimale (de décisions ou de choix), chaque sous-séquence

doit aussi être optimale". Un exemple de ce type de problème est le plus court chemin

entre deux sommets d�un graphe.

L�idée de base est d�éviter de calculer deux fois la même chose, généralement en util-

isant une table de résultats déjà calculés, remplie au fur et à mesure qu�on résout les sous

problèmes.

Il est à noter que la programmation dynamique est utilisée pour résoudre des problèmes

polynomiaux (et non NP-di¢ ciles) [3].

Algorithme hongrois

L�algorithme hongrois ou méthode hongroise, aussi appelé algorithme de Kuhn-Munkres

[25], est un algorithme d�optimisation combinatoire, qui résout le problème d�a¤ectation

et qui déroule en quatre étapes.
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1.4. La résolution des problèmes d�optimisation combinatoire

ETAPE 0 : REDUCTION DU TABLEAU INITIAL

On soustrait à chaque ligne du tableau initial, le plus petit élément de la ligne

On fait de même avec les colonnes.

On obtient alors un problème équivalent avec une matrice ayant au moins un zéro par

ligne et par colonne.

ETAPE 1 : ENCADRER ET BARRER DES ZEROS

On cherche la ligne comportant le moins de zéros non barrés (en cas d�égalité, choisir

arbitrairement la plus haute)

On encadre un des zéros de cette ligne (arbitrairement le plus à gauche)

On barre tous les zéros se trouvant sur la même ligne ou sur la même colonne que le

zéro encadré

On recommence l�opération jusqu�à ce qu�on ne puisse plus encadrer, ni barrer de

zéros

Si l�on a encadré un zéro par ligne et par colonne, c�est terminé, on a la solution

optimale

Sinon, on passe à l�étape 2.

ETAPE 2 : MARQUER ET BARRERDES LIGNES ET DES COLONNES

a) On marque d�une croix toutes les lignes ne contenant aucun zéro encadré

b) On marque toute colonne ayant un zéro barré sur une ligne marquée

c) On marque toute ligne ayant un zéro encadré dans une colonne marquée

On répète alternativement les opérations b) et c) jusqu�à ne plus pouvoir marquer de

rangée

On trace alors un trait sur toute ligne non marquée et sur toute colonne marquée

ETAPE 3 : MODIFICATION DU TABLEAU

Les cases non traversées par un trait constituent un tableau partiel

On retranche à toutes les cases de ce tableau partiel le plus petit élément de celui-ci

On ajoute ce même élément à toutes les cases du tableau initial barrées deux fois
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1.4. La résolution des problèmes d�optimisation combinatoire

On obtient alors un nouveau tableau sur lequel on pourra répéter la succession des

étapes 1 à 3

1.4.2 Les méthodes approchées

Nous distinguons parmi les méthodes approchées:

- Les méthode à solution unique, comme le recuit simulé et la recherche tabou.

- Les métaheuristiques, comme les algorithmes génétique et colonies de fourmis.

Conclusion

Il existe une multitude d�autres problèmes d�optimisation combinatoire, que nous ne

pouvons citer en un chapitre d�un mémoire. Nous avons choisi les plus étudies et ceux qui

se rapprochent du problème d�a¤ectation.
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CHAPITRE

2 Optimisation

Multi-objectifs

Dans la plupart des problèmes du monde réel, il ne s�agit pas d�optimiser seulement un seul

critère mais plutôt d�optimiser simultanément plusieurs critères et qui sont généralement

con�ictuels. Dans les problèmes de conception, par exemple, il faut le plus souvent trouver

un compromis entre des besoins technologiques et des objectifs de coût. L�optimisation

multi-objectif consiste donc à optimiser simultanément plusieurs fonctions. La notion

de solution optimale unique dans l�optimisation mono-objectif disparait pour les prob-

lèmes d�optimisation multi-objectif au pro�t de la notion d�ensemble de solutions Pareto

optimales.

2.1 Optimisation mono-objectif

2.1.1 Programmation mathématique

La programmation mathématique vise à formaliser et résoudre les problèmes d�optimisation

souvent rencontrés dans la vie réelle, tels que l�ordonnancement d�une ligne de production,

la sélection des investissements, etc. Les décisions sont modélisées par des variables et

des contraintes d�égalités ou d�inégalités. un probème de programmation mathématique

peut être formulé comme suit:
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2.1. Optimisation mono-objectif

opt z(x)

s:c: ai(x)�ibi i = 1; :::;m

�i 2 f�;=;�g i = 1; :::;m

x 2 D � Rn

Dans ce manuscrit, la i-ième composante d�un vecteur v sera notée vi et les vecteurs

seront numérotés en utilisant des exposants.

n est le nombre de variables de décision du problème. Dj est le domaine de la variable

xj, c�est-à-dire l�ensemble des valeurs possibles pour xj, j 2 f1; :::; ng Le problème est

composé de m contraintes; chaque contrainte est dé�nie par une fonction ai : Rn ! R sur

les variables, une constante bi 2 R et un binaire opérateur �i 2 f�;=;�g ; i = 1; :::;m.

Une a¤ectation d�une valeur pour tout xj 2 R, j = 1; :::; n, est appelé une solution.

Une solution x est réalisable si xj 2 Dj pour tout j 2 f1; :::; ng et X satisfait à l�ensemble

des contraintes. L�ensemble des solutions réalisables d�un problème est l�ensemble X:

z : Rn ! R est la fonction objective à optimiser. Le terme «opt» signi�e la maximi-

sation ou la minimisation de la fonction objectif. Puisque les cas de maximisation et de

minimisation sont symétriques, sans perte de généralité.

Parmi les solutions réalisables, nous nous intéressons particulièrement à celles opti-

misant la fonction objectif, c�est-à-dire les solutions x� 2 X telles que pour tout x0 2 X

nous avons z(x�) � z(x0). Une telle solution est appelée une solution optimale. En général

z n�est pas injectif, il peut donc exister plusieurs solutions optimales pour un même prob-

lème. Pour certains problèmes, il n�existe pas de solution optimale, en particulier si le

problème est irréalisable (X = ?) ou si z n�est pas borné sur X [10].

2.1.2 Programmation linéaire

La programmation linéaire (PL ou LP : Linear Programming) est un cas particulier de

la programmation mathématique dans lequel la fonction objectif et les contraintes du

problème sont linéaires et les variables sont non négatives. La fonction à minimiser s�écrit

donc sous la forme d�une somme z =
nP
i=1

cixi dont une forme équivalente est z = cTx

où cT est la transposée du vecteur de coûts c = (c1;:::;cn)
T . Du fait de la linéarité des
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2.1. Optimisation mono-objectif

contraintes, les coe¢ cients des variables se représentent usuellement par une matrice des

contraintes A 2 Rm�n, ce qui permet d�écrire un système de contraintes Ax � b, où

b 2 Rm est le vecteur des membres de droite. En�n, on suppose que les variables sont

positives ou nulles et peuvent être bornées. On obtient donc la formulation suivante :

min cTx

s:c Ax � b

xi 2 R+ i = 1; :::; n

L�ensemble admissible X d�un programme linéaire est un polytope, un polyèdre non

borné ou l�ensemble vide et est en particulier convexe. Les programmes linéaires peuvent

être résolus au moyen de la méthode du simplexe ou des méthodes de point intérieur [12].

2.1.3 Programmation linéaire en variables entières et optimisa-

tion combinatoire

En considérant un programme linéaire pour lequel on ajoute une contrainte d�intégralité

qui restreint les valeurs des variables aux seuls nombres entiers, on obtient un problème

de programmation linéaire en variables entières (PLNE ou ILP : Integer Linear Program-

ming). Un tel problème se modélise donc comme suit :

min cTx

s:c Ax � b

xi 2 N i = 1; :::; n

À cause de ce changement de nature des variables, l�ensemble admissible X n�est

plus convexe et les programmes linéaires en variables entières nécessitent donc d�autres

méthodes de résolution que celles des programmes linéaires en variables continues. Pour

ce type de problèmes, les méthodes de résolution les plus couramment utilisées sont la

programmation dynamique, les méthodes polyédrales ainsi que les méthodes de séparation

et évaluation (Branch & Bound) [40].

Optimisation combinatoire
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2.2. Optimisation multi-objectif

Les problèmes d�optimisation combinatoire (CO : Combinatorial Optimization) peu-

vent être considérés comme un sous-ensemble de la programmation linéaire en variables

binaires (xi 2 f0; 1g). Ces problèmes se distinguent par leurs contraintes donnant au

problème une structure particulière [36].

2.1.4 Programmation linéaire en variables mixtes

Comme leur nom le laisse entendre, les problèmes de programmation linéaire en variables

mixtes (PLNM ou MILP : Mixed Integer Linear Programming) sont une généralisation

des deux classes de problèmes présentées précédemment. Les MILP possèdent en e¤et à la

fois des variables continues et des variables entières, ce qui donne la formulation suivante:

min cTx

s:c Ax � b

xj 2 R+ j = 1; :::; n1

xj 2 N j = n1 + 1; :::; n

De même que pour les programmes linéaires en nombres entiers, la présence de vari-

ables discrètes rend l�ensemble réalisable non convexe en général. La di¢ culté de réso-

lution provient donc des variables discrètes. D�un point de vue méthodologique, peu de

choses di¤érencient la résolution des ILP de celles des MILP. On peut toutefois noter

que les variables continues peuvent être avantageusement exploitées, par exemple dans le

calcul de coupes [20].

2.2 Optimisation multi-objectif

2.2.1 Dé�nitions

Un problème d�optimisation multi-objectif ne considère plus une unique fonction à opti-

miser mais repose sur p fonctions objectifs, c�est-à-dire un vecteur de fonctions objectif.

On a donc le modèle :
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2.3. Qu�est-ce que l�optimisation combinatoire multi-objectif ?

"min" z(x) = (z1(x); :::; zp(x))

s:c x 2 X

où x = (x1; :::; xn) et pour lequel le sens de «min» reste à dé�nir.

Les pendants des classes de problèmes mono-objectifs déjà présentés sont la program-

mation linéaire multi-objectif (MOLP : Multiple Objective Linear Programming), la pro-

grammation linéaire multi-objectif en variables entières (MOILP : Multiple Objective

Integer Linear Programming), l�optimisation combinatoire multi-objectif (MOCO : Mul-

tiple Objective Combinatorial Optimization) et la programmation linéaire multi-objectif

en variables mixtes (MOMILP : Multiple Objective Mixed Integer Linear Programming)

[39].

2.3 Qu�est-ce que l�optimisation combinatoire multi-

objectif ?

L�optimisation combinatoire multi-objectif fait partie du domaine de l�optimisation combi-

natoire. Ainsi un certain nombre de dé�nitions s�inspirent de l�optimisation combinatoire,

mais di¤érents concepts, spéci�ques au multi-objectif, sont également introduits. En ef-

fet, la spéci�cité principale du multi-objectif étant l�existence de plusieurs fonctions à

optimiser, il est en particulier nécessaire de revisiter la notion d�optimalité des solutions

[15].

En plus du fait que l�optimisation soit multi-objectif, le nombre de solutions possibles

est la plupart du temps gigantesque ce qui ne permet pas de créer des algorithmes qui

recherchent les meilleurs solutions. Pour essayer tout de même de traiter au mieux ces

problèmes on cherche donc à créer des heuristiques a�n de s�approcher au mieux des

optimums.
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2.4. Problèmes d�optimisation combinatoire multi-objectif

Ainsi, le but ne sera pas de trouver la meilleure solution mais de se rapprocher tant

que possible des meilleures valeurs selon tous les critères a�n de dé�nir un front Pareto

(meilleur front possible sans qu�aucune solution ne soit dominée par une autre) [17].

Fig 2.3.1 �Front de Pareto de min (z1; z2).

2.4 Problèmes d�optimisation combinatoire multi-objectif

Un problème d�optimisation combinatoire multi-objectif peut s�écrire sous la forme du

problème (2.1), où p représente le nombre d�objectifs et X un ensemble combinatoire.

minz(x) = (z1(x); :::; zp(x)) (2:1)

x 2 X

A�n de ne pas confondre les solutions réalisables et leurs images dans Rp, il est d�usage en

optimisation multi-objectif de distinguer l�espace des décisions Rn, qui contient l�ensemble

admissible X, et l�espace des objectifs Y � Rp qui lui contient l�image de l�ensemble

admissible X dans Rp. À toute solution réalisable x est associé un vecteur critère z1(x) =

(z1(x); :::; zp(x)) qui correspond à son image dans Y , telle que Yk est une fonction objectif

pour tout k 2 f1; :::; pg. L�ensemble des points correspondant aux images des solutions

admissibles dans Y est noté Y = fZ(x : x 2 Xg.
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2.4. Problèmes d�optimisation combinatoire multi-objectif

En raison de la nature con�ictuelle des objectifs, il n�y a généralement pas une solution

réalisable qui minimise simultanément tous les objectifs. L�optimalité dans un contexte

multi-objectif est basée sur la notion de dominance et d�e¢ cacité au sens de Pareto dont

nous rappelons le formalisme dans les dé�nitions suivantes [39].

Dé�nition 2.4.1 (Espace des décisions et espace des objectifs). On appelle espace des

décisions Rn; X � Rn et espace des objectifs Rp, Y = fz(x) : x 2 Xg � Rp:Y , l�image de

X par le vecteur de fonctions objectif, est appelé ensemble réalisable. Les vecteurs de Rp

et Y sont respectivement appelés points et points réalisables [39].

2.4.1 Propriétés

Nous présentons ici les propriétés liées au contexte multi-objectif.

E¢ cacité et non dominance

Les fonctions objectif sont supposées con�ictuelles. De ce fait, il n�existe pas de solu-

tion admissible optimisant tous les objectifs simultanément. La notion mono-objectif de

solution optimale ne s�applique donc plus. Il est alors nécessaire de dé�nir un contexte de

résolution a�n de donner un sens à «min» [39].

Dé�nition 2.4.2 (Dominance). Soient deux points y1, y2 2 Rp. On dit que :

�y1 domine faiblement y2 si y1i � y2i ; 8i = 1; :::; p. On écrit alors y1 5 y2.
�y1 domine strictement y2 si y1i < y

2
i ; 8i = 1; :::; p. On écrit alors y1 < y2.

�y1 domine y2 si y1 5 y2 et y1 6= y2. On écrit alors y1 � y2:

Deux points sont incomparables selon cet ordre élémentaire s�il n�existe pas de relation

de dominance entre eux (c�est-à-dire si aucun d�entre eux ne domine faiblement l�autre)

[39].

Exemple 2.4.1 Considérons les trois points (3,4), (6,4) et (5,6). (3,4) domine et donc

domine faiblement (6,4). (3,4) domine strictement (5, 6). (6,4) et (5,6) sont incompara-

bles.
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2.4. Problèmes d�optimisation combinatoire multi-objectif

Dé�nition 2.4.3 Solution e¢ cace (Pareto optimale) [39]. Soit x� 2 X.

� x� est dite e¢ cace s�il n�existe aucune autre solution admissible x 2 X telle que

z(x) � z(x�). On dit alors que y� = z(x�) est un point non dominé.

�x� est dite faiblement e¢ cace s�il n�existe aucune autre solution admissible x 2 X

telle que z(x) < z(x�). On dit alors que y� = z(x�) est un point faiblement non dominé.

Dé�nition 2.4.4 (Ensembles e¢ cace et non dominé). L�ensemble des solutions e¢ caces

est noté XE et l�ensemble des points non dominés est YN .

YN peut alternativement être dé�ni par YN :=
n
y 2 Y : (y �Rp=) \ Y = fyg

o
:

Plus généralement, pour S � Rp, nous posons SN :=
n
s 2 S : (s�Rp=) \ S = fsg

o
;l�ensemble

des points de S qui ne sont pas dominés par d�autres points de S [39].

Remarque 2.4.1 Dans le cas bi-objectif, il existe un ordre naturel des solutions e¢ caces.

Il est en e¤et possible de trier ces solutions par valeur croissante d�un objectif et simul-

tanément par valeur décroissante sur le second objectif. Comme nous le verrons par la

suite, cette particularité rend les problèmes bi-objectifs bien plus simples à traiter et en

fait une classe à part dans le domaine de l�optimisation multi-objectif [39].

Dé�nition 2.4.5 (Équivalence, ensemble complet [24]). Deux solutions admissibles x et

x0 2 X sont dites équivalentes si z(x) = z(x0).

Un ensemble complet XE est un ensemble de solutions e¢ caces tel que toute solution

x 2 XnXE est soit équivalente, soit dominée par une solution x0 2 XE.

Un ensemble complet minimal XEm est un ensemble complet sans solution équivalente.

L�ensemble complet maximal XEM est l�ensemble complet contenant toutes les solutions

e¢ caces.

Le sens à donner à «min» dépend de l�ensemble calculé :

�l�ensemble non dominé complet.

�l�ensemble des solutions lexicographiquement optimales.

�l�ensemble de compromis, qui fait appel aux préférences du décideur.

Dans le cas des préférences, on parle usuellement de trois contextes :
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2.5. Structure du front Pareto

�le contexte a priori, dans lequel on connaît à l�avance les préférences des décideurs.

�le contexte a posteriori, dans lequel aucune supposition n�est faite sur les préférences

du décideur, ce qui impose de calculer la totalité de l�ensemble non dominé.

�le contexte interactif, dans lequel le décideur peut a¢ ner ses préférences au cours de

la résolution a�n d�aboutir à une solution e¢ cace le satisfaisant.

Exemple 2.4.2 La �gure 2.4.1 présente les points dominés et non-dominants d�un prob-

lème d�optimisation combinatoire bi-objectif. Les points l, avec l 2 f1; :::; 6g sont or-

donnés selon l�ordre naturel. yl et yl+1 sont adjacents dans l�ordre naturel de YN , pour

l 2 f1; :::; 6g [10].

Fig 2.4.1 : Illustration des points non dominants dans Y et de l�ordre

naturel dans YN .

2.5 Structure du front Pareto

L�objectif est donc de fournir aux décideurs un ensemble (le plus complet possible) de

solutions Pareto, a�n qu�ils puissent ensuite choisir les solutions qui les intéressent le

plus.

Une question se pose donc sur la nature de ces solutions Pareto et la nécessité de les

obtenir toutes. Une étude de la frontière Pareto doit donc être réalisée [15].
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2.5. Structure du front Pareto

2.5.1 Front minimal / front maximal complet

La dé�nition de front se réfère à l�espace des objectifs. Une solution appartient au front

si elle n�est dominée par aucune autre solution réalisable.

Lorsque deux solutions ont exactement les mêmes valeurs pour l�ensemble des ob-

jectifs, elles sont équivalentes dans l�espace objectif, mais peuvent correspondre à deux

solutions di¤érentes dans l�espace décisionnel. Une question importante est de savoir s�il

est intéressant de garder ces deux di¤érentes solutions.

La réponse peut dépendre du contexte (type de problème étudié) en plus de la volonté

des décideurs :

�Lors de la résolution d�un problème comportant énormément de solutions Pareto,

il est peut être préférable de privilégier une bonne approximation de l�ensemble de la

frontière et donc favoriser la diversité (du côté objectif) des solutions retenues.

�Au contraire, lorsque la frontière Pareto comporte peu de solutions, a�n d�avoir

une bonne représentation de l�ensemble des solutions non dominées, il sera intéressant de

rechercher les solutions de même valeur.

Nous parlerons alors de recherche du front minimal, dans le premier cas, et du front

maximal complet, dans le second [15].

2.5.2 Solutions supportées / non supportées

Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent être di¤érenciées : les solutions

supportées et les solutions non supportées. Les premières sont celles situées sur l�enveloppe

convexe de l�ensemble des solutions (voir Fig. 2.5.1) et peuvent donc être trouvées à l�aide

d�une agrégation linéaire des objectifs [19]. Elles sont donc plus simples à obtenir que les

solutions non supportées. D�ailleurs, les premiers travaux en optimisation combinatoire

multi-objectif se sont pour la plupart focalisés sur la recherche de ces solutions supportées

en optimisant des combinaisons linéaires des objectifs utilisant di¤érents vecteurs de poids.

Alors pourquoi ne pas se satisfaire des solutions supportées ? Tout d�abord parce que

ces solutions peuvent ne représenter qu�un petit sous-ensemble des solutions e¢ caces. De

plus, ces solutions supportées ne sont pas forcément bien réparties le long du front et ne
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représentent pas toujours un bon compromis. La Figure 2.5.2 nous montre l�exemple d�un

problème de �owshop bi-objectif où les deux seules solutions supportées sont des solutions

extrèmes. Donc, si l�on veut obtenir des solutions de bon compromis entre les objectifs,

il est nécessaire de considérer les solutions Pareto non supportées [15].

Fig. 2.5.1 �Représentation des di¤érents types de solutions en bi-objectif.

Fig. 2.5.2 �Exemple de l�importance des solutions non supportées.
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CHAPITRE

3 Méthodes de résolution

des problèmes

d�optimisation

combinatoire

multi-objectifs

Ce chapitre est consacré pour la description des di¤érentes méthodes pour la résolution

des problèmes d�optimisation combinatoire.

3.1 Méthodes exactes pour l�optimisation multi-objectifs

Concernant les méthodes exactes, plusieurs approches basées sur des procédures de sépa-

ration et évaluation (branch and bound) [38], et la programmation dynamique [9] ont été

proposées pour résoudre de petits problèmes à deux objectifs (problèmes bi-objectifs).

Une approche particulière pour l�optimisation multi-objectif est le �goal programming�

(programmation par buts) [34]. Dans ce type d�approche, le décideur indique une valeur

cible (but) et l�objectif est de minimiser l�écart avec cette cible. Souvent la program-
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mation par buts est vue comme une discipline en elle-même, di¤érente de l�optimisation

multi-objectif. Une approche intéressante a été proposée par B. Ulungu et J. Teghem

pour la recherche du front Pareto de problèmes bi-objectifs [38]. Leur méthode en deux

phases consiste dans un premier temps à rechercher l�ensemble des solutions Pareto sup-

portées, puis dans un deuxième temps à rechercher de façon indépendante les solutions

non-supportées situées entre tous les couples de solutions supportées adjacentes. Cette

approche a été utilisée e¢ cacement sur des problèmes tels que l�a¤ectation ou le sac à dos

bi-objectifs. Cette méthode a ensuite été améliorée a�n d�obtenir des fronts complets de

façon plus e¢ cace [33].

Pourtant, dès que le nombre d�objectifs ou la taille des problèmes augmentent, les

méthodes exactes deviennent ine¢ caces étant donnée la nature NP-di¢ cile des problèmes

(déjà en mono-objectif) et l�aspect multi-objectif des problèmes.

Ainsi, il est nécessaire a�n de résoudre des problèmes de grande taille et/ou des prob-

lèmes avec plus de deux objectifs, de faire appel à des méthodes heuristiques. Les méth-

odes exactes peuvent néanmoins être utiles lorsque des sous-problèmes peuvent être ex-

traits du problème global. Leur résolution permet en e¤et de contribuer à la recherche

de la solution globale, soit en combinant judicieusement di¤érents sous-problèmes, soit

en hybridant résolution exacte de sous-problèmes et résolution heuristique du problème

complet. Ceci représente une direction suivie par certains travaux présentés ci-après.

3.1.1 La recherche dichotomique

La recherche dichotomique o¤re un schéma d�application de l�agrégation linéaire perme-

ttant d�obtenir les solutions non supportées [14]. Cette méthode consiste à explorer de

façon dichotomique des intervalles de front de plus en plus petits.

Tout d�abord les solutions extrèmes sont recherchées. Puis une recherche est menée

entre ces solutions r et s suivant une direction perpendiculaire à la droite (r; s). En

interdisant de ré-obtenir les solutions r et s et en éliminant les solutions dominées par ces

solutions, cette recherche trouve la meilleure solution Pareto relativement à cette direction
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de recherche, solution qui peut alors être non supportée. Cette nouvelle solution crée deux

nouveaux intervalles qu�il faut explorer de la même façon.

Cette méthode, dédiée au bi-objectif, est intéressante mais nécessite de l�ordre de 2n

recherches, si n est le nombre de solutions du front Pareto [15].

Fig 3.1.1 -Problème (P�) dé�ni par yr et ys. Fig 3.1.2 -Une nouveau point supporté

est trouvé, la dichotomie continue.

3.1.2 Méthode �-contrainte

Le principe de la méthode �-contrainte qui consiste, dans le cas bi-objectif, à borner

l�un des objectifs (en général le plus di¢ cile à résoudre) et à optimiser l�autre objectif

(optimisation mono-objectif) en tenant compte de cette borne [22], est intéressant lorsque

l�on cherche à énumérer toutes les solutions d�un front Pareto. En e¤et, en utilisant cette

méthode itérativement, en repartant à chaque fois de la solution trouvée pour dé�nir la

borne suivante, il est possible en utilisant une méthode exacte mono-objectif de générer,

pour des problèmes combinatoires, l�ensemble des solutions de Pareto optimale.
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Fig. 3.1.3 �Illustration de la méthode �-contrainte.

La �gure 3.1.3 illustre un exemple pour lequel, la solution e¢ cace optimale pour

l�objectif z1 est d�abord recherchée (solution Opt z1). Cette solution détermine la borne

B1 sur l�objectif z2 en dessous de laquelle l�objectif z2 va devoir être optimisé. Cela nous

donne la solution Opt2 qui elle-même détermine la borne B2, etc...

L�inconvénient principal de cette méthode est qu�elle nécessite une résolution monoob-

jectif pour chacune des solutions du front. Lorsque ce nombre est élevé, cela peut être

vu comme une limite, d�autant plus lorsque la méthode de résolution mono-objectif est

coûteuse. De plus, lorsqu�il n�existe pas de méthode mono-objectif e¢ cace, rechercher

une solution particulière (respectant une borne, par exemple) est souvent synonyme

d�énumération de nombreuses autres solutions dont certaines peuvent être Pareto op-

timales. Ainsi certaines solutions seront énumérées plusieurs fois sans que la méthode les

repère [15].

3.1.3 Méthode deux-phases

La méthode deux-phases a initialement été proposée par Ulungu et Teghem pour la ré-

solution d�un problème d�a¤ectation bi-objectif [38]. Comme son nom l�indique, cette

méthode est décomposée en deux étapes : la première consiste à trouver toutes les solu-

tions supportées du front de Pareto, puis la deuxième phase cherche entre ces solutions
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les solutions Pareto non supportées. Cette méthode travaille donc essentiellement dans

l�espace objectif [15].

Première phase

L�objectif de la première phase est d�obtenir l�ensemble des solutions Pareto supportées.

Comme nous l�avons vu précédemment, ces solutions ont l�avantage d�être relativement

faciles à trouver puisqu�elles optimisent une certaine combinaison linéaire des objectifs.

Ainsi, durant la première phase de la méthode, les deux solutions extrêmes (solutions

optimisant chacune un des deux objectifs) sont recherchées (voir �gure 3.1.4.a). Puis,

de façon récursive, dès que deux solutions supportées r et s sont trouvées, la méthode

recherche d�éventuelles autres solutions supportées entre r et s, à l�aide de combinaisons

linéaires bien choisies des objectifs (voi �gure 3.1.4.b et 3.1.4.c). A la �n de la première

phase l�ensemble des solutions supportées est donc trouvé (voir �gure 3.1.4.d).

Cette première phase rappelle la méthode dichotomique, mais ici seules les solutions

supportées sont recherchées. Pour cela, lors de l�exploration entre deux solutions, on

s�autorise à retrouver l�une de ces deux solutions, lorsqu�il n�existe pas d�autre solutions

supportées dans l�intervalle [15].

Deuxième phase

La deuxième phase consiste alors en la recherche des solutions non supportées appartenant

au front Pareto. Ces solutions ne peuvent être obtenues par combinaisons d�objectifs.

Ulungu et Teghem proposent alors d�utiliser les solutions supportées trouvées pour réduire

l�espace de recherche en argumentant que les solutions Pareto non supportées restantes

sont forcément dans les triangles rectangles basés sur deux solutions supportées conséc-

utives (voir �gure 3.1.4.e). Ainsi, une recherche de type deuxième phase est exécutée

entre chaque couple de solutions supportées adjacentes (voir �gure 3.1.4.f et 3.1.4.g).

La méthode de recherche au sein de ces triangles dépend du problème étudié. A la �n

de la deuxième phase, toutes les solutions Pareto sont trouvées. Notons, qu�il aura été
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nécessaire au préalable de préciser si l�on recherche le front minimal ou maximal complet

[15].

Fig. 3.1.4 �Illustration des di¤érentes étapes de la méthode deux phases.

3.2 Les méthodes approchées

Méthodes souvent inspirées de mécanismes d�optimisation rencontrés dans la nature. Elles

sont utilisées pour les problèmes où on ne connaît pas d�algorithmes de résolution en temps

polynomial et pour lesquels on espère trouver une solution approchée de l�optimum global.

Elles cherchent à produire une solution de meilleure qualité possible dictée par des heuris-

tiques avec un temps de calcul raisonnable en examinant seulement une partie de l�espace

de recherche. Dans ce cas l�optimalité de la solution n�est pas garanti ni l�écart avec la

valeur optimal. Parmi ces heuristiques, on trouve les métaheuristiques qui fournissent des

schémas de résolution généraux permettant de les appliquer potentiellement à tous les

problèmes.

Plusieurs classi�cations des métaheuristiques ont été proposées, la plupart distinguent

globalement deux catégories : celles se basant sur une solution unique et celles se basant

sur une population de solution [26].
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3.2.1 Métaheuristiques

Les métaheuristiques les plus utilisées

Reconnues depuis de nombreuses années pour leur e¢ cacité, les métaheuristiques sont une

famille de méthodes stochastiques qui consistent à la résolution des problèmes d�optimisation.

Elles exploitent généralement des processus aléatoires dans l�exploration de l�espace de

recherche pour faire face à l�explosion combinatoire engendrée par l�utilisation de méth-

odes exactes.

Leur particularité réside dans le fait qu�elles sont adaptables à un grand nombre de

problèmes sans changements majeurs dans leurs algorithmes, d�où le quali�catif "méta".

L�un des avantages de celles-ci est leur capacité à optimiser un problème à partir d�une

quantité minimale d�information, cependant elles n�o¤rent aucune garantie quant à l�optimalité

de la meilleure solution trouvée. Seule une approximation de l�optimum global est donnée.

Les métaheuristiques sont des méthodes qui ont un comportement itératif, c�est-à-dire que

le même schéma est reproduit un certain nombre de fois au cours de l�optimisation, et

elles sont directes, dans le sens où elles ne font pas appel au calcul du gradient de la

fonction. L�utilisateur est certes, demandeur de méthodes rapides et e¢ caces, mais il est

aussi demandeur de méthodes simples d�utilisation. Un enjeu majeur des métaheuris-

tiques est donc de faciliter le choix des méthodes et de simpli�er leurs réglages, a�n de les

adapter au mieux aux problèmes posés. Les métaheuristiques sont en évolution perma-

nente. De nombreuses méthodes sont proposées chaque année pour améliorer la résolution

des problèmes les plus complexes. Du fait de cette activité permanente, un grand nombre

de classes de métaheuristiques existe actuellement. Les méthodes les plus courantes sont

le recuit simulé, la recherche tabou, les algorithmes de colonies de fourmis. La section

suivante est dédiée à la présentation de ces méthodes [21].

Méthode de colonies de fourmis Le principe de la méthode provient analogiquement

avec les comportements collectifs des insectes, les algorithmes de colonies de fourmis sont

nés d�une constatation simple : les insectes sociaux, et en particulier les fourmis, résolvent

naturellement des problèmes complexes. Un tel comportement est possible car les fourmis
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communiquent entre elles de manière indirecte par le dépôt de substances chimiques,

appelées phéromones, sur le sol et le suivi de pistes observés dans les colonies de fourmis

et construisent ainsi une solution à un problème en tenant compte de leur expérience

collective. Au fait, elles adoptent pour la recherche de la solution la notion du plus court

chemin.

D�une manière simpli�ée, les fourmis commencent par se déplacer au hasard. Puis,

lorsqu�elles trouvent de la nourriture, elles retournent vers leur colonie, en marquant leur

chemin à l�aide de phéromone. Si d�autres fourmis rencontrent ce chemin, il y a de fortes

chances qu�elles arrêtent leurs déplacements aléatoires et qu�elles rejoignent le chemin

marqué, en renforçant le marquage à leur retour, s�il mène bien vers la nourriture. Par

conséquent, le chemin le plus court sera davantage parcouru, et donc plus renforcé et plus

attractif. Par conséquent, le nombre de fourmis suivant cette trajectoire augmente. Au

�l du temps, la quantité de phéromones déposée sur le plus long chemin diminue et �nit

par disparaître. Toutes les fourmis suivent alors le chemin le plus court.

L�algorithme de colonies de fourmis a été principalement utilisé pour produire des

solutions quasi-optimales au problème du voyageur de commerce, puis, plus généralement,

aux problèmes d�optimisation combinatoire. Récemment, son emploi s�est généralisé à

plusieurs domaines, depuis l�optimisation continue jusqu�à la classi�cation, ou encore le

traitement d�image [21].

Algorithme 3.2.1 Algorithme de colonie de fourmis [21]

1. Initialisation

Initialiser les pistes de phéromone

2. Construction de la solution

Pour chaque fourmi répéter

Construction de la solution en utilisant les pistes de phéromone

3. Mise à jour des pistes de phéromone

Jusqu�à atteindre la condition d�arrêt
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Méthode de recuit simulé L�origine de la méthode du recuit simulé provient de la

métallurgie, où, pour atteindre les états de basse énergie d�un solide on chau¤e celui-ci

jusqu�à des températures très élevées, après on le laisse refroidir lentement [21].

Lorsque le solide est à une température, chaque particule possède une très grande

énergie et peut e¤ectuer de grands déplacements aléatoires dans la matière. Au fur à

mesure que la température est abaissée, chaque particule perd de l�énergie et sa capacité

de déplacement se réduit. Les di¤érents états transitoires de refroidissement permettent

d�obtenir des matériaux très homogènes et de bonne qualité. Ce processus est appelé le

recuit.

Cette méthode repose sur l�algorithme de Metropolis en 1953 [27]. Cet algorithme

nous permet de sortir des minima locaux avec une probabilité élevée si la température T

est élevée, et de conserver les états les plus probables pour de très basses températures.

Algorithme 3.2.2 - Recuit Simulé [8, 30]

1. Générer aléatoirement une con�guration initiale s = s0 dont correspond l�énergie

initiale E = E0,

2. Initialiser la température T = T0 en fonction du schéma de refroidissement,

3. Générer d�une manière aléatoire une con�guration voisine s0 de la con�guration

actuelle s, en déplaçant au hasard un atome quelconque,

4. Calculer la variation de l�énergie �E = f(s0)� f(s)

Si �E < 0, alors la nouvelle solution améliore la fonction objectif et diminue l�énergie,

donc elle est acceptée.

Sinon, elle sera acceptée avec une probabilité égale à e�E=T

5. Répéter 3. et 4. jusqu�à ce que la con�guration optimale soit atteinte.

6. Décroitre la température et répéter jusqu�à ce que le système se solidi�e.

Recherche Tabou La recherche tabou est une méthode de recherche locale introduite

dans les années 80 par Fred Glover. Elle est basée sur des mécanismes inspirés de la mé-

moire humaine. Elle se distingue des méthodes de recherche locale simples par l�utilisation
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d�une mémoire appelée liste tabou de taille k, qui enregistre les k dernières solutions vis-

itées vers lesquelles il est interdit de se déplacer (d�où le nom attribué à la méthode par

Glover). Cette liste est utilisée lors de déplacements dans le voisinage dans le but de

favoriser une large exploration de l�espace des solutions et d�éviter d�y retourner trop

rapidement à des solutions déjà visitées.

En e¤et, à partir d�une con�guration courante s, on choisit une solution s0 2 N(s) en

dehors des éléments de cette liste tabou T , même si elle dégrade la fonction objectif f , puis

on ajoute s0 à T . Quand le nombre k est atteint, chaque nouvelle solution sélectionnée

remplace la plus ancienne dans la liste [2, 7, 16].

Algorithme 3.2.3 - Recherche Tabou [16]

1. Générer une solution s,

2. Choisir une nouvelle solution s0 qui minimise f(s0) dans le voisinage de s et qui ne

�gure pas dans la liste tabou T ,

3. Si f(s0) � f(s) alors :

s s0,

4. Poser s = s0 et mettre à jour T ,

5. Répéter 2. 3. et 4. jusqu�à ce que le critère d�arrêt soit atteint.

Le critère d�arrêt peut être le nombre maximal d�itération sans amélioration de la

solution s ou le temps limite de fonctionnement de l�algorithme qui sont �xés à l�avance.

Algorithmes Génétiques Les algorithmes génétiques (AGs) sont une méthode d�optimisation

numérique inspirée du processus naturel de l�évolution génétique (Darwin, 1859), Les AGs

ont été largement utilisés dans la communauté multi-objectif. Ils sont trés appropriés pour

résoudre des PMOs grâce à l�utilisation d�une population de solutions [3].

Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) Proposée par (Srinivas et

Deb 1994 [4]), dans cette méthode, avant que la sélection soit entamée, les solutions sont

classi�ées à base de non-dominance. Tous les individus non-dominés sont classés dans

34



3.3. Les méthodes hybrides

une catégorie avec une valeur de �tness factice proportionnelle à la taille de la population

a�n de fournir une possibilité de reproduction égale pour tous les individus.

Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA II) Proposée par Deb et

al. en 2002 [31], dans cette méthode, la population est classi�ée selon la dominance de

Pareto, elle attribue à chaque individu un rang de non-dominance et une distance de

crowding qui permet d�évaluer de la densité de la région autour de cet individu. Cette

méthode est bien moins complexe que sa devancière.

3.3 Les méthodes hybrides

L�idée de faire coopérer di¤érents types de méthodes n�est pas nouvelle. Très vite, il est

apparu que toutes les méthodes n�avaient pas les mêmes propriétés et on a cherché à

pro�ter des avantages des di¤érentes méthodes [26].

3.3.1 Coopération méta/méta

Les coopérations étaient à l�origine essentiellement réalisées entre di¤érentes métaheuris-

tiques. A peu prés tous les types d�approches ont été proposés pour ce type de coopération,

fait que les métaheuristiques hybrides sont devenues maintenant assez classiques dans le

domaine de l�optimisation [5].

3.3.2 Coopération méta/exacte

Nous avons vu que les méthodes exactes permettaient de résoudre des petits problèmes

tandis que les (méta)heuristiques sont capables d�appréhender de grands problèmes sans

pouvoir donner la solution optimale ou prouver que la solution fournie est optimale.

Cependant les méthodes exactes peuvent néanmoins être utiles lorsque des sous-problèmes

peuvent être extraits du problème global. Leur résolution permet en e¤et de contribuer

à la recherche de la solution globale, soit en combinant judicieusement di¤érents sous-

problèmes, soit en hybridant résolution exacte de sous-problèmes et résolution heuristique
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du problème complet [15]. Cette constatation constitue le point de départ d�une approche

hybride, assez originale dans le contexte des problèmes d�optimisation combinatoire visant

à combiner résolutions exactes et métaheuristiques permettant de conserver aux mieux les

avantages de chacune des approches. Nous nous intéressons à la coopération méta/exacte,

a�n d�obtenir toujours de meilleurs résultats [26].
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CHAPITRE

4 Méthodes en deux phases

pour les problèmes

d�optimisation

bi-objectifs

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution du problème d�a¤ectation bi-

objectif par la méthode en deux phases proposée par Ulungu et Teghem [38].

4.1 Algorithmes de ranking

Un algorithme de ranking c�est un algorithme qui détermine les k-meilleures solutions d�un

problème mono-objectif, ce qui signi�e trouver k solutions x1; :::; xk telles que z(x1) �

z(x2) � ::: � z(xk) � z(x) pour tout x 2 X avec x 6= x1; :::; xk [32].

4.1.1 Algorithme de Cheggiredy et Hamacher

Cheggiredy et Hamacher [11] ont proposé plusieurs variantes d�algorithmes pour déter-

miner les k meilleurs couplage parfaits dans un graphe pondéré. En particulier, une des

variantes considère le cas d�un graphe biparti et peut donc être utilisée pour énumérer
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les k meilleures solutions d�un problème d�a¤ectation. Cet algorithme est une application

du principe d�exploration à l�aide d�un arbre binaire de recherche proposé par Hamacher

et Queyranne [23]. Pour appliquer ce principe, il est nécessaire de pouvoir déterminer la

deuxième meilleure solution d�un problème mono-objectif.

Dans un premier temps, la meilleure solution x1 et la deuxième meilleure solution x2 du

problème son déterminer. Ensuite, l�ensemble admissible X du problème est partitionné

en deux sous-ensembles X1 et X2 tel que x1 et la meilleure solution dans X1 et x2 est la

meilleure solution dans X2. Dans chacun de ces nouveaux sous-ensembles X1 et X2, on

détermine la deuxième meilleure solution x21 et x
2
2 respectivement. La comparaison de ces

deux nouvelles solutions permet d�obtenir la troisième meilleure solution x3 du problème.

Supposons par exemple que x3 = x22 alors X2 est renommé ~X2 et est partitionné en

deux sous-ensemble X2 et X3 tel que x2 et la meilleure solution dans X2 et x3 est la

meilleure solution dans X3. En comparant les deuxièmes meilleures solutions x21; x
2
2; x

2
3

respectivement dans X1; X2 et X3, on obtient la quatrième meilleure solution x4.

A la Keme itération de l�algorithme, l�ensemble admissible X est partitionné en K

ensembles X1; : : : ; Xk, et la meilleure et deuxième meilleure solution dans chacun de ces

sous-ensembles est connue. Une comparaison de chacune de ces deuxièmes meilleures

solutions x21; : : : ; x
2
K permet l�obtention de la (K + 1)eme meilleure solution dans X [32].

4.1.2 Algorithme de Murty

L�algorithme de Murty [28] est basé sur un partitionnement di¤érent de celui de Hamacher

et Queyranne. On note x1 la solution optimale du problème, ce n�est pas X qui est

partitionné cette fois, mais Xnfx1g.

En notant x1 = f(1; j1); :::; (n; jn)g, les ensembles Xi = fx 2 X : (1; j1); :::; (i �

1; ji�1) 2 x; (i; ji) =2 xg pour i = 1; :::; n � 1 forment une partition de Xnfx1g. La

deuxième meilleure solution se trouve donc dans un de ces ensembles. Il est facile de

trouver la solution optimale dans chacun des Xi; i = 1; :::; n� 1, en adaptant la matrice

des coûts puis en résolvant le problème d�a¢ ctation correspondant. Par comparaison des

solutions optimales dans Xi; i = 1; :::n; on obtient la deuxième meilleure solution dans X.
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Supposon que la deuxième meilleure solution dans X soit x2 = x1i , la solution optimale

dans Xi. Pour trouver la troisième meilleure solution, Xi est renommé ~X et ~Xnfx2g est

partitionné en n� i sous-ensembles, il y a en e¤et déja (i�1) a¤ectations imposées et une

interdite dans ~X. En notant x2 = f(1; j1); :::; (i�1; ji�1); (i; j0); :::; (n; j0n)g, les ensembles
~Xk = fx 2 ~X : (i; j0i); :::; (k � 1; j0k�1) 2 x; (k; j0k) =2 xg pour k = i; :::; n � 1, fortement

une partition de Xnfx2g. La solution optimale (si elle existe) est calculée dans chacun de

sous-ensembles ~Xk pour k = i; :::; n � 1. En comparant les solutions des sous ensembles
~Xk pour k = 1; :::; n � 1 et celle des sous-ensembles Xj, j = 1; :::i � 1; i + 1; n � 1, on

obtient la troisième meilleure solution x3.

A la keme itération de l�algorithme, l�ensemble Xnfx1; :::; xkg est partitionné en un

certain nombre de sou-ensemble dans lesquels on connait la solution optimale, la (k+1)eme

meilleure solution xk+1 en est déduit et l�ensemble X 0nfxk+1g a�n de déterminer la (k +

2)eme meilleure solution si cela est nécessaire. A chaque itération, on doit résoudre

au plus (n � 1) problème d�a¤ectation, chaque solution est donc générée en O(n4). La

détermination des k meilleures solutions d�un problème d�a¤ectaion avec cette méthode

est donc en O(kn4) [32].

4.1.3 Algorithme de Pascoal et al

L�algorithme de Pascoal et al [30] est une amélioration de celui de Murty. Le parti-

tionnement utilisé est le même, et l�avantage de cet algorithme est qu�à chaque itéra-

tion il détermine au plus n � 1 plus courts chemins dans des graphes avec 2n sommets

alors que l�algorithme de Cheggiredy et Hamacher [11] détermine au plus 2n plus courts

chemins (n pour chaque nouvel ensemble du partitionnement) dans un graphe avec au plus

2n sommets. Et pour dérerminer les k meilleures solutions d�un problème d�a¢ ctation,

l�algorithme de Pascoal et al a une complexité en O(kn3) [15].
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4.2. Méthode en deux phases

4.2 Méthode en deux phases

La méthode en deux phases [37, 38] est un schéma général de résolution pour les problèmes

d�optimisation combinatoire bi-objectif. La phase 1 varie très peu en général et la phase

2 doit être spéci�que au problème.

4.2.1 Phase 1 : Détermination des solutions supportées

La phase 1 est une variant de la méthode dichotomique de Aneja et Nair [4]. Elle détermine

un ensembleXSEM . On note S l�ensemble des solutions e¢ caces obtenues par l�algorithme.

S  fx1; x2g est initialisé avec les deux solutions lexicographiquement optimales corre-

spondants respectivement à lexminx2X(z1(x); z2(x)) et lexminx2X(z2(x); z1(x)).

Pendant la recherche dichotomique, les solutions de S sont triées par valeur croissante

de z1. Deux solutions consécutives qui ne sont pas équivalentes xr et xs telles que z1(xr) <

z1(x
s) et z2(xr) > z2(xs), son considérées. Un problème d�optimisation (2AP�) avec �1 =

z2(x
r) � z2(xs) et �2 = z1(x

s) � z1(xr) est résolu et toutes les solutions optimales son

énumérées. La recherche dichotomique est initialisée avec xr = x1 et xs = x2 [32].

Remarque 4.2.1 Dans les algorithmes, les symboles #; " et l indiquent le mode de trans-

mission des paramètres dans les procédures : ils correspondent respectivement au mode en-

trée, sortie et entrée/sortie. Le symbole �j indique le début d�une ligne de commentaires:

Algorithme 4.2.1 La phase 1.

Paramètres l : S

- -j Détermination de l�ensemble R des solutions optimales x de (2AP�) :

- -j minf�1z1(x) + �2z2(x) : x 2 Xg

- -j où �1 = z2(xr)� z2(xs), et �2 = z1(xs)� z1(xr)

- -j C�ij = �1C
1
ij + �2C

2
ij , i = 1; :::; n; j = 1; :::; n

SolveAP (C� #; x "; C� "); enumerate (C� #; x #; R ");

S S [R

Si fz�(x) : x 2 Rg \ [z(xr)z(xs)] = ? Alors
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4.2. Méthode en deux phases

- -j Cas a)

- -j Soient xt1 et xt2 ;les solutiont de R avec respectivement les valeurs minimales et

maximales pour z1

SolveRecursion (xr #; xt1 #; S l); SolveRecursion (xt2 #; xs #; S l)

Fin Si

- -j Si {z�(x) : x 2 R}� [z(xr)z(xs)] alors

- -j Cas b) : rien à faire

Soit R = fxt : t 2 T g l�ensemble des solutions optimales de (2AP�), où T est un

ensemble d�indice tel que jT j est le nombre de solution optimales de (2AP�). Pour deux

point yr et ys dans R2, nous notons [yrys] le segment joignant les points yr et ys. Il y a

deux cas possibles :

a) z(R)\[z(xr)z(xs)], voir �gure 4.2.1. Alors toutes les solution xt sont de nouvelles

solutions supportées et sont ajoutées à S. ensuit les solutions de fxt : t 2 T g avec les

valeurs minimales et maximales pour z1 sont calculées. Soient xt1 et xt2 les solution où le

minimum et le maximum sont atteints. Pour poursuivre la recherche dichotomique, deux

nouveaux problèmes dé�nis par une somme pondérée sont considérés : un dé�ni par les

solutions xr et xt1 et un autre dé�ni par les solutions xt2et xs (en utilisant la procédure

SolveRecursion dans l�algorithme 4.2.1). Il n�est pas nécessaire de considérer un problème

pondéré dé�ni par deux solutions dans R parce que le poids � obtenu est alors le même

que celui dé�ni par xr et xs et que par conséquent aucune nouvelle solution ne peut être

obtenue.

b) z(R) � [z(xr)z(xs)], voir �gure 4.2.2. Alors toutes les solutions xt sont des solutions

supportées et les nouvelles solutions éventuelles sont ajoutées à S, mais aucun nouveau

problème pondéré n�est généré.

41



4.2. Méthode en deux phases

Fig 4.2.1- Phase 1, Cas a) Fig 4.2.2- Phase 1, Cas b)

La phase 1 s�arrête s�il n�y a plus aucun problème pondéré (2AP�) à résoudre, on a alors

S = XSEM . Remarquons que sans l�application de l�algorithme d�énumération, on retouve

exactement la méthode de Aneja et Nair [4] qui permet seulement la détermination d�un

ensemble XSE1m et éventuellement quelques autres solutions supportées. L�algorithme

d�énumération est donc nécessaire pour garantir l�obtention d�un ensemble XSE2m et bien

sûr d�un ensemble XSEM [32]:

4.2.2 Phase 2 : Détermination des solutions non-supportées

Dans la phase 2, des solutions x 2 X telles que z(x) se situe dans le triangle dé�ni par

deux points supportés consécutifs z(xr) et z(xs) dans l�espace des objectifs sont déter-

minées. A�n de limiter l�exploration dans le triangle considéré, des bornes inférieures et

supérieures sur la valeur des fonctions objectifs ont été proposées par Ulungu et Teghem

[38] et Tuyttens et al [37].

Borne supérieure de Tuyttens et al

Dans la phase 2, chaque triangle dé�ni par deux points supportés consécutifs et le point

nadir doit être exploré. Soient xr et xs deux solutions supportées consécutive dans XSEm,

et � le poids pour lequel xr et xs sont deux solutions optimales de (2AP�). Ulungu et

Teghem [38] etTuyttens et al [37] ont proposé des bornes supérieures sur la valeur de la
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4.2. Méthode en deux phases

fonction objectif z� dé�nie par �1z1(x)+ �2z2(x) pour les solutions e¢ caces x avec z(x)

dans le triangle dé�ni par z(xr) et z(xs). Soit �(z(xr); z(xs)) l�intérieur de ce triangle.

Dans la phase 2, les points réalisables dans une bande du triangle �(z(xr); z(xs))

doivent être énumérés. Une bande est une zone dans le triangle entre la droite (z(xr)z(xs))

et une droite parallèle à celle-ci. Dans le pire des cas, la droite parallèle contient le point

(z1(x
r)z2(x

s)), donc toute solution x telle que z(x) se situe dans le triangle doit être

énumérée. L�utilisation de bornes supérieures permet de rapprocher la droite parallèle de

(z(xr)z(xs)) [32]:

Exploration des triangles

Soient xr et xs deux solutions supportées consécutives dans XSEm et � le poids tel que

xr et xs sont des solutions optimales de (2AP�). La phase 2 détermine des solutions

admissibles x telles que :

z1(x
r) < z1(x) < z1(x

s)etz1(x
r) > z1(x) > z1(x

s)

Bien sûr, les points correspondants à toutes ces solutions se situent dans le triangle

�(z(xr); z(xs)). Pour l�exploration des triangles �(z(xr); z(xs)) nous recherchons des

solutions par valeur croissante de z� jusqu�à ce qu�une des bornes supérieures �i(i =

1; 2) soit atteinte. Cela peut être réalisé avec un algorithme de ranking, c�est-à-dire un

algorithme qui détermine les solutions par ordre croissant par rapport à leurs valeurs pour

z�.

C�est un choix naturel dans la méthode en deux phases. En e¤et, ce choix ne trahit

pas l�esprit original de la méthode car il n�implique aucune modi�cation de la structure du

problème. Par rapport à une stratégie de �xation de variable, l�utilisation d�un algorithme

de ranking a deux avantages naturels : il n�y aucune redondance et l�exploration est

ordonnée, grâce à la monotonie de l�énumération par rapport à z�.

L�application de cette stratégie d�exploration requiert un algorithme de ranking e¢ -

cace. Pour le problème d�a¤ectation, les algorithmes de ranking ont été décrire dans la

section 4:1.
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4.2. Méthode en deux phases

Nous considérons le problème (2AP ) pour lequel les solutions supportées consécutives

xr et xs sont optimales et nous appliquons un algorithme pour déterminer les k meilleures

solutions. Et pour chaque solution obtenue pendant l�exploration, nous véri�ons s�il est

nécessaire de mettre à jour XPE et par conséquent la borne supérieure.

La procédure s�arrête dès l�obtention d�une première solution x telle que z� > �i pour

i = 1 ou 2 [32].

Remarque 4.2.2 Toute solution x non dominée au moment de son obtention le sera

dé�nitivement. En e¤et, s�il existe une autre solution x0 telle que z(x0) � z(x), alors

nécessairement z�(x0) < z�(x), ce qui implique que x0 a déjà été obtenue [39].

Algorithme 4.2.2 La phase 2.

Paramètres # : C1; C2; XSEm

Paramètres " : S : XNE

S  ?

Pour tout xr; xs solutions consécutives dans XSEm faire

- -j C� = [�1c1ij+�2c2ij] avec �1 = z2(xr)�z2(xs), et �2 = z1(xs)�z1(xr); yN = (ys1; yr2):

SolveAP (C� #; x "; C� ")

- -jC� la matrice des coût réduit de z�

L f(i; j) : c�ij > 0g

R ? - -jR est la liste des solutions e¢ caces du triangle 4(yr; ys)

BS  �1y
s
1 + �2y

r
2 - -j BS est la valeure initiale pour la borne supérieure

Si BS > z� (xr) Alors

Pour tout (i; j) 2 L faire

Teste Si la présence de l�a¤ectation (i; j) donne une solution à l�extérieure du triangle

c�ij  1

Fin Si

Fin Pour

Si L 6= ?Alors

�j debut du Ranking
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4.2. Méthode en deux phases

K  0

Tant que (z� (xK) � BS) faire

K  K + 1

Appliquer K-best (K #; C� #; xK ") - -jCalculer la prochaine

meilleure solution

Si xK est dans le triangle 4(yr; ys) et xK est non dominé (par tous les

éléments de R)

R R [ fxKg

calculer la nouvelle borne supérieure

Fin Si

Fin Tant que

Fin Si

Fin Si

S  S [R

Fin Pour tout

Fig 4.2.3 �Exemple d�exécution de la méthode du ranking dans un triangle �(y1; y2)

dans le cadre de la seconde phase.
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4.2. Méthode en deux phases

Exemple 4.2.1 Nous considérons une instance du problème d�a¢ ctation bi-objectif

(2AP ) dé�nie par les matrices de coûts suivantes.

C1 =

26666664
1 5 7 4

9 7 9 9

5 5 11 5

8 7 8 5

37777775 C2 =

26666664
9 6 4 8

7 5 9 6

5 8 7 11

6 3 2 10

37777775

PHASE 1

En applique la dichotomie sur ce problème. Avec l�initialisation, nous obtenons deux

solutions :

x1 = fx11 = x23 = x32 = x44 = 1g dont le point correspondant est y1 = (20; 36).

x2 = fx13 = x24 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y2 = (28; 18).

La normale à la droite joignant les points y1 et y2 est � = (18; 8).

En résolvant le problème

(P(18;8)) =

26666664
90 138 158 136

218 166 234 210

130 154 254 178

192 150 160 170

37777775
Nous obtenons une nouvelle solution supportée :

x3 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y3 = (24; 20).

y3 \ [y1y2] = ? donc x3 est une nouvelle solution supportée et S = fx1; x2; x3g:

La normale à la droite joignant les points y1 et y3 est � = (16; 4).

Pour rechercher une nouvelle solution avec � = (16; 4) on résout le problème

(P(16;4)) =

26666664
52 104 128 96

172 132 180 168

100 112 204 124

152 124 136 120

37777775
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Nous obtenons une nouvelle solution supportée :

x4 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g dont le point correspondant est y4 = (21; 27).

y4 \ [y1y3] = ? donc x4 est une nouvelle solution supportée et S = fx1; x2; x3; x4g:

La normale à la droite joignant les points y1 et y4 est � = (9; 1).

En résolvant le problème

(P(9;1)) =

26666664
18 51 67 44

88 68 90 87

50 53 106 56

78 66 74 55

37777775
Nous obtenons la solution

x5 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g dont le point correspondant est y5 = (21; 27).

y5 \ [y1y4] = y4 donc x5 = x4 et S = fx1; x2; x3; x4g.

La normale à la droite joignant les points y4 et y3 est � = (7; 3).

En résolvant le problème

(P(7;3)) =

26666664
34 53 61 52

84 64 90 81

50 59 98 68

74 58 62 65

37777775
Nous obtenons la solution :

x7 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y7 = (24; 20).

y7 \ [y4y3] = y3donc x7 = x3 et S = fx1; x2; x3; x4g:

La normale à la droite joignant les points y3 et y2 est � = (2; 4).

En résolvant le problème
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(P(2;4)) =

26666664
38 34 30 40

46 34 54 42

30 42 50 54

40 26 24 50

37777775
Nous obtenons la solution :

x6 = fx13 = x24 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y6 = (28; 18).

y6 \ [y3y2] = y2donc x6 = x2 et S = fx1; x2; x3; x4g:

Fig 4.2.4 - La phase 1 appliquer au problème d�a¤ectation bi-objectif

PHASE 2
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Pour trouver les solutions non supportées on doit explorer les triangles �(y1; y4),

�(y4; y3) et �(y3; y2) utilisant le ranking :

I) On recherche dans le triangle �(y1; y4) dont le point nadir local est yN = (21; 36):

La normale à la droite joignant les points y1 et y4 est � = (9; 1).

et (P(9;1)) =

26666664
18 51 67 44

88 68 90 87

50 53 106 56

78 66 74 55

37777775
I.1) Pour applique l�algorithme de ranking on choisit de commencer par le point

y1 = (20; 36) tel que la solution correspondante est x1 = fx11 = x23 = x32 = x44 = 1g:

On interdit l�a¤éctation (1; 1), on aura :

26666664
1 51 67 44

88 68 90 87

50 53 106 56

78 66 74 55

37777775
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x7 = x3 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y7 = y3 =

(24; 20), alors S = fx1; x2; x3; x4g:

* On force l�a¤éctation (1; 1) et on interdit (2;3), on aura :26664
68 1 87

53 106 56

66 74 55

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x8 = x4 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g dont le point correspondant est y8 = y4 =

(21; 27), alors S = fx1; x2; x3; x4g:
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* On force l�a¤éctation (1; 1) et (2; 3) et on interdit (3; 2), on aura :

241 56

66 55

35
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x9 = fx11 = x23 = x34 = x42 = 1g dont le point correspondant est y9 = (22; 32).

On a y91 > y
N
1 donc y

9 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4g

I.2) Quand on impose l�a¤ectation (1; 1) et on interdit (2; 3), nous obtenons la solution

x4 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g tel que le point correspondant est y4 = (21; 27) qui est

un point non dominé supporté, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (2; 2) et on

aura :

26664
1 1 87

53 106 56

66 74 55

37775

En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x10 = fx11 = x24 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y10 = (23; 22).

On a y101 > yN1 donc y
10 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4g.

* On force l�a¤ectation (2; 2) et on interdit (3; 4), on aura :

24106 1
74 55

35
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x11 = fx11 = x22 = x33 = x44 = 1g dont le point correspondant est y11 = (24; 31).

On a y111 > yN1 donc y
11 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4g.
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Fig 4.2.5 - Exploration de triangle �(y1; y4):

II) On recherche dans le triangle �(y4; y3) dont le point nadir local est yN = (24; 27):

La normale à la droite joignant les points y4 et y3 est � = (7; 3).

et (P(7;3)) =

26666664
34 53 61 52

84 64 90 81

50 59 98 68

74 58 62 55

37777775
II.1) On commence par le piont y4 = (21; 27) tel que la solution correspondante est

x4 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g:

* On interdit l�a¤ectation (1; 1), on aura :
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26666664
1 53 61 52

84 64 90 81

50 59 98 68

74 58 62 55

37777775
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x12 = x3 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y12 = y3 =

(24; 20), alors S = fx1; x2; x3; x4g:

* On force l�a¤ectation (1; 1) et on interdit (2; 2), on aura :

26664
1 90 81

59 98 68

58 62 65

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x13 = fx11 = x24 = x32 = x43 = 1g dont le point correspondant est y13 = (23; 25).

On a y131 < yN1 et y132 < yN2 donc x13 est une solution non-supportée, et S =

fx1; x2; x3; x4; x13g.

* On force l�a¤ectation (1; 1); (2; 2) et on interdit (3; 4), on aura :

2498 1
62 65

35
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution

:

x14 = fx11 = x22 = x33 = x44 = 1g dont le point correspondant est y14 = (24; 31).

On a y142 > yN2 donc y
14 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g.
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II.2) Quand on interdit l�a¤ectation (1; 1), nous obtenons la solution x3 = fx11 =

x22 = x34 = x43 = 1g tel que le point correspondant est y3 = (24; 20) qui est un point non

dominer supporté, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (1; 4) et on aura :

26666664
1 53 61 1

84 64 90 81

50 59 98 68

74 58 62 65

37777775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x15 = fx13 = x22 = x31 = x44 = 1g dont le point correspondant est y15 = (24; 24).

On a y151 = yN1 donc y
15 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g.

* On force l�a¤ectation(1; 4) et on interdit (2; 2), on aura :

26664
84 1 90

50 59 98

74 58 62

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x16 = fx14 = x23 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y16 = (25; 25).

On a y161 > yN1 donc y
16 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:

* On force l�a¤ectation (1; 4); (2; 2) et on interdit (3; 1), on aura :

241 98

74 62

35
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x17 = fx11 = x22 = x33 = x41 = 1g dont le point correspondant est y17 = (30; 26).
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On a y171 > yN1 donc y
17 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:

II.3) Quand on impose l�a¤ectation (1; 1) et on interdit (2; 2) nous obtenons la solution

x13 = fx11 = x24 = x32 = x43 = 1g tel que le point correspondant est y13 = (23; 25) qui

est un point non dominé non-supporté, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (2; 4)

et on aura :

26664
1 90 1

59 98 68

58 62 65

37775

En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x18 = x1 = fx11 = x23 = x32 = x44 = 1g dont le point correspondant est y18 = y1 =

(20; 36), alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:

* On force l�a¤ectation (2,4) et on interdit (3; 2), on aura :

241 98

58 62

35
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x19 = fx11 = x24 = x33 = x42 = 1g dont le point correspondant est y19 = (28; 25):

On a y191 > yN1 donc y
19 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g.

II.4) Quand on interdit l�a¤ectation (1; 1), (1; 4) nous obtenons la solution x15 =

fx13 = x22 = x31 = x44 = 1g tel que le point correspondant est y15 = (24; 24) qui est un

point dominée, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (1; 3) et on aura :
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26666664
1 53 1 1

84 64 90 81

50 59 98 68

74 58 62 65

37777775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x20 = fx12 = x24 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y20 = (27; 19).

On a y201 = yN1 donc y
20 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g.

* On force l�a¤ectation (1; 3) et on interdit (2; 2), on aura :

26664
84 1 81

50 59 68

74 58 65

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x21 = x2 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y21 = y2 =

(28; 18), alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:

* On force l�a¤ectation (1; 3); (2; 2) et on interdit (3; 1), on aura :

241 68

74 65

35
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x22 = fx13 = x22 = x34 = x41 = 1g dont le point correspondant est y22 = (27; 26).

On a y221 > yN1 donc y
22 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:
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4.2. Méthode en deux phases

Fig 4.2.6 - Exploration de triangle �(y4; y3):

III)On recherche dans le triangle�(y3; y2) dont le point nadir locale est yN = (28; 20):

La normale à la droite joignant les points y3 et y2 est � = (2; 4).

et (P(2;4)) =

26666664
38 34 30 40

46 34 54 42

30 42 50 54

40 26 24 50

37777775
III.1) On commence par le point y3 = (24; 20) tel que la solution correspondant est

x3 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g:

* On interdit l�a¤ectation (1; 4), on aura :
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4.2. Méthode en deux phases

26666664
38 34 30 1

46 34 54 42

30 42 50 54

40 26 24 50

37777775
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x23 = x2 = fx13 = x24 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y23 = y2 =

(28; 18), alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g:

* On force l�a¤ectation (1; 4) et on interdit (2; 2), on aura :

26664
46 1 54

30 42 50

40 26 24

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x24 = fx14 = x23 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y24 = (25; 25).

On a y242 > yN2 donc S = fx1; x2; x3; x4; x13g.

* On force l�a¤ectation (1; 4); (2; 2) et on interdit (3; 1), on aura :

241 50

40 24

35
Après la résolution du problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solu-

tion:

x25 = fx14 = x22 = x33 = x41 = 1g dont le point correspondant est y25 = (30; 26).

On a y251 > yN1 et y
25
2 > yN2 donc y

25 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13g.
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4.2. Méthode en deux phases

III.2) Quand on interdit l�a¤ectation (1; 4) , nous obtenons la solution x2 = fx13 =

x24 = x31 = x42 = 1g tel que le point correspondant est y2 = (28; 18) qui est un point non

dominer supporté, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (1; 3) et on aura :

26666664
38 34 1 1

46 34 54 42

30 42 50 54

40 26 24 50

37777775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x26 = fx12 = x24 = x31 = x44 = 1g dont le point correspondant est y26 = (27; 19).

On a y261 < yN1 et y262 < yN2 donc y26 est point non-dominé non-supporté. Alors

S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g.

* On force l�a¤ectation(1; 3) et on interdit (2; 4), on aura :

26664
46 34 1

30 42 50

40 26 50

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x27 = fx13 = x22 = x31 = x44 = 1g dont le point correspondant est y27 = (24; 24).

On a y272 > yN2 donc y
27 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g:

* On force l�a¤ectation (1; 3); (2; 4) et on interdit (3; 1), on aura :

241 42

40 26

35
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :
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4.2. Méthode en deux phases

x28 = fx13 = x24 = x32 = x41 = 1g dont le point correspondant est y28 = (29; 24).

On a y281 > yN1 et y
28
2 > yN2 donc y

28 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g:

III.3) Quand on interdit l�a¤ectation (1; 4); (1; 3) nous obtenons la solution x26 =

fx12 = x24 = x31 = x44 = 1g tel que le point correspondant est y26 = (27; 19) qui est un

point non dominer non-supporté, alors pour continue on interdit l�a¤ectation (1; 2) et on

aura :

26666664
38 1 1 1

46 34 54 42

30 42 50 54

40 26 24 50

37777775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x29 = x13 = fx11 = x24 = x32 = x43 = 1g dont le point correspondant est y29 = y13 =

(23; 25), alors S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g:

* On force l�a¤ectation (1;2) et on interdit (2; 4), on aura :

26664
46 54 1

30 50 54

40 24 50

37775
En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x30 = fx12 = x21 = x34 = x43 = 1g dont le point correspondant est y30 = (27; 26):

On a y302 > yN2 donc y
30 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g.

* On force l�a¤ectation (1;2) et (2;4) on interdit (3; 1), on aura :

241 50

40 24

35

59



4.2. Méthode en deux phases

En résolvant le problème avec l�algorithme hongrois, nous obtenons une solution :

x31 = fx12 = x24 = x33 = x41 = 1g dont le point correspondant est y31 = (33; 25):

On a y311 > yN1 et y
31
2 > yN2 donc y

31 est dominé. Alors S = fx1; x2; x3; x4; x13; x26g.

Fig 4.2.7 - Exploration de triangle �(y3; y2):

Les solutions e¢ caces de ce problème sont:

- x1 = fx11 = x23 = x32 = x44 = 1g dont le point correspondant est y1 = (20; 36).

- x2 = fx13 = x24 = x31 = x42 = 1g dont le point correspondant est y2 = (28; 18).

- x3 = fx14 = x22 = x31 = x43 = 1g dont le point correspondant est y3 = (24; 20).

- x4 = fx11 = x22 = x34 = x43 = 1g dont le point correspondant est y4 = (21; 27).

- x13 = fx11 = x24 = x32 = x43 = 1g dont le point correspondant est y13 = (23; 25).

-x26 = fx12 = x24 = x31 = x44 = 1g dont le point correspondant est y26 = (27; 19).

Les points y1; y2; y3et y4 sont supportés, et y13; y26 sont non-supporté.
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4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

Fig 4.2.8 - Résultats de l�application de la méthode en deux phase sur l�exemple 4.2.1.

4.3 Application de la méthode des deux phases aux

problèmes d�a¤ectation avec 1 contrainte de type

sac à dos

On considère(P ) le problème d�a¤ectation avec 1 contrainte de type sac à dos :
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4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

minZ =
nP
i=1

nP
j=1

cijxij

nP
i=1

nP
j=1

dijxij � b
nP
j=1

xij = 1 i = 1; :::n

nP
i=1

xij = 1 j = 1; :::n

xij � 0 ; entier pour tout (i; j)

(P ) est un problème mono-objectif, et qui a été déjà résolu avec la méthode Branch

and Bound. Mais nous, nous intéressons à sa résolution avec la méthode en deux phases,

et pour cela en le transforment en un problème bi-objectif c�est-à-dire en considérant :

min
nP
i=1

nP
j=1

cijxij comme le premier objectif et min
nP
i=1

nP
j=1

dijxij comme le second .

Soit x1 et x2 les deux solutions initiales (lexicographiques). Nous appliquons la phase

1 mais en considération de la valeur de b, on aura trois cas possible :

1. z2(x1) > b et z2(x2) > b; alors il n�ya pas de solution, S = ?.

2. z2(x
1) < b et z2(x2) < b; alors x1 est une solution optimale et la contrainte

nP
i=1

nP
j=1

dijxij est redondante.

3. z2(x1) > b et z2(x2) � b; alors on résout le problème (P�), � déduit à partir de x1

et x2 et on trouve une solution x3.

Si z2(x3) � b en continue la recherche dichotomique, alors un nouveau problème (P�)

est dé�nis avec � est déduit à partir de x1 et x3. Sinon, si z2(x3) > b alors � est déduit à

partir de x3 et x2.

On répète la même procédure jusqu�à trouver une solution déjà existante, a�n d�explorer

le triangle 4(yk; yk
0
) (triangle critique) dé�nis par les deux point yk, yk

0
et le point nadir

yN = (yk
0

1 ; y
k
2).
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4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

Fig 4.2.9 - La phase 1 appliqué au problème d�a¤ectation avec 1 contrainte de type

sac à dos.

Dans la deuxième phase, on détermine le triangle d�exploration. On commence par

rechercher la deuxième meilleure solution xm tel que le point correspondant est ym =

(ym1 ; y
m
2 ).

Soit ys = (ys1; b) l�intersection de la droit (B) : (z
2 = b) est le segment [ykyk

0
] et

yc = (yk
0

1 ; b) l�intersection de la droit (B) et le segment [y
k0yN ]. Pour déterminer ys1, on

utilise ce qui suit:

D�après le théorème de Thalès on a :

x

�2
=
(b� yk

0

2 )

�1
; avec x = yk

0

1 � ys1:::(1)

donc :

x =
�2
�1
(b� yk02 ):::(2)
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4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

D�après (1) et (2) on déduit que ys1 = y
k
0

1 � �2
�1
(b� yk

0

2 ). Alors le triangle d�exploration

est 4(ym; ys) qui est dé�nir par les deux point ym, ys et le point nadir correspondant

yN1 = (ym1 ; b).

Si la meilleure prochaine solution xm1 est supportée, on explore 4(ym1ys). Sinon, si

xm1 est non-supportée alors le triangle d�exploration est 4(ym1; ys1) avec le point nadir

est yN2 = (ym11 ; b) et y
s1c�est l�intersection de la droit (B) : (z2 = b) avec la droite qui

passe par ym1, et qui est aussi parallèle à la droite (ykyk0). On répète cette procédure

jusqu�à qu�on trouve une solution xd dominé, qui véri�e (�1C1 + �2C2)xd � (�1zd1 + �2b).

Remarque 4.3.1 Cette exploration ne dépend pas du point ys1. Elle dépend uniquement

du point nadir.

Fig 4.2.10 - La phase 2 appliquer au problème d�a¤ectation avec 1 contrainte de type

sac à dos.

64



4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

Remarque 4.3.2 La contrainte de type sac à dos est également appelée contrainte sur

les ressources.

Remarque 4.3.3 Le schéma de résolution du problème d�a¤ectation avec 1 contrainte de

type sac à dos est semblable à celui de branch and bound, car la phase 2 (Ranking) se fait

avec une arboresence de résolution.

Exemple 4.3.1 On prend le même exemple que les deux phases [1].

C =

26666664
1 5 7 4

9 7 9 9

5 5 11 5

8 7 8 5

37777775 D =

26666664
9 6 4 8

7 5 9 6

5 8 7 11

6 3 2 10

37777775
avec b = 26:

PHASE 1

on appliquons la phase 1 on détermine le triangle critique 4(y4y3) avec y4 = (21; 27)

et y3 = (24; 20):

PHASE 2

En applique la phase 2 on trouve que la prochaine meilleure solution est X13 tel que

le point correspondant est y13 = (23; 25).

On explore le nouveau triangle, tel que le point nadir correspondant est Y N = (23; 26)

en trouve que tous les point sont dominés, ce qui veut dire que la meilleure solution est

x13.
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4.3. Application de la méthode des deux phases aux problèmes d�a¤ectation avec 1
contrainte de type sac à dos

Fig 4.2.11 - L�application de la méthode en deux phases sur l�exemple 4.3.1.

Discussion

La méthode deux-phases présente un schéma de résolution exacte très intéressant car

très général et qui ne dépend pas du problème. Son intérêt réside dans une décomposition

de l�espace de recherche et l�utilisation de méthodes mono-objectifs pour les di¤érentes ré-

solutions successives (recherche des extrêmes, résolution des agrégations...). Appliquer la

méthode deux-phases pour la résolution d�un problème bi-objectif nécessite donc d�avoir

une méthode mono-objectif e¢ cace (si possible polynomiale). C�est le cas pour les prob-

lèmes traités par Ulungu et Teghem, et c�est ce qui rend leur méthode performante pour

ces problèmes là [15].
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à la résolution des problèmes d�optimisation

combinatoire multi-objectif, pour cela nous traitons le problème d�a¤ectation comme cadre

d�application.

Avant de présenter la méthode, nous avons donné quelques rappels sur les notions fon-

damentales de l�optimisation combinatoire et nous avons présenté les principales notions,

propriétés et méthodes de résolution pour l�optimisation combinatoire multi-objectif.

Ensuite nous avons appliqué la méthode sur un exemple numérique, après l�adaptation

de la méthode en deux phases à un problème d�a¤ectation avec une contrainte sur les

ressources, nous avons repris le même exemple que l�a¤ectation.

Finalement, après l�application de la méthode sur un exemple, nous avons remar-

qué qu�elle peut être plus rapide que Branch and bound, car cette dernière explore tout

l�ensemble de solutions, alors que avec la méthode en deux phases c�est possible de trouver

la solution optimale après un nombre réduit d�itérations, car la recherche se fait dans un

triangle réduit.

Comme suite au présent travail, nous pouvons proposer un très grand nombre de

problèmes à étudier en perspective, pour ne citer que les suivants :

- Problème d�a¤ectation bi-objectif avec contrainte de ressource.

- Problème d�a¤ectation bi-objectif pour des problèmes autre que l�a¤ectation (voyageur

de commerce, problème de sac à dos, problème de transport. . . ).

- Améliorer les bornes (supérieures).

- Etude comparative avec les résultats donnés par le solveur Polyscip.

- Etc...
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Résumé
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la résolution des problèmes d�optimisation

combinatoire multi-objectif. Pour cela, nous traitons le cas du problème d�a¤ectation

bi-objectif.

La méthode en deux phases est un cadre de résolution générale qui a été proposée par

Ulungu et Teghem pour la résolution d�un problème d�a¤ectation bi-objectif.

L�application de cette méthode sur un problème d�a¤ectation avec une contrainte sur

les ressources nous a permis de déduire qu�elle peut être plus rapide que la méthode

Branch and bound.

Mots-clés: optimisations combinatoires multi-objectifs, méthode en deux phases,

problème d�a¤ectation bi-objectif.

Abstract

In this work, we are interested in solving multi-objective combinatorial optimization

problems. For this, we treat the case of bi-objective assignment problem.

The two-phase method is a general resolution framework that has been proposed by

Ulungu and Teghem for the resolution of a bi-objective assignment problem.

Applying this method to an allocation problem with a resource constraint allowed us

to deduce that it can be faster than the Branch and bound method.

Keywords: multi-objective combinatorial optimizations, two-phase method, bi-objective

assignment problem.




