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Introduction générale 

 

Les mécanismes de formation des écoulements de films liquides sont très divers (figure 1) 

[24]. Ils peuvent apparaître simplement sous l’effet de la gravité, ces films «tombants» 

(Figure2) peuvent être observés sur les vitres ou les trottoirs inclinés les jours de pluie. Les 

ondes qui apparaissent à l’interface donnent naissance à des structures étonnantes.  

Les écoulements des films minces sont rencontrés dans de nombreux domaines industriels 

et naturels. La stabilité de l’interface entre deux ou plusieurs couches de fluides visqueux en 

écoulement laminaire a fait l’objet de nombreux [1] travaux tant du point de vue théorique 

qu’expérimental [2]. Ces écoulements sont devenus l’objet d’études depuis plusieurs 

décennies et certains cas sont toujours un sujet d’actualité. De ce fait, plusieurs hypothèses 

d’étude ont été émises et diverses théories élaborées dans le but de comprendre les 

phénomènes rencontrés dans ce type d’écoulement. 

 

 
 

                 Figure(2)                                                                                                   Figure(1) 

L’objectif de ce travail est d’étudier l’instabilité de l’interface dans l’écoulement sur un plan 

incliné d’un fluide visqueux soumis à l’effet d’un champ électromagnétique. Un contrôle de 

l’interface a été imposé. Ce travail développe un modèle basé sur la théorie des grandes 
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longueurs d’onde qui conduit à une équation d’évolution des ondes de la surface libre avec 

une petite amplitude. Cette équation permet de déterminer les conditions critiques 

d’apparition des instabilités, c’est ainsi que le problème a été résolu par Benney [4], dans le 

cas d’un écoulement d’un film mince sur un plan incliné. 

Ce mémoire est structuré comme suit : 

• Le premier chapitre traite Les équations du mouvement ainsi que les conditions 

aux  limites associées. Elles sont exprimées en coordonnées cartésiennes 2D, puis 

écrites sous forme adimensionnelle. 

• Le second chapitre relate les travaux et les efforts de modélisation entrepris dans 

le domaine des films minces. Le principe d’une analyse asymptotique aux faibles 

nombres de Reynolds sera décrit. Les hypothèses simplificatrices effectuées nous 

ont conduits à une équation de surface pour chaque ordre. 

• La stabilité de l’interface est étudiée dans le troisième chapitre, il s’agit de 

regarder la stabilité de l’écoulement de base vis-à-vis de perturbations à 

l’interface, puis examiner la compétition entre les effets sur la stabilité de 

l’interface séparant le film de l’air. 

Nous terminons notre travail par une conclusion générale où sont mis en évidence les 

résultats obtenus. 
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Chapitre I : Equations du mouvement 
d’un film liquide mince sur un plan 
incliné 

 

Ce chapitre est consacré à la description du problème dont nous nous sommes intéressés, 

celui d’un film liquide mince soumis à  l’effet d’un champ électromagnétique. Nous allons 

présenter la formulation mathématique du problème, où nous allons introduire les 

équations de la magnétohydrodynamique ainsi que les conditions aux limites 

correspondantes. On recherchera après une solution en régime  stationnaire et uniforme et 

on écrira  les équations et les conditions aux limites sous forme adimensionnée.  

I-1- Introduction : 

La résolution d’un problème de dynamique des fluides demande normalement de calculer 

diverses propriétés des fluides comme la vitesse, la viscosité, la densité, la pression et la 

température en tant que fonctions de l’espace et du temps. 

On s’est intéressés à des fluides newtoniens, ce sont des fluides dont la viscosité est 

constante quelle que soit l’intensité du cisaillement qui lui est appliqué. La majorité des 

fluides rencontrés dans la nature sont newtoniens. L’eau et l’air en sont les exemples les plus 

représentatifs. Le comportement d’un fluide newtonien est caractérisé par une dépendance 

linéaire entre les composantes du tenseur des contraintes et les valeurs instantanées du 

tenseur des déformations. Le coefficient de proportionnalité étant la viscosité dynamique.  

-Écoulement à surface libre : 

La surface libre est l’interface entre l’air et un fluide quelconque, nous supposerons que la 

pression y est égale à la pression atmosphérique. L’écoulement dans les canaux naturels et 

artificiels est dans la plupart des cas, des écoulements à surface libre.                     

Dans un fluide, spécifiquement pour chaque particule, il y a un ensemble de forces 

appliquées qui diffèrent par leur nature. Il y a en effet deux types de forces, des forces 

12 
 



volumiques (telles que les forces de gravité et les forces électromagnétiques) et des forces 

surfaciques (les forces d’origine visqueuse par exemple et les contraintes de pression). 

En général, le mécanicien des fluides doit s’occuper de l’effet de la force dominante. Dans la 

plupart des problèmes d’écoulement des fluides, la pesanteur, la viscosité et l’élasticité sont 

prépondérantes, mais pas toujours simultanément. 

L’importance relative des différentes forces agissant sur un liquide est calculée par des 

nombres adimensionnels représentant les rapports  entre  ces forces. L’analyse   

dimensionnelle permet de déterminer ces rapports. Nous verrons tout cela à la fin du 

chapitre [26]. 

I-2- Loi fondamentale de la dynamique des fluides : 

Le principe de base de la dynamique des fluides désigne une loi de physique mettant en 

relation la masse d’un objet 𝑚𝑚 et son accélération �⃗�𝐻 (2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 loi de Newton)comme point de 

départ  menant à l’équation fondamentale de l’hydrodynamique. On peut également la voir 

comme découlant du principe des puissances virtuelles qui en est une formulation duale, 

elle s’énonce ainsi : [4]  

                                                         ∑ �⃗�𝐹𝑒𝑒𝜕𝜕𝐷𝐷 = 𝑚𝑚�⃗�𝐻                                                     (I.1) 

Pour une particule fluide de masse 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , elle s’écrit  

                                                    ∑𝜌𝜌�⃗�𝐹𝑒𝑒𝜕𝜕𝐷𝐷 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉��⃗

𝑑𝑑𝐷𝐷
                                               (I.2) 

   

I.e. 

                                                 𝜌𝜌�⃗�𝐹𝜂𝜂 + 𝜌𝜌�⃗�𝐹𝑠𝑠 + 𝜌𝜌�⃗�𝐹𝑣𝑣 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑉𝑉��⃗

𝑑𝑑𝐷𝐷
                                (I.3) 

 

La dérivée particulaire étant donnée par : 

                                                       𝑑𝑑𝑉𝑉
��⃗

𝑑𝑑𝐷𝐷
= 𝜕𝜕𝑉𝑉��⃗

𝜕𝜕𝐷𝐷
+ �𝑉𝑉�⃗ ⋅ 𝛻𝛻�⃗ �𝑉𝑉�⃗                                         (I.4) 
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Et les expressions des différences forces : 

-Force de viscosité :𝜌𝜌�⃗�𝐹𝜂𝜂 = 𝜇𝜇𝜌𝜌𝜌𝜌∆��⃗ 𝑉𝑉�⃗  

- Force de pression :𝜌𝜌�⃗�𝐹𝑠𝑠 = −(𝑔𝑔𝑔𝑔𝐻𝐻𝜌𝜌������������⃗ 𝑃𝑃)𝜌𝜌𝜌𝜌 

-Force de gravité:𝜌𝜌�⃗�𝐹𝑣𝑣 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌�⃗�𝑔 

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌�⃗�𝑔 − (𝑔𝑔𝑔𝑔𝐻𝐻𝜌𝜌������������⃗ 𝑉𝑉)𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝜇𝜇𝜌𝜌𝜌𝜌∆��⃗ 𝑉𝑉�⃗ = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌(𝜕𝜕𝑉𝑉
��⃗

𝜕𝜕𝐷𝐷
+ (𝑉𝑉�⃗ 𝛻𝛻�⃗ ) ⋅ 𝑉𝑉�⃗ )                                 (I.5) 

En divisant par l’élément de volume 𝜌𝜌𝜌𝜌, on obtient l’équation de Navier- Stokes : 

𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝑉𝑉
��⃗

𝜕𝜕𝐷𝐷
+ �𝑉𝑉�⃗ ⋅ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝐻𝐻𝜌𝜌����������⃗ (𝑉𝑉)�.𝑉𝑉�⃗ � =           −𝛻𝛻�⃗ 𝑃𝑃           +         𝜌𝜌�⃗�𝑔      +    𝜇𝜇∆��⃗ 𝑉𝑉�⃗                      (I.6) 

Nous allons ci-après présenter les équations relatives au problème étudié, et préciser les 

hypothèses simplificatrices de ces équations. Une solution à l’équilibre est ensuite obtenue, 

ce qui permet de choisir une vitesse caractéristique, afin d’effectuer une analyse 

dimensionnelle du problème. Cela permet de mettre en évidence les grandeurs 

caractéristiques de l’étude et les principaux effets physiques sont représentés par les 

nombres sans dimension. 

I-3- Formulation du problème : 

Dans un souci de simplicité, nous nous limiterons au cas 2D. L’extension aux écoulements 3D 

ne pose pas de problème particulier mais les premières instabilités étant  bidimensionnelles, 

cette hypothèse simplificatrice est tout à fait justifiée. 

La configuration de l’écoulement est représentée sur la figure(1) où une couche de fluide est 

posée sur une paroi inclinée d’un angle 𝛼𝛼 par rapport à l’horizontale. La couche de fluide a 

une épaisseur égale à ℎ(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡),elle est supposée newtonienne, visqueuse, immiscible et 

incompressible. Sa viscosité dynamique et densité sont respectivement  µ et ρ. L’origine du 

référentiel orthonormé 𝐹𝐹(𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 ,𝑦𝑦) est choisi sur la paroi sur laquelle  le fluide s’écoule ce qui 

donne l’interface pour l’écoulement non perturbé  en = ℎ0 , l’axe des  𝑦𝑦 est pris selon la 

direction perpendiculaire à la paroi du plan. L’axe des 𝑥𝑥 est dans la direction de 

l’écoulement. La position de l’interface est représentée par la fonction 𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) qui fait 

partie des inconnues du problème. 
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Afin de pouvoir contrôler les instabilités à l’interface, on introduit le fluide par la paroi du 

plan incliné à travers des actionneurs. 

On projette les équations du mouvement dans un repère bidimensionnel (2D) qui convient à 

notre cas d’étude. 

Les composantes des vitesses en coordonnées cartésiennes sont(𝑈𝑈,𝑉𝑉), le champ de pression 

est noté 𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡), la dynamique du fluide est gouvernée par les équations  de Navier-Stokes 

et de continuité. 

Après cela, nous allons essayer de trouver le profil de vitesse et la pression dans le cas de 

l’écoulement  de base (cas y= h̥ tel que h̥ = constante) 
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I-4-les équations du Mouvement : 

Les équations régissant l’écoulement sont : 

I-4-1- équation de continuité : 

Généralement l’équation de conservation de masse (continuité) d’un écoulement s’écrit 

sous la forme suivante : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌(𝜌𝜌�⃗�𝜌) = 0                                                                            (I.7) 

- Dans notre cas, le fluide est incompressible (ρ = cste) l’équation de continuité est alors : 

𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌�⃗�𝜌 = 0 ↔  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0                                                                (I.8) 

I-4-2- équation bilan de quantité de Mouvement 

Le fluide en écoulement sous l’effet de la gravité subit également l’influence d’un champ 

électromagnétique constant. Nous avons choisi d’orienter le champ magnétique 𝐻𝐻��⃗  dans la 

direction de l’écoulement et nous avons préféré la direction transverse au champ 

électrique : 

𝐻𝐻��⃗ = 𝐻𝐻0𝚤𝚤,      𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸0𝑘𝑘�⃗  

- L’équation de Navier-Stokes dans le cas général s’écrit alors : 

𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝑉𝑉
��⃗

𝜕𝜕𝐷𝐷
+ �𝑔𝑔𝑔𝑔𝐻𝐻𝜌𝜌����������⃗ 𝑉𝑉�⃗ �.𝑉𝑉�⃗ � = −𝑔𝑔𝑔𝑔𝐻𝐻𝜌𝜌����������⃗ �⃗�𝑝 + 𝜌𝜌�⃗�𝑔 +  𝜇𝜇∆��⃗ 𝑉𝑉�⃗ + 𝜇𝜇0𝜎𝜎 �𝐸𝐸�⃗ + 𝜇𝜇0�𝑉𝑉�⃗ ˄𝐻𝐻��⃗ �� ˄𝐻𝐻��⃗                      (I.9) 

𝑜𝑜ù 𝜇𝜇0 Est la perméabilité magnétique, 𝜎𝜎  la conductivité électrique e t�⃗�𝑔 le champ de gravité tel 

que : 

�⃗�𝑔 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔(𝛼𝛼)𝚤𝚤 − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑜𝑜𝑔𝑔(𝛼𝛼)𝚥𝚥 

La projection de l’équation(I.9) présidente en coordonnées cartésiennes à (2D) donne : 

𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷

 + 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝜇𝜇 �𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�                                               (I.10) 

𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝐷𝐷

 + 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑔𝑔𝑜𝑜𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝜇𝜇 �𝜕𝜕

2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2

�+ 𝜇𝜇0.𝜎𝜎 �𝐸𝐸0.𝐻𝐻0 − 𝜇𝜇0�𝑉𝑉.𝐻𝐻02��      (I.11) 
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I-5 Les conditions aux limites :  

Les conditions aux limites cinématiques en 𝑦𝑦 = 0 sont données par la condition de non 

glissement et la condition décrivant le contrôle imposé :  

U=0                                                              (I.12) 

V=f(x, t)                                                         (I.13) 

Où f est une fonction donnée qu’on explicitera plus loin.  

I-5-1-la condition cinématique à l’interface: 

L’équation  cinématique appelée aussi équation de non miscibilité reflète le fait que les 

limites du fluide sont imperméables. Puisque la vitesse du fluide (en 𝑦𝑦 = ℎ) est égale à la 

vitesse de la surface libre, cette équation peut être développée comme suit :   

Soit                           𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑦𝑦 − ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0                                      (I.14) 

La dérivée matérielle s’annule  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝐷𝐷

=0     ou : 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝐷𝐷

= −𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝐷𝐷
− 𝑈𝑈 𝜕𝜕ℎ

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑉𝑉 = 0                                          (I.15) 

Il vient alors : 

𝑉𝑉 = 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                                    (I.16) 

I-5-2 la condition dynamique : 

La pression p sur la surface libre est égale à la pression atmosphérique dans les cas les plus 

simples, mais en réalité, à l’interface, les contraintes de pression et de viscosité mises en jeu 

décrivent la continuité des contraintes tangentielles d’une part et le saut subi par les 

contraintes normales d’autre part. 

- La continuité des contraintes tangentielles s’écrit comme suit : 

(𝜎𝜎�𝑔𝑔�⃗ ) ∙  𝑡𝑡 = 0                                                                                                  (I.17) 
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- Les contraintes normales sont discontinues à cause de la présence d’une tension 

superficielle, elles obéissent à la relation suivante : 

(𝜎𝜎�𝑔𝑔�⃗ ) ∙  𝑔𝑔�⃗   −   (𝑝𝑝0 𝑔𝑔�⃗ )  ∙  𝑔𝑔�⃗ = 𝛾𝛾𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌(𝑔𝑔�⃗ )                                                         (I.18) 

𝛾𝛾 : étant le coefficient de tension superficielle. 

 

 

 

Avant de développer les deux conditions en y = h(x, t), il est indispensable de définir les 

vecteurs tangent(𝑡𝑡)���⃗  et normal (𝑔𝑔�⃗ ) 

 

On peut définir le vecteur  normal (𝑔𝑔�⃗ ) à partir du gradient de la fonction 𝐹𝐹 

𝑔𝑔�⃗ = 𝑔𝑔𝑟𝑟𝑔𝑔𝑑𝑑 𝑑𝑑�����������������⃗

‖𝑔𝑔𝑟𝑟𝑔𝑔𝑑𝑑 𝑑𝑑‖
= 1

√�1+(𝜕𝜕ℎ𝜕𝜕𝑥𝑥)2�
�−

𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕
1
�                                                                  (I.19) 

Nous savons que les vecteurs normal et tangent sont perpendiculaires, on a donc cette 

expression pour 𝑡𝑡 : 

𝑡𝑡 = 1

√�1+(𝜕𝜕ℎ𝜕𝜕𝑥𝑥)2�
�

1
𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕
�                                                                                          (I.20) 

le tenseur des contraintes 𝜎𝜎�  dans notre cas s’écrit: 
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𝜎𝜎� =  −𝑝𝑝𝚤𝚤 � + 2𝜇𝜇𝐷𝐷�                                                                                         (I.21) 

Où 𝐷𝐷�  est le tenseur des taux de déformation dont les éléments sont :  

𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1/2(𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑉𝑉𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑋𝑋𝑖𝑖

)                                                                                           (I.22) 

𝚤𝚤 �: représente la matrice identité 

Les deux conditions dynamiques(I.15) et (I.16) s’écriront alors comme suit : 

2𝜇𝜇ℎ𝑥𝑥
1+ℎ𝑥𝑥2

�𝑉𝑉𝜕𝜕 − 𝑈𝑈𝜕𝜕� + 𝜇𝜇�1−ℎ𝑥𝑥2�
1+ℎ𝑥𝑥2

(𝑈𝑈𝜕𝜕 + 𝑉𝑉𝜕𝜕) = 0                                                 (I.23) 

−𝑝𝑝 +  2𝜇𝜇
1+ℎ𝑥𝑥2

( ℎ𝜕𝜕𝑈𝑈𝜕𝜕 + 𝑉𝑉𝜕𝜕 −  ℎ𝜕𝜕�(𝑈𝑈𝜕𝜕 + 𝑉𝑉𝜕𝜕)� + 𝑝𝑝0 = 𝛾𝛾𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌 𝑔𝑔�⃗                                  (I.24) 

Où  𝛾𝛾 est la tension  de  surface et : 

𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌𝑔𝑔�⃗ = − ℎ𝑥𝑥𝑥𝑥
�1+ℎ𝑥𝑥2�

3/2                                                                                         (I.25) 

I-6- Écoulement de base : 

Le régime d’écoulement est dit uniforme lorsque la hauteur et la vitesse débitante sont 

indépendantes de l’abscisse. Il en résulte que la surface libre est plane. La tension 

superficielle ne devrait pas avoir donc une influence dans cet écoulement.  

Considérons notre écoulement en régime stationnaire et uniforme y = h0 (figure 2). La 

vitesse de l’écoulement se réduit à la composante U (y) qui est fonction uniquement de la 

variable y quand le régime permanent uniforme est établi où il y a équilibre entre forces 

visqueuses et la force motrice qui est représentée par la gravité. 
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- Avec : 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0,                                                                                                (I.26) 

L’équation de Navier-Stokes (I.10)  et (I.11) se réduit comme suit : 

0 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝜇𝜇 �𝜕𝜕
2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕2
�                                                               (I.27) 

0 = −𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑜𝑜𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝜇𝜇0.𝜎𝜎(𝐸𝐸0.𝐻𝐻0)                                     (I.28) 

En intégrant et développement  l’équation (I.28) on trouve : 

𝑝𝑝(𝑦𝑦) = (𝜇𝜇0.𝜎𝜎(𝐸𝐸0.𝐻𝐻0) − 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑔𝑔𝑜𝑜𝑔𝑔(𝛼𝛼) +)𝑦𝑦 + 𝐴𝐴1                       (I.29) 

Pour déterminer la constante 𝐴𝐴1, on utilise la condition dynamique (I.24) où la pression est 

égale la pression atmosphérique à la surface libre et donc constante :  

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝0                                                                                           (I.30) 

Les calculs donnent le profil de pression suivant : 

𝑝𝑝(𝑦𝑦) = �𝜌𝜌𝑔𝑔𝑔𝑔𝑜𝑜𝑔𝑔(𝛼𝛼) − 𝜇𝜇0. 𝜎𝜎(𝐸𝐸0.𝐻𝐻0)� (ℎ0 − 𝑦𝑦) + 𝑝𝑝0                   (I.31) 

De l’équation (I.27) on trouve après intégration : 
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𝑈𝑈(𝑦𝑦) = 𝜕𝜕𝑔𝑔
2𝜇𝜇

sin(α) y2 + 𝐴𝐴2𝑦𝑦 + 𝐴𝐴3                                                       (I.32) 

Pour calculer les constantes 𝐴𝐴 2et𝐴𝐴3, on utilise Les conditions (I.12) et (I.23) de non 

glissement et la condition dynamique tangentielle qui se réduit à : 

𝑈𝑈 = 0                                                                                                     (I.33) 

  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ0

� = 0                                                                                             (I.34) 

On déduit le profil de vitesse définissant l’état de base : 

𝑈𝑈(𝑦𝑦) = 𝑈𝑈0 �
𝜕𝜕
ℎ0
− 1

2
𝜕𝜕2

ℎ02
�                                                                      (I.35)  

Avec :   

𝑈𝑈0 = 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑠𝑠𝑖𝑖𝜌𝜌(𝛼𝛼)ℎ02

𝜇𝜇
                                                                                   (I.36) 

I-7- Ecriture des équations du film mince sous forme adimensionnelle : 

Dans cette partie nous proposons des grandeurs  de référence pour écrire  les équations 

présidentes avec les conditions aux limites associées sous forme adimensionnée. 

Les objectifs spécifiques de l’analyse dimensionnelle sont : 

-Réduire des variables dimensionnelles sous la forme de groupes sans dimension pourvus 

d’un sens physique. 

-Faciliter l’échange d’information entre des modèles à échelles différentes. 

-Diminuer le nombre d’expériences à réaliser. 

I-7-1-mise à l’échelle : 

-Pour l’a dimensionnement,   on utilise des échelles suivantes : 

- On a utilisé  L, une longueur d’onde caractéristique et l’épaisseur h0 comme échelles des 

longueurs suivant les directions X et Y respectivement. Pour les vitesses longitudinales, on a 

utilisé UN comme échelle. A partir de ces valeurs on définit d’autres grandeurs : 
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- l’échelle des vitesses normales V=UN
h0

𝐿𝐿
 

- 𝐿𝐿
UN

comme échelle des temps. 

- pν
h0

UNcomme échelle des pressions. 

-  UN : est la vitesse moyenne de l’écoulement de base définie par : 

UN = 1
hN
∫ 𝑈𝑈(𝑦𝑦)𝜌𝜌𝑦𝑦hN
0 = 𝑔𝑔 sin(𝛼𝛼) 

3𝑉𝑉
hN²                                                        (I.37) 

I- 72- les nombres adimensionnels : 

Les équations et conditions aux limites de l’écoulement feront apparaitre les nombres 

adimensionnés suivants : 

• le paramétré ε  qui rend compte du caractère ondes longues des modes instables:  

𝜀𝜀 =
h0

𝐿𝐿  

• le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension qui a été mis en évidence en 

1883 par Osborne Reynolds. Il caractérise un écoulement, en particulier la nature de 

son régime (laminaire, transitoire, turbulent). Il représente le rapport  entre les 

forces d’inertie  et les forces visqueuses  

𝑅𝑅e =
𝜌𝜌UNh0

𝜇𝜇  

• le nombre de weber est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides 

pour caractériser l'écoulement de fluides à l'interface du système. Il représente le 

rapport  entre les forces d’inertie  et la tension Superficielle : 

W =
𝛾𝛾

𝜌𝜌UN²h0
 

• le nombre de Hartmann est un nombre sans dimension utilisé en 

magnétohydrodynamique pour traiter le mouvement de fluides conducteurs en 

présence d'un champ magnétique. 

22 
 



𝐻𝐻𝐻𝐻 = ℎ0𝜇𝜇0𝐻𝐻0√
𝜎𝜎
𝜇𝜇

 

• le nombre électrique est un nombre sans dimension qui caractérise le mouvement 

d’un fluide en présence d’un champ électrique. Il représente le rapport  entre les 

effets magnétiques et électriques: 

𝛽𝛽 =
𝐸𝐸0

𝜇𝜇0𝐻𝐻0𝑢𝑢n
 

I-7-3-Equations adimensionnées: 

Après la mise à l’échelle et compte tenu  de notre inventaire des nombres adimensionnels, le  

système d’équations adimensionnées à résoudre s’écrit comme suit : 

 -équation de conservation de la masse (continuité) : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0                                                                                   (I.38) 

-Bilan de quantité de Mouvement suivant �⃗�𝑋 : 

𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜀𝜀2 𝜕𝜕

2𝜕𝜕
𝛿𝛿𝜕𝜕2

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 3                  (I.39) 

   -Bilan de quantité de Mouvement suivant 𝑌𝑌�⃗  : 

𝜀𝜀2𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜀𝜀3 𝜕𝜕

2𝑉𝑉
𝛿𝛿𝜕𝜕2

+ 𝜀𝜀 𝜕𝜕
2𝑉𝑉

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 3𝑔𝑔𝑜𝑜𝑡𝑡𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝛽𝛽𝐻𝐻𝑔𝑔2 − 𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑉𝑉        (I.40) 

-conditions en𝑦𝑦 = 0 : 

𝑈𝑈(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡) = 0                                                                                            (I.41) 

𝑉𝑉(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                                                     (I.42) 

 - condition cinématique 𝑅𝑅𝑔𝑔  𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) : 

𝑉𝑉 = 𝜕𝜕ℎ(𝜕𝜕,𝐷𝐷)
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕ℎ(𝜕𝜕,𝐷𝐷)
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                                                 (I.43) 

 - condition dynamique (contraintes tangentielles) :  
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2𝜀𝜀2ℎ𝜕𝜕�𝑉𝑉𝜕𝜕 − 𝑈𝑈𝜕𝜕� + �1−𝜀𝜀2ℎ𝑥𝑥2�
1+𝜀𝜀2ℎ𝑥𝑥2

�𝑈𝑈𝜕𝜕  + 𝜀𝜀2𝑉𝑉𝜕𝜕� = 0                                           (I.44) 

       - condition dynamique (contraintes normales) : 

−𝑝𝑝 +  2𝜀𝜀
1+𝜀𝜀2ℎ𝑥𝑥2

( 𝜀𝜀ℎ𝜕𝜕𝑈𝑈𝜕𝜕 + 𝑉𝑉𝜕𝜕 −  𝜀𝜀ℎ𝜕𝜕�𝑈𝑈𝜕𝜕 + 𝜀𝜀2𝑉𝑉𝜕𝜕�) = 𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅 𝜀𝜀2ℎ𝑥𝑥𝑥𝑥
�1+𝜀𝜀2ℎ𝑥𝑥

2�
                (I.45) 

Enfin, sous forme adimensionnée, le profil des vitesses longitudinales et la pression  aura 

pour expressions : 

𝑈𝑈(𝑦𝑦) = 3𝑦𝑦(1 − 1
2
𝑦𝑦)                                                                                               (I.46) 

𝑝𝑝(𝑦𝑦) = 𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2�𝑦𝑦 − ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� + 3 cot(𝛼𝛼) (ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 𝑦𝑦) −𝑊𝑊𝑅𝑅(ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕)              (I.47) 

Conclusion : 

Dans ce chapitre, on a défini les grandeurs basiques de la dynamique des fluides, puis on a 

fait une description du problème étudié, celui de l’écoulement de films liquides minces sur 

une plaque inclinée. 

Nous avons ensuite défini les grandeurs caractéristiques de l’écoulement du film mince 

visqueux qui jouent un rôle important dans la dynamique de l’écoulement. 

Après l’écriture du système complet, on a pu calculer la solution uniforme  (écoulement de 

base). Nous avons écrit les équations adimensionnelles qui régissent l’écoulement du film 

mince et les conditions aux limites associées. La mise sous forme adimensionnelle de ces 

systèmes équations a été obtenue à l’aide de grandeurs de référence bien choisies. 
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Chapitre II : Principe de la modélisation. 
 

 

 

 

II.1 : Introduction : 

Dans ce chapitre, nous allons définir quelques modèles qui peuvent se substituer aux 

équations  de Navier-Stokes pour décrire le comportement de films fluides tombant sur une 

plaque inclinée. Parmi ces modèles, on trouve : 

Les modèles asymptotiques (appelés aussi modèles ondes longues ou équations du surface), 

et les modèles intégraux de couche limite. 

    Dans notre travail, nous avons choisi d’utiliser le modèle asymptotique car nous estimons 

qu’il est le plus approprié par rapport aux objectifs de notre étude et donne des résultats 

très réalistes dans la gamme des nombres de Reynolds étudiée. On va également citer le 

travail de quelques chercheurs et leurs expériences sur les films liquides minces en 

écoulement sur des parois inclinées. 

II .2-Etat de l’art : 

Les films minces liquides s’écoulant le long d’une paroi inclinée ont été étudiés au fil des 

temps par de nombreux chercheurs. Nusselt résout le problème laminaire  avec une surface 

uniforme dès 1916 et plusieurs expériences ont été réalisées dans les années 30 et 40 en 

commençant par les travaux de Kapitza et Kaptiza (1894-1984) [5] qui ont attiré l’attention 

par leurs expériences sur la dynamique non-linéaire à faible nombre de Reynolds.  

Les premières études de stabilité concernant l’écoulement de films de fluides newtoniens à 

une couche s’écoulant sur un plan incliné ont été menées par Benjamin (1957) [6]  et Yih 

(1963). Leur étude a permis de déterminer les conditions critiques d’instabilité. Ils montrent 

ainsi que la vitesse de propagation de ces ondes est deux fois plus grande que la vitesse de 
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base du liquide au niveau de la surface libre. Les instabilités de grandes longueurs d’onde qui 

les gouvernent sont des modes dits de surface. Yih (1963) [7] a montré que ces dernières 

apparaissaient à des nombres de Reynolds bien déterminés (𝑅𝑅𝑐𝑐 = 6/5 𝑔𝑔𝑜𝑜𝑡𝑡𝑐𝑐 ) et leur célérité 

est le double de la vitesse à la surface libre confirmant les études de Benjamin et Yih. 

D’autres travaux dans le domaine ont été réalisés par Benney en 1966 grâce à des 

développements asymptotiques aux grandes ondes. On peut également citer les travaux 

d’autres chercheurs ayant utilisé la même approche comme : Kawahara [1, 2] et Kuramoto-

Sivashinsky. 

Pour comprendre l’effet de la tension superficielle sur l’apparition des instabilités, Hooper et 

Boyd [8] ont effectué une étude asymptotique aux petites longueurs d’ondes en considérant 

un écoulement de Couette infini. 

Kelly et al. (1989) [9] ont effectué un bilan énergétique afin de déterminer les mécanismes 

responsables de ces instabilités. Smith (1990) [10] a proposé une explication concernant les 

mécanismes physiques régissant la croissance de ces instabilités à grandes longueurs d’onde. 

Il décrit comment une perturbation superficielle produit un mouvement au sein de la couche 

fluide et de quelle façon ce mouvement peut amplifier ou non les perturbations de 

l’interface suivant l’importance relative de l’inertie et du gradient de pression dans 

l’écoulement. [11] 

Dernièrement, Ruyer-Quil et Manneville ont développé un modèle pour la description des 

instabilités de la surface libre d’un écoulement d’un fluide newtonien. Leur modélisation sert 

actuellement de référence aux études de stabilité dans le domaine des films minces, la 

méthode qu’ils ont suivie permet d’aboutir à des modèles qui sont satisfaisants jusqu’à des 

nombres de Reynolds de l’ordre de la centaine. [12] 

Les premiers à étudier l’effet d’un champ magnétique uniforme sont Hsieh (1965) [13] et 

Ladikov (1966) [14]. Ils se sont intéressés à la stabilité de l’écoulement d’une couche de 

fluide sur un plan horizontal et incliné. 

Des modélisations asymptotiques et de type intégral de couche limite ont été utilisées par 

Korsunsky en 1999 [15] pour les faibles et grands nombres de Reynolds. Des modèles à deux 
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équations ont également été élaborés pour l’étude de l’effet d’un champ magnétique 

vertical [16,17]. 

 

 

II .3 Phénoménologie : 

Après les travaux pionniers de Piotr et Serguei  Kapitza, de nombreuses expériences 

conçues pour décrire les instabilités de films minces tombants ont fait apparaitre plusieurs 

types d’instabilités [18, 20, 21, 25, 27, 28, 29, 30, 31] : 

 Le premier type d’instabilité est un mode de cisaillement où le cisaillement moyen au 

sein du fluide  joue un rôle prépondérant. L’instabilité est  d’origine visqueuse. En 

effet, la viscosité permet le transfert d’énergie entre l’écoulement moyen et les 

fluctuations par le biais du travail du tenseur de Reynolds. L’apparition de ce mode 

correspond à une inclinaison très faible du plan et à des nombres de Reynolds 

élevées. [17] 

 

 Le deuxième type l’instabilité est de grande longueur d’onde et est d’origine 

interraciale. Cette instabilité est obtenue pour des nombres de Reynolds plus faibles. 

L’origine  des  instabilités  des  modes  d’interface  de grande  longueur  d’onde  est  

liée  aux  efforts  de cisaillement    créés  par  les  perturbations  au  niveau  de  

l’interface  entre  les  couches.  Emery et Brosse ont démontré que le forçage n’a 

pratiquement aucun effet sur la dynamique pleinement non-linéaire et 

tridimensionnelle en aval. [17] 

 
 

 Le troisième type d’instabilités  est celui des modes d’interface de faible longueur 

d’onde. Elles peuvent   dominer les deux autres types d’instabilités, notamment pour 

de faibles nombres de Reynolds et pour de faibles débits. L’instabilité d’interface de 

longueur d’onde modérée est donc essentiellement produite par les efforts de  

cisaillement  au  niveau  de  l’interface  entre  les  couches.  Toutefois,  à  ces  termes  
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de  cisaillement  s’ajoutent  les  efforts  de  cisaillement  localisés  au niveau  de  la  

surface  libre,  ainsi  que  le  transfert d’énergie  entre  le  champ  de  base  et  le  

champ  de  perturbations  pour  favoriser  l’apparition  des instabilités d’interface. [5] 

Concernant l’évolution de ces instabilités du bord amont à l’aval du plan, on distingue  

quatre phases correspondant à quatre régions distinctes du plan incliné.  

 

 

Fig1.2 : représentation schématique de l’évolution du film. [5] 

Après une première région de croissance linéaire dont la nature convective a été confirmée 

par des études théoriques (JOO et DEVIS), les ondes saturent par des effets faiblement non-

linéaires. On observe ensuite deux types d’évolution dont l’observabilité est inhérente à la 

valeur du nombre de Reynolds et à la fréquence de forçage au bord amont.     

II .4 Modélisation du problème :  

1) Modèles intégraux de couche limite : 
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Nous allons décrire ici les principaux modèles rencontrés dans littérature et se présentant 

sous forme de deux équations pour l’épaisseur du film h et le débit instantané local. Les 

premières équations de ce type ont été obtenues en intégrant les équations de continuité et 

le bilan de quantité de mouvement suivant l’épaisseur du film. Cette idée simple remonte en 

fait aux premières études sur le sujet. La dynamique du film n’est plus complètement 

asservie à sa cinématique comme pour les modèles asymptotiques cités plus loin. Ce modèle 

formulé dès 1927 par SHKADOV est parfois appelé modèle intégral de couche limite. On 

passe dans ce cas d’une représentation de champs de vitesse à une description intégrée sur 

l’épaisseur. Les degrés de liberté de l’écoulement deviennent l’épaisseur du film h et le débit 

q. Le modèle de Shkadov décrit très mal le comportement du film au début de l’instabilité 

mais donne des résultats très réalistes à des nombres de Reynolds modérés. 

2) Modèles aux résidus pondérés : 

Ruyer-Quil et Manneville ont amélioré le modèle de Shkadov grâce à une méthode 

combinant l’approximation en série de Taylor du champ des vitesses à la méthode des 

résidus pondérés. En utilisant l’approximation de couche limite qui consiste à négliger les 

termes d’inertie du second ordre en 𝜀𝜀, ils ont pu donner une expression pour la pression qui 

est ensuite injectée dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement selon x. 

On arrive alors à une formulation composée d’un système d’équations d’évolution couplées 

pour trois inconnues, l’équation du film h, le débit instantané local et des corrections au 

débit.  

3) Principe de la modélisation asymptotique (modèle à une équation) : 

Il est possible de résoudre asymptotiquement les équations de Navier-Stokes en utilisant 

l’hypothèse du film mince.Les développements asymptotiques seront faits par rapport à un 

petit paramètre Ԑ appelé paramètre ondes longues. Il s’agit du rapport entre la hauteur h et 

la longueur caractéristique du film L. 

La solution ainsi obtenu sera injectée dans l’équation cinématique sous sa forme intégrale 

pour obtenir des modèles à une équation sur la hauteur du film h. [22] 

Ces modèles supposent que le débit est fonction uniquement de l’épaisseur h et de ses 

dérivées en temps et en espace. Dans notre cas, ils ont la forme suivante : 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷
ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                      (II.1) 

𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑄𝑄(ℎ)                                                                   (II.2) 

(II.1) est l’équation exacte de conservation de la masse intégrée sur l’épaisseur du film. 

(II.2) exprime formellement l’expression du débit et dépend du niveau d’approximation vis-

à-vis du paramètre 𝜀𝜀. 

Dans notre travail, les champs de vitesses et de pression peuvent être développés sous 

forme d’une série asymptotique en 𝜀𝜀 : 

• 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈0 + 𝜀𝜀𝑈𝑈1 + 𝜀𝜀2𝑈𝑈2 + 0(𝜀𝜀3)                                                      (II.3) 

• 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉0 + 𝜀𝜀𝑉𝑉1 + 𝜀𝜀2𝑉𝑉2 + 0(𝜀𝜀3)                                                        (II.4) 

• 𝑃𝑃 = 𝑃𝑃0 + 𝜀𝜀𝑃𝑃1 + 𝜀𝜀2𝑃𝑃2 + 0(𝜀𝜀3)                                                        (II.5) 

II.5 Résolution des équations de notre problème : 

L’instabilité des films tombants correspond à un mode de grande longueur d’onde. Cette 

propriété peut s’exprimer en introduisant le paramètre déjà défini 𝜀𝜀.  

Pour la résolution de ces équations, il est nécessaire d’utiliser un logiciel de calcul technique 

et formel qui permet d’exécuter des calculs rapides. Parmi ces logiciels, nous nous sommes 

intéressés au ‘Maple’. 

II.5.1Présentation du programme d’application « MAPLE» 

Maple est un logiciel de calcul technique et formel, il permet : 

-D’exécuter des calculs rapides, plus complexes nécessitant des outils mathématiques 

avancés. 

-De travailler avec des données symboliques comme des variables, des polynômes ou des 

expressions. 

30 
 



-De développer des modèles sophistiqués de simulation avec une haute-fidélité. 

-dispose également de fonctions de programmation et d’outils graphiques 

II.5.2 Résolution des équations aux différents ordres : 

Grace à l’hypothèse ondes longues, nous pouvons à présent écrire les équations de Navier-

Stokes du problème (conservation de la masse et de la quantité de mouvement) et les 

conditions aux limites sans les termes d’ordre 𝜀𝜀2 et plus. Ces équations s’écrivent : 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0                                                                                       (II.6) 

𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜀𝜀 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜀𝜀2 𝜕𝜕

2𝜕𝜕
𝛿𝛿𝜕𝜕2

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 3                   (II.7) 

𝜀𝜀2𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = −𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜀𝜀 𝜕𝜕

2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 3𝑔𝑔𝑜𝑜𝑡𝑡𝑔𝑔(𝛼𝛼) + 𝛼𝛼𝐻𝐻𝑔𝑔2 − 𝜀𝜀𝐻𝐻𝑔𝑔2𝑉𝑉  (II.8) 

-Les conditions aux bords y=0 et cinématique en 𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) restent inchangés : 

U(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡)=0                                                        (II.9) 

  𝑉𝑉(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                            (II.10) 

Condition cinématique : 

𝑉𝑉(𝑥𝑥,ℎ, 𝑡𝑡) = 𝜕𝜕ℎ(𝜕𝜕,𝐷𝐷)
𝜕𝜕𝐷𝐷

+ 𝑈𝑈 𝜕𝜕ℎ(𝜕𝜕,𝐷𝐷)
𝜕𝜕𝜕𝜕

                              (II.11) 

On intègre l’équation de conservation de la masse (continuité) à partir de (II.2), on trouve  : 

𝑉𝑉ℎ − 𝑉𝑉0 = −∫ 𝛿𝛿𝑉𝑉
𝛿𝛿𝜕𝜕

ℎ
0 𝜌𝜌𝑦𝑦                                               (II.12) 

On introduit le débit par unité de longueur : 

𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫ 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)𝜌𝜌𝑦𝑦ℎ
0                                             (II.13) 

Pour simplifier l’équation (II.11) on utilise la règle d’intégration de Leibniz : 

𝑉𝑉ℎ − 𝑉𝑉0 = − 𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜕𝜕 ∫ 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)𝜌𝜌𝑦𝑦ℎ

0 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥, ℎ) 𝛿𝛿ℎ
𝛿𝛿𝜕𝜕
− 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 0)          (II.14) 
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Comme U(x, 0)=0, on obtient en remplaçant (II.13) dans (II.11): 

𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜕𝜕

+ 𝛿𝛿ℎ
𝛿𝛿𝐷𝐷

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                                             (II.15) 

Condition dynamique (contrainte normale et tangentielle) : 

𝑈𝑈𝜕𝜕 + 2𝜀𝜀2ℎ𝜕𝜕�𝑉𝑉𝜕𝜕 + 𝑈𝑈𝜕𝜕� + 𝜀𝜀2𝑉𝑉𝜕𝜕 = 0                                               (II.16) 

−𝑝𝑝 + 2𝜀𝜀𝑉𝑉𝜕𝜕 − 2𝜀𝜀ℎ𝜕𝜕𝑈𝑈𝜕𝜕 −𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅𝜀𝜀2ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0                                      (II.17) 

II.5.3.Résolution à l’ordre zéro : 

On reporte les expressions (II.3)-(II.5) dans les équations de notre problème. On regroupe 

ensuite les termes du même ordre en𝜀𝜀. A l’aide du logiciel MAPLE, on ne tire de ces 

équations que les termes d’ordre  0 en 𝜀𝜀. : 

𝜕𝜕2

𝛿𝛿𝜕𝜕2
𝑈𝑈0(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) + 3 = 0                                                                      (II.18) 

− 𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜕𝜕
𝑝𝑝0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) − 3 cot(𝛼𝛼) + 𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 0                                           (II.19) 

-Condition à la limite y=0 : 

𝑈𝑈0(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡) = 0                                                                                     (II.20) 

-Conditions à la limite y=h(x, t) :  

Condition normale –𝑝𝑝0(𝑥𝑥, ℎ, 𝑡𝑡) −𝑊𝑊𝑅𝑅(ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕) = 0                                                (II.21) 

Condition tangentielle                𝛿𝛿𝜕𝜕0
𝛿𝛿𝜕𝜕

(𝑥𝑥,ℎ, 𝑡𝑡) = 0                                                  (II.22)    

Remarquons qu’il y’a une grande similitude entre les équations du problème à l’ordre 0 et 

celles menant à l’écoulement de base. 

Le terme lié à la tension superficielle apparait dans ces équations bien que d’ordre 𝜀𝜀2 car le 

nombre de Weber 𝑊𝑊 est supposé𝒪𝒪(𝜀𝜀−2), ce qui justifie l’hypothèse des ondes longues. 

En intégrant (II.18) et (II.19), on trouve : 

𝑈𝑈0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = −3
2
𝑦𝑦2 + 𝐶𝐶1𝑦𝑦 + 𝐶𝐶2                                                               (II.23) 
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𝑝𝑝0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = −3𝑦𝑦𝑔𝑔𝑜𝑜𝑡𝑡(𝛼𝛼) + 𝑦𝑦𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 𝐶𝐶3                                                     (II.24) 

Les constantes d’intégration 𝐶𝐶1 et 𝐶𝐶2 on été déterminées en utilisant les équations (II.22)  et 

(II.20). Pour  𝐶𝐶3 on utilise l’équation (II.21). Les champs de vitesse 𝑈𝑈0 et de pression 𝑝𝑝0à cet 

ordre de l’approximation s’écrivent comme suit : 

𝑈𝑈0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 3𝑦𝑦 �ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 1
2
𝑦𝑦�                                                                      (II.25) 

𝑝𝑝0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2�𝑦𝑦 − ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� + 3 cot(𝛼𝛼) (ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 𝑦𝑦) −𝑊𝑊𝑅𝑅(ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕)                (II.26) 

En utilisant l’équation de conservation de la masse(II.12), on trouve l’expression suivante du 

champ de vitesse 𝑉𝑉0:  

𝑉𝑉0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + ∫ 𝛿𝛿𝜕𝜕0
𝛿𝛿𝜕𝜕

ℎ
0 𝜌𝜌𝑦𝑦                                                                         (II.27) 

Le calcul Maple nous a donné cette expression pour 𝑉𝑉0:   

𝑉𝑉0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 3
2
� 𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜕𝜕
ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� 𝑦𝑦2                                                               (II.28) 

On aura enfin l’expression suivante pour le débit local à l’ordre 0 : 

𝑄𝑄0(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)3                                                                                       (II.29) 

Les solutions sont substituées dans la condition cinématique pour obtenir une équation 

d’évolution de l’interface h(x, t). L’expression de l’équation de Benney généralisée à l’ordre 

zéro pour un film mince à surface libre se présente ainsi comme suit :  

ℎ𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 3ℎ2(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)ℎ𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                              (II.30) 

Cette équation qui est une approximation du comportement d’un film mince sur une plaque 

ne fait pas intervenir les effets du champ électromagnétique et du contrôle, ils le seront à 

l’ordre suivant. 

II.5.4 Résolution à l’ordre 1 : 

En utilisant le logiciel MAPLE, on écrit les équations de notre problème à l’ordre 1. Voici donc 

les équations à résoudre à cet ordre de l’approximation : 
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−𝑅𝑅( 3 ( ℎ𝐷𝐷𝑦𝑦 + 3 � −3𝜕𝜕2

2
+ 3ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑦𝑦 � �ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦 + �𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 3

2
ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦2� (−3𝑦𝑦 + 3ℎ)� −

3(ℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) + ℎ𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕2

𝛿𝛿𝜕𝜕
𝑈𝑈1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 0                                            (II.31) 

𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜕𝜕
𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) + 3ℎ𝜕𝜕 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2 � 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 3

2
(ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦2)� = 0                                                  (II.32) 

- en y=0 :𝑈𝑈1(𝑥𝑥, 0, 𝑡𝑡) = 0                                                                                           (II.33) 

- en y=h(x, t) : 

Condition normale −𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) − 6ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦 + 6ℎ𝜕𝜕
2𝑦𝑦 = 0                                                  (II.34) 

Condition tangentielle 𝛿𝛿𝜕𝜕1
𝛿𝛿𝜕𝜕

(𝑥𝑥,ℎ, 𝑡𝑡) = 0                                                                            (II.35) 

En intégrant  et développant les deux équations (II.32)  et (II.31), on trouve : 

𝑈𝑈1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 3
2𝑅𝑅�

1
4ℎℎ𝜕𝜕𝑦𝑦

4 + 1
6�2ℎ𝐷𝐷 − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)�𝑦𝑦3�+ 1

2
(−3𝑅𝑅𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)ℎ + 3ℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) −

ℎ𝐷𝐷𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 −𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑦𝑦2 + 𝐶𝐶4𝑦𝑦 + 𝐶𝐶5                                                                                  (II.36) 

𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = −(𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 3ℎ𝜕𝜕)𝑦𝑦 + 1
2𝐻𝐻𝐻𝐻

2ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦3 + 𝐶𝐶6                                                (II.37) 

On utilise les équations (II.33) et (II.35) pour calculer 𝐶𝐶4 et 𝐶𝐶5et on obtient le champ de 

vitesse 𝑈𝑈1: 

𝑈𝑈1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 3
2
𝑅𝑅(1

4
ℎ𝜕𝜕ℎ𝑦𝑦4 + 1

6
(2ℎ𝐷𝐷 − 2𝑓𝑓𝑦𝑦3) + 1

2
(3𝑅𝑅𝑓𝑓ℎ + 3ℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) − ℎ𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 −

𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑦𝑦2 + �−3
2
𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕ℎ4 −

3
2
𝑅𝑅ℎ2ℎ𝐷𝐷 −

3
2
𝑅𝑅ℎ2𝑓𝑓 − 3ℎℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) + ℎℎ𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 +

ℎ𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑦𝑦                                                                                                      (II.38) 

La résolution de l’équation (II.32)  en  considérant  la condition (II.34)  pour calculer 𝐶𝐶6nous 

donne le champ de pression 𝑝𝑝1: 

𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) =    −𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑦𝑦   +      1
2
𝐻𝐻𝐻𝐻2ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦3 − 3ℎ𝜕𝜕𝑦𝑦   +  𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓ℎ −        1

2
𝐻𝐻𝐻𝐻2ℎ𝜕𝜕ℎ3 − 3ℎ𝜕𝜕ℎ    +

        6ℎ𝜕𝜕
2ℎ                                                                                  (II.39) 

Les solutions à l’ordre un de 𝑉𝑉1 et 𝑄𝑄1 sont obtenues de la même manière que celles à l’ordre 

zéro. La solution se présente sous la forme suivante :   
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𝑉𝑉1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 3
40𝑅𝑅�ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ + ℎ𝜕𝜕

2�𝑦𝑦5 − 3
24𝑅𝑅(ℎ𝜕𝜕𝐷𝐷 − 𝑓𝑓𝜕𝜕)𝑦𝑦4 − 1

2�𝑅𝑅𝑓𝑓𝜕𝜕ℎ + 𝑅𝑅𝑓𝑓ℎ𝜕𝜕 +

ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) − 1
3(ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻

2 −𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑦𝑦3                                                        (II.40) 

𝑄𝑄1(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 3
4
� 1
10𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕 + 𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕�ℎ6 + 3

4
𝑅𝑅 �1

6
ℎ𝐷𝐷 − 𝑅𝑅ℎ𝐷𝐷 − 𝑅𝑅𝑓𝑓 − 𝑓𝑓 + 𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕�ℎ4 + 1

2
�𝑅𝑅𝑓𝑓ℎ + ℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) −

3ℎ𝜕𝜕 cot(𝛼𝛼) + ℎ𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 −
1
3

(ℎ𝜕𝜕𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 2𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)�ℎ3                                                           (II.41) 

Les solutions sont substituées dans la condition cinématique et comme pour l’ordre 0 on 

obtient une équation d’évolution de l’interface h(x, t). C’est une expression qui généralise 

l’équation de Benney à l’ordre 1 pour un film mince à surface libre en incluant les effets du 

champ électromagnétique et du contrôle :  

𝛿𝛿
𝛿𝛿𝐷𝐷
ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝛿𝛿

𝛿𝛿𝜕𝜕
�𝑄𝑄0(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑄𝑄1(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                                (II.42) 

𝑅𝑅 �− 1
5
ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 − ℎ𝜕𝜕� ℎ6 + 31

10
𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕

2ℎ5 + 𝑅𝑅 �9
2
ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕

2 − 𝑓𝑓𝜕𝜕� ℎ4 + �𝑅𝑅 �1
3
𝑊𝑊ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 − 4𝑓𝑓ℎ𝜕𝜕�+ ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 �

1
3
𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 −

cot(𝛼𝛼)�� ℎ3 + �ℎ𝜕𝜕
2 �𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 9

2
cot(𝛼𝛼)�+ ℎ𝜕𝜕(3 + 𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)� ℎ2 + ℎ𝐷𝐷 − 𝑓𝑓 = 0                   (II.43) 

II.5.5Résolution à l’ordre 2 : 

Les solutions à l’ordre deux 𝑈𝑈2,𝑉𝑉2et 𝑝𝑝2  sont obtenues de la même manière. La résolution 

des équations à cet ordre de l’approximation ne présente pas plus de difficultés si ce n’est 

que les équations deviennent plus longues, nous n’allons donc pas les donner ici.   

Les solutions obtenues peuvent être remplacées dans la condition cinématique pour obtenir 

une équation d’évolution de l’interface h(x, t) d’ordre 2. Elle peut être écrite formellement 

sous la forme suivante : 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷
ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑄𝑄0 + 𝜀𝜀𝑄𝑄1 + 𝜀𝜀2𝑄𝑄2) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                                 (II.44) 

Notons que cette équation qui présente des dérivées spatiale et temporelle [8] est non 

linéaire. La résolution de cette équation nous permet de déterminer le seuil du 

déclenchement de l’instabilité de manière précise. 
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Conclusion : 

Afin de répondre à la problématique posée dans ce travail, nous avons présenté dans ce 

chapitre l’historique des travaux sur l’étude du comportement de la surface libre d’un film 

de fluide visqueux en écoulement sur un plan incliné. Nous avons cité les différentes 

recherches qui ont  été développées dans ce domaine puis nous avons présenté les deux 

familles de modèles qui sont rencontrées dans la littérature. Des modèles à une équation 

donnant l’évolution de l’épaisseur du film et des modèles à deux équations décrivant en plus 

l’évolution du débit local. Parmi ces derniers, nous avons cité les  modèles intégraux de 

couche limite et le modèle  aux résidus pondérés de Ruyer-Quil et Manneville. Nous avons 

opté pour l’approche asymptotique, un programme de calcul formel a été utilisé pour la 

résolution des équations de notre problème aux différents ordres pour enfin obtenir un 

modèle à une équation donnant l’évolution de l’épaisseur du film. Le choix de l’approche 

utilisée a été dicté par la précision des résultats d’études antérieures sur la stabilité non loin 

du seuil de l’instabilité.  
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Chapitre III : Analyse de stabilité linéaire  

 

 

III.1. Introduction : 

La stabilité linéaire de l’écoulement à surface libre sur un plan incliné a été largement 

étudiée. Le principe de la théorie linéaire consiste à examiner la réponse du système à une 

perturbation de faible amplitude. Nous allons l’appliquer dans ce chapitre au problème 

auquel nous avons porté notre intérêt.  

III.2. Introduction de la fonction f(x, t) : 

L’objectif de ce travail est de voir l’effet de l’injection et de l’aspiration du fluide en tant que 

mécanisme d’un contrôle linéaire en réponse à des observations de la hauteur de l’interface. 

En suivant l’approche de [23], nous allons examiner le cas du contrôle de l’état uniforme de 

Nusselt basé uniquement sur des observations de h. 

Pour y parvenir, nous définissons le paramètre de contrôle  𝜂𝜂 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −𝜂𝜂(ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 1)……………………………………………………………. (III.1) 

𝜂𝜂 Est une constante réelle à choisir. Dans la plupart des cas, nous constatons que l'état 

uniforme devient de plus en plus stable pour les valeurs grandes et positives de 𝜂𝜂. [23] 

Notez que si ℎ =  1 partout, alors les contrôles ont une magnitude nulle. 

L’équation (III.1) nécessite une connaissance parfaite de la forme de l’interface instantanée 

ℎ (𝑥𝑥, 𝑡𝑡). 

            En pratique, nous ne prévoyons aucune de ces hypothèses. Le fluide est injecté via un 

certain nombre d'actionneurs localisés, ou fentes, dans le substrat, et les observations de 

l’interface sont possibles à un petit nombre d’emplacements dans le domaine d’écoulement.  
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           Il est possible de considérer des schémas de contrôle basés sur des actionneurs 

ponctuels et des observateurs localisés, avec des observations statiques et des observateurs 

dynamiques. 

En remplaçant l’expression de la fonction f (III.1) dans équation de surface  (II.43), on obtient 

ce qui suit : 

𝑅𝑅 �− 1
5
ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 − ℎ𝜕𝜕� ℎ6 + 31

10
𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕

2ℎ5 + 𝑅𝑅 �9
2
ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕

2 − −𝜂𝜂(ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 1)�ℎ4 + �𝑅𝑅 �1
3
𝑊𝑊ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 −

4�−𝜂𝜂(ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 1)�ℎ𝜕𝜕� + ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕 �
1
3
𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 − cot(𝛼𝛼)�� ℎ3 + �ℎ𝜕𝜕

2 �𝛽𝛽𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 9
2

cot(𝛼𝛼)� +

ℎ𝜕𝜕(3 + 𝑊𝑊𝑅𝑅ℎ𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕)�ℎ2 + ℎ𝐷𝐷 + 𝜂𝜂(ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 1) = 0                                              (III.2) 

III.3. Equations aux perturbations : 

Dans une étude de stabilité linéaire, l’écoulement de base correspondant à une épaisseur 

unité est d’abord légèrement perturbé, on aura donc cette expression pour l’épaisseur 

ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) : 

ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1 + 𝐻𝐻�(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)                                                                               (III.3) 

La perturbation 𝐻𝐻� est donc toute petite et on négligera de ce fait dans les équations 

obtenues tout produit de deux termes perturbes.  

On a pour habitude pour des problèmes linéarisés de rechercher des solutions sous forme de 

modes normaux de nombre d’onde 𝑘𝑘 et de pulsation 𝑤𝑤. On écrit donc : 

𝐻𝐻�(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴0𝑅𝑅𝑖𝑖(𝑘𝑘𝜕𝜕−𝜔𝜔𝐷𝐷)                                                                                  (III.4) 

Après avoir remplacé l’expression (III.4) associée à (III.3) dans l’équation de surface 

(III.2), on obtient la relation de dispersion des perturbations de faible amplitude. Elle 

s’écrit comme suit : 

𝜂𝜂 + 𝑅𝑅𝜂𝜂𝑘𝑘𝑑𝑑 + 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑘𝑘4

3
− 𝑘𝑘2𝛽𝛽𝐻𝐻𝑔𝑔2

3
− 𝑤𝑤𝑑𝑑 + 𝑘𝑘2 cot(𝛼𝛼)− 6𝑊𝑊𝑘𝑘2

5
+ 3𝑑𝑑𝑘𝑘 = 0                             (III.5) 

III.4. Etude de stabilité temporelle : 
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Nous avons choisi d’effectuer une étude temporelle de stabilité. Nous avons pour cela 

considéré un nombre d’onde 𝑘𝑘  réel  et l’objectif dans ce cas est de suivre l’évolution 

temporelle de perturbations dont la pulsation  𝑤𝑤 est complexe.  

On aura alors : 

𝐻𝐻� = 𝐻𝐻0 exp(𝑤𝑤𝑖𝑖𝑡𝑡) ∗ exp[𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑥𝑥 − 𝑤𝑤𝑟𝑟𝑡𝑡)]                                                                              (III.6) 

Les ondes à l’interface sont donc amplifiées dans le temps si 𝑤𝑤𝑖𝑖 > 0 où amorties dans le 

temps si 𝑤𝑤𝑖𝑖 < 0, 𝑤𝑤𝑖𝑖 représente donc le taux d’amplification de ces perturbations. Elles sont 

neutres si 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 0 et on parle alors de stabilité marginale. 

La partie réelle de la relation de dispersion (III.5) étant nulle, on aura  ce qui suit : 

−6𝑊𝑊𝑘𝑘2

5
+ 𝑘𝑘2 cot(𝛼𝛼) − 𝑘𝑘2𝛽𝛽𝐻𝐻𝑔𝑔2

3
+ 𝑊𝑊𝑘𝑘4𝑊𝑊

3
+ 𝜂𝜂 − 𝑤𝑤𝑑𝑑 = 0                                            (III.7) 

Pour un nombre d’onde critique nul avec absence de contrôle (𝜂𝜂 = 0), l’écoulement devient 

instable dès que le nombre de Reynolds atteint sa valeur critique donnée par la relation 

suivante : 

𝑅𝑅𝑐𝑐 = 5
6

(cot(𝛼𝛼) − 𝛽𝛽𝐻𝐻𝑎𝑎2

3
)                                                                                   (III.8) 

Si cot(𝛼𝛼) > 𝛽𝛽𝐻𝐻𝑎𝑎2

3
 , le nombre de Reynolds critique diminue avec l’augmentation de  𝛽𝛽 et 

𝐻𝐻𝑔𝑔 , les champs électrique et magnétique déstabilisent dans ce cas l’écoulement. 

Si  cot(𝛼𝛼) ≤ 𝛽𝛽𝐻𝐻𝑎𝑎2

3
 ,  l’écoulement  est toujours instable. 

L’orientation inverse du champ électrique a un effet stabilisant sur l’écoulement puisque le 

nombre de Reynolds critique augmente avec l’augmentation de 𝛽𝛽et𝐻𝐻𝑔𝑔. 

Nous avons choisi de nous mettre dans les situations où ces paramètres déstabilisent 

l’écoulement. Nous espérons alors que le contrôle imposé aura pour effet de stabiliser le 

système.   

III.5  Courbes de stabilité marginale :  
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Les courbes de stabilité marginale sont obtenues en posant 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 0 dans la relation (III.4.3), 

elles sont généralement représentées dans le plan (R, k). Ces courbes déterminent la limite 

entre les régions où les perturbations sont stables et celles où elles sont instables.  

 

III.5.1 En l’absence de contrôle :  

Nous avons examiné l’effet des champs électrique et magnétique, de l’inclinaison du plan  

𝛼𝛼 et de la tension de surface sur la stabilité de l’interface. Les résultats sont représentés sur 

les figures (III.5.1) -(III.5.4)). 

On remarque que la zone de stabilité rétrécit lorsqu’on augmente les valeurs de 𝛽𝛽 et𝐻𝐻𝐻𝐻, de 

plus la valeur du Reynolds à la criticalité diminue, ce qui confirme le résultat donné en (III.1) 

et (fig. (III.2)). Concernant l’effet du nombre de Weber (fig.  (III.3)), nous remarquons un 

élargissement clair de la zone de stabilité  à mesure que𝑊𝑊  augmente. Cependant, il 

semblerait qu’il n’ait aucun effet sur le seuil du déclenchement de l’instabilité, l’écoulement 

devient instable à la même valeur du nombre de Reynolds critique.  

Dans la figure (III.4), On peut remarquer qu’une augmentation de l’inclinaison du plan fait 

augmenter la zone stable. C’est aussi une confirmation du résultat donnant le seuil de 

l’instabilité (III.8). 

III.5.2 En présence de contrôle: 

L’effet du contrôle sur les courbes de stabilité marginale est représenté sur les figures (III.5), 

(III.6) et (III.7)). Nous avons tout d’abord fait varier le paramètre de contrôle 𝜼𝜼 et fixé les 

valeurs de 𝛽𝛽 et 𝐻𝐻𝐻𝐻. Nous avons remarqué un élargissement de la zone stable à mesure que 

𝜼𝜼 augmente. La valeur du nombre de Reynolds au seuil de l’instabilité augmente également 

cela veut dire que l’écoulement est plus stable. Sur les figures (III.6) et (III.7), nous avons fixé 

l’amplitude du contrôle et avons fait varier le nombre de Hartmann et le paramètre 

électrique. Les champs électrique et magnétique sont toujours déstabilisants mais la zone 

stable est beaucoup plus large qu’en l’absence de contrôle, de plus le nombre de Reynolds 

marquant le passage à l’instabilité est également plus grand.  
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Figure (III.1) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour W=10,𝛼𝛼 = 30°𝛽𝛽 = 1et pour différentes 

valeurs du paramètre Ha (noir=0.2, rouge=0.6, vert=1,Jaune=1.4) 

 

 

Figure (III.2) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour W=10,𝛼𝛼 = 30°𝐻𝐻𝐻𝐻 = 1.4et pour 

différentes valeurs du paramètre 𝛽𝛽 (noir=0.1, rouge=0.6, vert=1,Jaune=1.4) 
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Figure (III.3) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour𝛼𝛼 = 30°,𝛽𝛽 = 1𝐻𝐻𝐻𝐻 = 1.4et pour 

différentes valeurs du nombre de Weber W (noir=2, rouge=3, vert=4,Jaune=5). 

 

Figure (III.4) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour 𝑊𝑊 = 10,𝛽𝛽 = 1𝐻𝐻𝐻𝐻 = 1.4et pour 

différentes valeurs de l’angle 𝛼𝛼  (noir=10°, rouge=20°, vert=30°,Jaune=40°). 
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Figure (III.5) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour𝛼𝛼 = 30°,𝛽𝛽 = 1, W=10 

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 1.4 et pour différentes amplitudes du contrôle 𝜼𝜼 (noir=0.9, rouge=0.7, vert=0.5, Jaune=0.3). 

 

Figure (III.6) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour W=10,𝛼𝛼 = 30°𝛽𝛽 = 1.4 et     𝜼𝜼 = 𝟎𝟎.𝟑𝟑        

pour différentes valeurs du paramètre Ha (noir=0.3, rouge=1, vert=1,5,Jaune=1.2) 
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Figure (III.7) – Courbes de stabilité marginale obtenues pour W=10,𝛼𝛼 = 30°𝐻𝐻𝐻𝐻 = 1.5et  𝜼𝜼 = 𝟎𝟎.𝟑𝟑 

pour différentes valeurs du paramètre de 𝛽𝛽 (noir=0.1, rouge=0.6, vert=1,Jaune=1.4) 

 

III.6. Taux d’amplification des instabilités : 

Nous avons également examiné l’effet du contrôle imposé sur le taux d’amplification des 

perturbations. Nous utilisons toujours la relation (III.5), où nous avons fixé le nombre de 

Reynolds à 10.  Le taux d’amplification est représenté en fonction du nombre d’onde k. Les 

figures qui suivent montrent l’influence des paramètres du problème sur 𝑤𝑤𝑖𝑖 dans différents 

cas. 

Sur la figure (III.8), nous avons représenté le taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖 pour différentes valeurs 

du paramètre contrôle 𝜼𝜼. En l’absence de contrôle, les ondes longues sont toujours instables 

mais dès qu’il est imposé, elles deviennent stables. De plus, la valeur de 𝑤𝑤𝑖𝑖 diminue avec 

l’augmentation de 𝜼𝜼. Le maximum d’amplification est atteint pour un nombre d’onde 𝑘𝑘 =

0.4. Le contrôle ne semble pas avoir d’effet sur le mode le plus dangereux.  

Sur les figures (III.9) et(III.10), nous avons représenté le taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖 pour 

différentes valeurs des paramètres 𝐻𝐻𝐻𝐻 et 𝛽𝛽 et pour un contrôle dont l’amplitude a été fixé 
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à0.2. Les champs électrique et magnétique font augmenter la valeur de 𝑤𝑤𝑖𝑖 , il s’agit d’un 

résultat prévisible, le mode le plus instable est cependant moins amplifié qu’en cas 

d’absence de contrôle. Le même effet a été observé lorsque l’on a fait augmenter 

l’inclinaison du plan (fig. (III.11)). Nous remarquons également que ces dernières courbes se 

rejoignent toutes au mode de nombre d’onde 𝑘𝑘 = 0 et de taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖 = −0.2. 

 

 

Figure (III.8) – Taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖des ondes en fonction du nombre d’onde k pour𝛼𝛼 = 30°,𝛽𝛽 =

1.5, W=10,𝐻𝐻𝐻𝐻 = 0.5Et pour différentes valeurs de contrôle 𝜼𝜼 (jaune=0, noir=0.1, rouge=0.2, 

vert=0.3). 

 

45 
 



 

Figure (III.9) –Taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖des ondes en fonction du nombre d’onde k pour W=10,𝛼𝛼 =

30°𝛽𝛽 = 1.5et 𝜼𝜼 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐  pour différentes valeurs du paramètre Ha (noir=0.5, rouge=1, vert=1.5) 

 

 

Figure (III.10) –Taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖des ondes en fonction du nombre d’onde k pour W=10,𝛼𝛼 =

30°𝐻𝐻𝐻𝐻 = 0.5,𝜼𝜼 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐et pour différentes valeurs du paramètre 𝛽𝛽 (noir=0.5, rouge=1, vert=1.5) 
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Figure (III.11) –Taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖des ondes en fonction du nombre d’onde k pour W=10, 𝐻𝐻𝐻𝐻 =

1𝜼𝜼 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐 ,𝛽𝛽 = 1et pour différentes valeurs de l’angle 𝛼𝛼 (noir=10°, rouge=20°, vert=30°) 

 

Conclusion : 

Dans ce chapitre, en soumettant l’écoulement à des perturbations d’amplitude 

infinitésimale, nous avons effectué une analyse de stabilité linéaire de la solution de base 

préétablie dans le but d’examiner l’effet du contrôle sur la stabilité de l’interface. 

Cet effet a été analysé à travers le tracé de courbes de stabilité marginale et de courbes 

donnant le taux d’amplification 𝑤𝑤𝑖𝑖 des ondes en fonction de nombre d’onde 𝑘𝑘 des 

perturbations. 

 

 

 

 

47 
 



Conclusion générale  

 

Nous avons abordé dans ce mémoire de fin cycle une étude sur la stabilité d’un écoulement 

gravitaire d’un film mince de fluide non newtonien en présence d’un champ 

électromagnétique et soumis à un contrôle imposé de la paroi sur laquelle le fluide s’écoule.  

Le but  de ce travail est de formuler un modèle à une équation décrivant l’évolution de 

l’interface à partir d’un développement asymptotique. Cette formulation est obtenue dans 

une configuration plane pour un fluide visqueux en écoulement 2D. 

 Afin de réaliser cette étude, une modélisation approchée des équations gouvernant 

l’écoulement à surface libre a été mise en œuvre. La méthodologie suivie est adaptée à 

l’étude des instabilités de grandes longueurs d’ondes observées dans les écoulements de 

films minces.  

Pour réponde à la problématique posée dans ce travail, nous avons partagé ce mémoire en 

trois parties : 

• Dans la première partie nous avons établi les équations de conservation de masse et 

de quantité de mouvement avec les conditions aux limites, puis écrit les équations 

obtenue sous forme adimensionnelle. Cela nous a permis de faire ressortir les 

paramètres pertinents caractérisant le problème. Nous avons par la suite déterminé 

la solution de ces équations dans le cadre relativement restreint d’un écoulement 

permanent. 

• Dans la deuxième partie, nous avons présenté les modèles théoriques déjà 

développés pour décrire les équations de la surface libre et citer quelques travaux 

antérieurs importants. Avec des approximations adaptées, nous avons pu formuler  

un modèle à une équation «développement asymptotique  aux grandes ondes» 

valide aux faibles nombres de Reynolds. Le choix de l’approche utilisée a été  dicté 

par la précision des résultats obtenus dans son domaine d’application. Les études  

basées  sur  les  développements  asymptotiques appliquées  aux  écoulements  de  
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films  liquides  minces  permettent  de  déterminer  de manière précise les conditions 

critiques au seuil des instabilités.  

• Dans la troisième partie, nous avons soumis l’écoulement à des perturbations de 

faible amplitude, nous avons effectué une analyse de stabilité linéaire de la solution 

de base préétablie, puis déterminé  les courbes de stabilité marginale et le taux 

d’amplification des ondes en fonction du nombre  d’onde k . Ces courbes nous ont 

permis d’examiner la compétition entre les effets stabilisants et déstabilisants des 

paramètres contrôlant le problème. Les champs électrique et magnétique sont 

déstabilisants, mais grâce au contrôle imposé nous avons pu stabiliser l’écoulement 

ou du moins élargir la zone des modes stables. 

Les  résultats  obtenus  dans  ce  travail  peuvent  être  appliqués  à  d’autres situations 

rencontrées dans l’industrie en incluant d’autres paramètres physiques : 

 Le  système  d’équations  obtenu  peut  être   résolu  numériquement   sans  

restriction  sur  les nombres d’onde. 

 Considérer le cas des fluides non newtoniens. 

 Considérer  un écoulement 3D de films de fluides newtoniens en présence d’un 

champ électromagnétique. 
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