République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université A. MIRA-BEJATA
Faculté des Sciences Exactes

Département de Mathématiques

Al Ayl

Tasdawit n Bgayet
Université de Béjaia

Mémoire
Présenté pour 'obtention du dipléme de MASTER

En Mathématiques
Spécialité : Analyse Mathématique

Théme
LA CALIBRATION LINEAIRE

Présenté par :

Melle Yahiaoui Wassila
Melle Mebarki Silia

Soutenu le 01/10/2020 devant le jury suivant :

Président Mr F. BOUHMILA M.C.A U.A.M Béjaia
Examinatrice Mme S. TAS Professeur U.A.M Béjaia

Promotrice Mme H. BECHIR M.C.A U.A.M Béjaia

Année Universitaire : 2019/2020



REMERCIEMENTS

Nous tenons a exprimer notre profonde gratitude envers notre encadreur : Mme
H. BECHIR pour son soutien et la confiance qu’elle nous a accordées, en nous propo-
sant ce sujet et pour son aide. En nous écoutant patiemment, et en discutant maintes
fois de la nature et de 'avancement de notre travail, elle nous a permi de synthétiser,
comprendre et expliquer un grand nombre de questions.

Nos remerciements sont aussi adressés & Mme S. TAS et Mr F. BOUHMILA qui
nous font I’honneur de juger notre travail.
Merci & nos parents et a nos fréres et soeurs pour nous avoir inculqué le gotit d’ap-
prendre, de nous avoir appris a penser et de nous avoir encouragées sans cesse pour
aller plus loin, sans oublier tous ceux qui ont apporté leur contribution et leur aide
de prés ou de loin.

Merci & tous les membres de la faculté des sciences exactes en général et aux
membres du département de mathématiques en particulier.



DEDICACE

Yahiaoui Wassila

Je dédie ce modeste travail a :

Mes chers parents qui étaient toujours attentifs, affectueux et compréhensifs, qui
m’ont soutenue durant les laborieuses années de mes études, a qui je témoigne toute
ma gratitude.

Mes fréres et mes soeurs.

Toute ma famille chacun par son nom.



DEDICACE

Mebarki Silia

Je dédie ce modeste travail a :

Mes chers parents qui étaient toujours attentifs, affectueux et compréhensifs, qui
m’ont soutenue durant les laborieuses années de mes études, a qui je témoigne toute
ma gratitude.

Mes chers soeurs et fréres :Kahina, Thiziri, Massiva, Takfarinas, Aziz, Farok.

Mes chers cousines : Sihem et Hakima.

Ma cher amie : Sara Maouchi.

Toute ma famille chacun par son nom.

Tous les étudiants de ma promo et mes amies.



TABLE DES MATIERES

Introduction

1 Problemes mal poses

1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . e e
1.2 Problémes mal posés . . . . . . . . . e
1.3 Exemples de problémes mal posés . . . . . . . . .. ... .. Lo
1.4 Méthode de régularisation . . . . . . .. ... Lo
1.4.1 Méthode de Tikhonov . . . . . . . . . . . . ...
1.4.2 La méthode de Landweber . . . . . . . . . . . . ... ... oL
1.4.3 Méthode de Morozov . . . . . . . . . .. e
1.4.4 La méthode de décomposition en valeurs singuliéres . . . . . . . ... . ...
2 Calibration lineaire
2.1 Motivation pratique . . . . . . . . Lo
2.1.1  Neuroscience . . . . . . . v v v v e e e e e e e
2.1.2  La pharmocologie . . . . . . . . . ..
2.1.3 Latransmission de signal . . . . . . . .. ... L Lo L
2.1.4 La Chimiométrie . . . . . . . . . . . . . e
2.2 L’énoncé de probléeme . . . . . . . . .
2.3 Estimation de 'opérateur et de deuxiéme membre . . . . . . . . . . ... ... ...
2.3.1 Construction de I'estimateur . . . . . . . . . ... .. ... .. ........
2.3.2 Estimationde x . . . . . . . ...
2.4 Corollaire 1 . . . . . . . . e
2.5 Corollaire 2 . . . . . . e e
2.6 Corollaire 3 . . . . . . e

3 Exemple numérique

Conclusion

15
15
15
16
16
16
17
18
18
26
32
33
33

35

41



INTRODUCTION

La calibration, également appelée régression inverse. Est un probléme classique qui apparait
souvent dans une configuration de régression.

D’une maniére générale, la calibration est un processus pour lequel I'instrument de mesure a
étalonner est comparé a un autre de référence plus précis. Aujourd’hui, dans le monde concurren-
tiel, le service (les entreprises industrielles,...) doit répondre de fagon efficace aux besoins de ses
usageérs et clients, c’est pour cela que la calibration est importante.

L’étalon de référence n’est pas forcément un instrument, mais il peut étre un produit chimique,
masse et piéce mécanique, ou un étalon physique, liquide ou gazeux ; et des erreurs sont introduites
dans toutes les mesures.

Voici un exemple que nous rencontrons dans la vie quotidienne :

Exemple :

Lorsque vous conduisez votre voiture, sur le compteur de vitesse, 120 Km /h est affiché, ensuite
un policier vous arréte parce que la limite de vitesse ne doit pas dépasser 100km /h.
L’agent vous donne un billet qui montre que vous conduisez & 123km/h calculée par le radar.
Ainsi; votre compteur de vitesse a une erreur de 3km/h, donc la calibration est essentielle pour
assurer la qualité des produits finis.

Résoudre un probléme de calibration linéaire revient a résoudre un probléme inverse mal posé
linéaire Tx = Y ; ou T est un opérateur compact, donc d’inverse non continu.
D’apreés le mathématicien francais J.Hadamard un probléme est dit mal posé si 'une de ces condi-
tions n’est pas vérifiée :

e L’existence,

e L’unicité,



o La stabilité de la solution.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la calibration linéaire. Notre intérét porte sur les travaux
de Cuevas et al.

Dans le premier chapitre nous présenterons les principaux concepts des problémes inverses mal
posés et certaines méthodes de régularisations, en développant la méthode de la décomposition en
valeur singuliére illustrée par un exemple. Cet intérét pour les problémes mal posés est di au fait
que la calibration finit par y aboutir.

Dans le second chapitre nous décrirons quelques domaines, pour lequels ’approche stochastique
joue un roéle trés important dans certaines situations pratiques; ensuite nous nous intéresserons
principalement a estimer la solution de ’équation Tz = Y, car Y n’est connue qu’approximative-
ment. Donc 'estimation se fait en deux étapes : R
La premiére consiste a estimer 7', dont un opérateur sous Jacent Ty est construit.

Ensuite, dans la deuxiéme étape l'intérét se porte sur 'équation Tyx = Y,, pour pouvoir estimer
la solution approchée z, ot Y, est une valeur approchée particuliére de Y, puis des inégalités
exponentielles de type Bernstein Frechet sont établies.

Nous acheverons ce chapitre en contruisant un intervalle de confiance pour la solution exacte.

Enfin le troisiéme et le dernier chapitre présentera un exemple numérique qui vérifie la validité
de ’approche.

Nous terminerons ce travail par une conclusion.



CHAPITRE 1
PROBLEMES MAL POSES

1.1 Préliminaires

Un probléme inverse est 'opposé d’un probléme direct, pour lequel nous cherchons une solution
exacte ou approchée a partir des paramétres connus.

Les problémes inverses interviennent dans plusieurs domaines et nous pouvons citer parmi eux :

I'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X),

la chimie (détermination des constantes de réaction),

e l'ingénierie pétroliére (prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, identifications
des perméabilités hydrauliques),

e le traitement d’image (restauration d’images floues),

e La mécanique .

Selon Nashed[12]; trois catégories de méthodes de résolution des problémes inverses se pré-
sentent :

e Les méthodes extraites de I’analyse mathématique et de la théorie des fonctions, elles trans-
forment un probléme mal posé en un probléme bien posé, donc pour décrire les variables et
leurs topologies, nous agissons sur les espaces utilisés.

e La réalisation des problémes mal posés die initialement & Tikhonov|15], cherche a redéfinir
les notions d’inversion et de solutions, donc le probléme initiale (mal posé) doit étre remplacé
par un probléme approché bien posé.

e Les méthodes d’inversions stochastiques, développées par Tarantola[14], dans lesquelles toutes
les variables sont supposées aléatoires (mesurables), nous permet de représenter les incerti-
tudes.

Nombreuses sont les causes d’incertitudes de problémes inverses; on cite :
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e [’origine des données est expérimentale, donc les erreurs sont collectées en nombre fini, méme
si le modéle mathématique les décrit en terme de fonctions.

e Des interpolations effectuées d’un modéle continu, a cause de la discrétisation du modéle
mathématique.

e Le modéle lui méme repose sur l'idéalisation d’une situation physique et d’hypothéses sim-
plificatrices.

En raison de cette sensibilité des problémes inverses, nous ne cherchons plus la solution exacte,
mais plutot une solution approchée.
Le probléme direct consiste a calculer la réponse Y du systéme Tx =Y a partir de la donnée .
Au sens de Hadamard une minorité de cas de problémes directs sont mal posés.

Si le probléme est relatif & un phénoméne physique, une condition nécessaire devrait se réaliser,
elle s’agit de la continuité de la solution par rapport aux données.

Les problémes mal posés ont longtemps été ignorés dans la physique mathématique.

En terme mathématique ; résoudre un probléme inverse souvent conduit pratiquement a la ré-
solution d’une équation linéaire dont la linéairité est exprimée par une matrice étant obtenue par
discrétisation d’'un opérateur intégral.

Les problémes inverses se répartissent en deux catégories : problémes inverses bien posés, pro-
blémes inverses mal posés.

Les deux grands groupes des problémes inverses sont :

Problémes linéaires :
Ils se raménent a la résolution d'une équation intégrale de premiére espéce dans le cas continu

ou a la résolution d’un systéme dans le cas discret.

Le recours a 'analyse fonctionnelle et a 'algébre linéaire permet d’obtenir des résultats précis
et des algorithmes efficaces.

Ainsi, nous citons quelques exemples qui présentent ces problémes : échographie, traitement
d’image,... qui se raménent a la résolution d’une équation de premiére espéce.

Problémes non linéaires :

Ils peuvent se diviser en deux catégories selon que le paramétre que 1'on cherche a estimer : un
vecteur ou une fonction. Ces problémes sont plus difficiles et il existe moins de résultats généraux.

L’étude des problémes inverses est ardue du fait de la possibilité d’avoir plusieurs solutions,
pour cela nous ajoutons certaines conditions pour assurer I'unicité de la solution, nous reservons
généralement le qualitatif d’inversion aux problémes d’inversions mal posés.



1.2 Problémes mal posés

La notion d’un probléme mathématique mal posé est apparue dans la discussion du mathé-
maticien francais J.Hadamard[7] dans son livre Lectures on Cauchy’s problem in linear partial
differential equation en 1902. En 1932 il a introduit le premier probléme mal posé, il s’agissait de
la construction de la solution d’un probléme de Cauchy a partir de la condition initiale.

Selon ce mathématicien, un probléme est dit bien posé, si toutes les conditions suivantes sont
satisfaites :

e La solution existe : (ie VY € K il existe une solution = € H telle que : Tx =Y),
e La solution est unique : T doit étre injectif (ie Vo, 29 € H : Tz = Ty = 1 = 23),

e la stabilité de la solution : (une petite perturbation sur Y peut mener a des solutions com-
plétement différentes).

La non réalisation de I'une de ces propriétés définit un probléme mal posé. Plusieurs mathé-
maticiens ont oeuvré pour développer la théorie et les méthodes de résolutions des problémes mal
posés, parmi eux J.Hadamard|7], TiKhonov|[15]...

La solution existe, unique et stable c’est & dire elle dépend contintiement des donnés initiales
(I'opérateur inverse de T doit étre continu), la non existence d’une solution se pose lorsque 1'opéra-
teur T n’est pas surjectif dans K et la non unicité si T n’est pas injectif, mais c¢a reste des difficultés
rectifiables.

C’est la stabilité de la solution, qui pose un souci car une légére perturbation sur la donnée Y peut
mener & des solutions z radicalement différentes.

Définition :

Un opérateur linéaire continu T, d’un espace de Hilbert H dans un autre espace de Hilbert K,
est une application linéaire continue de H dans K, c’est-a-dire elle vérifie :

o Vue H;Tu e K,
o V(u,v) € Hx H;V(a, 8) € R?: T(au + fv) = aTu + Tv
e M >0; Yue H, ||Tu|x = M|ul|g

La plus petite valeur de M représente la norme de 'opérateur T, qui s’écrit sous la forme :

T
7)) = sup L4l

wer |ullu
Définition :
Soient H et K deux espaces de Hilbert. Un probléme inverse s’éxprime sous la forme :
Tr=Y (1.1)

ou T': H— K est un opérateur linéaire.



1.3 Exemples de problémes mal posés

Exemple 1 : "Equation intégrale de premiére espéce"

Un exemple classique de probléme mal posé, est la dérivation d’une fonction g€ L*[a, b] connue
approximativement.

Soit
K :[a,b] x [c,d] = L*([a,b]) x L*([c,d))

une fonction.

Nous considérons 1’équation intégrale de premiére espéce associée a K(z,y) et a la donnée g,

d
/ K(e.9) (y)dy = g(x) (1.2)

Il s’agit d’une intégrale dite de Fredholm que l'on trouve, lorsqu’on s’intéresse au probléme
inverse de la diffusion de chaleur.

Supposons que K (z,y) est continiiment dérivable par rapport & x sur [a,b|, et donc (1.2) Pest
quelque soit feL?([e,d]);
Donc
Si g n’est pas dérivable sur |c,d|, ’équation (1.2) ne posséde aucune solution.
Maintenant, supposons que I’équation (1.2) posséde une unique solution.
Nous considérons une petite perturbation de la forme :

f7(t) = f(t) + Asin(wt)

Donc
1f = ey = 1SN L2 (e a)
d
= / A? sinQ(Wt)dt
On a : 1 2
_ t
sin?(ot) = (M)
2
Alors

d
1 — cos(2wt
I = Pl = 4° [ 220

c

_A [d . (sin(2wd) - sin(zwc»]

2 2w
Or
lim dsin(de) — sin(2wc) _0
wd—0 2wd
D’autre part
| Kf— Kf*H%z([c,d]) =g — Q*H%%[C,d]) (1.3)

7



b d
IKf = K\ 2eoay = / { / Asin(wt)dt}2ds

AZ
= [cos(we) — cos(wd)]? (b — a)

Or

lim |Kf— Kf*|; =

Jim [[Kf = K72 ey = 0
Pour w suffisament grand, la norme (1.3) est petite quelque soit la valeur de T (fixée au départ),
ce qui veut dire qu’on peut trouver une perturbation de norme finie et arbitraire de la solution qui
induit une perturbation aussi petite que ’on veut sur la donnée g.

Cela signifie que lorsque la solution de (1.2) existe, elle ne dépend pas continiment du second
membre g, donc une petite erreur sur g peut mener & une grande erreur sur la forme de la fonction
inconnue.

D’oi le probléme (1.2) est mal posé :

e Il n’admet pas de solution,

e Il admet une unique solution non nécessairement stable.

Exemple 2 : "Probléme mal conditionné"

Soit le systéme linéaire (S) défini par :

Tr=Y
Ou T € My(R) et Y € R* (vecteur colonne)
Tel que :
10 7 8 7
7 5 6 5
= 8 6 10 9
7 5 9 10
et
1
3
Y= 2
1
T est inversible, alors
r=T71Y
D’ou
-84
B 139
T -
20



est la solution du systéme (S).

07 8 7
. |7 5 6 5
5 =T+ Al = 8 610 9
7 5 9 101
Y est toujours le méme.
T* est inversible ; alors il vient que :
—74
« | 122.333
T 29
16.6667

est la solution du systéme linéaire : T*x =Y.
Nous remarquons qu’une petite perturbation sur les coefficients de la matrice T méne & deux solu-
tions totalement différentes. Donc ce probléme est mal posé, car la matrice T est mal conditionnée.

Remarques :

Une matrice T est dite mal conditionnée si :

Cond,(T) = ||IT|l,1 T, > 1

Cond,(T) est appelé conditionnement du systéme (S) suivant la norme p utilisée.

Le systéme (S) peut étre perturbé; trois cas sont distingués :

e T est perturbé; b est exact,
e T est exact; b est perturbé,

e T et b sont perturbés.

1.4 Meéthode de régularisation

Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé, de sorte que
I’erreur commise soit compensée par le gain de stabilité.

Le but de ces méthodes est de trouver le signal (ou la fonction) z en utilisant la donnée Y.
Ceci n’est pas toujours possible car la valeur exacte de Y n’est qu'une mesure approximative.

Ainsi, on cherche réellement la solution d’'une équation qui s’écrit sous la forme Y = Tx + e,
ou e représente le bruit (erreur) qui soit la plus proche de 'équation Y = Tz ; c¢’est a dire que plus
Ierreur est petite, plus la solution estimée est proche de la solution exacte.

Nous abordons dans cette partie, le principe de quelques méthodes de régularisation les plus
courantes, nous citons la méthode de Tikhonov, la méthode de Morozov...; au sens ot 'opérateur
linéaire T n’est pas contintiment inversible, il existe deux types de méthodes de régularisation.



Méthodes directes :

Comme la méthode des moindres carrés, méthode de Tikhonov, méthode de lavrentiev, mé-
thode de quasi-réversibilité et la méthode de la décomposition en valeur singuliére.

Méthodes itératives :

Nous citons la méthode de Landweber et la procédure semi itérative.

Remarque :

Soit 'opérateur Tx =Y, ot T est un opérateur linéaire compact. Un tel probléme est toujours
mal posé, car un opérateur compact n’est pas contintiement inversible en dimension infinie.

Définition :

Soient H et K deux espaces de Hilbert, 'opérateur linéaire 7' : H — K est dit compact, si
I'image de tout sous ensemble borné de H est relativement compact dans K.
Soit y € K donnée, cherchons & € H solution de Tx =Y.

1.4.1 Meéthode de Tikhonov
(Voir Tikhonov[15])

C’est une méthode développée pour pouvoir estimer une gamme de fonctions, qui est connue aussi
bien en statistiques qu’en analyse numérique.

Le principe de cette méthode est de résoudre le probléme inverse mal posé T'x = Y en choisissant
x® comme solution qui minimise le probléme régularisé :

Jo =Tz = Y|k +allz|% (1.4)

Ou J, est appelé la fonctionnelle de Tikhonov et « est le paramétre de régularisation.
Ce probléme admet une unique solution x® convergente vers la soltion exacte Z lorsque « tend vers
0, et qui dépend continiment de Y ; Ce probléme est donc bien posé.

Si « est choisi trop petit, J, sera proche de Ti’:?, donc le probléme de départ et le probléme
régularisé seront proches, donc tous les deux seront mal posés.

Si « est trop grand le probléme régularisé ne sert qu’a forcer x a étre proche de Z, donc le choix
optimal de « est délicat.

1.4.2 La méthode de Landweber

(voir Landweber|9])
Une méthode itérative est une méthode qui consiste a construire une suite de solutions approchées
qui converge vers la solution désirée.
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La situation est plus compliquée en présence de bruit dans le contexe des problémes inverses ;
car la suite construite par la méthode itérative ne converge pas vers une solution du probléme de
départ.

La méthode de landweber a pour principale avantage de se préter & une analyse simple. Cette
méthode converge trop lentement pour étre utilisable en pratique.

Landweber a proposé de réécrire ’équation T'x =Y sous la forme :
r=I—-aIl"T)x+ alT*Y
et pour a strictement positif, on a le schéma aléatoire suivant :

2V =0

2" = (I —aT*T)a™ ! + aT*Y; m=12,...

ol T™ est 'opérateur adjoint de T

1.4.3 Méthode de Morozov

D’apres Krisch, le principe de la méthode de Morozov, est basé sur la méthode de régularisation
de Tikhonov.
Le principe de décalage de Morozov est facile & étudier théoriquement parce qu’il peut étre formulé
sous forme de méthodes de régularisation linéaires.
On expose la plus classique "The discrepancy principal ", ¢’est a dire principe de décalage Morozov.

Cette méthode consiste & chercher la solution de Tikhonov qui minimise la fonction (1.4), en
ajoutant la contrainte :
1Tz = Y| =8

telle que :
a=a(d) >0

Le choix du paramétre o par la méthode de décalage garantie que 'erreur est ¢ et que « est trés
petit.

L’ordre de convergence O(\/S) est meilleur pour le principe de décalage de Morozov.

1.4.4 La méthode de décomposition en valeurs singuliéres

La décomposition en valeurs singuliéres (singular value decomposition en anglais) est souvent
abrégée SVD.

La décomposition a été initiée par Bel-Tramie , c’est 'une des approches utilisée pour étudier
un probléme inverse mal conditionné. Elle est devenue un outile numérique depuis la fin de 1960,
lorsque G.Golub a montré comment la calculer de maniére stable et efficace.
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Remarque :

La SVD est une sorte de diagonalisation qui permet en particulier de résoudre les problémes
aux moindres carrés.

Nous énoncons le théoréme dans le cas des matrices réelles :

Théoréme :

Soit T" une matrice de dimension m X n, T peut étre factorisée de la maniére suivante :
T=USV*

Avec :
U est une matrice carrée orthogonale de dimension m x m :

UtU-UU'-1,; U= (Uy,..,Up)

V' est aussi une matrice carrée orthogonale de dimension n X n :

ViV=VV'=l,; V=(WV,.., V)

S est une matrice diagonale de dimension m X n qui contient des éléments diagonaux strictement
positifs dites "valeurs singuliéres", oy > 02 > .... > 0, > 0

S, 0
a1

S, = diag(oy, ..., 0,)

ol

Composante par composante ; 'identité matricielle T'= USV? devient :

Tvj=cju;j et T'U;=0;v; pour i—1,....,r
et
T'U;=0 pour j=r+1,....max(m,n)
Or41=Omax(m,n)—0;
On a :

[T~ TSV 2 = [|S|la=max(0y, ..., 07) =01

||T||F:\/ ZZ]‘:1 a%j:\/tr(TtT):\/Z?zl o7

La matrice T'= USV" admet une inversion ; alors :
le systéme Tx =Y devient USViz =Y
donc

SVizg =U"tY
et on obtient le nouveau systéme 7'z =Y, ot :

T =8VtetY =U"'Y

12



Calcul de la SVD :

Nous pouvons calculer la SVD de T de la facon suivante :

e Calculer T'T

e Calculer une décomposition en éléments propres T = USV?.

Exemple :

Soit
3 1
(1)

v (10 6
TT_(G 10

Les valeurs et les vecteurs propres associés a cette matrice sont :

Premier pas :

)\1:4,
1
()
1
= (1)
Donc

B T

1

et Uy=(—)TVi; Us=(—)TVa;

01 02
Donc

1 1
=(4)

D’ou
T =USV".

Donc pour résoudre le systeme Tx=Y ; on procéde de la maniére suivante :

Tr=Y
USVicg=Y

13



SVie=U"'Y car U est inversible
4 (05 =05
v = < 0.5 0.5
L (2 2
SVt = ( 22
(0125
=\ 0375

Avec :

D’ou la solution obtenue est :
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CHAPITRE 2
CALIBRATION LINEAIRE

Le but de ce chapitre :

Dans ce chapitre nous décrivons quelques domaines pour lesquels ’approche stochastique joue
un role trés important dans certaines situations pratiques; et nous établissons des inégalités expo-
nentielles de types Bernstien et Fréchet pour la probabilité de la distance entre la solution exacte
et la solution approchée d’un opérateur linéaire inconnue avec un second membre exacte, par une
méthode stochastique qui calcule une solution approchée pour un probléme de calibration, ce qui
nous permet d’obtenir la convergence presque compléte pour la suite de solutions approchées, et
enfin nous contruisons un intervalle de confiance pour la solution exacte.

2.1 Motivation pratique

L’approche de plan expérimental fixe est trés important dans les situations pratiques, on trouve
une entrée x(t) qui produit une sortie aléatoire Y(t).

On décrit quelques exemples concrets :
2.1.1 Neuroscience

Etude scientifique du systéme nerveux.

Il existe au moins deux méthodes importantes en neuroscience ; la premiere est la méthodolo-
developpée et appliquée par Hodgkin et Kuxley.

Dans cette technique potentielle I'entrée considérée est une membrane cellulaire et la sortie
correspondante est le flux du courant. Ce flux du courant est la somme du courant ionique et le

courant de capacité.

La deuxiéme méthode apparait dans les expériences de réponses évoquées. Des ondes cérébrales
obtenues comme réponse & un stimulus variable controlé.
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2.1.2 La pharmocologie

C’est un domaine essentiel de I'enseignement médical différent de la pharmacie qui fabrique
et dispense de médicament. Dans ce domaine l'analyse de régression se fait dans un plan fixe.
Ici la variable controlée est la quantité administrée qui peut étre constante (donc une analyse de
régression classique) ou bien variable (¢’est a dire la quantité change) ; ce qui conduira dans ce cas
a une configuration de régression fonctionnelle dans un plan expérimental fixe.

par exemple; en cardiologie expérimentale (voir Garcia-Dorado et all6]) il est tres intéres-
sant d’analyser l'effet d’augmentation des doses d’un médicament dans les cardiomyocytes de rats
adultes fraichement isolés.

2.1.3 La transmission de signal

Dans la littérature sur la transmission de signal, nous utilisons le modéle linéaire fonctionnel :

Yin(t) = (Tx)in (1) + ein(t)

Ou la sortie Y(t) est le résultat de la somme d’un effet de flou sur entrée x(t) et un processus
de bruit aléatoire e(t) (C’est I'erreur commise) (voir cuevas et al [3]) qui sont continues. L’objectif
est d’estimer I'entrée a partir des obsevations données par la sortie.

Exemples :
Imagerie acoustique :

Une variation des carastéristiques nominales du milieu perturbe 'onde incidente connue (pré-
sence d’obstacles et de fissures, héterogénité). Dans le cas ou ces variations sont connues; des
méthodes classiques se révélent lors du calcul de la perturbation subi par ’onde incidente (le pro-
bléme est direct).

Réciproquement ; des données supplémentaires fourni par la mesure du signal perturbé nous per-
met d’examiner la reconstruction d’une variation inconnue des caractéristiques nominiales.
Dans ce cas le probléme est dit probléme inverse.

Tomographie :

Les domaines d’applications de la tomographie sont vastes ; on cite : la medcine, géologie, ’astro-
physique (tomographie sismique, tomographie électrostatique ou électromagnitique, tomographie
par rayon X...)

2.1.4 La Chimiomeétrie

La chimiométrie est une discipline trés appliquée, qui permet d’améliorer le controle et ’opti-
misation des procédés, elle est fondée sur la construction d’'un modéle mathématique.
Ce domaine offre un énorme potentiel d’applicabilté des outils de régression fonctionnelle.
Une forte colinéarité des données est souvent présente, elle est expliquée par I'existence d’une
structure fonctionnelle sous jacente cachée.
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Le développement d’outils de régression fonctionnelle fixe produirait des modéles alternatifs
pour les problémes de chimiométrie basés sur un point fonctionnel (plutot qu’une dimension finie)
de vue.

2.2 L’énoncé de probléme

Dans la régression linéaire simple ; nous travaillons sur deux variables quantitatives linéairement
liées : Y qui est supposée une variable aléatoire endogéne exprimée en fonction d’une autre variable
X supposée mesurable avec précision (ie sans erreur).

Le modeéle de plan expérimental fixe étudié ici est sous la forme :

Yin(t) = (Tzin)(t) + ein(t) (2.1)
T : L*([a,b]) — L*([a,b])
x—Tx
et

Ta(t) = / K(t, s)z(s)ds (2.2)

/ab /ab K?(t, s)dsdt < oo (2.3)

La formulation de nombreux problémes classiques issus de différents domaines des sciences
appliquées est réduite a résoudre 1’équation intégrale (2.2).
Remarques :

L’opérateur T est compact; ce qui implique la non existence de l'opérateur inverse (Voir
Brezis|1]).

(Parfois nous omettons I'indice N dans z;y et Yin).
Si

K(t,s) = K(s,t) (2.4)

alors T est dit auto adjoint
L’équation intégrale peut s’écrire sous forme abstraite :

Tr=Y (2.5)

Telle que l'opérateur T satisfait I'hypothése suivante :

(Hy) : T est compact, auto adjoint, symétrique et les fonctions propres normalisées ¢; de T cor-
respondantes aux valeurs propres \; # 0, forment une base orthonormée en L?([a, b]).

< .,. > désignera le produits intérieur de L?([a,b]) et||.|| est la norme associée.
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Dénotons par Y, la valeur exacte inconnue du second membre de (2.5) et par x., € L*([a,b])
qui satisfaient :
TZey = Yeu

( dont I'existence et 'unicité sont veérifiés)
Dans certaines catégories de problémes appliqués, nous trouvons une classe dans laquelle T’

n’est connue qu’en certains points et le deuxiéme membre n’est connu qu’approximativement.
Donc pour traiter une telle situation nous considérons le cadre probabiliste.

Pour résoudre I'équation de 'opérateur intégral qui est un probléme de calibration, nous pro-
cédons en deux étapes :
Dans la premiére étape, nous devons estimer opérateur T (d’aprés les résultats de cuevas).

Ensuite 'estimation de la solution de I’équation (2.5) ; en se servant par 'estimation exhaustive
de la moyenne empirique Y donnée par la loi forte des grands nombres.
Ainsi; le probléme a résoudre est :

Tye =Y (2.6)

L’opérateur Tx est non injectif (rang fini), ainsi (2.6) est un probléme mal posé qu’on ne peut
résourdre en utilisant les méthodes classiques (Tikhonov) et qui peuvent étre abordées de deux
maniéres différentes :

Une approche déterministe :

Dans cette approche Tx = Y est I’équation qui nous intéresse, pour laquelle seule la sortie
bruité Y, est disponible et aucune hypothése ne sera considérée sur la suite T telle que :

[Ye =Y <e; avec e >0

ou La quantité e modélise le bruit présent Y..

Une approche stochastique :

L’approche stochastique qui consiste a remplacer le bruit par une variable aléatoire développée
sur la base d’une observation empirique Y qui n’est connue qu’approximativement.

2.3 Estimation de opérateur et de deuxiéme membre

2.3.1 Construction de I’estimateur

(Ces résultats sont basés sur les travaux de Cuevas et al).
Nous supposons premiérement que lors de I’execution de N expériences ; nous obtenons des données
fonctionnelles constituées des paires :

(wan (1), Yin ())€L([a,0]) x L*([a,b]); ¥V i=1N
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Observées selon le modéle (2.1) :
Y;N(t) = szN(t) + eiN(t); Vi = 1’ N

Comme il est mentionné au début; les variables x;xy sont connues indépendantes mesurables, et
Y;n est une variable aléatoire appelée réponse observée correspondante ; et les fonctions d’erreurs
e;n sont des processus aléatoires fonctionnelles indépendantes satisfaisant :

(E1) Efein(t)} =0 pouri =1, N
et

EHQNHQ =0 < o0

Il existe ¢ > 0 tel que :

|
E|je;n|P < %U%H vV op>2
ol

E : représente ’espérance mathématique.

I’hypothése de Cramer est vérifiée lorsque e;y sont des trajectoires d’un processus gaussien.
Nous souhaitons estimer 'opteur 7' et pour cela nous définissons des estimateurs appropriés :

TN(TAN -oos TN YINs -os YmN)

Tz
qui doivent converger vers T'; dont la norme dans I’espace appropriée est ||T'|| = sup H
x7#0 X
Dans la configuration fonctionnelle ; nous devons estimer la projection de I'opérateur linéaire
sous jacent 7" sur un nombre infini de directions orthogonales (Cuevas et al).

Nous supposons que pour chaque N; l'ensemble des indices {1,...,N} peut étre partionné

en m = my, sous ensembles Jin,Jon,...,Jmn avec cardJ;y = k;n et ky—min k;ny — oo, et
i=1,N

m = my — 00, tel que pour i=1,m :

JEJiN
Définissons encore :
— — 1
P YiN = L Y}N
iN
JELiN
_ 1
€ = &N = L § €jiN
iN .
Jein

Ces moyennes sont linéairement indépendantes ; et les espaces linéaires fermées :

Hy = L(Z1N, -, Tnn)
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Sont vérifiées.
(D1)  Hy C Hyu; LIUHN) = L([a, b))

(D2)  La plus petite valeur propre de la matrice Q constituée des éléments < T;n,T;n >;
1 <14,7 < m est limitée ci dessous par une constante ag > 0  quelque soit N.

L’hypothese L£(|J Hy) = L*([a, b]) est nécessaire pour estimer I'opérateur T de maniére cohérente ;
si cette condition ne se vérifie pas nous pouvons seulement estimer la restriction de T sur un espace
propre de L?([a,b]).

(D3) est équivalente a la suivante :
(D2a) il existe une base orthonormée de Hy notée par :

{¢1N7 sy SOTVLN}
telle que la matrice By = (6)% associ¢e au changement de base ¢,y = Z Bﬁgka satisfait :
k
1Byl < ao

Ot ag est constante indépendante de N.
D’aprés les résultats de Cuevas, (D2) est satisfaite lorsque les fonctions z;y sont concentrées sur
les cones dont les bords sont proches de ceux d’un systeme orthogonal.
Si {@1, ..., ¥, } sont orthogonaux; alors (Da) se réduit a (Day,) :
Il existe une constante ag indépendante de N telle que :

min ||Z;n|| > ao; VN >1

i=1,m

Un modéle satisfaisant (D7) et(Da2) est défini par Cuevas comme suit : Soit{ v1,vs,...} une base
de L*([a, b]).

Nous définissons z1x = V1,...,ZkN = V1, T(kt1).N = V2, T(ht2)N = V2,...y T2k = U2, ...

Ou N = km est un multiple de m et k£ = ky — 0o; m=my.
Il a proposé de prendre k;=k et Z;ny = v;, ot les normes ||v;|| sont positives.

Nous considérons : Y, =T7; + ¢;
Comme Z1,...,T,, sont linéairement indépendantes, nous pouvons choisir un systéme conjugué
: * * .
de fonctions z7,...,z}, telle que :
< Ty, Ty >= 0y

c’est-a-dire :

= (¢ ).

m
J=1

ol d; est le symbole de kronecher.
Soit T l'opérateur linéaire associé au noyau IA(N(S, t) :
AN b AN
Taalt) = / R (s, )2 (s)ds
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et

Définition :

Soit (Tv)n une suite de variable aléatoire réelle définie sur (Q2, A, P).

On dit que (Ty)n>1 converge presque complétement (p.c) si :

Ve>0 Y P{|Ty| > €} < oo
N=1

Théoréme 1 :

Soit le modéle défini par :(2.1),(2.2),(2.3) ;
supposons que (Eq) est vérifiée et :

e Les conditions (Dq) et (D2) sont réalisées.

. ki
e mn - —— > 0 lorsque N — oo
i=T,m (mylogmy)

Alors
|Tn — T|| = 0 complétement quand N — oo C’est-a-dire :

S P{In-T|>nt<o0; ¥V n>0

N=1

Preuve :

D’abord supposons que la restriction de ’estimateur T\N de T qui interpdle les paires (z;,Y;);
i=1,my sur Hy est 0. (Hx est le sous espace fermé orthogonal a Hy),

Il est déja supposé que m = my, Tiny = T;.
Soit 'opérateur non observable :

Ty : L*([a,b]) = L*([a,b])
défini par :

Tv(z)=T(z)=Y; pour i=1,m

Donc Ty est défini sur le sous espace Hy = L{Z;n, ..., Ty} pour z € Hy,.
Nous mettons Ty (z) = 0; et nous avons :

1T =TI = ITx = Tn + T = T|| < | Ty — T|| + | Tw = T (2.7)
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Comme T est un opérateur compact entre les espaces de Hilbert alors :

|Tn =T = 0; N —o0 (2.8)
Pour montrer la convergence de ||Ty — 7| il suffit de la prouver pour || Ty — T ;

ﬂ:i/\zxz EHN

i=1

est défini.
On a donc :

[T = Tnll = sup [(Tn — Tiv) ()]
lull<1

= sup (T — Tw)(O_ i)

llull<1 i=1

= sup || Z N(Tn — Tn)(T)|

(1731559 S——

< sup Y NIy = Tw) (@)

Il <1 i=1

< sup Z MY - Y|

llull<1 =1

Car par hypothése on a :
Tn(z) =Yiet Ty(z) =Y V z.

< max Yi—?; su Ail.1
< max [ = 7| sup (3 I\

llull<1 i=1
I'inégalité de Cauchy Schwartz donne :
m m
- = 1 1
< max |V; = Vil sup (3 (IN:)%)2.(Y_(1)%)2
i=lm llull<1 i=1 i=1
m
Si la forme de la base canonique mentionnée dans (Da,) étant p = Z a;p; ; il vient nécessai-
i=1

rement :
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Y al<i (lorsque ||| < 1)

et

Z 2 < ||Ba? (puisque A =Ba)

Alors
Ty = Tl < v max [V — Villag
Soi | :
oitn >0;n =— tel que:
Qo
P{|Ty = Tl| > n} < P{v/m max |[¥'; = ¥;l|ao > 1}

—P{\/_rrlaX 1Y — Y||>—}

z—m

=P Y- Y| >
{max [V, — | f}

—1—]P’{max||Y Vil < —=—

’L—m

=1- EP{IIYZ- ~Y|| < f}

d’autre part on a :
1Y = Yill = |leill
car
}N/Z. =Ty(z;) =T(z;) = ?i(t) —éi(1)

En remplacant ceci dans I'inégalité ci dessus on obtient :

P{|Ty — Tyl > n} <1- Zﬁlp{”‘”” <

P{|ITy — Tl > n} = 1- HP{H Zeyll < 0=

car

1
éizzz€j

tjed;

Pour pouvoir compléter 'estimation rappelons la proposition de Yurinskii :
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Proposition de Yurinskii[16] :

Soit e; un élément aléatoire indépendant prenant des valeurs sur un espace de Hilbert K.
Sous les hypothéses (E;) et celle de Cramer :

|
Elleffy < So?e™ ¥ p>2
N
B?\, = Zaf
=1
il vient que :
N IQ xc
P{| Y _eill > wBy} < 2exp{-Z(1+ 27

i=1
Cette inégalité est appelée inégalité de type Bernstein pour les variables aléatoires dans les espaces
de Hilbert dte a Yurinski (1976).

Revenons maintenant a 'inégalité (2.9). D’aprés les résultats de Cuevas et al(2002), pour un
m qui soit plus grand que certain mg indépendant de i :

2771
P llejll > } < 2exp{y

jeJ;

—c1k;

m(1+ (1.62010\/ﬁ0))}

< 2exp{— (2.10)

ol ¢1 et co sont des constantes appropriées et ¢ et o sont définis dans (Ey).
A partir de (2.9) et (2.10); il vient que :

P{Hzem%}:l—muzejn<jﬁ}

jeJ; J€J;
donc
—Cgki
1-P{ HZ@;II< }<2 p{ }
l JjeJ;
P{YV; - V| < 2} > 1— 2exp( =ozki)
\/_
d’ou

[[PUY: -7 < j—%} > (1 - zexp(—c‘;fzv))m

D’aprés Cuevas et al(2002) [page292| cette borne est de méme ordre que :

—coky

)}

exp{—m exp(
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ou ky=min(ky,....k,)
D’autre part on a

S P(IE — Tl > ) < 3041 - {1 - 2exp{—2

CQkN

< Z{l — exp{—m exp{ P

Donc pour établir la convergence complete, 11 suffit de prouver que :

Z{l — exp{—mexp{ — }}} <0

L’inégalité 1 — ¢t < exp{—t} nous donne la condition suffisante pour (2.11) :

o0

—Cgk’N
Z{mexp{ - 1 < o0
N=1
Donc . . .
T o 1 2Nt
STUMIT: = Vil < 00D (I — VilP))?
i=1 i=1 i=1
(D’apres l'inégalité de Cauchy schwartz)
- 1
< ao(Y_(lleill*)?
i=1

et ona:

On a d’apres I'hypothése :

Alors, il vient que :

3

Znezn <Y Ex(fe)?)

1=1

<X (=3 )

Remarque :
!
Si on supprime ’hypothése de Cramer E |e;n||P < %0207’_2 Vp > 2;

Donc I'hypothése (ii) devient :

(2.11)



Inégalité de Markov :

Lemme :

Soit X une variable aléatoire réelle positive de moyenne p = p(X) finie; pour toute constante

c>0,0na:
P{X>c} <t
c

On a my=m, alors :

E{(Zl Héi||2)%} <o anNk:i — 0 lorsque N — oo (d'apres (i) )
= i=1,m

Donc en utilisant I'inégalité de Markov; il vient que :
> P{|Ty = Tn| > n} < o0
N=1

C’est-a-dire HfN — Tn|| = 0 lorsque N — oo
d’ou

|Tw — T|| — 0 en probabilité quand N — oo

2.3.2 Estimation de z

(Ces résultats sont basés sur 'article H.Zerouati & A.Dahmani[18])
Dans la deuxiéme étape d’expérimentation nous observons Yy.i1,...,YN1n ;
n variables de réponses, supposées liées a une seule valeur explicative x., :

Ynij=Ye +eny;  pourj=1,...n
et

=T Tey +enyj pourj =1,...n

(2.12)

(2.13)

oll exy; est une suite de variable aléatoire fonctionnelle définie sur (Q, F) dans L*([a,b]) qui

remplissent I’hypothése de Cramer.

Nous substituons Y,, par la moyenne empirique Y,, (donnée par la loi forte des grands nombres)

définie par :
— 1 —
Y, =- 2; Vs
]:

ou Y, est une valeur approximée de Y,,.
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Définition : La loi forte des grands nombres :

Si (Yn4;)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi et d’espé-

rance Y., alors

1 n
- E Ynii = Yer lorsque n — o0
n

j=1

Grace a la loi forte des grands nombres; on a obtenu Y, converge vers Y, lorsque n — oo .

Donc le probléme & résoudre se transforme en :
Tvr =Y, (2.14)

Nous déduisons que ’équation (2.12) est un probléme mal posé. Plus clairement nous remplagons
ceci dans 'équation (2.14) ; nous obtenons :

(Ty +aDz =Y, (2.15)

Tel que :
I désigne 'opérateur de la matrice identité et « est un réel positif, donc la solution de I’équation
(2.15) est définie par :

X, = (Ty +al) (Y,

En fixant certaines hypothéses sur le paramétre « et sur la classe des solutions possibles; le
nouveau probléme obtenu est stable pour des petites variations de Y, et peut étre résolu quelque
soit Y, dans L*([a, b]).

Remarque :

Soient T et B € L(X,Y) avec X et ) sont deux espaces de Banarch.

Si T est inversible il vient que : B L
ITHIT - Bl <1

Alors B est également inversible et :

- T
B7Y| < |
1B < T A
-~ AT
Bl 7l <« =221
| | < T A

Avec : B L
A= ||T7H||IT - B

Utilisons ce résultat pour T=T+aletB= fN+aI.
Comme T+ ol est inversible alors son inverse est défini par :

T I*l ) = Pi
(T +al) () = 20

Ou A; sont les valeurs propres de 'opérateur T correspondantes aux fonctions propres ;.
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Le parametre « est introduit pour assurer l'inversibilité de 'opérateur.

Vinversibilité de lopérateur (T 4 o) est obtenu d’aprés les résultats de Nashed[12].
En particulier :

(T +al)™ | < é (2.16)

(T + o) P*IT — Ty |

Ty +al)™ — (T +al)™!| < =
It oy = ol = e =T = T

1T -7 _
a2(1— (T +aD) | Fx = D)

(Ty +al) ™ = (T +al) ! < (2.17)

Théoréme de convergence dominée de Lebergue :

Soit (fu)n (X, A, ) = C (ou R™); n € N* mesurable telles que f, — fp.p quand n — oc.
S’il existe g une fonction mesurable : g (X, A, u) — [0, 00| telle que :

e |f.] < g, presque partout

e g est u—intgrable
Alors : lim [ f,dp = /fd,u
n—oo
ie limn_m/|fn — fldp =0

Théoréme 2 :

Soit le modele défini par (2.1) et (2.2).
Supposons que :

(Hy) est vérifié et que T est positif (ie :< Tx,x >> 0);
Ty est un estimateur fort de T (C’est a dire [|[Tn —T|| = 0 p.s)

En outre supposons que :

(Hy) soit « = a(N, n) une séquence de paramétre tels que lorsque n, N — oo

logn
— 0; — 0
“ " oayn
Ty =T
no® — oo et M%O P.S
Q@

(H3) Les trajectoires d’erreur ey 1,...,e,4+n sont des réalisations indépendantes d’un processus
satisfaisant I'hypothése (Eq).
Alinsi; pour tout € > 0 :

—ne2a?? ead

P{|X" — <9 14+1.62—c)t 2.1
X5 = wee|| > €} < 2exp( 552 (1+1.6 2020) ) (2.18)
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Avec : R
§=1—|(T+al) Ty —T|

Preuve :
On a: o R B
X, = (Ty +al)7'Y,
Va= b3 V= 23 Tt ew)
n— i — Leg EN+
n =1 a n =1 a
Donc

B{[X} — terll > €} = B{||(Ty + al) "'V — | > ¢}

= B{|(Ty + 1) (- 3 (T + i) = el > €}

i=1

~ 1 < ~
=P{|(T + al) " Toer + - 3 (T + D) ewss = el > }
=1

n

1 ~ ~
< P{HE Z(TN +al) eyl + (T + al) ' Taey — ool > €}
=1

n

1 ~ ~
< IP’{||E > (Tn+al)enyill > € = (T + o) ' Ty — e} (2.19)

=1
Nous devons prouver d’abord que :
H(fN +al) ' Tre — 2| — 0 p.s
On a :
(T + al) Ty — Tepl| = | (T + ) Ty + (T + o) " Tey — (T + al) Ty — Too|
< (T + o) " Taey — (T + o) Taee|| + (T + o) ' Tey — Tes|
D’apreés 'inégalité (2.17) on a :

TN — T

T D (T+al) Y <
[(Tn + al) (T+al)| < o35

Alors

=~ - Ty — T -
[(Tn + al) Ty — Teo|l < T"Txex” + (T + ) "Te, — Teg|
D’aprés 'hypothése (Hz) on a :

TN — T

5 — 0 p.s lorsque n,N — oo p.c
a?d
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Si

= Z HiPi

L’hypothése (Hy) donne :
Txep = Z )\l,uz(pz

Alors

(T+al) ' Tae, — tep = (T +al)” Z Aiftipi — Z [1ipi
— Z(T +al) N — Z HiPi

1
C(—i-)\i

et on a:
(T+al) ™ =

Il vient que :
1
+al) ' Tae, — ewzg —)\iii_g iPi
(T+al)" Tz x SHEDY i P i/up

Donc

\
1 . i
(T'+ o) Tmex—xex—;/ii%()\”La_l)

Comme (¢;); forme une base orthonormée (D’aprés (Hy)) alors ¢; est une base hilbertienne.
Donc

(T +al) ' Taey — e = Z p( 1)}

)\—|—04

D’apres le théoréme de la convergence dominée ; le membre a droite tend vers 0 quand o« — 0, car

Do uF < o0

Par conséquent pour N,n assez grands nous avons :

(T + o) Ty — o) <

DO ™

Donc I'inégalité (2.18) devient :

n

— 1 - _ €
PR, — el > €} < P{- S (v +al) ewal) > 5 (2:20)

=1

Nous définissons : e
& =Ty +oal) ey

et
A= (T +al) Ty =T

Avec
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Car

Il vient que :

Nous obtenons :

1 ~
A< —|Ty =T
(0

1
T D<=
I(T +al)™) < =

g™ = 1T + D)~ enyall™ < I(Tw + ) ™ lensall™

&N = 1(Tn + o) renpa|™ < (T + o)™ lenl™

et on a:
L@ tan
(T +ad) ) < T2
Comme .
T+aol) <=
(T +a) ™) < —
Alors )
Tv+aD) "< ——
@+ oD " <
D’aprés 'hypothése (Hs), on a :
Ty —T
M — 0 lorsque n,N — oo presque completement.

2

a
Donc, on déduit que :

Par conséquent :

D’ou

et

Comme

Alors

1 ~ 1
EHTN -T| < 1 (p-s)

~ 1« 1
T D7YWITy =T < =—— = =
T +an) 1Ty - T < =5 =

(T + al) Y| Ty =T < 1

E(|&]™) < E{I(Ty + o)™ len-il™)

1

= —1|m
D —

m 1 m
E(ll&]™) < mE{||€N+i|| }
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<
— amom

E{llex+ill™}

Avec 6 = (1 — A).
L’hypothése de Cramer est satisfaite d’aprés (Hg) alors :

E(l&(™) <

amom 2

En utilisant I'inégalité de Yurinskii ,il vient que :

1 e— ~ B € —ne2a’s? ed
IP’{HHZ(TNJraI) Lenll > 5} < 2exp(——5—(1+1.6250) b (2.21)

i=1
Finalement l'inégalité (2.18) découle des inégalités (2.20)et(2.21).

D’ou

2 262 5
%(1 +1.6250 )7

B{IXT — el } < 2exp( o

2.4 Corollaire 1

Sous les hypothéses du théoréme 2 ; la suite 73 converge presque complétement vers la solution
exacte x., de ’équation Tx =Y ;
cest-a-dire que || X, — Zep|| = 0 presque complétement quand n, N — oo.
Preuve :

On a a=a(n, N) et d’aprés la preuve précidente de 'inégalité (2.18) on a :

—a —nela?A? ead
P{IX" - z,, < Qexp(—E Y2 (1 41,6252 )1
(%5~ el > € < 2exp( 0B 1 4 1620000 )
donc 3 K, Ky € R" tel que :
P{|| X, — Zeo|| > €} < Ky exp(—Kyna’e?) (2.22)

ZP{HY;: - xexH > 5} < Z K eXp(—KgnC(QGZ)
n=1

n=1

Comme nous avons déja constaté dans la preuve de théoréme (1), le membre droit de l'inégalité
est borné alors :

Ve >0 S P{|IX — 2en > €} < 00

Ce qui veut dire || X, — .|| converge complétement vers 0 lorsque n,N tendent vers oc.
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2.5 Corollaire 2

Sous les hypothéses du théoréme 2 :

—a 1 logn
X, —Tew = O(—
F— e = O

) presque completement.

Preuve :

On dit que 72 — 2.,=((U,) presque complétement, s’il existe eq tel que :

Y PIX, = zell} > eo(Un) < o0
n=1

ou
(Up)n est une suite de nombres positifs réels
logn

ayn

En remplacant € par e dans I'inégalité (2.22), on aura :

logn

D P{IX, — vl > eoa\/ﬁ} <) Kyexp(—Ksej(logn)®) < oo (2.23)
n=1 n=1
D’ou -
Y PUIXT = el > eo(Un)} < o0
n=1
C’est-a-dire que :

1logn

a/n

X0 — 10 = O ) presque complétement.

2.6 Corollaire 3

Sous les hypothéses du théoréme 2, pour un seuil donné ~y; il existe un entier naturel 7, pour
que :

P{IX, — e S} 2 1—7 (2.24)
ie
La solution exacte de I’équation Tx = Y appartient a la boule fermée de centre X Zw et de rayon ¢
avec une probabilité supérieure ou égale a 1-y

Preuve :

En effet, nous avons :

lim K exp(—Kyne®) =0 (2.25)

n—0o0

car  Kone2 >0
Donc il existe un entier naturel n, de sorte que :
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n>n, = K exp(—Kyne?) <~
On a d’aprés l'inégalité (2.22) :

P{|| X, — 2eo|| > €} < K exp(—Kyna’e?) < v
et

P{IIX, — zesll > €} = 1 = P{|[X,, —weu|| S €} <

D’ou

PUIXG, = el <ef 21 =7

C’est ce qu’il fallait démontrer.
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CHAPITRE 3
EXEMPLE NUMERIQUE

(Cet exemple est extrait de H.Zerouati et A.Dahmani[18])

Une étude de simulation est proposée pour vérifier I'efficacité de la solution approchée 7:.
Nous utilisons le modéle fonctionel :

Yi =Tz + ¢

Exemple :

Soit T un opérateur compact défini par :
T : L*([0,1]) — L*([0, 1))

z— Tx

T défini par le noyau :

K(s,t) =4 (3.1)

et
L.
Yi(t):§sm(2t) ;
Le modeéle des observations répétées est utilisé en prenant la base orthonormée :
2
z;(t) = 4/ — sin(it) par conséquent ; le noyau estimé donné dans la construction du premier membre
7r
est :
~ 2 = sin(ins). sin(it)
Ky(s, t) = — -
N(s,t) == ; 2

voici ’algorithme de cet exemple sur Matlab :
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Algorithme :

clear all
M=10,50
M=10
Matrice A
for i=1 :M
for j=1 :M
ifi——j & i<M
T(i,i) = 1./(i.%)
else T(i,j)=0
end
end
end
Vecteur Y
for i=1 :M
if i==
Y(i)=0.5
else Y(i)=0
end
end
Solution approchée pour différentes valeurs de alpha
t=0 :pi/30 :pi
j=1
for alfa =1[0.5,0.1,0.01,0.001]
al = al fa. x eye(10)

B=T+al

BB=inv(B)

X =BBx*xU'

X = (X(2)). x sin(2. x t)
x( 5,j)=X

j=i+1

end

Solution Exacte

xexa—2. x sin(2. x t)

Tracé des courbes "(xexa est la solution exacte); (x( :,1) pour alfa=0.5); (x( :,2) pour alfa=0.1);
(x( :,3) pour alfa=0.01) (x( :,4) pour alfa=0.001)"

hold on

plot(t,xexa,’k-")
plot(t,x( :,1),’kd’)

plot(t,x( :,2),’ks’)

plot(t,x( :,3), k")

plot(t,x( :,4),/k+")

xlabel("t(s)"); ylabel ('x(t)")

legend(' ExactSol', ApproximateSol(a = 0.5)',

"ApproximateSol(a = 0.1)") ApproximateSol(a = 0.01)") ApproximateSol(a = 0.001)")
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— Exact Sol

& Approximate Sal {n=0.5)

O  Approximate Sol (=01}
* Approximate Sal (#=0.01)
+  Approximate Sol (4=0.001)

-1

-15

-2

i(s)

FIGURE 3.1 — plots des solutions approchées et exacte

Dans cet exemple; les résultats graphiques obtenus pour a = 0.01 et @ = 0.001 sont plus
proches de la solution exacte.
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Voici I'algorithme de cet exemple sur Maple :

Algorithme :

with(MTM) ;
with(plots) ;
T := Matrix(10) ;
for i to 10 do
for j to 10 do
ifi =jand i< 10 then
T[i,i] == 1/i?:
end if :
end do :
end do :
U := Vector([seq(0, i = 1 .. 10)]);
U[2] := 1/2;
t := Vector[seq((1/30) x Pi.i,i = 0..30)];
al :== Matrix(10, 10, shape = scalar[0.5]);
BB := inv(al+T);
D := BB« U;
X1 := Vector([seq(0,i =1 .. 31)]);
X2 :=X1;
X3 :=X1;
X4 :=X1;
for k to nops(t) do
X|[k] := X[2].sin(2 = t[k])
end do;
if j = 1 then
for i to 30 do
X1li] := X[i]
end do :
else if j = 2 then
for 1 to 30 do
X2[i] := X[i]
end do :
else if J = 3 then
for i to 30 do
X3li] := X[i]
end do :
else for i to 30 do
X4[i] := X[i]
end do
end if :
end if :
end if :
end do :
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Xexa := Vector(|seq(0,i =1 .. 31)]);
for k to 31 do

Xezalk] := 2. * sin(2. x t[k]) end do;
P1 := plot(t, Xexa, discont = true, color = black,’legend’=sol exa) ;
P2 := plot(t, X, discont = true, color =red,’legend’=a=0.5) ;

P3 :=plot(t,X,discont=true,color=green,’'legend’=a=0.1) ;

P4 :=plot(t,X,discont=true,color=blue,’legend’=a=0.01) ;

P5 :=plot(t,X,discont=true,color=yellow, legend’=a=0.001) ;
Display(P1, P2,P3,P4,P5 labels=["t(s)","x(t)"]) ;

Y ?
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| 0.5 0.1 0.01 0.001 sol exa

FIGURE 3.2 — plots des solutions approchées et exacte
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CONCLUSION

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I’étude des problémes de calibrations linéaires.
Le principal objectif était de proposer une méthode stochastique pour pouvoir estimer la solution
du modele linéaire Y = Tx; ou les variables sont toutes supposées aléatoires indépendantes et T
un opérateur compact.
Il est établi des inégalités exponentielles pour la probabilité de la distance entre la solution appro-
chée 72 et la solution exacte x., ; ce qui a permi de confirmer la convergence presque compléte de
la solution approchée.

Enfin ; la construction d’une boule centré en 73 qui est la solution approximée et de rayon ¢
est obtenue comme domaine de confiance pour la solution exacte x., avec la probabilité 1-v.

Un exemple été résolu comme illustration sur Matlab et sur Maple.

Les résultats numériques obtenus montrent que la méthode proposée est applicable aux problemes
linéaires avec des variables aléatoires indépendantes.
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Résumé

La calibration, également appelée régression inverse, est un probléme classique qui apparait
souvent dans une configuration de régression sous plan fixe. Le but de ce travail est de proposer
une méthode stochastique qui donne une solution estimée pour un probléme de calibration linéaire.
Nous établissons des inégalités exponentielles de type Bernstein-Frechet pour la probabilité de la
distance entre les solutions approchées et la solution exacte. De plus, nous construisons un domaine
de confiance pour la solution exacte ainsi mentionnée. Pour vérifier la validité de nos résultats, un
exemple numérique est proposé.

Abstract

Calibration, also called inverse regression, is a classical problem which appears often in a
regression setup under fixed design. The aim of this work is to propose a stochastic method which
gives an estimated solution for a linear calibration problem. We establish exponential inequalities
of Bernstein-Frechet type for the probability of the distance between the approximate solutions
and the exact one. Furthermore, we build a confidence domain for the so-mentioned exact solution.
To check the validity of our results, a numerical example is proposed.



