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Introduction générale

La recherche opérationnelle (R.O) peut être définie comme l’ensemble des méthodes et tech-

niques rationnelles orientées vers la recherche de la meilleure façon d’opérer des choix en vue

d’aboutir au résultat visé ou au meilleur résultat possible.

Elle fait partie des méthodes d’aide à la décision dans la mesure où elle propose des modèles

conceptuels en vue d’analyser et de maîtriser des situations complexes pour permettre aux déci-

deurs de comprendre et d’évaluer les enjeux et d’arbitrer et/ou de faire les choix les plus efficaces.

La programmation mathématique est une branche des mathématiques appliquées ayant pour

objet l’étude théorique des problèmes d’optimisation, ainsi que la conception et la mise en oeuvre

des algorithmes de résolution.

La présence du terme "programmation" dans le nom donné à cette discipline peut s’expliquer histo-

riquement par le fait que les premières recherches et les premières applications se sont développées

dans le contexte de l’économie et de la recherche opérationnelle.

Une des caractéristiques de la recherche opérationnelle est qu’elle tente souvent de rechercher

la meilleure solution (appelée solution optimale) pour le modèle représentant le problème auquel

on est confronté. Cette «recherche d’optimalité» est un thème important dans la RO. Ce processus

est résumé en un terme dit ”optimisation”.

L’objectif de ce mémoire est de présenter une méthode de résolution d’un problème de minimi-

sation concave, qui est la méthode de " Séparation et Évaluation " (Branch and Bound Method).

Notre travail est composé de trois chapitres :
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Introduction générale 2

Le premier chapitre présente quelques définitions des éléments mathématiques de base qui peuvent

nous permettre d’étudier la résolution des problèmes d’optimisation, tels que : fonction convexe et

concave, enveloppe convexe, polyèdre, simplexe, point extrême, etc,ainsi des rappels sur les formes

quadratiques et l’algèbre linéaire. Par la suite, nous présentons la méthode de Séparation et Éva-

luation, son principe, ses trois procédures essentielles et les trois stratégies de parcours, ainsi que

l’algorithme général.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à la résolution des problèmes de programma-

tion linéaire en nombres entiers par la méthode de Séparation et Évaluation "Branch and Bound

Method". Nous montrons d’abord, comment modéliser un problème de programmation linéaire,

ensuite nous présentons ses méthodes de résolution, puis la méthode de Branch and Bound pour

la résolution d’un problème de programmation linéaire en nombres entiers. À la fin, nous avons

illustré cette méthode par deux exemples d’application.

Le dernier chapitre est consacré à la minimisation d’une fonction concave par la méthode de

Séparation et Évaluation. Nous commençons par la représentation d’un problème de minimisation

concave, ainsi que les propriétés et les résultats mathématiques essentiels dont on aura besoin

pour traiter le cas de la minimisation d’une forme quadratique concave, ensuite nous présentons

l’algorithme de la méthode de Branch and Bound appliquée à la minimisation concave, et nous

finirons par l’appliquer sur un exemple, qui nous renseignera mieux sur l’efficacité de l’algorithme.



Chapitre 1
La méthode de séparation et d’évaluation (Branch
and Bound Method)

1.1 Quelques rappels mathématiques

Définition 1.1.1 : Un ensemble S ⊂ Rn est dit convexe si

∀ x1, x2 ∈ S , ∀ λ ∈ [0, 1] ⇒ z =λ x1 + ( 1 - λ) x2 ∈ S.

L’interprétation géométrique de cette définition est que pour deux points quelconques

x1, x2 ∈ S, le segment de droite joignant ces deux points est entièrement inclus dans S.

En d’autres termes, l’ensemble convexe est caractérisé par la propriété qu’il contient toutes les

combinaisons convexes de chaque paire de ses éléments.

Définition 1.1.2 : Soient les vecteurs x1, x2, . . . xk de Rn. On dira qu’un vecteur x de Rn est

une combinaison convexe de x1, x2, . . . xk, s’il existe λ1,λ2, . . . λk ∈ R tels que :

x =
k∑
j=1

λjxj ,
k∑
j=1

λj = 1 , λj ≥ 0 , j = 1...k .

Par exemple, la combinaison convexe de deux points est le segment joignant ces deux points, et la

combinaison convexe de trois points est un triangle.

Un ensemble S est convexe si et seulement si toute combinaison convexe finie de points de S

appartient à S.

Définitions 1.1.3 :

• Fonction convexe :

Une fonction réelle f définie sur un ensemble convexe S de Rn est dite convexe si :

3



1.1 Quelques rappels mathématiques 4

∀x1, x2 ∈ S, λ ∈ [0, 1], f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Une fonction est dite strictement convexe si l’inégalité précédente est stricte, c’est à dire que :

∀x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, λ ∈]0, 1[, f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Autrement dit, une fonction f dans R est convexe si et seulement si sa courbe représentative

est entièrement située au-dessus de chacune de ses tangentes.

Figure 1.1 – fonction x −→ x2 .

• Fonction concave :

Une fonction f(x) est concave sur un ensemble convexe S si et seulement si la fonction −f(x)

est convexe sur S.

Une fonction f , définie sur un ensemble convexe S de Rn, est dite concave si :

∀x1, x2 ∈ S, λ ∈ [0, 1], f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Une fonction est dite strictement concave si l’inégalité précédente est stricte, c’est à dire que :
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∀x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, λ ∈]0, 1[, f(λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Autrement dit, une fonction f dans R est concave si sa courbe représentative est entièrement

située au-dessous de chacune de ses tangentes.

Figure 1.2 – fonction x −→
√
x .

Lien avec la dérivée :

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I ⊂ R, de dérivée f ′ . Alors :

• f est convexe sur I si et seulement si f ′ est croissante sur I ,

• f est concave sur I si et seulement si f ′ est décroissante sur I.

Conséquence :

Soit f une fonction réelle, deux fois dérivable sur un intervalle I :

• Si la dérivée seconde est positive, alors la fonction f est convexe ,

• Si la dérivée seconde est négative, alors la fonction f est concave.

Définition 1.1.4 : Si E = Rn un espace vectoriel, et T une partie de E, l’enveloppe convexe de T

est l’intersection de toutes les parties convexes contenant T . C’est elle-même un convexe, et c’est
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le plus petit convexe contenant T . L’enveloppe convexe de T est noté Co(T ) ou simplement T c.

Définition 1.1.5 : L’enveloppe convexe d’une fonction f noté Co(f), prise sur un sous-ensemble

non vide T de son domaine est une fonction g telle que :

1. g est une fonction convexe définie sur l’enveloppe convexe T c de l’ensemble T ,

2. g(x) ≤ f(x) pour tout x ∈ T ,

3. Si h est une fonction convexe définie sur T c, et si h(x) ≤ f(x) pour tout x ∈ T , alors h(x) ≤ g(x)

pour tout x ∈ T c.

Définition 1.1.6 : Soit un espace vectoriel E = Rn défini sur R. Ses éléments sont des points de E.

- L’expression

k∑
j=1

λjx
j

est dite combinaison linéaire des vecteurs x1, x2, ...., xk, où λj ∈ R.

- Les vecteurs x1, x2, ...., xk sont dits linéairement dépendants s’il existe k scalaires réels λ1, λ2, ..., λk,

non tous nuls, tels que :

λ1x
1 + λ2x

2 + ...+ λkx
k = 0.

Autrement, ils sont dits linéairement indépendants.

- La dimension de E est le nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants dans E. Si

E est de dimension n, une base de E est un ensemble de n vecteurs linéairement indépendants de

E.

On appelle norme sur un espace vectoriel E défini sur R, une fonction de E dans R+ qui, à

tout x ∈ E, fait correspondre un scalaire non négatif, noté ‖x‖, satisfaisant :

1. ‖ x ‖ = 0 si et seulement si x = 0,

2. ‖ x+ y ‖ ≤ ‖ x ‖ + ‖ y ‖ pour tout x, y ∈ E,

3. ‖ αx ‖ = |α| . ‖ x ‖, pour tout α ∈ R, x ∈ E.
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Un espace vectoriel E muni d’une norme est dit normé.

Définition 1.1.7 : Dans un espace vectoriel normé E = Rn, on appelle boule ouverte de centre

x0 et de rayon r > 0, l’ensemble

Br(x0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < r}.

Dans R2 et R, on emploie les mots disque ouvert et intervalle ouvert respectivement.

Définitions 1.1.8 :

• Soit S une partie de Rn. Un point x est appelé point intérieur de S s’il existe r > 0 tel que

Br(x) ⊂ S. L’ensemble des points intérieurs à S est appelé intérieur de S, on le note

int(S) = S0.

• L’extérieur d’un sous-ensemble S ⊂ E est l’intérieur du complément de S.

• Soit p ∈ E et S ⊂ E. On dit que p est un point-frontière de S s’il n’est ni intérieur ni extérieur

à S. Un point-frontière de S peut appartenir ou non à S.

• La frontière d’un sous-ensemble S ⊂ E est l’ensemble des points-frontières.

Définition 1.1.9 : Soient a un vecteur non nul de Rn et α un scalaire réel. L’ensemble

H = {x ∈ Rn/atx = α}

est appelé un hyperplan.

Les ensembles

H+ = {x ∈ Rn/atx ≥ α}

H− = {x ∈ Rn/atx ≤ α}

sont appelés des demi-espaces, respectivement positif et négatif.

Définition 1.1.10 : Un polyèdre P est un ensemble convexe qui peut être décrit de la manière

suivante :

P = {x ∈ Rn/Ax ≤ b},
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où A est une matrice d’ordre m× n et b est un vecteur de Rm.

Un ensemble de la forme

P = {x ∈ Rn/Ax = b, x ≥ 0}

est un polyèdre sous forme standard.

Un polyèdre P est dit borné s’il existe une constante c > 0 telle que ‖ x ‖≤ c pour tout x ∈ P .

Un polyèdre borné est dit polytope.

Figure 1.3 – Polyèdre borné (Polytope) et polyèdre non borné.

• Un point x d’un ensemble convexe S est dit extrême si x ne peut pas être écrit comme com-

binaison linéaire convexe de deux autres points différents de S.

Caractérisation d’un polytope

Un polytope est l’enveloppe convexe de ses points extrêmes.

Définition 1.1.11 : Soit S un ensemble compact dans Rn, les sous-ensembles {S1, S2, ..., Sq}

sont dits être une partition de cet ensemble, si
k⋃
i=1

Si = S, avec Si ∩ Sj = ∅, i 6= j.
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Définition 1.1.12 : On appelle r-simplexe (figure 1.4) un polytope de dimension r avec (r +

1) sommets.

Figure 1.4 – Les simplexes.

Pour en savoir plus, on peut consulter les références suivantes :[1],[2].

1.2 Algèbre linéaire

1.2.1 Vecteurs et matrices

Définition 1.2.1[3] : Soit n,m ∈ N∗. Une matrice d’ordre m× n à coefficients dans R est un

tableau à deux dimensions, ayant m lignes et n colonnes, représenté sous la forme suivante :

A = A(I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J) =



a11 a12..... a1n

a21 a22..... a2n

. . .

. . .

. . .

am1 am2..... amn


,
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où I = {1,2,...,m} et J = {1,2,...,n} représentent respectivement l’ensemble des indices des

lignes et colonnes de A. Pour des calculs pratiques, la matrice A se note aussi :

A = (a1, a2, ..., aj, ..., an) =



At1

At2

.

Ati

.

Atm


,

où

aj = A(I, j) =



a1j

a2j

.

aij

.

amj


,

est un vecteur-colonne de dimension m, Ati = A(i, J) = (ai1, ai2, . . .,ai2, . . ., ain ) est un

vecteur-ligne de dimension n. Le symbole (t) est celui de la transposition. Chaque vecteur, noté x

= x(J) = (xj, j ∈ J), sera ainsi considéré comme un vecteur-colonne, tandis que le vecteur-ligne

sera noté xt. La matrice transposée de A sera notée :

At = At(J, I)=(aji = aij, j ∈ J, i ∈ I).

Notons qu’un vecteur-colonne de dimension n peut être considéré comme une matrice d’ordre

(n× 1), tandis qu’un vecteur-ligne de dimension n peut être considéré comme une matrice d’ordre

(1 × n). La matrice A est dite carrée si on a n = m, de plus, si A = At, la matrice est dite

symétrique. La matrice d’identité d’ordre n sera notée In.

1.2.2 Matrices et vecteurs partitionnés

Définition 1.2.2[3] : On peut effectuer le produit d’une matrice A et d’un vecteur x, après

les avoir partitionnés judicieusement. On dit alors qu’on a effectué le produit par blocs. En effet,

si l’on a :



1.2 Algèbre linéaire 11

A = [A1|A2], x = [x1
x2
],

alors on peut écrire :

Ax = [A1|A2][x1
x2
] = A1x1 + A2x2 ,

de même, pour :

A =

A11 A12

A21 A2

 ,
x = [x1

x2
], b = [ b1

b2
],

l’équation Ax = b peut alors s’écrire :
A11x1 + A12x2 = b1,

A21x1 + A22x2 = b2.

On peut partitionner une matrice d’une manière arbitraire. Par exemple, si A= A(I, J) est une

matrice d’ordre (m× n), JB et JN sont deux sous-ensembles quelconques de J , tels que :

|JB| = m, JB ∪ JN = J , JB ∩ JN = ∅,

alors on peut partitionner A de la façon suivante :

A = (a1, a2, ..., aj, ..., an) = [AB|AN ],

avec AB = A(I, JB)= (aj, j ∈ JB), et AN = A(I, JN) =(aj, j ∈ JN) .

Si x = x(J) = [ xB

xN
], avec xB = x(JB), et xN = x(JN), alors on peut écrire :

Ax =
n∑
j=1

ajxj =
∑
j∈JB

ajxj +
∑
j∈JN

ajxj = A(I, JB)x(JB) + A(I, JN)x(JN) = ABxB + ANxN .
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1.3 Rappels sur les formes quadratiques

• Propriétés des formes quadratiques [4],[5]

Une fonction F : Rn −→ R est dite forme quadratique de n variables x1, x2, . . . , xn, si elle

s’écrit sous la forme suivante :

F (x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑
j=1

cjxj = xtAx+ ctx, (1.1)

où x = (x1, x2, . . . , xn)t et c sont des n-vecteurs colonnes, A = (aij, 1 ≤ i, j ≤ n) est

une matrice carrée d’ordre n. Le symbole (t) est l’opérateur de transposition vectorielle et

matricielle.

Pour i 6= j, le coefficient du terme xixj s’écrit aij + aji. En vertu de cela, la matrice A peut

être supposée symétrique. En effet, en définissant des nouveaux coefficients

dij = dji = aij+aji

2 , 1 ≤ i, j ≤ n,

on obtient une nouvelle matrice D = (dij, 1 ≤ i, j ≤ n) symétrique. Il est clair qu’après une

redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadratique F (x) reste inchangée :

F (x) = xtAx+ ctx = xtDx+ ctx,∀x ∈ Rn. (1.2)

Pour cela, il est naturel de considérer que la matrice d’une forme quadratique est toujours

symétrique.

Par exemple, écrivons la matrice symétrique associée à la forme quadratique suivante :

F (x) = 2x2
1 - 4x2

2 + 6x1x2 + 8x1x3 - 12x2x3,

donc on a :

D =


2 3 4

3 −4 −6

4 −6 0

 .
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• Gradient d’une forme quadratique

Soit F :Rn −→ R une forme quadratique définie par (1.2). Le gradient de F noté ∇F (x) au

point x est égal à :

∇F (x) =



∂F
∂x1

∂F
∂x2
...
∂F
∂xn


= 2Dx+ c,

où ∂F
∂xi

est la dérivée partielle de F d’ordre 1 par rapport à xi.

Soit f une fonction réelle de classe C1, f : Rn −→ R. Le Hessien de la fonction f au point

x est défini par :

∇2f(x) = (∇ ∂f

∂x1
,∇ ∂f

∂x2
, . . . ,∇ ∂f

∂xj
, . . . ,∇ ∂f

∂xn
) =



∂2f
∂2x1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂2x2

. . . ∂2f
∂x2∂xn

... ... . . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂2xn


.

Si les éléments de cette matrice sont continus, on dit alors que f est de classe C2.

Donc le Hessien de la forme quadratique (3.2) est ∇2F (x) = 2D, ∀x ∈ Rn.

• Formes quadratiques définies et semi-définies positives ou négatives [4]

Soit F (x) = xtDx, une forme quadratique et D la matrice symétrique associée.

F (x) est dite définie positive si xtDx > 0, ∀x ∈ Rn, x 6= 0. Elle est dite semi-définie positive

si xtDx ≥ 0, ∀x ∈ Rn, et ∃x 6= 0 telque xtDx = 0. F (x) est dite définie négative si xtDx < 0,

∀x ∈ Rn, x 6= 0 , Elle est dite semi-définie négative si xtDx ≤ 0, ∀x ∈ Rn, ∃x 6= 0 telque

xtDx = 0.

F (x) est non-définie si ∃x, y ∈ Rn, x 6= 0, y 6= 0 tels que : xtDx > 0 et ytDy < 0.

Une matrice définie positive (semi-définie positive) se note D > 0 (D ≥ 0).
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• Caractérisation des formes quadratiques[4]

Critère de Sylvester

L’intérêt de ce critère est de caractériser une forme quadratique définie ou semi-définie. Pour

cela, considérons la matrice symétrique suivante :

D =



d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n
... ... . . .

...

dn1 dn2 . . . dnn


.

Le mineur d’ordre p de la matrice D, formé des lignes i1, i2, . . . , ip et des colonnes j1, j2, .

. . , jp, est désigné comme suit :

D

i1 i2 . . . ip

j1 j2 . . . jp

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

di1j1 di1j2 . . . di1jp

di2j1 di2j2 . . . di2jp
... ... . . .

...

dipj1 dipj2 . . . dipjp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 1 ≤ p ≤ n.

On appelle mineur principal d’ordre p, le mineur formé des lignes et des colonnes de D por-

tant le même numéro,i.e, i1 = j1, i2 = j2, . . . , ip = jp.

On appelle mineur successif d’ordre p, le mineur formé des p premières lignes et colonnes deD.

Le critère de Sylvester se formule comme suit :

1) Une matrice symétrique D est définie positive si et seulement si tous ses mineurs princi-

paux successifs sont strictement positifs.

2) Une matrice symétrique D est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs

principaux sont non négatifs.
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3) Une matrice symétrique D est définie négative si (-D) est définie positive.

4) Une matrice symétrique D est semi-définie négative si (-D) est semi-définie positive.

Remarque

- Le critère de Sylvester n’est valable que pour les matrices symétriques.

Théorème

Soit D une matrice symétrique d’ordre n. On note par λi, i = 1, ..., n, ses valeurs propres qui

sont réelles. On a alors les équivalences suivantes :

1) D ≥ 0 ⇔ λi ≥ 0, i = 1, ..., n,

2) D > 0 ⇔ λi > 0, i = 1, ..., n,

3) D est non-définie si seulement si elle a au moins deux valeurs propres non nulles de signe

différent.

Propriétés

Soit F (x) = xtDx une forme quadratique

- F est convexe si et seulement si D est semi-définie positive.

- F est strictement convexe si et seulement si D est définie positive.

- F est concave si et seulement si D est semi-définie négative.

1.4 Optimisation locale et globale

L’optimisation mathématique consiste à rechercher dans un domaine admissible une solution

qui optimise une fonction objectif.

Pour un domaine continu, on distingue classiquement deux types d’optimisation [5][6] :
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1.4.1 Optimisation locale

Recherche une solution qui est la meilleure localement, c’est-à-dire que dans son voisinage

aucune solution n’est meilleure qu’elle. Cette solution est appelée un optimum local.

Rappelons qu’un voisinage V (x∗, r) d’un point x∗ de Rn, est défini comme une boule ouverte.

1.4.2 Optimisation globale

Recherche la meilleure solution du domaine admissible, c’est-à-dire que dans tout ce domaine

il n’existe aucune solution qui lui soit meilleure. Cette solution est appelée l’optimum global. Par

définition, l’optimum global est aussi une solution locale. L’optimisation globale a un intérêt plus

important par rapport à l’optimisation locale, elle garantit le fait qu’on ne peut trouver une solu-

tion meilleure que celle trouvée.

La figure suivante (Figure 1.5) représente une courbe représentant les optimums locaux et les

optimums globaux d’une fonction objectif.

Figure 1.5 – Courbe représentant les optimums locaux et les optimums globaux.
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1.5 La méthode de Branch and Bound

Pour plusieurs problèmes d’optimisation, en particulier les problèmes combinatoires, l’espace

des solutions réalisables est fini (dénombrable). Il est donc possible en principe d’énumérer toutes

les solutions et ensuite de prendre la meilleure. L’inconvénient majeur de cette approche est le

temps de calcul qui est en général énorme, lorsque le nombre de ces solutions est exponentiel.

Nous allons montrer comment construire des approches efficaces qui font beaucoup mieux que

l’énumération exhaustive de toutes les solutions réalisables. C’est le cas de la méthode de sépara-

tion et d’évaluation (Branch and Bound Method)[7].

La méthode de Branch and Bound est un algorithme assez général qui joue un rôle très im-

portant dans la théorie de l’optimisation combinatoire et globale. L’idée générale de la méthode

est de décomposer le problème primaire en sous-problèmes parallèles (Branching) qui peuvent être

graduellement plus faciles à résoudre, puis évaluer les bornes inférieures et supérieures (Bounding)

des valeurs des solutions optimales sur ces problèmes secondaires.

L’énumération des solutions du problème P consiste à construire un arbre Branch and Bound

dont les noeuds sont des sous-ensembles de solutions du problème P , et les branches sont les nou-

velles contraintes à respecter. La taille de l’arbre dépend de la stratégie utilisée pour la construire.

Pour ce faire, cette méthode se dote d’une fonction qui permet de mettre une borne inférieure

(en cas de minimisation) ou une borne supérieure( en cas de maximisation) sur certaines solutions

pour, soit les exclure, soit les maintenir comme des solutions réalisables.

Notons que la méthode de Branch and Bound a été à l’origine développée pour résoudre des

problèmes de programmation linéaire en nombres entiers. Plus tard, cet algorithme a été appli-

qué avec succès dans des problèmes très difficiles en optimisation globale comme la minimisation

concave et la minimisation de la différence de deux fonctions convexes[8].
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1.5.1 Arborescence des solutions réalisables

Soit S l’ensemble de solutions réalisables du problème initial P . On le suppose discret, fini

mais très grand. On énumère tous les éléments de S en le scindant en sous-ensembles non vides

Si (sous-problèmes Pi) contenant chacun une partie, de taille variable, des éléments de S ( on

n’impose pas toujours que ces sous-ensembles soient disjoints, mais c’est en général le cas). On

peut recommencer avec chaque sous-ensemble qui contient plus d’un élément, et ainsi de suite

jusqu’à ce que tous les ensembles ne contiennent plus qu’un seul élément. Cette énumération peut

se représenter par un arbre de la façon suivante : la racine de l’arbre représente le problème initial

P , les noeuds-fils représentent les sous-problèmes Pi créés à partir de la première partition de P ,

et ainsi de suite.

Les feuilles de l’arbre représentent les éléments de l’ensemble, c’est-à-dire les solutions au problème

P . Si on a effectué une partition des ensembles à chaque fois, chaque ensemble n’est présent qu’une

seule fois.

Figure 1.6 – Représentation par un arbre d’une énumération totale des solutions du problème.

1.5.2 Principe de la méthode

La méthode de séparation et évaluation (Branch and Bound Method) consiste à énumérer

implicitement toutes les solutions dans S (l’espace de solutions) en examinant les sous-ensembles

de S[9].

Il s’agit essentiellement de diviser l’ensemble de toutes les solutions réalisables S (problème initial)

en sous-ensembles plus petits Si, i = 1...k (sous problèmes) en veillant à ce que :
k⋃
i=1

Si = S,
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c’est la phase « séparation » (Branching). Puis divers critères sont utilisés pour identifier les sous-

ensembles qui peuvent contenir la solution optimale et les sous-ensembles qui ne doivent pas être

explorés plus à fond, car ils ne peuvent pas contenir la solution optimale, c’est la phase

« évaluation » (Bounding).

Soit (P ) le problème d’optimisation globale :

(P )

 minf(x),

x∈ S,

où S est un compact de Rn,

f : S −→ R (S ⊆ Rn), f continue et non convexe.

L’algorithme de Branch and Bound consiste à engendrer deux suites convergentes {UBk} et {LBk}

des bornes supérieure et inférieure respectivement de la valeur minimale de la fonction f du pro-

blème (P ), avec les abréviations

UB : Upper bound, LB : Lower bound

Une relaxation initiale R de l’ensemble réalisable S sera définie telle que : S ⊂ R ⊂ Rn, où R est

convexe, et peut être un simplexe, un rectangle, etc. À chaque itération k, les problèmes des bornes

inférieure et supérieure seront résolus sur un nombre fini de sous-ensembles de R. On notera ces

sous-ensembles Rki ∈ Ik, où Ik est l’ensemble des sous-ensembles actifs à l’itération k. Sur chaque

sous-ensemble Rki, les bornes inférieure et supérieure LBk et UBk seront calculées par la relaxation

de f sur Rki et la relaxation de minimum de f localement sur le sous-ensemble réalisable Rki ∩ S

respectivement.

En effet, les bornes inférieure et supérieure finales pour l’itération k seront données par :

 LBk = min{LBki}

UBk = min{UBki}

respectivement, et tout sous-ensemble sur lequel la borne inférieure dépasse la borne supérieure

sera éliminé, car le minimum de f ne peut être atteint sur un tel sous-ensemble.
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En effet, cette méthode peut se représenter schématiquement par une arborescence qui a pour

racine l’ensemble R, et pour sommets les sous-ensembles Rki qui s’obtiennent par les subdivisions

successives, et à chaque niveau de l’arborescence créé, les bornes inférieure et supérieure seront

obtenues par l’application d’une recherche locale[10],[11].

Notons x∗ la solution optimale du problème (P ) pour ce qui suit.

Une méthode de Branch and Bound est basée sur trois axes principaux :

• La procédure de séparation ou bien le branchement, qui consiste à partitionner un ensemble de

solutions en sous-ensembles (branching rule),

• La procédure d’évaluation, permettant le calcul d’une borne pour un ensemble de solutions (eva-

luation function),

• La stratégie de parcours ou procédure de cheminement d’exploration de l’arborescence de re-

cherche.

1. La procédure de séparation

La séparation consiste à diviser le problème en un certain nombre de sous-problèmes qui

ont chacun leur ensemble de solutions réalisables. En résolvant tous les sous-problèmes et en

prenant la meilleure solution trouvée, on est assuré d’avoir résolu le problème initial. Cela

revient à décrire comment construire l’arbre permettant d’énumérer toutes les solutions.

L’ensemble de noeuds de l’arbre qu’il reste encore à parcourir comme étant susceptibles de

contenir une solution optimale, c’est-à-dire encore à diviser, est appelé ensemble des noeuds

actifs.

Son principe doit satisfaire aux trois règles suivantes :

a)La règle de finitude :le nombre total de noeuds engendrés doit être fini.

b)La règle de conservation : aucune solution d’un sous-problème ne peut être éliminée par la

séparation, c’est-à-dire :

p⋃
k=1

S(ik) = Si,

et qu’il vérifie également S(ik) ⋂S(il) = ∅, k 6= l, où S(ik), k = 1...p, représentent les sous-

ensembles (enfants) du sous-ensemble (parent) S(i).
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c)La Règle d’arrêt : Un noeud ou sous-ensemble terminal de l’arborescence noté S(t) est défini

comme un noeud qu’il n’est plus possible de séparer, lorsque :

- Soit S(t) = ∅, où St est un singleton.

- Soit qu’il est possible de déterminer une solution optimale du problème Pi qui est le sous-

problème réduit de (P) et qui est défini comme suit :

Pi

 minf(x),

x∈ S(i).

Exemple

Si S = {0, 1}3, on peut construire l’énumération suivante : d’abord on divise S en deux

ensembles :

S0 = {x ∈ S ; x1 = 0}, S1 = {x ∈ S ; x1 = 1}, ensuite

S00 = {x ∈ S0 ; x2 = 0}, S01 = {x ∈ S0 ; x2 = 1} et ainsi de suite...(figure 1.7)[12].

Figure 1.7 – Décomposition d’un problème binaire.

2. La procédure d’évaluation :

L’évaluation d’un sous-problème (noeud) (Pi) de (P ) consiste à évaluer la valeur optimale

de sa fonction de coût, c’est-à-dire à déterminer l’optimum de l’ensemble des solutions réali-

sables associées au noeud ou, au contraire, de prouver mathématiquement que cet ensemble
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ne contient pas de solution intéressante pour la résolution du problème. Lorsqu’un tel noeud

est identifié dans l’arbre de recherche, il est inutile d’effectuer la séparation de son espace de

solutions.

On peut distinguer pendant le déroulement de l’algorithme trois types de noeuds dans l’arbre

de recherche : le noeud courant qui est le noeud en cours d’évaluation, des noeuds actifs qui

sont dans la liste des noeuds qui doivent être traités, et des noeuds inactifs qui ont été élagués

au cours du calcul.

La procédure d’évaluation consiste à analyser un noeud ( sous-problème), cette analyse vise

à évaluer la valeur optimale de la fonction objectif du sous-problème, plus précisément, on

doit déterminer une borne inférieure puisque la fonction de coût est à minimiser. L’évalua-

tion permet de réduire l’espace de recherche en éliminant quelques sous-ensembles qui ne

contiennent pas la solution optimale, et elle a aussi pour but de déterminer le sous-problème

suivant qu’on doit séparer.

L’exploration d’une branche est éliminée si :

a) Le sommet de l’arborescence ne peut être séparé.

b) Le sous-problème n’admet pas de solution.

c) La valeur de Zi (la valeur de la fonction objectif associée au sous-problème (Pi)) est su-

périeur à Z(opt) (une borne inférieure du sous-problème (Pi)), si le problème est à minimiser[7].

3. La procédure de cheminement :

Cette procédure indique le sous-ensemble à analyser et dans quel ordre.

Bien évidemment, il est souhaitable d’examiner le moins possible de sous-problèmes selon

la stratégie choisie, certains d’entre eux pourront ne pas être séparés car, par exemple, leur

analyse mettra en évidence qu’ils ne contiennent pas de solutions meilleures que celles déjà

trouvées, nous dirons qu’un tel sous-ensemble ou le noeud correspondant de l’arborescence

est sondé. C’est parce que certains sous-ensembles de solutions ne devront pas être examinés

explicitement, que la méthode Branch and Bound est parfois appelée méthode d’énumération

implicite.

Lorsqu’un noeud de l’arborescence est sondé, il conviendra de remonter dans l’arborescence

vers un autre noeud situé à un niveau inférieur ou égal[7].
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Il est évident d’examiner la totalité des sommets de l’arborescence pour réaliser une énumération

implicite efficace. Pour savoir quel sommet doit-on séparer, on utilise des stratégies qui sont au

nombre de trois[7] :

• La largeur d’abord : Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la racine (noeud

père) en faisant moins de séparations du problème initial. Mais elle est moins efficace que les

deux autres stratégies.

• La profondeur d’abord : Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés de la racine

(de profondeur la plus élevée) en appliquant plus de séparations au problème initial. Cette

voie mène rapidement à une solution optimale en économisant la mémoire.

• Le meilleur d’abord : Cette stratégie consiste à explorer les sous-problèmes possédant la

meilleure borne. Elle permet ainssi d’éviter l’exploration de tous les sous-problèmes qui pos-

sèdent une mauvaise évaluation par rapport à la valeur optimale.

1.5.3 L’algorithme de base de la méthode Branch and Bound

On peut résumer la procédure précédente par les étapes suivantes [13] :

1. Construire l’ensemble R tel que : S ⊂ R,

2. Posons : k = 1, Ik = R, fixer ε > 0,

3. Construire les problèmes des bornes inférieure et supérieure de min f(x) sur R. Soient LBk,

UBk les solutions obtenues respectivement,

4. Si : UBk - LBk ≤ ε, donc on s’arrête et on pose :

min f(x) = UBk et x∗ = xk ∈ { x : f(x) = UBk, x ∈ S ∩ R },
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5. Sinon, subdiviser Ik en deux sous-ensembles (ou en un nombre fini de sous-ensembles) Rk1 et

Rk2 tels que :

i=2⊔
i=1

Rki = R et R0
k1 ∩R0

k2 = ∅,

où R0 est l’intérieur de R.

6. Construire les problèmes des bornes inférieure et supérieure de min f(x) sur S ∩ Rki,

i = 1, 2. Soient LBk1 , UBk1 et LBk2 , UBk2 les solutions obtenues,

7. Posons :  UBk+1 = min{UBk1, UBk2} = UBk∗ ,

LBk+1 = min{LBk1, LBk2} = LBk∗ ,

8. Posons : Ik = {Rk1, Rk2},

9. Eliminer de Ik tout sous-ensemble Rkj , j = 1, 2, tel que :

LBkj > UBk+1, où S ∩ Rkj = ∅,

et posons : Ik+1 = Rki∗ ,

10. Posons : k = k + 1 et revenons à 4 - 10.

Notation

Rk : Le sous-ensemble actuel ; LBk : La borne inférieure (à la kième itération) ; UBk : La borne

supérieure (à la kième itération) ; et xk : La solution trouvée (à la kième itération).



Chapitre 2
Application de la méthode Branch and Bound à
la Programmation Linéaire en Nombres Entiers
(PLNE)

La programmation linéaire (PL) est un outil auquel on fait souvent appel dans de nombreux

problèmes théoriques et pratiques. Dans le présent travail, nous présentons la programmation li-

néaire en nombres entiers qui sera abrégée en PLNE dans la suite.

De nombreux problèmes peuvent être modélisés sous forme d’un problème d’optimisation dans

lequel on cherche les valeurs des variables de décision pour lesquelles la fonction objectif prend

une valeur maximale (ou minimale), ces variables étant soumises à un ensemble de contraintes.

En pratique, on est constamment amené à traiter des problèmes de PL, où certaines variables

sont astreintes à prendre des valeurs entières, on parle alors de programmation linéaire mixte. Si

toutes les variables sont à valeurs entières, on a un problème de programmation linéaire en nombres

entiers (PLNE). En particulier, les variables peuvent être simplement booléennes, c’est-à-dire ne

prendre que les valeurs 0 ou 1. De nombreuses contraintes, en apparence non linéaires, peuvent

être linéarisées grâce à des variables entières . Ces possibilités augmentent énormément le champ

d’application de la programmation linéaire. Même si les programmes obtenus sont souvent difficiles

à résoudre, la PLNE est déjà très utile comme outil de modélisation [14].

Ce chapitre est consacré à la programmation linéaire en nombres entiers. Nous mettons égale-

ment l’accent sur une des principales méthodes de résolution de ces problèmes, plus précisément

25
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la méthode de Branch-and-Bound, appelée en français : méthode de séparation et d’évaluation.

2.1 Modélisation d’un programme linéaire

La formalisation d’un programme est une tâche délicate mais essentielle, car elle conditionne

la découverte ultérieure de la bonne solution. Elle comporte les mêmes phases quelles que soient

les techniques requises ultérieurement pour le traitement [15].

Pour résoudre un problème d’optimisation, il faut assurer :

X La définition de l’ensemble des solutions réalisables, noté généralement par S(x),

X L’expression de l’objectif à optimiser (maximiser ou minimiser une fonction, généralement notée

par f(x)),

X Le choix de la méthode d’optimisation à utiliser (méthode de résolution de notre problème).

Les deux premiers points relèvent de la modélisation du problème, le troisième point de sa résolu-

tion. Afin de définir l’ensemble des solutions réalisables, il est nécessaire d’exprimer l’ensemble des

contraintes du problème. Ceci ne peut être fait qu’avec une bonne connaissance du problème sous

étude et de son domaine d’application. Lors de la modélisation d’un problème de programmation

linéaire, on est amené à déterminer trois éléments importants [7] :

1. Les variables de décision :

C’est la première étape dans le processus de modélisation qui consiste à identifier correctement

toutes les variables de décision (inconnues) du problème à modéliser. Ces variables doivent corres-

pondre exactement aux préoccupations du responsable de la décision.

2. Les contraintes :

Dans la problématique posée, il faut être en mesure d’identifier tout genre de restriction qui peut

limiter les valeurs que peuvent prendre les variables de décision.

3. La fonction objectif :

On associe à chaque variable de décision du modèle correspondant, un coefficient économique in-
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diquant la contribution unitaire de la variable correspondante à l’objectif poursuivi. Par la suite,

on pourra en déduire la fonction objectif que l’on veut optimiser (soit à maximiser, soit à minimi-

ser), autrement dit, la formulation de la fonction économique (ou fonction objectif) traduisant les

préférences du décideur exprimées sous la forme d’une fonction des variables identifiées.

2.2 La programmation linéaire

En mathématiques, les problèmes de programmation linéaire (PL) sont des problèmes d’opti-

misation, où la fonction objectif et les contraintes sont toutes linéaires. La programmation linéaire

désigne également la manière de résoudre les problèmes de (PL). Le terme programmation linéaire

suppose que les solutions à trouver doivent être représentées en variables réelles, ces variables étant

appelées variables de décision [16].

La forme la plus générale d’un problème de (PL) est :

(PL)



optZ = Max(Min)Z =
n∑
j=1

cjxj, (1.1)

n∑
j=1

aijxj≤ bi, i ∈ I ⊂ {1, ...,m}, (1.2)
n∑
j=1

aljxj= bl, l ∈ L ⊂ {1, ...,m}, (1.3)
n∑
j=1

akjxj≥ bk, k ∈ K ⊂ {1, ...,m}, (1.4)

xj ∈ R+, j ∈ {1, ..., n}, (1.5)

I ∩ L ∩K = ∅,

I ∪ L ∪K = {1, ...,m},

avec c ∈ Rn vecteur de coûts, b ∈ Rm vecteur des termes constants des contraintes et A ∈ Rm×n

matrice des coefficients des contraintes, où n est le nombre de variables et m est le nombre de

contraintes.

Le terme (1.1) représente la fonction économique ou fonction objectif.

Les termes (1.2),(1.3) et (1.4) représentent les contraintes principales .

Le terme (1.5) représente la contrainte de non-négativité.
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Remarques

• Toute inégalité ≥ (resp ≤ ) peut être transformée en égalité, en soustrayant (resp en rajoutant)

des variables d’écart.

• Toute inégalité ≥ est équivalente à une inégalité ≤ en multipliant ses termes par (-1).

• L’égalité (1.3) est équivalente à deux inégalités ≤ telles que :

bl ≤
n∑
j=1

aljxj ≤ bl, l ∈ L ⊂ {1, ...,m},

c’est à dire :

n∑
j=1

aljxj ≤ bl et
n∑
j=1

aljxj ≥ bl, l ∈ L ⊂ {1, ...,m},
n∑
j=1

aljxj ≤ bl et −
n∑
j=1

aljxj ≤ −bl, l ∈ L ⊂ {1, ...,m}.

• Remarquons que minZ = −max(−Z).

• Un programme linéaire est dit sous forme canonique si toutes les inégalités sont dans le même

sens (≤), les variables de décision sont positives ou nulles et les contraintes d’égalité en sont

absentes.

• Tout programme linéaire sous forme canonique peut s’écrire sous forme standard, en ajoutant

pour chaque contrainte i une variable si appelée variable d’écart, le programme linéaire

s’écrivant alors de la manière suivante :

(PLS)


maxz(x) = ctx,

s.c (A+ I)(x, xs)t = b,

x ∈ Rn
+, xs ∈ Rm

+ .

2.3 Formulation d’un problème de PLNE

Un problème de programmation linéaire (PL) est un problème d’optimisation consistant à

maximiser une fonction linéaire dite fonction objectif sous contraintes linéaires exprimées sous

forme d’équations ou d’inéquations. Un problème de PLNE est un problème de PL dans lequel les
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variables sont astreintes à prendre des valeurs entières.

Un tel programme peut être représenté sous forme matricielle suivante :

(PLNE)


maxz(x) = ctx,

s.c Ax ≤ b,

x ∈ Nn,

avec les notations suivantes :

- max : maximiser,

- n : nombre de variables,

- m : nombre de contraintes,

- A = (aij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) : matrice réelle des contraintes, d’ordre m× n,

- c = (c1, ..., cn)t : vecteur des coûts, c ∈ Rn,

- b = (b1, ..., bm)t : vecteur-colonne des seconds mombres, b ∈ Rm,

- x = (x1, ..., xn)t : vecteur des variables de décision.

Dans le cas où les variables entières sont astreintes à ne prendre que les valeurs 0 ou 1, on parle

alors de programmation linéaire en 0-1, d’où le problème (PLB) suivant :

(PLB)


maxz(x) = ctx,

s.c Ax ≤ b,

x ∈ {0, 1}n.

2.3.1 Relaxation linéaire

Avant de passer à la résolution d’un problème de PLNE, on doit écrire sous forme d’un pro-

gramme linéaire continu le problème relaxé (obtenu à partir de PLNE), en relaxant les contraintes

d’intégrité [17] :

(PLR)


maxz(x) = ctx,

s.c Ax ≤ b,

xj ≥ 0,∀j = 1, ..., n.
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L’objectif de la relaxation linéaire est de transformer le PLNE en un PLR beaucoup plus facile

à résoudre, et dont la solution optimale constitue une borne supérieure de la solution du PLNE.

Si la solution optimale du PLR est entière, elle est alors la solution optimale du PLNE. Dans le

cas où le domaine réalisable du PLR est vide, le domaine réalisable du PLNE l’est aussi.

Nous notons par x∗ la solution optimale de la relaxation linéaire et par Z∗ sa valeur optimale.

2.3.2 La complexité théorique d’un problème

Le problème de PLNE est du type combinatoire. Cette notion de problème combinatoire est

formellement caractérisée par la théorie de la complexité qui propose une classification des pro-

blèmes en fonction de la complexité de leur résolution.

On entend ici par « complexité d’un problème » une estimation du nombre d’instructions à

exécuter pour résoudre les instances de ce problème, cette estimation étant un ordre de grandeur

par rapport à la taille de l’instance. Il s’agit d’une estimation dans le pire des cas, dans le sens où

la complexité d’un problème est définie en considérant son instance la plus difficile [18].

Classes de complexité

L’expérience montre que certains problèmes sont plus faciles à résoudre que d’autres, dans le sens

où la meilleure solution peut être obtenue rapidement. La théorie de la complexité a été développée

pour permettre à classer mathématiquement les problèmes selon leur difficulté [19]. On définit les

trois grandes classes P, NP et NP-complet. Le lecteur intéressé par de plus amples informations

pourra consulter différents ouvrages dédiés à la complexité, dont les livres de Garey et Johnson

[20] ou Papadimitriou[21], et plus récemment celui de Goldreich [22].

• La classe P (Polynomial time)

Elle contient l’ensemble des problèmes polynomiaux, i.e, pouvant être résolus par un algo-

rithme de complexité polynomiale. Cette classe caractérise l’ensemble des problèmes que l’on

peut résoudre «efficacement». Les problèmes appartenant à cette classe étant traitables, ils

peuvent être résolus par une machine de Turing déterministe pendant un temps de calcul

polynomial.

• La classe NP (Non deterministic Polynomial time)
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C’est la classe des problèmes de décision pour lesquels il est possible de vérifier en temps po-

lynomial qu’une solution donnée est réalisable, c’est-à-dire, on peut construire un algorithme

polynomial qui est capable de vérifier si pour une solution donnée, la réponse au problème

de décision est OUI ou NON. Ainsi, tout problème de décision qui peut être résolu par un

algorithme polynomial, donc appartenant à la classe P, appartient également à la classe NP,

d’où P ⊆ NP.

• La classe NP-complet

Certains problèmes NP apparaissent plus difficiles à résoudre dans le sens où l’on ne trouve

pas d’algorithme polynomial pour le résoudre avec une machine de Turing déterministe. Les

plus difficiles de NP définissent la classe des problèmes NP-complets : un problème de NP

est NP-complet s’il est au moins aussi difficile à résoudre que n’importe quel autre problème

de NP, i.e , que l’examen de chaque cas puisse être réalisé efficacement par une procédure

polynomiale. Si on enlève cette contrainte d’appartenance à la classe NP, on obtient la classe

plus générale des problèmes NP-difficiles, contenant l’ensemble des problèmes qui sont au

moins difficiles que n’importe quel problème de NP.

2.4 La liaison entre la programmation concave et le pro-
blème de programmation linéaire entière

Considérons le problème de programmation linéaire en nombres 0-1 :

PLB : minZ(x) = ctx,

(s.c)

 Ax ≤ b,

x ∈ Bn
2 ,

où B2 = { 0,1}, A = {aij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} est une matrice d’ordre m × n, x =

(x1, x2, ..., xn)t et b est un m-vecteur, avec b = (b1, b2, ..., bm)t.

De nombreux algorithmes existent pour résoudre le PLB, comme la méthode de Branch and

Bound. Toutefois, lorsque le problème est grand, le temps d’exécution augmente considérablement.
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La liaison entre la programmation concave et le problème de programmation linéaire entière est

évidente sous des hypothèses convenables. Le lien s’obtient par une relaxation continue en rempla-

çant x ∈ Bn
2 par x ∈ In2 , avec I2 = [0, 1].

Par conséquent, le PLB est équivalent à la minimisation du problème concave CMP , qui s’écrit

sous la forme suivante :

CMP : minFµ =Z(x) + µxt(e− x),

(s.c)


Ax ≤ b,

x ∈ In2 ,

µ ∈ R+,

où e est le vecteur des uns. Pour assurer l’équivalence entre PLB et CMP, nous devons choisir

un µ approprié tel que Fµ devient concave. Cette équivalence représente deux difficultés majeures :

D’une part, la minimisation de Fµ (qui est non-convexe) est un problème NP-difficile même si elle

porte sur des variables continues, deuxièment, un bon paramètre µ qui garantisse un minimum

global ou local, lorsque les contraintes fonctionnelles sont présentes, est difficile à obtenir. À notre

connaissance, il n’existe pas de méthode efficace pour la détermination d’une valeur optimale pour

le paramètre µ dans ce cas.

2.5 Méthodes de résolution

2.5.1 La méthode graphique

La méthode graphique permet la résolution des problèmes linéaires simples.

Cette méthode est limitée aux problèmes à deux ou trois variables de décision puisqu’il n’est pas

possible d’illustrer graphiquement plus de trois dimensions. Bien qu’en général on puisse difficile-

ment trouver des problèmes avec seulement deux ou trois variables de décision, cette méthodologie

de résolution est cependant très utile, avec la reproduction graphique de situations possibles, telles

que :

• L’existence d’une solution optimale unique,
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• La non-existence de solution et l’absence de partie bornée,

La méthode graphique nous offre donc une aide visuelle pour interpréter et comprendre l’algo-

rithme de la méthode utilisée pour résoudre le problème.

Les étapes de résolution des problèmes par la méthode graphique sont les suivantes :

1) Créer un système de coordonnées cartésiennes, dans lequel chaque variable de décision est re-

présentée sur un axe,

2) Pour chacun des axes, établir une échelle de mesure appropriée à sa variable associée,

3) Dessiner dans le système de coordonnées les contraintes du problème, y compris celles des va-

riables de décision,

4) Remarquer qu’une inéquation précise une région qui sera le demi-plan limité par la ligne droite,

celle-ci représente la contrainte qu’on considère comme une contrainte d’égalité alors que si

une équation linéaire détermine une région c’est la ligne droite, elle-même,

5) L’intersection de toutes les régions détermine la région ou l’espace réalisable (qui est un en-

semble convexe),

Si non, s’il n’y a pas de point qui satisfait toutes les contraintes simultanément, alors le

problème est impossible, car n’ayant pas de solution réalisable,

6) Déterminer les points extrêmes ou les sommets du polyèdre qui forme la région réalisable,

7) Ces points seront les candidats à la solution optimale,

8) Évaluer la fonction objectif à chaque sommet et celui qui maximise la fonction objectif définit

la solution optimale (pour un problème de maximisation)[23].
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2.5.2 Méthode du Simplexe

Dans la plupart des problèmes réels, on a plus de deux variables à déterminer .

Une procédure algébrique pour résoudre les programmes linéaires avec plus de deux variables fera

l’objet de cette section. C’est la méthode du simplexe.

La méthode du simplexe est une méthode itérative, elle démarre d’un point réalisable (sommet de

départ) et passe de ce point à un autre en augmentant la valeur de la fonction objectif dans le cas

de maximisation.

On arrête le déroulement de l’algorithme lorsqu’il n’est plus possible d’augmenter la valeur de la

fonction objectif[7].

L’algorithme du simplexe

Soit un problème de maximisation suivant :

(P )


Z = Z(x) = maxctx,

Ax = b,

x ≥ 0,

pour ce problème, le principe de résolution nécessite un nombre d’étapes qui sont :

1). Écrire le système sous la forme standard,

2). Le point de départ de l’algorithme est l’existence d’une solution réalisable soit :

x = (xB, xN) = (xB, 0) : la solution réalisable basique, et A−1
B : la matrice inversible de AB

= A(I, JB), où xB = x(JB) = A−1
B b ≥ 0 et xN = x(JN) = 0, JB ∪ JN = J , JB ∩ JN = ∅, |JB|

= |I| = m,

3). Construire le premier tableau correspondant à la forme standard,
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4). Calculer les estimations : Ej = utaj - cj, j ∈ JN (critère d’optimalité), où :

ut = ctBA
−1
b est le vecteur des potentiels,

5). Si tous les Ej ≥ 0, ∀j ∈ JN , la solution (xB, 0) est optimale.

Si non :

-Si ∃k ∈ JN tel que : Ek < 0 et A−1
B ak < 0, le (PL) n’admet pas de maximum fini (non

borné), arrêt.

-Sinon si ∃k ∈ JN tel que : Ek < 0 et A−1
B ak > 0, alors aller à 6),

6). Choisir le vecteur-colonne ak qui entre dans la base tel que : Ek = min
j∈JN

Ej, Ej < 0,

7). Choisir le vecteur al qui sort de la base tel que :

θl = min { bi

aik
, aik > 0, 1 ≤ i ≤ m}, où θl est le pas de la direction choisie,

8). Encadrer le pivot al,

9). Multiplier la ligne du pivot par le rapport : 1
alk

,

10). Calculer les valeurs a′ij des autres lignes :

a
′
ij = aij - (aik∗alj

alk
),

aller à 4).

2.5.3 Méthode duale du simplexe

Pour éviter l’utilisation des variables d’écart, quand on a un problème avec des contraintes sous

forme :

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, I = {1, ...,m}, m > n,

on utilise l’algorithme dual du simplexe afin de réduire la taille du (PL) et le nombre d’itérations[24].

Principe de la dualité
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On suppose que A est une matrice d’ordre m × n et b ∈ Rm.

À chaque problème d’optimisation linéaire, nous allons définir un nouveau problème appellé le

dual. Le problème original est le primal. Le principe de la méthode duale est de garder le critère

d’optimalité satisfait à chaque itération et de rendre positifs certains bi qui sont négatifs.

• Un programme linéaire primal :

(PL)


maxZ = ctx,

Ax ≤ b,

x ≥ 0.

On associe le programme linéaire dual :

(PLD)


minL = bty,

Aty ≥ c,

y ≥ 0.

On notera que, pour le problème primal, on a x ∈ Rn tandis que y ∈ Rm pour le dual[25].

2.6 Méthodes exactes pour la résolution des problèmes de
PLNE

Il existe plusieurs méthodes exactes (algorithmes) de résolution des problèmes de programma-

tion linéaire en nombres entiers, qui permettent l’obtention d’au moins une solution optimale du

problème à résoudre. Une fois une solution réalisable est obtenue, l’algorithme doit également être

capable d’en prouver l’optimalité. Ce qui est parfois tout aussi difficile à faire que d’obtenir cette

solution. Citons quelques approches exactes classiques utilisées en recherche opérationnelle que

nous définirons juste après :

- Méthode de Branch and Bound (Séparation et Evaluation)[26],

- Méthode des coupes [27],[28],
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- Méthode de programmation dynamique [2],[29],

- Méthode de support [3].

2.7 La méthode de Branch and Bound

L’algorithme de Branch and Bound est une méthode qui permet d’énumérer implicitement

l’ensemble des solutions réalisables d’un problème de programmation linéaire en nombres entiers.

Il suit le principe de « diviser pour régner » en décomposant récursivement un problème en plu-

sieurs sous-problèmes plus simples à résoudre. La solution optimale du problème est retrouvée en

prenant la solution du meilleur sous-problème, c’est-à-dire le sous-problème qui permet d’identifier

la solution réalisable ayant la plus grande borne pour le cas de maximisation.

L’algorithme génère et parcourt un arbre de recherche, où chaque noeud de l’arbre de recherche

correspond à un sous-domaine du domaine réalisable du problème original. La racine de l’arbre de

recherche correspond au domaine réalisable du problème, tandis que les noeuds représentent les

domaines réalisables des sous-problèmes.

À chaque itération, l’algorithme de Branch and Bound résout la relaxation du sous-problème cou-

rant. Cette dernière fournit une borne supérieure (cas de maximisation) de la valeur optimale du

sous-problème courant.

Différents cas peuvent être rencontrés :

X Le sous-problème n’est pas réalisable, cela signifie qu’il n’y a pas de solution dans cette branche.

Elle est exclue.

X La borne supérieure du noeud est inférieure à la meilleure solution réalisable obtenue (cas de

maximisation) par l’algorithme de Branch and Bound : on peut alors affirmer que la solution

optimale globale ne peut pas être contenue dans le sous-ensemble de solutions représenté par

ce noeud. On l’élague.

X La solution de la relaxation continue du noeud devient la meilleure solution réalisable du pro-

blème initial si elle est entière, et que sa valeur optimale est supérieure à celle obtenue par

l’algorithme de Branch and Bound (cas de maximisation) jusqu’à présent.

X Finalement, si la borne supérieure obtenue est meilleure que la dernière valeur obtenue par
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l’algorithme de Branch and Bound pour un cas de maximisation, mais sa solution n’est pas

entière, le problème sera divisé en sous-problèmes.

La méthode sera appliquée récursivement au reste des noeuds, et elle s’arrête lorsqu’il n’y a plus

de noeud à évaluer.

La méthode de Branch and Bound est résumée comme suit[26] :

Entrée :

problème de maximisaton (P ) .

Sortie :

x∗ solution optimale du problème (P ),

Z∗ valeur optimale.

Noté par :

(P) : le problème initial,

Γ : l’ensemble des problèmes,

(Pi) : un sous-problème à chaque itération,

(Pi)RL : problème ralaxé de (Pi),

xR : la solution optimale de (Pi)RL
ZR
RL : valeur optimale de (Pi)RL.

1) Résolution du problème relaxé (PR) :

Si x∗ est entier alors : fin.

Sinon, aller à 2.

2) Initialisation :

Z∗ = −∞, Γ = {P},

3) Répéter jusqu’à Γ = ∅,

4) Sélectionner un noeud (Pi) ∈ Γ,Γ← Γ\(Pi),
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5) Évaluer (Pi) :

Résoudre la relaxation (Pi)RL de (Pi),

• Si (Pi)RL est non réalisable, supprimer (Pi) de Γ et aller à l’étape 3,

• Sinon soit : xR la solution optimale de (Pi)RL , et ZR
RL sa valeur optimale,

6) Élaguer :

• Si ZR
RL < Z∗, supprimer (Pi)RL de Γ et retourner à l’étape 3.

• Sinon

- Si xR n’est pas entière, aller à l’étape 7,

- Sinon (xR est entière) Z∗ = ZR
RL, x∗ = xR. Aller à l’étape 3,

7) Brancher :

Choisir une variable non entière xl, créer deux branches, on obtient deux sous-problèmes sous

la forme (Pi) = (Pi+1) ∪ (Pi+2) :

 Pi+1 : Pi + la contrainte xl≥ [xl] + 1,

Pi+2 : Pi + la contrainte xl≤ [xl],

avec [xl] : la partie entière de xl,

retourner à l’étape 3.

Exemple 1[30]

Soit le problème suivant, noté (P ) :

(P )



Min Z = x1 − 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x1, x2 ≥ 0,

x1, x2 ∈ N.
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Le problème P , nous le traitons sous la forme suivante :

(P )



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x1, x2 ≥ 0,

x1, x2 ∈ N.

Résoudre le problème relaxé, noté par R(P ) :

R(P )



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x1, x2 ≥ 0.

Si la solution de la relaxation est entière, pas besoin de partitionner le sous-problème.

Sinon, on choisit une composante non entière xi, et on crée deux sous-problèmes en ajoutant les

contraintes :

xi ≥ [xi] + 1 et xi ≤ [xi].

En utilisant la méthode graphique, le domaine admissible et la fonction objectif sont représentés

sur la figure suivante :

La solution optimale réelle obtenue par le graphe (Figure 2.1) est :

x0 = (1.5, 2.5),

et

Z0 = 3.5,

puisque x0 n’est pas entier, alors on divise le problème initial (P ) en deux sous-problèmes.
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Figure 2.1 – Problème initial relaxé actif {R(P )}.

La forme du problème (P1) :

(P1)



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x2 ≥ 3,

x1, x2 ≥ 0.

La forme du problème (P2) :

(P2)



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x2 ≤ 2,

x1, x2 ≥ 0.
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On résoud les deux problèmes par la méthode graphique (Figure 2.2) :

Figure 2.2 – Sous-problèmes actifs {P1 , P2}.
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On observe que :

le problème P1 n’est pas réalisable.

Résolution du sous-problème (P2) graphiquement (Figure 2.3) :

La solution optimale réelle de (P2) relaxé est :

x2 = (0.75,2),

et

Z2 = 3.25.

Figure 2.3 – Sous-problème actif { P2}.
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La solution x2 n’est pas entière, alors on divise le sous-problème (P2) en deux sous-problèmes,

(P21) et (P22) .

La forme du problème (P21) :

(P21)



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x2 ≤ 2,

x1 ≥ 1,

x1, x2 ≥ 0.

La forme du problème (P22) :

(P22)



Max Z = −x1 + 2x2,

−4x1 + 6x2 ≤ 9,

x1 + x2 ≤ 4,

x2 ≤ 2,

x1 ≤ 0,

x1, x2 ≥ 0.

On résoud les deux problèmes par la méthode graphique (Figure 2.4) :
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Figure 2.4 – Sous-problèmes actifs {P21 P22}.

On observe que :

La solution optimale de (P21) relaxé est entière :

x21 = (1,2),

et,

Z21 = 3.

La solution optimale de (P22) est :

x22 = (0,1.5),

et,

Z22 = 3.

Cette solution n’étant pas entière, alors la borne supérieure pour (P22) est inférieure ou égale à 3,

donc la solution optimale du problème initial (P ) est x∗ =x21 = (1,2), avec Z∗ = Z = - Z21 = -3.
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Exemple 2

Soit le problème suivant, noté (P ) :

(P )



(PR)



Max Z = 3x1 + 4x2,

2x1 + x2 ≤ 6,

2x1 + 3x2 ≤ 9,

x2 ≤ 1,

x1, x2 ≥ 0,

x1, x2 ∈ N.

Résolution du problème (PR) :

• Sa forme standard :

(PR)



Max Z = 3x1 + 4x2,

2x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + 3x2 + x4 = 9,

x2 + x5 = 1,

xi ≥ 0, i = 1, 5

• Résoudre le (PR) par la méthode du simplexe :
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cj 3 4 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 θ

0 a3 6 2 1 1 0 0 6

0 a4 9 2 3 0 1 0 3

0 a5 1 0 1 0 0 1 1

Z = 0 Ej -3 -4 0 0 0

• a2 entre dans la base.

• a5 sort de la base.

cj 3 4 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 θ

0 a3 5 2 0 1 0 -1 5
2

0 a4 6 2 0 0 1 -3 3

4 a2 1 0 1 0 0 1 /

Z = 4 Ej -3 0 0 0 4

• a1 entre dans la base.

• a3 sort de la base.

cj 3 4 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 θ

0 a1
5
2 1 0 1

2 0 -1
2 /

0 a4 1 0 0 -1 1 -2 /

4 a2 1 0 1 0 0 1 /

Z = 11.5 Ej 0 0 3
2 0 5

2

• Tous les Ej ≥ 0 ⇒ la solution optimale est x∗ = ( 2.5 , 1 ), avec Z∗ = 11.5,
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Z∗ est la borne supérieure de (P ).

Soit (P ) le problème initial (le sommet initial de l’arborescence) tel que :

Z∗ = 11.5,

x∗1 = 2.5,

x∗2 = 1.

Cette solution n’est pas entière, alors on divise le problème (P ) en deux sous-problèmes, (P1)

et (P2), sous la forme :  P1 : P + la contrainte x1≥ 3.

P2 : P + la contrainte x1≤ 2.

Résolution des sous-problèmes :

La forme standard du problème (P1) :

(P1)



MaxZ = 3x1 + 4x2,

2x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + 3x2 + x4 = 9,

x2 + x5 = 1,

x1 − x6 = 3, xi ≥ 0, i = 1, 6.

À partir du dernier tableau, on a x1 + 1
2x3 - 1

2x5 = 5
2 , et on a x1 − x6 = 3,

on résoud et on obtient la contrainte suivante : 1
2x3 - 1

2x5 + x6 = -1
2 .
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On rajoute cette contrainte au dernier tableau de (PR), et on applique le simplexe :

cj 3 4 0 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 a6 θ

3 a1
5
2 1 0 1

2 0 -1
2 0 /

0 a4 1 0 0 -1 1 -2 0 /

4 a2 1 0 1 0 0 1 0 /

0 a6 -1
2 0 0 1

2 0 -1
2 1 /

Z = 11.5 Ej 0 0 3
2 0 5

2 0

La solution du tableau précédent étant non optimale, on résout avec l’algorithme dual du sim-

plexe et on obtient :
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• a6 sort de la base.

• a5 entre dans la base.

cj 3 4 0 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 a6 θ

3 a1 3 1 0 0 0 0 -1 /

0 a4 3 0 0 -3 1 0 -4 /

4 a2 0 0 1 1 0 0 2 /

0 a5 1 0 0 -1 0 1 -2 /

Z = 9 Ej 0 0 4 0 0 5

La solution optimale est x∗ = (3,0), avec Z∗ = Z1 = 9, cette solution est entière, on coupe ce

sommet.

La forme standard du problème (P2) :

(P2)



MaxZ = 3x1 + 4x2,

2x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + 3x2 + x4 = 9,

x2 + x5 = 1,

x1 + x7 = 2, xi ≥ 0, i = 1, 7.

À partir du dernier tableau, on a x1 + 1
2x3 - 1

2x5 = 5
2 , et on a x1 + x7 = 2,

on résoud et on obtient la contrainte suivante : -1
2x3 + 1

2x5 + x7 = -1
2 .



2.7 La méthode de Branch and Bound 51

On rajoute cette contrainte au dernier tableau de (PR), et on applique le simplexe :

cj 3 4 0 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 a7 θ

3 a1
5
2 1 0 1

2 0 -1
2 0 /

0 a4 1 0 0 -1 1 -2 0 /

4 a2 1 0 1 0 0 1 0 /

0 a7 -1
2 0 0 −1

2 0 1
2 1 /

Z = 11.5 Ej 0 0 3
2 0 5

2 0

La solution du tableau précédent étant non optimale, on résout avec l’algorithme dual du sim-

plexe et on obtient :

• a7 sort de la base.

• a3 entre dans la base.

cj 3 4 0 0 0 0

cB Base b\aj a1 a2 a3 a4 a5 a7 θ

3 a1 2 1 0 0 0 0 1 /

0 a4 2 0 0 0 1 -3 -2 /

4 a2 1 0 1 0 0 1 0 /

0 a3 1 0 0 1 0 -1 -2 /

Z = 10 Ej 0 0 0 4 4 3
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La solution optimale est x∗ =(2,1), avec Z∗ = Z2 = 10, cette solution est entière, on coupe ce

sommet.

Tous les sommets sont coupés, le critère d’arrêt est vérifié.

On a Z2 > Z1, alors Z∗= Z2, d’où la solution optimale est : x∗ =(2,1), avec Z∗ = 10.



Chapitre 3
La méthode de Branch and Bound appliquée à la
minimisation concave

Le problème de minimisation concave consiste à minimiser une fonction concave et continue

sur un certain domaine convexe, c’est-à-dire à trouver un point de ce domaine de plus basse va-

leur. Il s’agit d’un problème difficile, qui peut avoir de nombreux minimums locaux. Cependant, il

possède une propriété intéressante qui le rend plus facile à résoudre qu’un problème d’optimisation

générale, à savoir que le minimum d’une fonction concave sur un ensemble convexe compact est

atteint en un de ses points extrêmes. En particulier, si le domaine est polyédral, cela permet de

réduire le problème de minimisation concave au calcul d’un nombre fini (mais éventuellement très

grand) de points.

3.1 Problème de minimisation concave

Les problèmes de minimisation concave sont des problèmes qui consistent à minimiser une

fonction concave sur un ensemble convexe S.

On considère que S est compact et défini par des inégalités linéaires de la forme

Ax− b ≤ 0,

53
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i.e, Atix− bi ≤ 0, (i = 1,. . . ,m), où A est une matrice d’ordre m× n, m > n, avec

A = (a1, a2, ..., an) =



At1

At2
...

Atm


,

où aj = (a1j, . . . aij, . . . , amj)t est la j-ème colonne de A, et Ati = (ai1, . . . , aij, . . . , ain)t est la i-ème

ligne de A .

La convexité de l’ensemble réalisable S est bien exploitée dans la conception des algorithmes.

De plus, la propriété la plus intéressante est que la fonction concave atteint son minimum global

en un point extrême de S.

• Points extrêmes

Soit S un polyèdre, x ∈ S est un point extrême de S si on ne peut pas trouver deux vecteurs y et

z dans S, différents de x, et un scalaire λ ∈ ]0,1[ tels que

x = λ y + (1 - λ) z.

Autrement dit, x ∈ S est un point extrême de S si on ne peut pas l’exprimer comme combinaison

convexe de deux autres points de S.

Figure 3.1 – Points extrêmes.

Propriétés 3.2.1[4]

Soit S un sous-ensemble polyédrique de Rn de la forme
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S = { x | Atix ≤ bi, i = 1,m },

où m ≥ n, les Ai et bi sont des vecteurs et des scalaires, respectivement. Alors v ∈ S est un point

extrême de S si et seulement si l’ensemble

Av = { Ai | Ativ = bi, i = 1,m},

contient n vecteurs linéairement indépendants.

Le résultat le plus important en minimisation concave est sans aucun doute le suivant :

Propriétés 3.2.2[4]

Soit S ⊂ Rn, un ensemble polyédral et compact, et F : S −→ R une fonction concave et continue

sur S. Alors F atteint son minimum global en un point extrême de S.

Preuve :

Pour chaque point x ∈ S, on a la représentation suivante :

x =
p∑
i=1

λiv
i ,

p∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, p

où vi, 1 ≤ i ≤ p, sont les points extrêmes de S. La concavité de F implique :

F (x) ≥
p∑
i=1

λiF (vi) ≥
p∑
i=1

λimin{F (vi) : i = 1, ..., p} = min{F (vi) : i = 1, ..., p}, ∀ x ∈ S.

Donc, il existe vi0 tel que F (x) ≥ F (vi0), ∀ x ∈ S.

D’où le point extrême vi0 ∈ S est un minimum global de F sur S.

3.1.1 Minimisation d’une fonction quadratique concave

Soit F une fonction quadratique concave : ∃ D ≤ 0 ( une matrice carrée semi-définie négative

de dimension n), ∃ c ∈ Rn tels que :

F (x)= 1
2x

tDx+ ctx.

Le problème traité dans ce chapitre est la minimisation de F (x) sur le polytope S de Rn. Le modèle

sera donc :
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(P )



minF (x)= 1
2x

tDx+ ctx,

s.c Ax− b ≤ 0,

x ∈ Rn,

où Dt = D ≤ 0 (semi-définie négative), et l’ensemble admissible S = {x ∈ Rn : Ax − b ≤ 0}

est supposé être borné, c’est-à-dire un polytope.

Pour résoudre un problème de minimisation concave, on remplace la fonction objectif

min{F (x), x ∈ S} par son enveloppe convexe g sur un polyèdre X0 où X0 = S et on résoud le

problème suivant :

min g(x),

sc x ∈ X0.

•Enveloppe convexe d’une fonction concave

L’enveloppe convexe g de F est une fonction convexe qui sous-estime F sur un polyèdre X0, c’est-

à-dire une fonction affine qui se confond avec F aux (n+1) sommets d’un simplexe S01. Puisque S01

est donné par les sommets {v1, v2, ..., vn+1}, alors nous pouvons déterminer la fonction g(x) = at+α

de F en tout point x ∈ S01 par la résolution des (n + 1 ) équations linéaires suivantes[4] :

〈a, vi〉+ α = F (vi), i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}. (3.1)

Nous calculons les inconnues a ∈ Rn et α ∈ R, où vi, i = {1,2, . . . ,n+1 }, sont les sommets de S01.

3.2 La méthode de Branch and Bound

Un algorithme est présenté pour résoudre le problème de minimisation concave sur un polyèdre[31] :

P : min F (x) =1
2x

tDx+ ctx,

sc Ax ≤ b,

x ∈ Rn.
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Le problème P peut avoir plusieurs solutions localement optimales qui ne sont pas globalement

optimales. Bien qu’il est connu qu’une solution globalement optimale pour le problème P existe,

qui est un point extrême de S, S peut avoir un nombre très grand de points extrêmes. Soit S le

domaine admissible du problème P et m la valeur optimale de la fonction objectif du problème P .

3.2.1 Algorithme

Etape 0

0.1. Choisir ε ≥ 0, trouver un point p tel que Ax − b < 0 au point p. Soit UB = F (p) et soit

x0 = p. Soit E 6= ∅ tel que E est l’ensemble des parties éliminées. Soit X0 tel que X0 = S.

Trouver le simplexe S01 de sorte que X0 ⊆ S01 et que S01 est décrit par les sommets v1
0, v2

0,

. . . vn+1
0 ∈ Rn .

0.2. Trouver l’enveloppe convexe g01 : S01 −→ R de F prise sur S01, par la résolution du système

d’équations linéaires (3.1), avec vi = vi0, i = 1, ..., n+ 1.

0.3. Trouver le point extrême x01, solution optimale du programme linéaire :

P01 : min g01(x),

x ∈ X0.

0.4. Soit LB = g01(x01), et x0 = x01. Soit k = 1 et aller à l’étape 1.

Pour tout k ≥ 1.

Etape k

Supposons sans perte de généralité que xk−1 ∈ Sk−1,k. Supposons également que

vik−1, i = 1, . . . , n+ 1, sont les sommets de Sk−1,k.

k.1. Si xk−1 /∈ X0, passer à l’étape k.3, sinon, si F (xk−1) < UB, soit UB = F (xk−1) et soit

x0 = xk−1, et aller à l’étape k.2.
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k.2. Si UB - LB ≤ ε, conclure que x0 est une solution ε-optimale pour le problème P et arrêter.

Sinon, continuer.

k.3. cas1 : xk−1 ∈ X0, soit Xk = Xk−1, avec Xk = Xk−1∩{x ∈ Rn/gkj(x) ≤ UB, j=1,2}, aller à

l’étape k.4.

cas2 :xk−1 /∈ X0 , Trouver le point zk−1 ∈ X0 sur le segment de ligne [p, xk−1] tel que

g(zk−1) = 0. Si F (zk−1) ≥ UB, aller à l’étape k.4, sinon, soit UB = F (zk−1), soit x0 = zk−1,

et, si UB - LB ≤ ε, conclure que x0 est la solution ε-optimale du problème P et arrêter. Si

UB - LB > ε, continuer.

k.4. Utiliser la bissection, pour la partition Sk,1, Sk,2 de Sk−1,k, où Sk,1 et Sk,2 sont des simplexes.

k.5. Pour tout j = 1, 2, trouver l’enveloppe convexe de gkj : Skj −→ R, prise sur Skj par la

résolution du système d’équations linéaire (3.1).

k.6. Pour tout j = 1, 2, trouver la solution optimale xkj pour le problème de programmation

linéaire

Pkj : min gkj(x),

x ∈ Xk ∩ Skj.

k.7. Pour tout j = 1, 2 tel que Skj /∈ E, si gkj(xkj) > UB, ajouter Skj à E.

k.8. Calculer LB = min{gkj(xkj) | j ∈ {1, 2} et Skj /∈ E }. Soit xk = xkj
∗ et g∗k = gkj∗ , où

LB = gkj∗(xkj
∗), poser k = k+1 et aller à l’étape k.
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3.2.2 Exemple illustratif

On considère le problème de minimisation concave suivant :

(P )



Min F (x) = −x2
1 − x2

2 + 3x1 − x2,

x1 + 3x2 ≤ 7,

3x1 + x2 ≤ 7,

x1 − x2 ≤ 3,

−4x1 + x2 ≤ 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

Pour résoudre ce problème par le nouvel algorithme, nous avons légèrement modifié le critère

d’arrêt de sorte que nous sommes arrêtés lorsque nous avions la garantie que F (x0) était à moins

de 0.01 de m.

Initialiser UB = +∞ et LB = −∞.

Figure 3.2 – Ensemble réalisable pour le problème P .

étape 0

p a été choisi égal à (0.0), et le polyèdreX0 est décrit par l’ensemble S, avec S={(x1, x2)/0 ≤ x1 ≤ 7
3

, 0 ≤ x2 ≤ 7
3 , x1 + 3x2 ≤ 7, 3x1 + x2 ≤ 7, −4x1 + x2 ≤ 5 }, et S01 est choisi par les sommets
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v0
0 = (0, 0), v1

0 = (0,7), et v2
0 = (7,0). L’enveloppe convexe g01 (calculé par (3.1)) de F prise sur

S01 est g01(x1, x2) = 2
3x1 − 10

3 x2 pour tout (x1, x2) ∈ S01. Une solution optimale pour le problème

P01, c’est le point extrême x01 = (0,7
3), avec g01(x01) = -70

9 .

Donc à la fin de l’étape 0, x0 = (0,7
3) et LB = -70

9 .

Figure 3.3 – Fin de l’étape 0.

étape 1.1

Puisque x0 =(0,7
3) ∈ S et F (0, 7

3) = -70
9 < UB, UB est égale à -70

9 et x0 devient (0,7
3), aller à

l’étape 1.2.

étape 1.2

UB − LB = -7
3 + 7

3 = 0 ≤ ε, conclure que x0 =(0,7
3) est la solution ε-optimale pour le problème

P et arrêter.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une méthode de résolution d’un problème de minimisation

d’une forme quadratique concave avec des contraintes linéaires. C’est la méthode de Branch and

Bound, où nous avons appliqué l’algorithme de cette méthode pour trouver une solution optimale

globale. Il est basé sur deux étapes très importantes :

- La subdivision de l’ensembles réalisable et les ensembles des partitions.

- Le calcul des bornes inférieures et supérieures de la fonction F sur les sous-ensembles des parti-

tions.

Notre but était de trouver une solution pour les problèmes multi-extrêmaux, c’est à dire, d’éviter

les minimums locaux et de trouver une solution optimale globale.

La méthode de Branch and Bound nous assure d’arriver à un minimum global, mais elle peut

engendrer un nombre d’itérations assez conséquent, ce qui rend son utilisation compliquée quand

l’ensemble des points extrêmes est très grand.
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Résumé

Dans ce mémoire, l’objectif est de présenter une méthode de résolution d’un problème de mini-

misation concave qui est la méthode de Séparation et d’Évaluation (Branch and Bound method).

On a considéré le cas où la fonction objectif est quadratique concave et les contraintes linéaires.

Pour ce faire, nous avons commencé par présenter quelques définitions des éléments de base pour

la résolution des problèmes d’optimisation, et nous avons aussi présenté la méthode de Branch

and Bound. Ensuite, nous nous sommes intéressons à la résolution des problèmes de programma-

tion linéaire en nombres entiers par la méthode de Séparation et d’Évaluation. La dernière partie

est consacrée à la minimisation d’une fonction quadratique concave sur un polytope. Enfin, on a

présenté l’algorithme de la méthode de Branch and Bound, appliqué à la minimisation concave et

nous avons fini par l’appliquer sur un exemple illustratif.

Abstract

The aim of this work is to present a method of solving the problem of concave minimization, the

Branch and Bound Method. We consider the case where the objective function is quadratic and

the linear constraints. To do this, we begin by presenting some definitions of the basic elements for

solving optimization problems, and we also present the Branch and Bound Method. Next, we are

interested in solving integer linear programming problems by the method of Branch and Bound.

The last part is devoted to the minimization of a concave quadratic function over a polytope.

Finally, we present the algorithm of the Branch and Bound applied to concave minimization, and

we end up applying it on one illustrative example.
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