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Introduction

Les équations di¤érentielles sont apparues pour la première fois vers la �n du

dix-septième siècle dans les travaux d�Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elles

se sont produites comme conséquence normale des e¤orts de ces grands savants

d�appliquer les nouvelles idées de calculs à certains problèmes en mécanique. Plus

tard, la théorie d�intégration des équations di¤érentielles a été développée par des

analystes et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton, Liouville aux

dix-huitième siècle et dix-neuvième siècles. Pendant plus de 300 ans, les équations

di¤érentielles ont servi comme un outil essentiel pour décrire et analyser des

problèmes dans beaucoup de disciplines scienti�ques.

L�importance des équations di¤érentielles a motivé des générations de ma-

thématiciens et d�autres scienti�ques pour développer des méthodes pour étudier

les propriétés de leurs solutions. Avec son mémoire sur les courbes dé�nies par

une équation di¤érentielle publié en 1881, Henri Poincaré [16] a ouvert la voie

pour une approche des équations di¤érentielles où la priorité n�est plus donnée

à la résolution, mais à une étude plus géométrique des solutions, en particulier

de leurs propriétés. Cette recherche a pour but de trouver les propriétés des

solutions sans vraiment trouver les solutions d�une façon explicite, ce sont des

méthodes dites qualitatives.

Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations di¤é-

rentielles ordinaires pour traiter une classe de systèmes di¤érentiels planaires de

la forme : (
x0 = P (x; y);

y0 = Q(x; y);

où P (x; y) et Q(x; y) sont des polynômes.

Un des problèmes principaux dans la théorie qualitative des équations di¤é-

rentielles est l�étude de l�intégrabilité et des cycles limites des systèmes di¤éren-

tiels planaires et spécialement des systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux.
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L�intérêt des cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires est dû à leurs

signi�cations importantes dans les modèles mathématiques modélisant des phé-

nomènes issus de la pratique dans plusieurs branches des sciences : Physique,

Biologie, Economie, ....

C�est en 1900 que D. Hilbert [15] a posé les fameux vingt-trois problèmes.

En particulier dans le 16ème problème, il pose la question du nombre et de la

disposition de trajectoires périodiques isolées pour des systèmes di¤érentiels po-

lynômiaux. Ce problème est jusqu�à maintenant non résolu. Beaucoup de travaux

récents sont consacrés à l�étude des cycles limites.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres, le premier chapitre et consa-

cré aux rappels de quelques notions préliminaires sur les systèmes di¤érentiels

planaires. Dans le second chapitre, on va présenté une méthode pour la résolu-

tion des systèmes linéaires de deux équations di¤érentielles ordinaires avec des

exemples d�applications. Le troisième chapitre est composé de deux parties :

Dans la première partie nous considérons une classe de systèmes di¤érentiels

planaires, nous nous intéressons à déterminer l�expression exacte de l�intégrale

première et les courbes qui sont formées par les orbites de ces systèmes.

Dans la seconde partie nous déterminons les conditions d�existence d�un cycle

limite ainsi que son expression exacte pour une classe de systèmes di¤érentiels

cubiques.
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Chapitre 1

Notions préliminaires
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1. Notions préliminaires 2

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base pour l�étude qua-

litative des systèmes dynamiques. On commence par dé�nir les systèmes dy-

namiques, les systèmes di¤érentiels autonomes, les solutions et solutions pério-

diques, les orbites périodiques, les points d�équilibre, le portrait de phase, le cycle

limite, la classi�cation des points d�équilibre et les cycles limites dans le plan R2

et l�intégrabilité des systèmes di¤érentiels. On introduira aussi un rappel sur

les théorèmes et les critères fondamentaux sur l�existence et la non existence de

solutions périodiques.

1.2 Systèmes di¤érentiels autonomes

Dé�nition 1.1 On appelle système di¤érentiel autonome du plan un système
de la forme : 8><>:

x0 =
dx

dt
= P (x (t) ; y (t));

y0 =
dy

dt
= Q(x (t) ; y (t));

(1.1)

où P et Q sont des fonctions qui dépendent uniquement de x et de y. Le champ

de vecteurs associé au système (1:1) est noté X = (P;Q). Si les fonctions P

et Q sont des polynômes, on appelle alors degré du système (1:1), le nombre

n = max(deg(P ); deg(Q)). Sur la courbe P (x; y) = 0; dite isocline verticale, le

champs de vecteurs est parallèle à l�axe des y ; et sur la courbe Q(x; y) = 0; dite

isocline horizontale, le champs de vecteurs est parallèle à l�axe des x.

1.2.1 Systèmes dynamiques

Dé�nition 1.2 Un système dynamique est un triplet D = (U; T;�) ; où U est

un ensemble non vide appelé espace d�état, T = R+ appelé domaine temporel et
� : U � T ! U une fonction telle que : 8x 2 U , 8t 2 T ,

(
� (x; 0) = x;

� (� (x; t) ; s) = � (x; s+ t) :

La fonction � décrit essentiellement l�évolution de l�état du système dans le

temps.
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Un système dynamique consiste en un ensemble d�états possibles, avec une

loi qui détermine de façon unique l�état présent du système en fonction de ses

états passés.

1.2.2 Solutions et solutions périodiques

Dé�nition 1.3 On dit que (x(t); y(t))t2I où I intervalle de R; est une solution
du système (1:1) si le champ de vecteurs X = (P;Q) est toujours tangent à la

trajectoire représentant cette solution dans le plan de phase. Autrement dit,

8t 2 I : P (x (t) ; y (t))x0(t) +Q(x (t) ; y (t))y0(t) = 0:

Dé�nition 1.4 On appelle solution périodique du système (1:1), toute solution
(x(t); y(t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que :

8t 2 R : x(t+ T ) = x(t) et y(t+ T ) = y(t):

Le plus petit nombre T > 0 qui convient s�appelle alors période de cette solution.

1.2.3 Points d�équilibre

Pour connaître l�aspect des trajectoires du système (1:1) ; au moins locale-

ment, nous devons chercher ses points d�équilibre.

Dé�nition 1.5 On dit que le point (x0; y0) est un point d�équilibre (point cri-
tique) du système (1:1), s�il est solution du système

P (x0; y0) = 0 et Q(x0; y0) = 0:

1.2.4 Portrait de phase

Soit le système di¤érentiel (1:1) :

Les solutions (x(t); y(t)) du système (1:1) représentent dans le plan (x; y)

des courbes appelées orbites et les points d�équilibre de ce système sont des

solutions constantes. La �gure complète des orbites de ce système ainsi que ses

points d�équilibre représentés dans le plan (x; y) s�appelle portrait de phase, et

le plan (x; y) est appelé plan de phase.
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1.2.5 Stabilité d�un point d�équilibre

Soit (x0; y0) un point d�équilibre du système (1:1).

Notons parX(t) = (P (x(t); y(t)); Q((x(t); y(t)) etX0 = (P (x0; y0); Q(x0; y0)).

Dé�nition 1.6 On dit que (x0; y0) est stable si et seulement si

8" > 0; 9� > 0; k(x; y)� (x0; y0)k < � ) 8t > 0 : kX (t)�X0k < ":

Le point (x0; y0) est dit asymptotiquement stable si et seulement si (x0; y0) est

stable et lim kX (t)�X0k = 0 quand t!1:

1.2.6 Classi�cation des points d�équilibre

Les points d�équilibre qu�on rencontre dans l�étude d�un système à deux va-

riables appartiennent à l�un des types fondamentaux appelés : noeud, col (ou

selle), centre (ou sommet) et foyer.

Soit (0; 0) un point d�équilibre isolé du système (1:1) :

1- Point centre
Le point (0; 0) est dit un centre s�il existe un voisinage de (0; 0) qui contient

un nombre dénombrable n de trajectoires fermées dont chacune contient (0; 0)

dans son intérieur et tel que les diamètres des trajectoires tendent vers 0 quand

n tend vers +1:

       0

0

y

x

Point centre.
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2- Point selle (col)
Le point (0; 0) est dit point selle (col) s�il existe un voisinage de (0; 0) tel que

les deux conditions suivantes sont véri�ées :

1- il existe deux courbes passant par (0; 0) tel que l�une est entrante et l�autre

est sortante quant t ! +1 ou t ! �1. Les deux courbes divisent le plan de
phase en quatre domaines.

2- dans chacun des quatre domaines, il existe une in�nité de trajectoires

su¢ samment proche de (0; 0) mais qui ne passent pas par (0; 0) quand t! +1
ou t! �1:

C

x

A

B
D y

Point selle.

3- Point spirale (foyer)
Le point (0; 0) est dit point spirale (foyer) s�il existe un voisinage de (0; 0) tel

que toute trajectoire  dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1-  est dé�nie pour tout t > t0 (ou bien pour tout t < t0) pour un certain

t0 donné;

2-  approche (0; 0) en spirale tournant autour de (0; 0) une in�nité de fois

quant t! +1 (ou bien pour t! �1) :
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0 x

y

Point spirale (foyer).

4- Point noeud
Le point (0; 0) est dit point noeud s�il existe un voisinage de (0; 0) tel que

toute trajectoire  dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1-  est dé�nie pour tout t > t0 (ou bien pour tout t < t0) pour un certain

t0 donné;

2-  approche (0; 0) quant t! +1 (ou bien pour t! �1) ;
3-  passe par (0; 0) quand t! +1 (ou bien pour t! �1) :

Point noeud.

Proposition 1.1 Le point d�équilibre (x0; y0) du système (1:1) est un noeud
stable (resp. noeud instable), foyer stable (resp. instable), col, si l�origine du

système linéaire associé est un noeud stable (resp. noeud instable), foyer stable

(resp. instable), col.
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1.3 Cycles limites

Dé�nition 1.7 Un cycle limite est l�orbite d�une solution périodique non constante

isolée, du système (1:1) : Il est représenté dans le plan des phases par une trajec-

toire fermée et isolée. Elle re�ète la périodicité du mouvement et son caractère

oscillatoire.

L�intérêt du cycle limite, en tant qu�orbite périodique isolée, apparaît souvent

dans plusieurs branches de la science et de la technologie. Le fait que le système

admet un cycle limite implique l�existence d�une solution périodique isolée. Le

problème général de trouver le nombre de cycles limites pour des systèmes dyna-

miques est un problème compliqué qui a un raccordement au 16ème problème de

Hilbert non encore résolu. L�étude intensive de l�existence de cycles limites pour

les systèmes dynamiques est bien justi�ée puisque l�existence et les propriétés des

cycles limites pour un système dynamique donnent des informations importantes

et introduisent des propriétés intéressantes des solutions du système dynamique

étudié. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤érentiels

non-linéaires.

1.3.1 Classi�cation des cycles limites

Il existe trois types de cycles limites : cycle limite stable, cycle limite instable

et cycle limite semi stable.

Cycles limites stables

Un cycle limite stable a comme interprétation physique une oscillation limite

du système étudié. C�est une solution périodique vers laquelle tendent les autres

solutions.

Cycle limite stable.
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Cycles limites instables

Un cycle limite instable n�apparaît pas physiquement comme une oscillation.

Il constitue une séparation de chaque côté de laquelle les trajectoires s�éloignent

vers d�autres points singuliers ou vers l�in�ni.

Cycle limite instable.

Cycles limites semi stables

Un cycle limite semi stable est une trajectoire fermée vers laquelle tendent

les trajectoires d�un côté mais s�éloignent de l�autre côté.

Cycle limite semi stable.

Un tel cycle limite est, théoriquement, une solution périodique du système

d�équations étudié.

1.3.2 Cycle limite algébrique, Cycle limite non algébrique

On dit que F (x; y) = 0; est une courbe algébrique si F (x; y) est un polynôme

en x et y, sinon elle est dite non-algébrique.

Le cycle limite est dit algébrique s�il est contenu dans une courbe algébrique

F (x; y) = 0, sinon il est dit non-algébrique.

Théorème 1.1 [17] Soit (t) une orbite périodique du système (1:1) de période
T:  est un cycle limite stable si

R T
0
div((t))dt < 0;
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où div((t)) est la divergence du système, dé�nie par

div((t)) =

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
(t):

 est un cycle limite instable siZ T

0

div((t))dt > 0:

Dans le cas où la quantité
R T
0
div((t))dt est nulle, une étude avancée est

nécessaire pour déterminer si l�orbite  est un cycle limite stable, ou un cycle

limite instable ou semi-stable ou il n�est qu�une orbite périodique appartenant à

une bande continue d�orbites fermées.

Dé�nition 1.8 (Cycle limite hyperbolique) : Si la quantité
R T
0
div((t))dt

est di¤érente de zéro, on dit que le cycle limite est hyperbolique.

Exemple : Soit le système(
_x = �y + x (1� x2 � y2) ;
_y = x+ y (1� x2 � y2) :

(1.2)

En coordonnées polaires, le système (1:2) s�écrit(
r0 = r (1� r2) ;
�0 = 1;

d�où r0 = 0, r = 0 ou r = 1:

Pour r = 0 on a : (0; 0) est un point d�équilibre du système (1:2) (solution

constante), pour r = 1 on a : (t) = (cos t; sin t) :

De plus on a :Z T

0

div((t))dt =

Z 2�

0

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
(cos �; sin �) d� =

Z 2�

0

�
2� 4 cos2 � � 4 sin2 �

�
d�

=

Z 2�

0

�2dt = �4� < 0:

Donc, le système (1:2) a un cycle limite hyperbolique stable.



1. Notions préliminaires 10

1.3.3 Courbes invariantes

Dé�nition 1.9 On appelle courbe invariante du système (1:1) toute courbe d�équa-
tion U (x; y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K =

K (x; y) appelée cofacteur associé à la courbe invariante, telle que :

d

dt
U (x; y) = P (x; y)

@

@x
U (x; y) +Q (x; y)

@

@y
U (x; y)

= K (x; y)U (x; y)

1.3.4 Courbes non singulières

Dé�nition 1.10 On dit que la courbe � = f(x; y) 2 R2 : U (x; y) = 0g est non
singulière pour le système (1:1) si les points d�équilibre de système ne sont pas

sur la courbe �:

1.4 Problème d�intégrabilité

La notion d�intégrabilité pour un système di¤érentiel est basée sur l�existence

d�intégrales premières, donc la question qui se pose : Si on a un système di¤é-

rentiel, comment connaître s�il a une intégrale première ? ou si on a une classe

des systèmes di¤érentiels qui dépendent de paramètres, comment déterminer

les valeurs des paramètres pour lesquelles le système a une intégrale première ?

Malheureusement ces questions n�ont pas de bonnes réponses. L�étude du pro-

blème d�intégrabilité consiste à déduire l�appartenance du facteur intégrant ou

de facteur intégrant inverse à une classe de fonctions donnée, la recherche de ces

derniers est liée à la recherche d�une intégrale première.

1.4.1 Intégrale première

On dit qu�une fonction H : 
 � R2 ! R de classe C1 est une intégrale

première du système (1:1) si elle est constante sur les courbes solutions (x(t); y(t))

de ce système, c�est-à-dire

dH (x; y)

dt
=
@H (x; y)

@x
P (x; y) +

@H (x; y)

@y
Q (x; y) � 0;

sur les points de 
:

On dit que le système di¤érentiel (1:1) est intégrable sur un ouvert 
, s�il

admet une intégrale première sur 
:
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Facteur intégrant

La fonction R(x; y) est un facteur intégrant du système (1:1) sur l�ouvert


 � R2 si R 2 C1(
); R 6= 0 dans 
 et véri�e :

div(RP;RQ) = 0; ou P
@R

@x
+Q

@R

@y
= �R div(P;Q);

L�intégrale première H associée au facteur intégrant R est donnée par

H(x; y) =

Z
R(x; y)P (x; y)dy + h(x);

où h une fonction de x et H satisfait
@H

@x
= �RQ: Alors8><>:

_x = RP =
@H

@y
;

_y = RQ = �@H
@x
:

Inversement, si on a l�intégrale première H du système (1:1) on peut toujours

trouver un facteur intégrant R.

Facteur intégrant inverse

La fonction V (x; y) est un facteur intégrant inverse du système (1:1) sur un

ouvert 
 � R2 si V 2 C1(
); V 6= 0 sur 
 et

P
@V

@x
+Q

@V

@y
= (

@P

@x
+
@Q

@y
)V: (1.3)

Il est facile de véri�er que la fonction R =
1

V
dé�nit un facteur intégrant,

dans 
nfV = 0g; du système (1:1).
Le facteur intégrant inverse est parmi les outils qui sont utilisés dans l�étude

de l�existence et de la non existence de cycles limites, on peut même déterminer

leurs formules en utilisant le facteur intégrant inverse. Cette méthode est intro-

duite par Giacomini, Llibre et Viano en 1996 [14] et est basée sur les Critères

suivants :

Critère 1 [14]
Soit (P;Q) un champ de vecteur de classe C1 dé�ni dans un sous ensemble

U de R2 et (x(t); y(t)) une solution périodique de période T .
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Supposons que V = V (x; y) est une solution de classe C1 de l�équation aux

dérivées partielles linéaires suivante :

P
@V

@x
+Q

@V

@y
= RV (x; y) 2 U , (1.4)

où R : U ! R est une fonction de classe C1 véri�ant
TR
0

R(x(t); y(t))dt 6= 0:

Alors la trajectoire fermée  = f(x(t); y(t)) 2 U : t 2 [0; T ]g est contenue
dans l�ensemble X

= f(x; y) 2 U : V (x; y) = 0g;

et  n�est pas contenu dans un anneau circulaire. De plus, si le champ de vecteur

(P;Q) et les fonctions V et R sont analytiques alors  est un cycle limite.

Preuve. Nous dé�nissons R(t) = R(x(t); y(t)) et V (t) = V (x(t); y(t)): On
considère l�équation di¤érentielle _Z = R(t)Z: Sa solution générale est Z(t) =

Z(0) exp(
R t
0
R(s)ds). Puisque V (x; y) est une solution de l�équation aux dérivées

partielles (1:4), il s�en suit que Z = V (t) est la solution de _Z = R(t)Z. Donc

V (t) = V (0) exp(
R t
0
R(s)ds): Puisque (x(t); y(t)) est une solution périodique de

période T , V (T ) = V (0): D�où
R T
0
R(s)ds 6= 0; on trouve que V (0) = 0 et par

conséquent V (t) � 0:
Maintenant nous supposons que  est contenu dans un anneau circulaire.

Alors il y a un anneau circulaire A voisinage fermé de . Nous notons que 

peut-être dans la limite de A. Puisque
R

Rdt 6= 0; si A est su¢ samment borné,

alors
R

Rdt 6= 0 pour toute trajectoire fermée 0 dans A; donc A �

P
: Donc

contradiction avec le fait que
P
est localement 1-dimensionnel (variété de di-

mension 1); donc  n�est pas contenu dans un anneau circulaire.

C�est bien connu dans la théorie des systèmes planaires analytiques que la

courbe périodique n�est pas un cycle limite, quand elle est contenue dans un

anneau circulaire. Puisque la deuxième possibilité ne peut pas se produire, donc

 est un cycle limite.

Critère 2 [14]
Soit (P; Q) un champ de vecteurs de classe C1 dé�ni dans un ouvert U de R2:

Supposons que V = V (x; y) est une solution de classe C1 de l�équation linéaire

aux dérivées partielles (1:3). Si  est un cycle limite du système (1:1), alors  est

contenu dans l�ensembleX
= f(x; y) 2 U : V (x; y) = 0g:
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1.5 L�application de premier retour de Poincaré

Pour étudier la stabilité des orbites périodiques, l�outil (ou le moyen) le plus

fondamental est l�application de premier retour de Poincaré, dé�ni par Henri

Poincaré en 1881, voir [16].

L�idée de l�application de Poincaré est simple : Si � est une orbite périodique

du système

x0 = f(x) (1.5)

passant par le point x0 et � un hyperplan perpendiculaire à � en x0, alors pour

tout point x 2 � su¢ samment proche de x0, la solution de (1:5) passant par x
en t = 0, va retraverser � au point P (x) proche de x0, la fonction x �! P (x)

s�appelle l�application de Poincaré.

L�application de Poincaré peut également être dé�nie lorsque � est une sur-

face lisse, passant par un point x0 de �, ce qui n�est pas une tangente à � en x0:

Dans ce cas, on dit que la surface � se coupe transversalement avec la courbe �

en x0. Voir la �gure suivante :

L�application de premier retour de Poincaré.

Le théorème suivant établit l�existence et la continuité de l�application de

Poincaré P (x) et de sa dérivée première DP (x).

Théorème 1.2 [17] Soit E un ouvert de Rn et soit f 2 C1(E), supposons que,
�t(x0) est une solution périodique de (1:5) de période T et que le cycle :

� = fx 2 Rn= x = �t(x0); 0 � t � Tg ;



1. Notions préliminaires 14

est contenu dans E. Soit � l�hyperplan orthogonal à � en x0, c�est à dire :

� = fx 2 Rn= (x� x0) :f(x0) = 0g :

Alors il existe un � > 0 et une fonction unique �(x); dé�nie et continûment

di¤érentiable; tel que :

�(x0) = T et ��(x)(x) 2 �;

pour tout x 2 N�(x0):

Dé�nition 1.11 Soient �; �; � et �(x) dé�nis dans le théorème précédent, alors
pour x 2 N� (x0) \ �; la fonction P (x) = ��(x) (x) est appelée l�application de

premier retour de Poincaré de � en x0:

Théorème 1.3 [17] Soit E un ouvert de R2 et supposons que f 2 C1(E);

soit (t) une solution périodique de (1:5) de période T . Alors la dérivée de

l�application de Poincaré P (s) le long d�une ligne droite � qui est normale à

� = fx 2 R2= x = (t)� (0) 0 � t � Tg en x = 0 est donnée par :

P 0(0) = exp

Z T

0

r:f ( (t)) dt:

Corollaire [17] Sous les hypothèses du théorème précédent, la solution pé-
riodique (t) est un cycle limite stable si

R T
0
r:f ( (t)) dt < 0; et il s�agit d�un

cycle limite instable si
R T
0
r:f ( (t)) dt > 0: Il peut s�agir d�un cycle limite

stable, instable ou semi-stable ou appartenir à une bande continue de cycles si

cette quantité est égale à zéro.

Exemple 1.4 Le système (1:2)admet un point d�équilibre à l�origine et un cycle
limite � donné par : (x(t); y(t)) = (cos t; sin t)T : On peut trouver l�application

de Poincaré de � en résolvant le système écrit en coordonnées polaires :(
r0 = r (1� r2) ;
�0 = 1;

avec r(0) = r0 et �(0) = �0: La première équation peut se résoudre soit comme

équation di¤érentielle à variables séparables ou comme une équation de Bernoulli.

La solution est donnée par :

r (t; r0) =

�
1 +

�
1

r20
� 1
�
e�2t

��1
2

;

� (t; �0) = t+ �0:
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Fig. 1.1 �Portrait de phase du système (1:2) :

Si � est la droite � = �0 passant par l�origine, alors � est perpendiculaire à

� et la trajectoire passant par le point (r0; �0) 2 � \ � en t = 0 coupe le rayon
� = �0 une autre fois en t = 2�: Il en résulte que l�application de premier retour

de Poincaré est donnée par :

P (r0) =

�
1 +

�
1

r20
� 1
�
e�4�

��1
2

:

Il est clair que P (1) = 1 est correspond au cycle � et on a aussi :

P 0(r0) = e
�4�r�30

�
1 +

�
1

r20
� 1
�
e�4�

��3
2

;

et que P 0(1) = e�4� < 1: Donc le cycle limite � du système (1:2) est stable. Le

portrait de phase du système (1:2) est illustré dans la �gure suivante :

1.6 Critère de Bendixon de non existence

La recherche de solutions périodiques (cycles limites) est conditionnée par le

critère de Bendixon stipulant qu�il ne peut y avoir d�orbite fermée entièrement

contenus dans une région simplement connexe du plan, si la divergence du champ

de vecteurs y garde un signe constant. Dans ce paragraphe, on donne des résultats

qui permettent de démontrer la non existence de solutions périodiques pour un

système di¤érentiel autonome d�ordre deux.
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Théorème 1.5 (Critère de Bendixon)

Soient P et Q deux fonctions appartenant à C1 (
;R) ; où 
 est un domaine
simplement connexe de R2: Considérons le système autonome (1:1).

Si
@P

@x
+
@Q

@y
n�est pas nulle et ne change pas de signe dans 
; alors le système

(1:1) n�admet pas de solutions périodiques dans 
.

Preuve. Soit � : X (t) ; 0 � t � T une trajectoire fermée dans 
: On note

par D l�intérieur de �:

Puisque
@P

@x
+
@Q

@y
6= 0 et ne change pas de signe dans D alors

ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dxdy 6= 0;

d�autre part en appliquant la formule de Green on a :ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dx dy =

I
�

(Pdx�Qdy)

=

I
�

(P _y �Q _x) dt =
I
�

(P Q� P Q) dt = 0;

qui est une contradiction.

Donc le système (1:1) n�admet pas de solutions périodiques dans
:

1.7 Critère de Dulac de non existence

Théorème 1.6 (Critère de Dulac) [17]

Considérons le système :
:
x = f (x) ; x = (x1; x2) 2 R2; f = (f1; f2) :

Soit 
 un domaine simplement connexe dans R2 et soit � une fonction scalaire
de classe C1 et positive dans 
, si

div (� (x) f (x)) =
@ (� (x) f1 (x))

@x1
+
@ (� (x) f2 (x))

@x2
;

ne s�annule pas sur aucun sous ensemble ouvert de 
, alors le système n�admet

pas de solutions périodiques dans 
.

Utilisateur
Texte tapé à la machine
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Preuve. Soit � une solution périodique dans 
 qui entoure une régionA � 
.
Puisque div (� (x) f (x)) 6= 0 et ne change pas de signe dans A; alorsZZ

A

div (�f) dA 6= 0:

D�autre part, en appliquant la Formule de Green on a :ZZ
A

div (�f) dA =

I
�

� f
!
ndl;

où
!
n est la normale vers l�extérieur et dl l�élément de déplacement le long de �.

f
!
n = 0 puisque � est une solution périodique donc le champ de vecteur est

tangent à �, alors la normale est perpendiculaire à f et on a :I
�

� f
!
ndl = 0:

En conclusion on a d�une partZZ
A

div (�f) dA 6= 0;

et d�autre part ZZ
A

div (�f) dA =

I
�

� f
!
ndl = 0;

qui est une contradiction.

Donc le système
:
x = f (x) n�admet pas de solutions périodiques dans 


A C
Ω

n6
x = f Ýx Þ

Critère de Dulac de non existence
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Théorème 1.7 (Existence )

Soient deux courbes fermées C et C 0, la seconde entoure la première.

Si en chaque point de C; le vecteur vitesse (P;Q) de la trajectoire qui y passe

est dirigé vers l�extérieur et si en chaque point de C 0; il est dirigé vers l�intérieur,

alors il existe au mois un cycle limite compris entre C et C 0:

C’

C

Théorème d�existence d�un cycle limite entre C et C�.

Critère de Christopher
Soit f (x; y) = 0 une courbe algébrique non singulière de degré m et D

un polynôme du degré 1 tel que la droite D = 0 soit à l�extérieur de toutes

les composantes bornées de f = 0. On choisit les constantes � et � telles que

�Dx + �Dy 6= 0; alors le champ de vecteurs de degré m suivant :(
_x = �f �Dfy;
_y = �f +Dfx;

a toutes les composantes bornées de f (x; y) = 0 comme cycles limites hyperbo-

liques. En outre, ce champ de vecteurs n�a pas d�autres cycles limites.

Théorème 1.8 (Poincaré-Bendixon) [1]

Soient P et Q deux fonctions appartenant à C1 (
;R) ; où 
 est un fermé
borné de R2: Supposons que :
- Le système (1:1) n�admet pas de point d�équilibre dans 
;

- L�orbite � = f(x; y) = (� (t) ;	(t)) ; t � t0g reste à l�intérieur de 
:
Alors l�une des deux propositions suivantes est satisfaite :

1) � est un cycle limite,

2) � s�enroule en spirale sur un cycle limite.

Dans les deux cas, le système (1:1) admet une solution périodique.
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2.1 Introduction

La forme générale d�un système linéaire de deux équations di¤érentielles or-

dinaires est la suivante : (
x0 = ax+ by;

y0 = cx+ dy;

ou encore,  
x0

y0

!
=

 
a b

c d

! 
x

y

!
;

où

A =

 
a b

c d

!
est une matrice à coe¢ cients constants.

Dans le cas de la linéarisation au voisinage d�un équilibre, la matrice A est

la matrice Jacobienne calculée à cet équilibre.

Tout d�abord, il est facile de voir qu�un système de deux équations di¤éren-

tielles ordinaires est équivalent à une équation di¤érentielle ordinaire du second

ordre. En e¤et, en dérivant la première équation par rapport au temps, on ob-

tient :

x00 = ax0 + by0

= ax0 + b (cx+ dy)

= ax0 + b

�
cx+ d

x0 � ax
b

�
;

d�où

x00 � (a+ d)x0 + (ad� bc)x = 0:

Nous pouvons réécrire l�équation en fonction de la trace (trA = a+ d) et du

déterminant (detA = ad� cb) de la matrice A :

x00 � trAx0 + detAx = 0:

Le résultat inverse est valable, c�est-à-dire qu�une équation du second ordre

peut être transformée en un système de deux équations di¤érentielles du premier

ordre.
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Soit une équation du second ordre : ax00 + bx0 + cx = 0; avec a 6= 0:
Cette équation peut être écrite sous la forme d�un système de deux équations

di¤érentielles du premier ordre en posant x0 = y :

x0 = y;

y0 = x00 = � b
a
x0 � c

a
x:

Il est souvent utile de passer d�une forme à l�autre.

2.2 Solutions d�un système linéaire en dimen-

sion 2

Soit un système linéaire de deux équations di¤érentielles ordinaires du type : 
x0

y0

!
=

 
a b

c d

! 
x

y

!
; (2.1)

Soit

A =

 
a b

c d

!
la matrice des coe¢ cients constants du système linéaire.

Nous allons rechercher la solution de ce système pour une condition initiale

donnée :

x (0) = x0 et y (0) = y0:

La méthode que nous allons utiliser comporte plusieurs étapes :

1) E¤ectuer un changement de base a�n de mettre la matrice sous sa forme

de Jordan.

2) Résoudre le système dans la nouvelle base.

3) Revenir dans la base de départ.

Nous allons donc distinguer ces di¤érents cas.

2.2.1 Premier cas : Cas de deux valeurs propres réelles
distinctes.

Dans la base de départ, le système s�écrit sous la forme (2:1). Dans le cas de

cette section, le discriminant de l�équation caractéristique associée à la matrice

A est positif et cette matrice admet donc deux valeurs propres réelles �1 et �2 .
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Rappelons les formules qui permettent d�e¤ectuer le changement de la base

de départ (x; y) vers la base de Jordan (u; v) : 
x

y

!
= P

 
u

v

!
et

 
u

v

!
= P�1

 
x

y

!
;

où P est la matrice utilisée pour mettre la matrice A sous sa forme de Jordan.

Rappelons que dans ce cas la matrice P comporte sur sa première colonne

le vecteur propre M = (m1;m2)
t associé à la première valeur propre �1 et sur

sa seconde colonne le vecteur propre N = (n1; n2)
t associé à la seconde valeur

propre �2 , et qu�on a :

J = P�1AP =

 
�1 0

0 �2

!
:

Dans la nouvelle base, le système s�écrit sous la forme simple suivante : 
u0

v0

!
=

 
�1 0

0 �2

! 
u

v

!
;

où les deux équations sont découplées :

u0 = �1u et v0 = �2v:

La solution de ce système est :

u (t) =  exp (�1t) ;

v (t) = � exp (�2t) :

où  et � sont des constantes réelles.

La solution du système dans la base de départ s�obtient par retour dans la

base d�origine : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
m1 n1

m2 n2

! 
 exp (�1t)

� exp (�2t)

!
:

Après développement on obtient :

x (t) = m1 exp (�1t) + �n1 exp (�2t) ;

y (t) = m2 exp (�1t) + �n2 exp (�2t) ;
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qui peut aussi s�écrire sous la forme suivante : 
x (t)

y (t)

!
= 

 
m1

m2

!
exp (�1t) + �

 
n1

n2

!
exp (�2t) :

Les constantes  et � sont déterminées par les conditions initiales.

Exemple 1 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 5x� y;
y0 = 6x:

avec la condition initiale x (0) = 1 et y (0) = 0:

On a

A =

 
5 �1
6 0

!
Les valeurs propres de la matrice A associée à ce système sont réelles dis-

tinctes : �1 = 3 et �2 = 2. La matrice est diagonalisable en utilisant la matrice

de passage suivante :

P =

 
1 1

2 3

!
Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 

u0

v0

!
=

 
3 0

0 2

! 
u

v

!
;

dont les solutions sont :

u (t) =  exp (3t) ;

v (t) = � exp (2t) :

où  et � sont des constantes réelles.

La solution du système dans la base de départ s�obtient par retour dans la

base d�origine : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
1 1

2 3

! 
 exp (3t)

� exp (2t)

!
:

Après développement on obtient :
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x (t) =  exp (3t) + � exp (2t) ;

y (t) = 2 exp (3t) + 3� exp (2t) ;

Les constantes sont déterminées par la condition initiale :(
 + � = 1;

2 + 3� = 0:
)
(

 = 3;

� = �2:

Donc les solutions sont :

x (t) = 3 exp (3t)� 2 exp (2t) ;
y (t) = 6 exp (3t)� 6 exp (2t) ;

Exemple 2 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 3x+ 10y;

y0 = 2x+ 4y:

On a

A =

 
3 10

2 4

!
:

Les valeurs propres de la matrice A associée à ce système sont réelles dis-

tinctes : �1 = �1 et �2 = 8. La matrice est diagonalisable en utilisant la matrice
de passage suivante :

P =

 
�5 2

2 1

!
:

Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
�1 0

0 8

! 
u

v

!
;

dont les solutions sont :

u (t) =  exp (�t) ;
v (t) = � exp (8t) :

où  et � sont des constantes réelles.
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La solution du système dans la base de départ s�obtient par retour dans la

base d�origine : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
�5 2

2 1

! 
 exp (�t)
� exp (8t)

!
:

Après développement on obtient :

x (t) = �5 exp (�t) + 2� exp (8t) ;
y (t) = 2 exp (�t) + � exp (8t) :

2.2.2 Deuxième cas : Cas d�une valeur propre réelle double.

Avec le changement de base approprié, la matrice peut être mise sous forme

de Jordan.

Dans cette nouvelle base, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
�0 1

0 �0

! 
u

v

!
:

Dans ce cas, rappelons que la matrice de passage comporte sur sa première

colonne le vecteur propre M = (m1;m2)
t associé à la valeur propre double �0

et sur sa seconde colonne un vecteur N = (n1; n2)
t linéairement indépendant de

M = (m1;m2)
t :

P =

 
m1 n1

m2 n2

!
:

La seconde équation du système linéaire est découplée de la première :

v0 = �0v;

et peut être résolue facilement :

v (t) = � exp (�0t) ;

où � est une constante d�intégration. La substitution de cette solution dans la

première équation conduit à l�équation du premier ordre avec second membre

suivante :

u0 = �0u+ v;

ou encore :



2. Système linéaire de deux équations di¤érentielles ordinaires 26

u0 = �0u+ � exp (�0t) :

La solution de cette équation est :

u (t) = (�t+ ) exp (�0t) ;

où � est une constante réelle.

La solution du système initial s�obtient en revenant dans la base de départ :

 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
m1 n1

m2 n2

! 
(�t+ ) exp (�0t)

� exp (�0t)

!
:

Après développement on obtient :

x (t) = (m1 + �n1 + �m1t) exp (�0t) ;

y (t) = (m2 + �n2 + �m2t) exp (�0t) ;

les constantes  et � sont déterminées par les conditions initiales.

Exemple 1 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 5

2
x� 1

2
y;

y0 = 1
2
x+ 3

2
y;

avec la condition initiale x (0) = 1 et y (0) = 0:

On a

A =

 
5
2
�1
2

1
2

3
2

!
:

Dans ce cas, la valeur propre de la matrice associée à ce système est réelle et

double : �0 = 2.

Un choix possible est le vecteur M = (1; 1)t , pour le second vecteur qui

doit être linéairement indépendant de M , nous pouvons prendre par exemple

N = (1; 0)t. Un choix possible de la matrice de passage est le suivant :

P =

 
1 1

1 0

!
:

La matrice inverse est :

P�1 =

 
0 1

1 �1

!
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Le changement de base conduit à la matrice diagonale sous la forme suivante :

J = P�1AP =

 
0 1

1 �1

! 
5
2
�1
2

1
2

3
2

! 
1 1

1 0

!
=

 
2 1

2

0 2

!

=

 
�0 c

0 �0

!
6=
 
2 1

0 2

!
:

Cette matrice n�est pas dans la forme voulue. A�n d�obtenir la forme de

Jordan, il faut utiliser une nouvelle matrice qui s�obtient de la manière suivante :

Il faut recommencer l�opération de changement de base avec une nouvelle

matrice de passage P1 qui est donnée par l�expression suivante :

P1 = P

 
1 0

0 1
c

!
=

 
1 1

1 0

! 
1 0

0 2

!
=

 
1 2

1 0

!
:

dont l�inverse de P1 est :

P�11 =

 
0 1
1
2
�1
2

!
:

En�n, le changement de base donne cette fois la forme de Jordan voulue :

J = P�11 AP1 =

 
0 1
1
2
�1
2

! 
5
2
�1
2

1
2

3
2

! 
1 2

1 0

!
=

 
2 1

0 2

!
=

 
�0 1

0 �0

!
:

Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
2 1

0 2

! 
u

v

!
;

dont les solutions sont :

u (t) = (�t+ ) exp (2t) ;

v (t) = � exp (2t) :

Les solutions s�obtiennent en revenant dans la base de départ :

x (t) = ( + 2� + �t) exp (2t) ;

y (t) = ( + �t) exp (2t) :

Les constantes sont déterminées par la condition initiale :(
 + 2� = 1

 = 0
)
(
� = 1

2

 = 0
:
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Donc les solutions sont :

x (t) =
�
1 + 1

2
t
�
exp (2t) ;

y (t) = 1
2
t exp (2t) :

Exemple 2 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 2x+ y;

y0 = �x+ 4y:

On a

A =

 
2 1

�1 4

!
:

Dans ce cas, la valeur propre de la matrice associée à ce système est réelle et

double : �0 = 3.

Un choix possible est le vecteur M = (1; 1)t , pour le second vecteur qui

doit être linéairement indépendant de M , nous pouvons prendre par exemple

N = (1; 0)t. Un choix possible de la matrice de passage est le suivant :

P =

 
1 1

1 0

!
:

La matrice inverse est :

P�1 =

 
0 1

1 �1

!
:

Le changement de base conduit à la matrice diagonale sous la forme suivante :

J = P�1AP =

 
0 1

1 �1

! 
2 1

�1 4

! 
1 1

1 0

!
=

 
3 �1
0 3

!
=

 
�0 c

0 �0

!
:

Cette matrice n�est pas dans la forme voulue. A�n d�obtenir la forme de

Jordan, il faut utiliser une nouvelle matrice qui s�obtient de la manière suivante :

Il faut recommencer l�opération de changement de base avec une nouvelle

matrice de passage P1 qui est donnée par l�expression suivante :

P1 = P

 
1 0

0 1
c

!
=

 
1 1

1 0

! 
1 0

0 �1

!
=

 
1 �1
1 0

!
;

dont l�inverse est :

P�11 =

 
0 1

�1 1

!
:
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En�n, le changement de base donne cette fois la forme de Jordan voulue :

J = P�11 AP1 =

 
0 1

�1 1

! 
2 1

�1 4

! 
1 �1
1 0

!
=

 
3 1

0 3

!
=

 
�0 1

0 �0

!
:

Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
3 1

0 3

! 
u

v

!
;

dont les solutions sont :

u (t) = (�t+ ) exp (3t) ;

v (t) = � exp (3t) :

La solution du système dans la base de départ s�obtient par retour dans la

base d�origine : 
x (t)

y (t)

!
= P1

 
u (t)

v (t)

!
=

 
1 �1
1 0

! 
(�t+ ) exp (3t)

� exp (3t)

!
:

Après développement on obtient :

x (t) = (�t+  � �) exp (3t) ;
y (t) = (�t+ ) exp (3t) :

2.2.3 Troisième cas : Cas de deux valeurs propres com-
plexes conjuguées.

Dans ce cas, la matrice A admet deux valeurs propres complexes et conju-

guées : �1 = �+ i� et �2 = �� i�:
Avec le changement de base approprié, la matrice A peut être mise sous forme

de Jordan. Dans cette nouvelle base, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
� ��
� �

! 
u

v

!
:

La matrice de passage comporte sur sa première colonne le vecteur b associé

à la partie imaginaire et sur sa seconde colonne le vecteur a correspondant à la

partie réelle des vecteurs propres conjugués M1 = a+ ib et M2 = a� ib :

P =

 
b1 a1

b1 a2

!
:
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Le système d�équations s�écrit donc :

u0 = �u� �v;
v0 = �u+ �v:

A�n de résoudre ce système, nous allons e¤ectuer un changement de coor-

données. Celui-ci peut se faire de deux manières, qui sont d�un point de vue

théorique équivalentes, mais dont la mise en oeuvre pratique di¤ère un peu. La

première approche n�utilise que des nombres réels mais nécessite un peu plus

de calculs que la seconde qui s�appuie sur l�utilisation des nombres complexes.

La première méthode consiste à passer des coordonnées rectangulaires (u; v) aux

coordonnées polaires (r; �). On a :

r =
p
u2 + v2; tan � =

v

u
(2.2)

et aussi : u = r cos � et v = r sin �

E¤ectuons le passage en coordonnées polaires, en recherchant l�équation gou-

vernant le rayon vecteur. En mettant l�équation (2:2) au carré puis en la dérivant

il vient :

rr0 = u0u+ vv0 = u(�u� �v) + v(�u+ �v) = �
�
u2 + v2

�
= �r2:

De la même manière, recherchons l�équation gouvernant l�angle � :

d (tan �)

dt
=

�0

cos2 �
=
uv0 � vu0
u2

=
u (�u+ �v)� v (�u� �v)

u2
=
� (u2 + v2)

u2
:

Dans le système de coordonnées polaires, le système s�écrit �nalement :

r0 = �r et �0 = �;

dont les solutions sont évidentes :

r (t) =  exp (�t) et � (t) = �t+ �;

où  et � sont des constantes d�intégration.

Les solutions (u(t); v(t)) dans la base de Jordan sont donc :

u (t) = r (t) cos � (t) =  exp (�t) cos (�t+ �) ;

v (t) = r (t) sin � (t) =  exp (�t) sin (�t+ �) :
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La solution du système initial s�obtient, comme dans les autres cas, en reve-

nant dans la base de départ : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=  exp (�t)

 
b1 a1

b1 a2

! 
cos (�t+ �)

sin (�t+ �)

!
:

On obtient �nalement :

x (t) =  exp (�t) (b1 cos (�t+ �) + a1 sin (�t+ �)) ;

y (t) =  exp (�t) (b2 cos (�t+ �) + a2 sin (�t+ �)) :

Les constantes  et � sont déterminées par les conditions initiales. En fait,

ces constantes sont données par :

r (0) =  et � (0) = �:

Dans le cas général, cela nécessite encore un peu de calcul pour relier les

constantes  et � aux conditions initiales x0 et y0.

La seconde approche consiste, à la place du changement de coordonnées po-

laires explicite dans R2; à poser :

z (t) = u (t) + iv (t) :

Il en découle :

z0 (t) = u0 (t) + iv0 (t)

= � (u+ iv) + � (�v + iu)
= �z + i�z = �1z:

Il s�agit alors d�une équation di¤érentielle à variables séparables comme nous

en avons vues en début de chapitre. Sa solution générale s�écrit :

z (t) = C exp (�1t) ;

où C est une constante d�intégration, complexe ici, C = z(0) = u(0) + iv(0).

D�autre part,

exp (�1t) = exp (�t) exp (i�t) = exp (�t) (cos (�t) + i sin (�t)) :

La solution réelle (u(t); v(t)) du système linéaire dans la base de Jordan est donc

directement obtenue en prenant les parties réelles et imaginaires respectivement

de z. On obtient :

u (t) = exp (�t) ((u (0)) cos (�t)� v (0) sin (�t)) ;
v (t) = exp (�t) ((u (0)) sin (�t)� v (0) cos (�t)) :
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Comme précédemment, les solutions exprimées dans la base initiale, (x(t); y(t))

sont obtenues en multipliant le vecteur (u(t); v(t)) par la matrice de passage P .

Exemple 1 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 3x+ 4y;

y0 = �2x� y;

avec la condition initiale x (0) = 1 et y (0) = 0:

On a

A =

 
3 4

�2 �1

!
La matrice admet deux valeurs propres complexes et distinctes : �1 = 1 + 2i

et �2 = 1�2i. Elle peut être mise sous sa forme de Jordan en utilisant la matrice
de passage suivante :

P =

 
0 2

1 �1

!
:

Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
1 �2
2 1

! 
u

v

!
:

Il est plus facile d�écrire ce système avec les coordonnées polaires :

r0 = r et �0 = 2;

dont les solutions (r(t); �(t)) sont évidentes :

r (t) =  exp (t) et � (t) = 2t+ �:

Les solutions en coordonnées rectangulaires sont donc :

u (t) = r (t) cos � (t) =  exp (t) cos (2t+ �) ;

v (t) = r (t) sin � (t) =  exp (t) sin (2t+ �) :

Les solutions en (x(t); y(t)) s�obtiennent en revenant dans la base de départ : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
0 2

1 �1

! 
u (t)

v (t)

!
;
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ou encore,
x (t) = 2 exp (t) sin (2t+ �) ;

y (t) =  exp (t) (cos (2t+ �)� sin (2t+ �)) :
Les constantes sont déterminées par la condition initiale :(

2 sin � = 1

tan � = 1
)
(
� =

p
2
2

 = �
4

:

Donc les solutions sont :

x (t) = �
2
exp (t) sin

�
2t+

p
2
2

�
;

y (t) = �
4
exp (t)

�
cos
�
2t+

p
2
2

�
� sin

�
2t+

p
2
2

��
:

Exemple 2 : Résoudre le système linéaire suivant(
x0 = 2x+ 9y;

y0 = �x+ 2y;

avec la condition initiale x (0) = 1 et y (0) = 0:

On a

A =

 
2 9

�1 2

!
:

La matrice admet deux valeurs propres complexes et distinctes : �1 = 2 + 3i

et �2 = 2�3i. Elle peut être mise sous sa forme de Jordan en utilisant la matrice
de passage suivante :

P =

 
�3 0

0 1

!
:

Dans la base de Jordan, le système s�écrit : 
u0

v0

!
=

 
2 �3
3 2

! 
u

v

!
:

Il est plus facile d�écrire ce système avec les coordonnées polaires :

r0 = 2r et �0 = 3;

dont les solutions (r(t); �(t)) sont évidentes :

r (t) =  exp (2t) et � (t) = 3t+ �:
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Les solutions en coordonnées rectangulaires sont donc :

u (t) = r (t) cos � (t) =  exp (2t) cos (3t+ �) ;

v (t) = r (t) sin � (t) =  exp (2t) sin (3t+ �) :

Les solutions en (x(t); y(t)) s�obtiennent en revenant dans la base de départ : 
x (t)

y (t)

!
= P

 
u (t)

v (t)

!
=

 
�3 0

0 1

! 
u (t)

v (t)

!
;

ou encore,
x (t) = �3 exp (2t) cos (3t+ �) ;
y (t) =  exp (2t) sin (3t+ �) :



Chapitre 3

Intégrale première et cycles
limites pour quelques classes de
systèmes di¤érentiels

35



3. Intégrale première et cycles limites pour quelques classes de
systèmes di¤érentiels 36

3.1 Introduction

Ce chapitre est composé de deux parties : Dans la première partie nous consi-

dérons une classe de systèmes di¤érentiels planaires de la forme :(
x0 = Pn (x; y) + xRm (x; y) ;

y0 = Qn (x; y) + yRm (x; y) ;

où Pn (x; y) ; Qn (x; y) et Rm (x; y) sont des polynômes homogènes de degré n;

n et m; respectivement. Nous nous intéressons à déterminer l�expression exacte

de l�intégrale première et les courbes qui sont formées par les orbites de ces

systèmes. Voir [2]:

Dans la seconde partie nous déterminons les conditions d�existence d�un cycle

limite ainsi que son expression exacte pour une classe de systèmes di¤érentiels

cubiques de la forme :(
x0 = nx+ (�x+ �y) (ax2 + bxy + ay2) ;

y0 = ny � (�x� �y) (ax2 + bxy + ay2) ;
où n; a; b; � et � sont des paramètres réels. De plus, nous montrons que ce cycle

limite est non algébrique. Voir [3].

3.2 Expression exacte de l�intégrale première

pour une classe de systèmes di¤érentiels

Dans cette partie, nous nous intéressons à déterminer l�expression exacte de

l�intégrale première et les courbes qui sont formées par les orbites de systèmes

di¤érentiels planaires de la forme :(
x0 = Pn (x; y) + xRm (x; y) ;

y0 = Qn (x; y) + yRm (x; y) ;
(3.1)

où Pn (x; y) ; Qn (x; y) et Rm (x; y) sont des polynômes homogènes de degré n; n

et m; respectivement. Nous dé�nissons les polynômes trigonométriques :

f1 (�) = Pn (cos �; sin �) cos � +Qn (cos �; sin �) sin �;

f2 (�) = Rm (cos �; sin �) et

f3 (�) = Qn (cos �; sin �) cos � � Pn (cos �; sin �) sin �:
Le résultat principal sur l�intégrale première et les courbes qui sont formées

par les orbites du système (3:1) est contenu dans le théorème suivant :
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Théorème 3.1 On considère le système di¤érentiel (3:1) ; alors on a :
(a) Si f3 (�) 6= 0 pour tout � 2 R et � 6= 0; alors le système (3:1) est intégrable

et son intégrale première est

H (x; y) =
�
x2 + y2

��
2 exp

 
��
Z arctan y

x

A (!) d!

!
�

�

Z arctan y
x

exp

�
��
Z w

A (!) d!

�
B (w) dw;

où A (�) =
f1 (�)

f3 (�)
, B (�) =

f2 (�)

f3 (�)
et � = n�m� 1:

De plus, les courbes qui sont formées par les orbites du système di¤érentiel

(3:1), s�écrivent :

x2+y2 =

0@ h exp
�
�
R arctan y

x A (!) d!
�
+

� exp
�
�
R arctan y

x A (!) d!
� R arctan y

x exp
�
��
R w
A (!) d!

�
B (w) dw

1A
2
�

;

où h 2 R:
(b) Si f3 (�) 6= 0 pour tout � 2 R et � = 0; alors le système (3:1) est intégrable

et son intégrale première est

H (x; y) =
p
x2 + y2 exp

 
�
Z arctan y

x

(A (!) +B (!)) d!

!
:

De plus, les courbes qui sont formées par les orbites du système di¤érentiel

(3:1), s�écrivent :p
x2 + y2 = h exp

 Z arctan y
x

(A (!) +B (!)) d!

!
;

où h 2 R:
(c) Si f3 (�) = 0 pour tout � 2 R; alors le système (3:1) est intégrable et son

intégrale première est H (x; y) =
y

x
:

De plus, les courbes qui sont formées par les trajectoires du système di¤éren-

tiel (3:1), s�écrivent : y = hx où h 2 R:

Preuve. Pour démontrer (a); (b) et (c); on écrit le système di¤érentiel poly-
nomial (3:1) en coordonnées polaires (r; �) ; dé�nies par x = r cos � et y = r sin �,

donc le système (3:1) devient :(
r0 = f1 (�) r

n + f2 (�) r
m+1;

�0 = f3 (�) r
n�1;

(3.2)
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où les fonctions f1 (�) ; f2 (�) et f3 (�) sont données dans l�introduction et r0 =
dr

dt
,

�0 =
d�

dt
:

(a) Supposons f3 (�) 6= 0 pour tout � 2 R et � 6= 0 :
Prenons la variable � comme une nouvelle variable indépendante, alors le

système di¤érentiel (3:2) devient l�équation di¤érentielle de Bernoulli :

dr

d�
= A (�) r +B (�) r1��; (3.3)

où les fonctions A (�) et B (�) sont dé�nies dans l�hypothèse (a) du théorème 2.1

et � = n �m � 1: En introduisant le changement de variables de type � = r�;
l�équation di¤érentielle de Bernoulli (3:3) devient l�équation linéaire :

d�

d�
= � (A (�) �+B (�)) : (3.4)

La solution générale de l�équation linéaire (3:4) est

� (�) = exp

�
�

Z �

A (!) d!

��
�+ �

Z �

exp

�
��
Z w

A (!) d!

�
B (w) dw

�
;

où � 2 R.
Alors le système (3:1) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
�
x2 + y2

��
2 exp

 
��
Z arctan y

x

A (!) d!

!
�

�

Z arctan y
x

exp

�
��
Z w

A (!) d!

�
B (w) dw:

Les courbes H = h avec h 2 R qui sont formées par les orbites du système
di¤érentiel (3:1), s�écrivent sous la forme :

x2+y2 =

0@ h exp
�
�
R arctan y

x A (!) d!
�
+

� exp
�
�
R arctan y

x A (!) d!
� R arctan y

x exp
�
��
R w
A (!) d!

�
B (w) dw

1A
2
�

:

Ainsi (a) du Théorème 3.1 est démontré.

(b) Supposons maintenant f3 (�) 6= 0 pour tout � 2 R et � = 0 :
Prenons la variable � comme une nouvelle variable indépendante, alors le

système di¤érentiel (3:2) devient l�équation di¤érentielle :

dr

d�
= (A (�) +B (�)) r . (3.5)
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La solution générale de l�équation linéaire (3:5) est

r (�) = � exp

�Z �

(A (!) +B (!)) d!

�
;

où � 2 R:
Alors le système (3:1) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
p
x2 + y2 exp

 
�
Z arctan y

x

(A (!) +B (!)) d!

!
:

Les courbes H = h avec h 2 R, qui sont formées par les orbites du système
di¤érentiel (3:1), s�écrivent sous la forme :

p
x2 + y2 = h exp

 Z arctan y
x

(A (!) +B (!)) d!

!
:

Ainsi (b) du Théorème 3.1 est démontré.

(c) Supposons maintenant que f3 (�) = 0 pour tout � 2 R, donc à partir du
système (3:2), il en résulte que �0 = 0:Ainsi, les lignes droites passant par l�origine

des coordonnées du système di¤érentiel (3:1) sont invariantes par l�écoulement

de ce système. Ainsi, H (x; y) = y
x
est une intégrale première du système. Alors

les courbes H = h avec h 2 R, qui sont formées par les orbites du système
di¤érentiel (3:1), s�écrivent sous la forme : y = hx où h 2 R.
Ceci termine la démonstration du (c) du Théorème 3.1.

L�exemple suivant est donné pour illustration.

Exemple 3.2 Prenons P3 (x; y) = x3 � x2y + xy2 � y3; Q3 (x; y) = x3 + x2y +
xy2 + y3 et R0 (x; y) = �1; alors le système (3:1) s�écrit :(

x0 = �x+ x3 � x2y + xy2 � y3;
y0 = �y + x3 + x2y + xy2 + y3:

(3.6)

Le système (3:6) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
�
x2 + y2 � 1

�
exp

�
�2 arctan y

x

�
:

Les courbes qui sont formées par les orbites de système di¤érentiel (3:6) s�écrivent

sous la forme : x2 + y2 � 1 = h exp
�
2 arctan y

x

�
où h 2 R:
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3.3 Expression exacte du cycle limite pour une

classe cubique de systèmes di¤érentiels

Dans cette partie nous déterminons les conditions pour l�existence d�un cycle

limite ainsi que son expression exacte pour une classe de systèmes di¤érentiels,

de plus, nous montrons que ce cycle limite est non algébrique. Des exemples

concrets présentant l�applicabilité de notre résultat sont introduits.

Le résultat principal est contenu dans le théorème suivant :

Théorème 3.3 Considérons le système di¤érentiel polynomial cubique suivant :(
x0 = nx+ (�x+ �y) (ax2 + bxy + ay2) ;

y0 = ny � (�x� �y) (ax2 + bxy + ay2) :
(3.7)

Le système (3:7) admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en

coordonnées polaires (r; �) ; par :

r (�; r�) = e
��
�
�

s
r2� � 2

Z �

0

�
n

a� + 1
2
b� sin 2s

e
2�
�
s

�
ds;

où n; a; b; �; � et r� sont des paramètres réels, tels que 2a > jbj ; � > 0; n > 0;
� < 0 et

r� =

vuut4n

�

1

1� e
4�
�
�

Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds:

Preuve. Pour démontrer ce théorème, on écrit le système di¤érentiel poly-
nomial (3:7) en coordonnées polaires (r; �) dé�nies par x = r cos � et y = r sin �:

Le système (3:7) s�écrit :(
r0 = nr + �

�
a+ 1

2
b sin 2�

�
r3;

�0 = ��
�
a+ 1

2
b sin 2�

�
r2;

(3.8)

où �0 =
d�

dt
et r0 =

dr

dt
:

Puisque 2a > jbj et � > 0; on déduit que �0 est négatif pour tout t: Ce qui
signi�e que les orbites (r (t) ; � (t)) du système (3:8) ont une orientation opposée

par rapport à celles (x (t) ; y (t)) du système (3:7) :

On prend une nouvelle variable indépendante, la coordonnée �. Le système

di¤érentiel (3:8) s�écrit :

dr

d�
= ��

�
r +

�2n
2a� + b� sin 2�

1

r
; (3.9)
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qui est une équation de Bernoulli.

On fait le changement de variable � = r2; on obtient une équation di¤éren-

tielle linéaire
d�

d�
= �2�

�
�+

�4n
2a� + b� sin 2�

: (3.10)

La solution générale de l�équation di¤érentielle linéaire (3:10) est

� (�) =

 
n

�

Z �

0

 
�4e

2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds+ k

!
e�

2�
�
�; (3.11)

où k 2 R:
Donc, la solution générale de l�équation de Bernoulli (3:9) est

r (�) = e�
�
�
�

vuutn

�

Z �

0

 
�4e

2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds+ k; (3.12)

où k 2 R:
La solution r (�; r0) de l�équation di¤érentielle de Bernoulli (3:9) telle que

r (0; r0) = r0 est

r (�; r0) = e
��
�
�

vuutn

�

Z �

0

 
�4e

2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds+ r20; (3.13)

où r0 = r (0) :

Une solution périodique du système (3:8) doit satisfaire à la condition :

r (2�; r0) = r (0; r0) ; ce qui conduit à une valeur unique r0 = r�, donnée par :

r� =

vuut4n

�

1

1� e
4�
�
�

Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds . (3.14)

Puisque 2a > jbj ; � > 0; n > 0 et � < 0; nous avons 2a + b sin 2s > 0 pour
tout s 2 [0; 2�] : Par conséquent r� > 0.
On remplace r0 par cette valeur de r� dans (3:13) ; nous obtenons la solution

r (�; r�) = 2e
��
�
�

vuuuuut
�n
�

R �
0

�
e
2�
�
s

2a+b sin 2s

�
ds+

n
�

�
1

1�e
4�
�
�

�R 2�
0

�
e
2�
�
s

2a+b sin 2s

�
ds

. (3.15)
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Alors si r (�; r�) > 0 pour tout � 2 R; nous aurons r (�; r�) > 0 est une orbite
périodique, et par conséquent un cycle limite. Dans ce qui suit on montre que

r (�; r�) > 0 pour tout � 2 R: En e¤et

r (�; r�) = 2e
��
�
�

vuut�n
�

Z �

2�

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds� n

�

 
e
4�
�
�

e
4�
�
� � 1

!Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds:

Alors

r (�; r�) = 2

r
n

�
e�

�
�
�

vuutZ 2�

�

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds�

 
e
4�
�
�

e
4�
�
� � 1

!Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds > 0:

car 2a > jbj ; n > 0 et � < 0. Par conséquent
 

e
4�
�
�

e
4�
�
� � 1

!
< 0

et
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s
> 0 pour tout s 2 R:

On déduit que, r (�; r�) est un cycle limite pour le système di¤érentiel (3:7).

La courbe (r (�) cos �; r (�) sin (�)) dans le plan (x; y) avec :

r (�; r�)
2 = 4e�

2�
�
�

 
�n
�

Z �

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds+

n

�

�
1

1� e
4�
�
�

�Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds

!

est non algébrique, en raison de l�expression :

4e�
2�
�
�

 
n

�

�
1

1� e
4�
�
�

�Z 2�

0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds

!
:

Plus précisément, en coordonnées cartésiennes r2 = x2+ y2 et � = arctan
�
y
x

�
, la

courbe dé�nie par ce cycle limite est

f (x; y) = x2+y2�4e�
2�
�
arctan( yx)

0BBBB@
�n
�

R arctan( yx)
0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds+

n
�

�
1

1� e
4�
�
�

�R 2�
0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds

1CCCCA = 0:

Mais il n�y a pas un entier n pour lequel
@(n)f

@xn
et
@(n)f

@yn
disparaissent à la fois.
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Pour être convaincu par ce fait, on doit calculer, par exemple
@f

@x
:

@f

@x
(x; y) = 2x�

4n
�
y

(x2 + y2)
�
2a+ b sin

�
2 arctan 1

x
y
�� �

8�n

�2

0@y exp
�
�2�

�
arctan y

x

�
x2 + y2

1A
0BBBB@
�

1

1� e
4�
�
�

�R 2�
0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds�

R arctan( yx)
0

 
e
2�
�
s

2a+ b sin 2s

!
ds

1CCCCA :

Puisque f (x; y) apparaît à nouveau, donc f (x; y) reste dans l�ordre de dé-

rivation, alors la courbe f (x; y) = 0 est non-algébrique et le cycle limite sera

également non algébrique.

Les exemples suivants sont donnés pour illustration.

Exemple 3.4 Prenons : a = � = n = 1 et � = b = �1; alors le système (3:7)
s�écrit :

(
x0 = x+ (y � x) (x2 � xy + y2) ;
y0 = y � (y + x) (x2 � xy + y2) :

(3.16)

Le système (3:16) admet un cycle limite non algébrique dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) = e
�

s
r2� � 4

Z �

0

�
e�2s

2� sin 2s

�
ds;

où � 2 R et r� =
s
2
e4�

e4� � 1
R 2�
0

�
2

2� sin 2se
�2s
�
ds ' 1: 191 2:

Par le programme P4, le Portrait de phase qui contient le cycle limite du

système (3:16) est donné dans la �gure suivante :
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Cycle limite du système (3:16) :

Exemple 3.5 Prenons � = 1; n = a = 2; � = �2 et b = �1 ; alors le système
(3:7) s�écrit (

x0 = 2x+ (�2x+ y) (2x2 � xy + 2y2) ;
y0 = 2y � (x+ 2y) (2x2 � xy + 2y2) :

(3.17)

Le système (3:17) admet un cycle limite non algébrique dont l�expression exacte

dans les coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) = e
2�

s
r2� � 2

Z �

0

�
4

4� sin 2se
�4s
�
ds;

où � 2 R et r� =
s
4

�
e8�

e8� � 1

�R 2�
0

�
2

4� sin 2se
�4s
�
ds ' 0:748 08:

Par le programme P4, le Portrait de phase qui contient le cycle limite du

système (3:17) est donné dans la �gure suivante :

Cycle limite du système (3:17) :
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Exemple 3.6 Prenons : � =
p
3; n =

p
2; a = 3 et � = b = �2 ; alors le

système (3:7) s�écrit :

(
x0 =

p
2x+

�
�2x+

p
3y
�
(3x2 � 2xy + 3y2) ;

y0 =
p
2y �

�p
3x+ 2y

�
(3x2 � 2xy + 3y2) :

(3.18)

Le système (3:18) admet un cycle limite non algébrique dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) = e
2p
3
�

vuutr2� � 2Z �

0

 p
2

3
p
3�

p
3 sin 2s

e
�4p
3
s

!
ds;

où � 2 R et r� =

vuut2
p
2p
3

 
e

8p
3
�

e
8p
3
� � 1

!R 2�
0

�
2

6� 2 sin 2se
�4p
3
s

�
ds ' 0:536 63:

Exemple 3.7 Prenons : � = 1
2
; n = 1

5
; a =

p
7; � = �

p
5 et b =

p
2; alors le

système (3:7) s�écrit

(
x0 = 1

5
x+

�
�
p
5x+ 1

2
y
� �p

7x2 +
p
2xy +

p
7y2
�
;

y0 = 1
5
y �

�
1
2
x+

p
5y
� �p

7x2 +
p
2xy +

p
7y2
�
:

(3.19)

Le système (3:19) admet un cycle limite non algébrique dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) = e
2
p
5�

s
r2� � 2

Z �

0

�
4

10
p
7 + 5

p
2 sin 2s

e�4
p
5s

�
ds;

où � 2 R et r� =

vuut4
5

 
e8
p
5�

e8
p
5� � 1

!R 2�
0

�
2

2
p
7 +

p
2 sin 2s

e�4
p
5s

�
ds ' 0:179 05:

3.4 Conclusion

Dans la première section de ce chapitre on a déterminé l�expression exacte

de l�intégrale première et la formule des courbes formées par les orbites d�une

classe de systèmes di¤érentiels planaires. Dans la deuxième section de ce chapitre,

on a déterminé les conditions d�existence d�un cycle limite pour une classe de

systèmes di¤érentiels cubiques planaires pour laquelle nous pouvons obtenir un

cycle limite non algébrique donné explicitement.



Conclusion générale et
perspectives

Dans ce travail on s�est intéressé à l�étude qualitative des systèmes di¤éren-

tiels polynômiaux planaires. Il est important pour un système di¤érentiel de

savoir s�il admet ou non une intégrale première, une solution périodique, de plus

si cette solution périodique est isolée, on parle par dé�nition d�un cycle limite.

D�autre part le calcul de l�intégrale première d�un système di¤érentiel planaire

détermine complètement le portrait de phase du système. Pour les modèles is-

sus de la pratique, il est important d�étudier ces questions : intégrale première,

solution périodique, cycle limite, portrait de phase.

Dans le premier chapitre on a présenté quelques notions de base, concer-

nant la théorie qualitative des systèmes di¤érentiels, en particulier les systèmes

di¤érentiels planaires.

Dans le second chapitre on a présenté une méthode pour la résolution des

systèmes linéaires de deux équations di¤érentielles ordinaires avec des exemples

d�applications, et dans le troisième chapitre on a déterminé l�expression exacte

de l�intégrale première et les courbes qui sont formées par les orbites pour une

classe de systèmes di¤érentiels. Ensuite dans la seconde partie on a déterminé

les conditions d�existence d�un cycle limite ainsi que son expression exacte pour

une classe de systèmes di¤érentiels cubiques.

Pour les perspectives, vu les techniques qu�on a utilisées pour trouver une
classe de systèmes cubiques avec un cycle limite non algébrique, il est possible

d�espérer trouver une classe de systèmes di¤érentiels quadratiques qui admettent

un cycle limite non algébrique et donné d�une manière explicite. Signalons que

ce problème est un problème ouvert jusqu�à présent.
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Annexe. Le programme P4

Dans cette section nous présentons un programme informatique basé sur la

théorie des systèmes di¤érentiels polynômiaux planaires. Ce programme est réa-

lisé pour dessiner le portrait de phase de n�importe quel système di¤érentiel

polynômial sur le plan obtenu par la compacti�cation de Poincaré. La nouvelle

version P5 a changé le langage symbolique de REDUCE au MAPLE, et main-

tenant il est mis en application plus facilement dans n�importe quel système,

WINDOWS, UNIX, ou OS-X de MACINTOSH, c.-à-d. où le MAPLE est dispo-

nible.

Le P4 est un outil qui peut être utilisé dans l�étude d�un système di¤érentiel

planaire polynômial selon le choix de l�utilisateur, il dessine les portraits de phase

sur le disque de Poincaré, ou sur tout rectangle dans le plan �ni, ou à l�in�ni

dans une des quatre cartes utilisées dans la compacti�cation. Maintenant nous

allons voir comment travaille le P4. En premier lieu P4 véri�e si le champ de

vecteurs a un ensemble continu de points singuliers dans le plan c-à-d, si les

deux composants polynômiaux du champ de vecteurs ont un facteur commun.

S�ils ont un facteur commun, nous divisons le champ de vecteurs par ce facteur

commun et nous étudions le nouveau champ de vecteurs. Parfois, si le champ

de vecteurs est trop grand, les logiciels de calcul algébrique utilisés (c.-à-d.,

REDUCE ou MAPLE) ne peuvent pas trouver ce facteur commun. Dans ces cas

le P4 ne fonctionnera pas correctement. Nous déterminons les points singuliers

�nis isolés. Ceci peut être fait en mode algébrique ou numérique. Dans les deux

cas P4 demandera au langage symbolique de résoudre le problème. Si le degré du

champ de vecteurs est élevé, la détermination de ces singularités peut prendre

beaucoup de temps. Dans ce cas et pour un meilleur fonctionnement, on travaille

numériquement.

Pour chaque point singulier (x0;y0), P4 détermine le portrait de phase local

de la façon suivante. D�abord il calcule la matrice Jacobienne pour chaque point
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singulier, c.-à.-d.

DX(x0;y0) =

 
@P
@x
(x0; y0)

@P
@y
(x0; y0)

@Q
@x
(x0; y0)

@Q
@y
(x0; y0)

!
;

et calcule ses valeurs propres �1 et �2: Nous devons distinguer di¤érents cas, les

deux valeurs propres sont reélles, purement imaginaires, ou complexes.

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine
Le Programme P4

Utilisateur
Texte tapé à la machine

Utilisateur
Texte tapé à la machine
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Résumé :
L�objectif de ce mémoire est l�étude qualitative de quelques classes de sys-

tèmes di¤érentiels planaires. Les résultats obtenus dans cette étude concernent

l�intégrabilité et l�existence de solutions périodiques isolées, en d�autres termes,

les cycles limites, de plus on détermine explicitement un cycle limite non algé-

brique pour quelques classes de systèmes di¤érentiels planaires.

Mots-Clés : Systèmes di¤érentiels planaires, Intégrale première, Solutions
périodiques, Cycles limites algébriques, Cycles limites non algébriques.

Abstract :
The objective of this memory is the qualitative study of some classes of planar

di¤erential systems. The results obtained in this study concern the integrability

and existence of isolated periodic solutions consequently existence of limit cycles,

moreover we determined the expression exact of a non algebraic limit cycle for

some classes of planar di¤erential systems.

Key words : Planar di¤erential systems, First Integral, Periodic solution,
Algebraic limit cycle, Non algebraic limit cycle.
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