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Introduction

Des la fin des années 1940, des chercheurs ont mis en évidence les limites de la théorie
classique des files d’attente qui ne permettait pas d’expliquer le comportement stochas-
tique des systemes réels de plus en plus complexes tels que les systemes téléphoniques
ou les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a
I’obtention de la communication.

Ce phénomene de répétition de demandes du service a poussé certains chercheurs
a étendre le modele d’attente classique a celui dit avec rappels. Cependant, 'influence
de ce phénomene a été longtemps négligée durant les décennies suivantes. Ce n’est que
vers les années 1970-1980 qu’on a vu un net regain d’intérét pour cette catégorie de
modeles, avec I'avenement de nouvelles technologies, notamment dans les systémes de
télécommunication.

Il existe dans la littérature des modeles avec rappels essentiellement trois politiques :
la politique de rappels classique, ou le taux de rappels dépend du nombre de clients dans
l'orbite [24], la politique constante, ou le taux de rappels est constant et indépendant de
nombre de clients dans I'orbite [26]. La combinaison de ces deux situations de rappels, est
appelée "discipline de rappels linéaire" [14].

Les progres récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de synthese de Yang
et Templeton (1987) [37], Falin (1990) [23], Aissani (1994) [4] et dans les monographies
Falin et Templeton (1997) [24], de Artalejo et Gomez (2008) [12] et de Kim and Kim
(2016) [32]. Une classification bibliographique est donnée dans les articles de Artalejo
(1999) et (2010) [6,13] et dans l'article de Shekkar et al. (2016) [35].

L’importance et 'actualité de ce domaine est également confirmée par 1'organisation pé-
riodique d’une conférence internationale sur les systemes d’attente avec rappels (Inter-
national Workshop on Retrial Queues) : Madrid (Spain) (1998), Minsk (Belarus) (1999),
Amsterdam (Netherlands) (2000), Cochin (India) (2002), Seoul (Korea) (2004), Mira-
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flores de la Sierra (Spain) (2006), Athens (Greece) (2008), Beijing (China) (2010), Seville
(Spain) (2012), Tokyo (Japan) (2014), Amsterdam (2016) et Tomsk (Russia)(2018).

Lors de I’étude de ces modeles de files d’attente, on supposait que les clients, arrivent
individuellement. Cependant, dans plusieurs situations rencontrées dans la pratique, les
clients arrivent en groupes de taille aléatoire. Ces situations peuvent étre représentées par
des modeles d’attente avec rappels et arrivées par groupes. Ces derniers ont été largement
étudiées par plusieurs chercheurs : Falin, Artalejo et Atencia, Aissani ... etc. Artalejo et
Atencia [10], ont étudié le systéme MX /G/1 avec rappels. Ils ont analysé la distribution
limite du nombre de clients dans le systeme et ils ont considéré la loi géométrique pour la
taille des groupes comme cas particulier. Aissani [3], a étudié le systeme M~ /G/1 avec
rappels et serveur non fiable et avec vacances.

La théorie analytique des modeles d’attente avec rappels s’avere d’une portée limitée
en raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans la majorité des cas, on se
retrouve confronté a des systemes d’équations dont la résolution est complexe ou possé-
dant des solutions qui ne sont pas facilement interprétables afin que le praticien puisse en
bénéficier. Par ailleurs, on peut citer le degré de difficulté pour I'obtention de certaines
caractéristiques dans quelques modeéles tels que les modeles de files d’attente avec rappels
et arrivées négatives, avec rappels et priorité, avec rappels de distribution générale ayant
deux types de clients. Cette difficulté réside essentiellement dans I'utilisation des inverses
des transformées de Laplace-Stieljes et des distributions marginales. Pour pallier a toutes
ces difficultés, les chercheurs ont recouru aux méthodes d’approximation qui permettent
d’avoir des estimations quantitatives et/ou qualitatives pour certaines mesures de perfor-
mance. C’est pour toutes ces raisons, qu’on s’intéresse, dans notre étude, d’une maniere
générale aux méthodes de stabilité des systemes d’attente. L’actualité du sujet stabilité
des modeles stochastiques est confirmée par I'organisation annuelle des séminaires inter-
nationaux sur "Stability Problems for Stochastic Models" fondés par Vladimir Zolotarev
dans les années 70.

On s’est intéressé en particulier a la méthode de "stabilité forte" (ou encore méthode
des opérateurs de la théorie de stabilité) qui a été introduite par N.V. Kartashov et D.
Aissani au début des années 80 [1]. L’idée de cette méthode est que 'ergodicité uniforme
par rapport a une norme donnée est préservée sous de petites perturbations du noyau
de transition. Les résultats fondamentaux relatifs a cette méthode ont fait ’objet de la
publication en 1996 d’une monographie de N.V Kartashov, intitulée " Strong Stable Mar-

kov Chains" [28]. Cette monographie présente une nouvelle approche aux problémes de
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recherche d’ergodicité uniforme et de stabilité forte des chaines de Markov homogenes a
temps discret et a valeurs dans un espace mesurable. Le but de ce livre est de mettre en
évidence plusieurs méthodes d’évaluation explicite ou d’estimation de stabilité pour de
larges classes de chalnes de Markov. Ces méthodes sont basées sur la théorie de pertur-
bation classique des opérateurs linéaires dans des espaces de Banach. Précisons ici que
I’application de cette méthode aux systemes de files d’attente est loin d’étre évidente. Elle
nécessite parfois la réalisation d’une série de recherches intermédiaires, qui ont un intérét
particulier.

Durant ces deux dernieres décennies, 'applicabilité de cette méthode aux systemes
de files d’attente a fait 'objet d’une série de publications des chercheurs de I’Unité de
Recherche LaMOS de l'université de Bejaia et ceci en considérant la perturbation de
différents parametres : flot des arrivées [19], durée de service, structure du systéme, la
distribution de la taille des groupes dans un systéme avec arrivées par groupes [20], etc.
Son application aux systemes de files d’attente avec rappels a été réalisé pour la premiere
fois par Berdjoudj et Aissani [17], voir aussi les références Berdjoudj [16] et Berdjoudj et
al. [18].

Notre travail s’inscrit dans la continuité des études intensives menées dans le but de
comprendre et de rendre compte des comportements stochastiques des files d’attente avec
rappels présentant des temps de service non-exponentiels, avec rappels et arrivées par

groupes.

Ce mémoire est structuré de la maniere suivante :

e Dans le premier chapitre, nous présentons certaines notions et certaines caractéris-
tiques relatives aux systeémes de files d’attente classiques markoviens et non-markoviens
& savoir M/M/1, M/G/1, M~ /M/1 et M /G/1.

e Le deuxieme chapitre concerne ’analyse stochastique des systemes de files d’attente :
M/M/1 avec rappels, M/G/1 avec rappels et MX /G/1 avec rappels.

e Le troisieme chapitre est consacré dans un premier temps a 1’étude des concepts
d’ergodicité uniforme et de stabilité forte ainsi que ses propriétés telles qu’elles ont été
introduites en théorie des chaines de Markov. Dans un second temps a la méthode de
v-stabilité forte et son applicabilité aux systeémes de files d’attente.

e Le quatrieme chapitre concerne I'étude de v-stabilité forte de la chaine de Markov
induite du systeme MX /G/1 a forte intensité de rappels aprés perturbation du flot des

rappels (i.e aprés passage a un taux de rappels fini). Nous obtenons ainsi les inégalités
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de stabilité forte apres avoir cerné les conditions de proximité des caractéristiques du
systeme MX /G/1 avec rappels par celles du systeme M~ /G//1 classique. Nous terminons
ce chapitre par une application numérique illustrant I'approximation du systéme MX /G/1
avec rappels par le systeme M*X /G/1 classique.

e Dans la conclusion nous présentons les perspectives de recherche qui découlent dans
notre travail.

e [’annexe concerne un rappel sur les notions de la théorie de la mesure et des chaines
de Markov nécessaires a la compréhension des théorémes fondamentaux d’ergodicité uni-

forme et de stabilité forte.



Chapitre 1

Systemes de files d’attente classiques

et arrivées par groupes

Introduction

Les files d’attente sont aujourd’hui des phénomenes que l'on rencontre quotidienne-
ment dans de trés nombreux domaines et sous diverses formes. Citons quelques exemples
. , ) . . . , . , ,
parmi tant d’autres : queue a un guichet, saturation d’un trafic routier, d’un réseau de
télécommunications, gestion d’un stock de production, maintenance d’'un équipement in-

formatique, mouvements de populations, ... etc.

Le modele général d'un phénomene d’attente peut étre résumé comme suit : des clients
arrivent suivant un processus quelconque a des intervalles de temps aléatoire pour acquérir
un service aupres d’'un serveur. Plusieurs questions se posent naturellement, par exemple,
quel est le temps passé par un client dans une file d’attente devant un guichet ? Quelle
est la longueur de la queue et du systeme a un instant donné ...7 Autant de questions
auxquelles la théorie des chaines de Markov et des processus stochastiques apportent des

réponses plus ou moins explicites selon le modele adopté.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les modeles de files d’attente classiques en se
basant sur quelques modeles a savoir le modele M/M/1 et M/G/1 classiques et arrivées

par groupe et leurs caractéristiques.



Chapitre 1 : Systemes de files d’attente classiques et arrivées par groupes 6

1.1

Classification des systemes d’attente

Les phénomenes d’attente sont classifiés et identifiés selon quatre criteres essentiels :

La loi des intervalles séparant deux arrivées consécutives ou inter- arrivées; c’est le
processus d’entrée.

La loi du service : La loi du temps aléatoire durant lequel le client recoit son service.
Le nombre de stations de service disponibles en méme temps.

La capacité totale du systéeme N qui représente le nombre maximum de clients

pouvant étre présents dans le systeme.

Le systeme de file d’attente est décrit alors par la notation de KENDALL suivante :
A/B/s(/N/K/Ds),

e A B : sont les distributions des temps d’inter-arrivées et les temps de service respecti-

s
N
K

Dy

vement. Les notations utilisées sont :

— M : Inter-arrivées des clients sont identiquement distribuées selon une loi ex-
ponentielle. Elle correspond & un processus de Poisson ponctuel (propriété sans
mémoire).

— D : Les temps inter-arrivées des clients ou les temps de service sont constants et
toujours les mémes (déterministe).

— GI : Inter-arrivées des clients ont une distribution générale (il n'y a aucune hypo-
these sur la distribution mais les inter-arrivées sont indépendantes et identique-
ment distribuées).

— G : Inter-arrivées des clients ont une distribution générale et peuvent étre dépen-

dantes.
— FE}. : Symbole de la loi d’Erlang d’ordre k.

. est le nombre de serveurs en parallele.
- est la capacité du systeme (file +service), qui sera considérée infinie par défaut.

: Population source.

: discipline de service, les disciplines utilisées sont les suivantes :

— FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come, first served) :c’est la file standard
dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons que les dis-
ciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient plusieurs

serveurs. Dans la premiere, le premier client arrivé sera le premier a quitter la
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file alors que la deuxieme, il sera le premier a commencer son service. Rien n’em-
péche alors qu’un client qui commence son service apres lui, dans un autre serveur,
termine avant lui.

— LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served). Cela correspond a une
pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile) sera le premier
traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS ne sont pas
équivalentes que pour une file monoserveur.

— SIRO (Served In Random Order), les clients sont servis aléatoirement.

— PNPN (Priority service), les clients sont servis selon leur priorité. Tous les clients
de la plus haute priorité sont servis premiers, puis les clients de priorité inférieur
sont servis, et ainsi de suite.

— PS ( Processor Sharing ), les clients sont servis de maniére égale. La capacité du

systeme est partagée entre les clients.

Dans sa version courte, seuls les trois premiers symboles A /B/s sont utilisés et les trois
derniers éléments de la notation de Kendall sont pris par défaut comme suit : N = oo,
K=cet Ds=FIFO.

1.2 Mesures de performance d’une file d’attente

L’étude d’une file d’attente a pour but de calculer ou d’estimer les performances du

systeme. Les mesures les plus fréquemment utilisées sont :

L : nombre moyen de clients dans le systeme.
L, : nombre moyen de clients dans la file.
W : temps moyen de séjour d'un client dans le systeme.

Wy : temps d’attente moyen d’un client (dans la file).

Ces caractéristiques sont liées par les relations suivantes :
L=M\W.
— Ae
L=Ls+ “1'

Ou A est le taux d’entrée effectif dans le systeme.
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Les deux premieres relations sont appelées formules de Little.
Si la capacité du systeme est illimité (N = oo) ou (K = o0) alors A = A, dans le cas

contraire , certains clients doivent s’en aller sans étre servis d’ou A\ < \.

1.3 Analyse mathématique d’un systéeme de files d’at-

tente

L’étude mathématique d'un systeme de files d’attente se fait généralement par I'intro-
duction d’un processus stochastique, défini de fagon appropriée. On s’intéresse principa-

lement au nombre de clients X (¢), se trouvant dans le systéme a l'instant t (¢ > 0).

En fonction des quantités qui définissent le systeme, on cherche a déterminer :

e Les probabilités d’état P,(t) = P(X(t) = n), qui définissent le régime transitoire du
processus stochastique { X (t),t > 0}. Il est évident que les fonctions P, (t) dépendent

de I’état initial ou de la distribution initiale du processus.

e Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :
P, = nh_{{)lopn(t) =P(X=n), n=1,2,3,...

(Pp)n>0 est la distribution stationnaire du processus {X(t),t > 0}. A partir de cette
distribution on pourra obtenir d’autres caractéristiques d’exploitation du systeme telle

que :
v Le nombre moyen de clients dans le systeme L =E(X);
v La durée moyenne d’attente d'un client ;

v La durée moyenne de séjour dans le systéme qui est composée de la durée moyenne

d’attente et la durée moyenne de service;
v Le taux d’occupation des postes de service;
v Le pourcentage de clients n’ayant pu étre servi;
v La durée moyenne d’une période d’activité, c’est-a-dire 'intervalle de temps pendant

lequel il y a toujours au moins un client dans le systeme.

Remarque 1.3.1. Il faut toutefois, constater que le calcul explicite du régime transi-

toire s’avere pénible, voire impossible, pour la plupart des modeles considérés, mis a part
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certains modeles particulierement faciles a traiter. Nous nous contenterons donc dans la

suite de déterminer le régime stationnaire d’un systeme d’attente.

1.4 Les systemes de files d’attente classiques

1.4.1 Le systéme d’attente M /M /1

C’est un S.F.A le plus simple : le flot des arrivées est poissonien de parametre A, la
durée de service est exponentielle de parametre u, la capacité de la file est illimitée et il y
a un seul serveur. Les arrivées et les départs sont modélisés par un processus de naissance

et de mort de taux de transitions :

A=A, n>0;
pn =, m 21

Graphe de transition

Cr-/\ﬁ/’ -:r’mm : L/ N

.'|+
./ll T""!\. "’k\ J‘—; _'_/'Iw-_ e

FIGURE 1.1 — Graphe de transitions du modele M/M/1.

Régime transitoire

Soit { X¢,t > 0} le processus stochastique décrivant le nombre de clients dans le systéme
a l'instant t. Les probabilités d’état P,(t) = P(X(t) =n) peuvent étre calculées par les
équations différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du

processus.
PA(t) = —(A+ ) Palt) + APt () + 1P (1

et
Py(t) = =APy(t) + pPr(t)
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Régime stationnaire

. / o
tgnolopn(t)_a Vn=0,1,...
lim P,(t) = P,. T

t—00

On obtient un systeme d’équations linéaires homogenes

uPr = AP, n=0;
AP 1+ pPry1 = A+ p)Py, Yn>1;

S P =1

n>0

On additionne les (n+1) premiéres équations, on trouve : uP,41 = AP,

dott P11 = 5Py = P, = (3)" Py

A
comme» P,=1 = > (5)"Py=1
n>0 n>0

:>POZ(A)”:1

n>0

sip:%<1:>P0:1—p
d'ou P, =(1—p)p", V neN (distribution géométrique de parametre (1-p) sur N).

Caractéristique du systéme M /M /1
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1.4.2 Le systeme d’attente M/G/1

Ce systeme est formé d’une file FIFO a capacité illimitée a un seul serveur. Le pro-
cessus des arrivées est poissonien de taux A > 0. De ce fait, le temps entre deux arrivées
successives suit une loi exponentielle de moyenne % Si le serveur est libre, le client sera
servi immédiatement et quitte le systeme une fois le service est terminé. Sinon, si le ser-
veur est occupé, le client arrivant rejoint la file d’attente, les durées de service Y sont
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi générale dont
la fonction de répartition est F', d’espérance mathématique E(Y) = %

Le processus stochastique { X¢,t > 0} décrivant I’évolution du nombre de clients dans le
systeéme n’est plus une chaine de Markov car le temps de service n’est plus sans mémoire.

Pour le rendre markovien, nous utiliserons la méthode de chaine de Markov induite.

Chaine de Markov induite :

Considérons I'état du systeme a des instants particuliers : t;, k=1,2,...,
ou ¢, est le temps de fin de service du k®™ client, on aura alors £(t;) =0,

avec £(t) : durée de service déja écoulé.

Soit X = X(tx),k € N : nombre de clients dans le systéme juste apres le départ du

keme client. Cette suite forme une chaine de Markov induite.

Soient les (Ay) des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

telles que Ay, est le nombre de clients arrivants pendant le k™€ service avec la distribution

P(A), = / - D" o,
0

avec a, >0,V n=>0.

alors

X X =1+ Ak, si Xg21
ML Ak+1, S XkZO.
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Ou bien
Xpy1 =X —1x, + Ay

Avec

1v — 1, st X >0;
YT 0, s X, =0.

Xj+1 ne dépend que de Xy, et A1 et ne dépend pas des valeurs prises par X;_1, Xp_o...

(Xk)k=0 est une chaine de Markov de probabilités de transition en une étape :
Pij =P (Xpy1 = j|Xp =1),

Pyj = ay, si j =0,
Pij=4 Pj=aj_it1, st 1<i<j+1,
P;; =0, stnon.

Ainsi la matrice des probabilités de transition P est donnée par :

ap aip a2 as
ap aip a2 as
0 ap a1 a9
0 0 a9 a1 ao

0
Puisque nous pouvons transiter d’un état a n’importe quel autre état, alors la chaine de
Markov est irréductible.

La fonction génératrice de distribution stationnaire m, de la chaine existe si et seulement
si:

p=—<1.
I

Cette derniere est donnée par la formule de Pollaczeck-Khinchin (voir Kleinrock [33]) :

& (1-pBO-2)E-1)
(2) 7;) " z—B*(A(z—1))

Ol B*(z) = E(e™*Y) est la transformée de Laplace de la durée de service.
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Caractéristiques du systéeme M/G/1

Les caractéristiques du systeme M/G/1 (voir le livre de Gross et al. [27]) sont :

1. Nombre moyen de clients dans le systeme L :
P2+ 22Var(Y)
2(1=p)
2. Nombre moyen de clients dans la file d’attente L, :
PP+ Var(Y)

o21-p)

3. Temps moyen de séjour d'un client dans le systeme :

AE(Y?)

2(1-p)

L=p+

W =E(Y)+

4. Temps moyen d’attente d'un client :

1.5 Les systemes de files d’attente avec arrivées par

groupes

1.5.1 Modele d’attente M*X /M/1

C’est un systeme M /M /1 pour lequel les arrivées se présentent en groupe. Le nombre
de clients par groupe est une variable aléatoire X strictement positive qui prend la va-
leur n avec la probabilité ¢, (P(X =n) =c¢y,), o n est un entier positif (0 < n <oo). Il
est clair que ce nouveau probléme de file d’attente qu’on note par MX /M/1 est toujours
markovien du fait que le comportement futur n’est en fonction que du présent et non pas
du passé.

Soit A\, le taux d’arrivée d’un groupe de taille n, alors ¢, = An o1 A est le taux d’ar-

o
rivée de tous les groupes qui est égal a Z An.
n=1
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La figure (1.2) montre les taux de transition d’état pour un systeme de file d’attente

M X /M /1, ot dans cet exemple, le nombre X de clients par groupe est de 1 ou 2.

AN
@) (Dt (DA (D)

FIGURE 1.2 — Graphe de transition du modele MX /M/1, n € {1,2}.

Les équations a ’état d’équilibre sont données dans [27], sous la forme :
Apo = pup1, st n=0; (1.1)

n
A+ 1) pn =AY Pp—kcr+ ppny1, si n>1. (1.2)
k=1

Ou p,, : la probabilité que le systeme soit a ’état n, A est le taux d’arrivée, et u est le

taux de service.

Soit les fonctions génératrices suivantes :

= anzn

n>0

et

= chz”

n>1
avec | z [< 1.
L’objectif est alors de déterminer P(z) a partir de C'(z) et de déterminer par la suite
les probabilités p,. En multipliant les équations (1.1) et (1.2) par 2™ et en sommant sur

n on obtient :

—)\anz —uanz + = anz +)\Z an pep 2" =0. (1.3)

n=1k=1
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n
On peut facilement montrer que la fonction génératrice de Y p,,_r C est le produit

des fonctions génératrices respectives (une propriété de base de toutes les fonctions géné-

ratrices), a savoir :

DoD Pukcrt =Y 2" Y pap2" " =C(2) P(2).
n=1k=1 k=1 n==k

Par conséquent (1.3) peut étre réécrite comme :

AP(2) +ulP(2) = pol = Z[P(2) = po] + AC(2) P(2).

et ainsi (1-2)
Hpoll—= -
P(z)= 1. 1.4
i (e ) B -
Posons r = %, et C(z)= 11?22), la fonction génératrice (1.4) devient :
bo
P(2) = - 1.5
(2) 1—rzC(2) (1.5)

Pour déterminer les valeurs de L et pg, on utilise la relation P’(1) et la condition

P(1) =1, en faisant tendre z vers 1 dans la relation (1.5) (respectivement), on obtient :

bo
PO=1mEm
et
o Cc+C()
L—P(l)—pgr—(l_ré(l))Q.

Maintenant, C(1) et C (1) peuvent étre trouvés en appliquant la régle de L’Hopital &
C(z) : C(1) = E[X] (apres une application) et C' (1) = w (apres deux applica-
tions).

Par conséquent
po=1-rE[X]=1-p

et
I r(E[X]+E[X?]) p+rE[X?]
2(1—-p) 2(1—-p)
Ou p= )‘ET[X], La condition de stabilité est donc p <1 c’es‘c—e\—dire,M <1.

Remarque 1.5.1. p, peut étre obtenue par inversion direct de la fonction génératrice

(1.5).
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1.5.2 Modéle d’attente M*X /G /1

Description du modele

Les clients arrivent en groupes de taille X, suivant un processus de poisson de taux A,
ou P(X =n) = ¢, et sont servis individuellement par un seul serveur selon la discipline
(FIFO). Les temps de service T" sont indépendants de distribution de probabilité B(.) de
transformé de Laplace 5(s) [21].

o0
Soit C'(2) = > ¢, 2", | z|< 1 la fonction génératrice de la distribution de la taille du

=0
groupe. "

Soit A; : le nombre de clients arrivant aux instants t;, i=1, 2, ....
P(A;=k)=c
OnaP(A;+A+ ... +A4r=n)=QRcxQ...Q¢c, = Cf(lk).

ou {C’?(f:)} est le k®me produit de convolution de ¢y,

1, Sin=0;

tel que Cr(Ll) =P(A; =n) = cp. et 07(10) — _
0, Sin>1.

P(n clients arrivent dans (0,t))=py(¢)

k
(/\t‘) M), n>0.

n
avec  pu(t) =) p
k=0

Soit X, : le nombre de clients dans le systeme M*X/G/1 immédiatement apres le

n®me départ.

Xn_1+An+17 Si Xn > 13

Ona X411 =
" i {X, Si X, = 0.
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avec A, : nombre d’arrivées durant le n®™e service.

Les A, sont indépendantes de distribution commune : k, = P(n arrivées durant la

période de service),

et de fonction génératrice :

K(z) = ikaj,

0
K(z) = BA=AC(2)].

Xn+1 ne dépend que de X, et de A,+1 et non des valeurs des valeurs prises parX,,_1,
Xnp—1, .... Cela signifie que (X;,)n>0 est une chaine de Markov de probabilités de transi-
tion : ]Dij = P(Xn+1 :]|Xn = i),

cj, st j>1 et 1=0;
Pij=1q kjy1-i, si 1<i<j+1;

0, ailleurs.
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et de matrice des probabilités de transition :

0 C1 (&) C3
ko ki k2 k3
P=10 ko ki ko
0 0 ko Kk

Remarque 1.5.2. D’apres la matrice de transition la chaine de Markov X, est irréduc-

tible et apériodique, elle converge vers une distribution limite si p<1,
o

oup=E(A,)= Z nky,=Ap0¢

n=1

avec 01 =E(T) et ¢=C'(1)

En effet, en remplacant K(z) dans le résultat du modele M/G/1 classique (dans la

formule de Pollaczeck-khinchin), on obtient :

(1=p)BA=AC()](1 = 2)

™) = R AC()] - -

1.5.3 Approche alternative a I’analyse du modéle M*X /G/1

Le temps de service d'un groupe égal a la somme des temps de services de tous les
clients du groupe. La durée de service d'un groupe 7 suit une loi générale de fonction de

répartition F*(t) et de transformée de Laplace B*(s). Alors [5]

szﬁ%wy:amw
=1

dB*(s)
= |s=0,
= [=B'(s)C'(B(5))]s=0,
= K (1),
= ¢fy.
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et
d’>B*(s)
ds?

ou a% est la variance de la variable aléatoire 1" qui représente la durée de service d’un

= |s=0= o7 e+ (c* + o)1,

client et J§< est la variance de la variable aléatoire X qui représente la taille d’'un groupe

de clients.

Mesures de performance (voir [5])

— Temps moyen d’attente d'un groupe avant qu’il ne commence son service :
_A o
2(1-p)

— Temps moyen d’attente d'un client sachant que le service de son groupe a commenceé :

Wi =

piCP (1) -7
2¢ '

Wy =
— Temps moyen d’attente global d’un client :

W:W1+W2.

Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a quelques notions de base sur la théorie
de file d’attente. Ce chapitre est consacré a la présentation des systemes d’attente clas-
siques et arrivées par groupes. Dans ces derniers, les clients peuvent quitter le systeme
définitivement sans étre servis, ou rappeler ultérieurement a des instants aléatoires. Il
s’agit des systemes de file d’attente avec rappels et arrivées par groupes. Cette notion de

rappels sera traitée dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Systemes de files d’attente avec

rappels et arrivées par groupes

Dans ce chapitre, nous présentons les systemes de files d’attente avec rappels et arrivées

par groupes a savoir : M/M /1 avec rappels, M/G /1 avec rappels et M /G /1 avec rappels.

2.1 Les systemes de files d’attente avec rappels

Une nouvelle classe de modeles d’attente, appelés modeles d’attente avec rappels, a
été introduite pour l'analyse des systemes téléphoniques ot un appel qui regoit un signal
occupé refait généralement son appel jusqu’a ce qu’il obtienne un signal libre pour son
appel. Deux flux d’appels sont alors constitués : flux d’appels initiaux et un flux de ré-
pétitions d’appels qui est constitué des appels manqués. Ce flux de répétitions d’appels
va constituer donc une salle d’attente supplémentaire appelée "orbite". Les modeles avec
rappels se sont trouvés tres utiles pour la modélisation d’autres systemes comme l'atter-
rissage des avions sur une piste d’aéroport, les systemes informatiques, les systemes de
télécommunications ( [7], [8], [9]),...etc.

Ces modeles avec rappels ou avec répétition d’appels [24] (Retrial Queues dans la
terminologie anglo-saxonne) sont caractérisés par le fait qu'un client qui arrive dans le
systeme et qui trouve tous les serveurs occupés, quitte le systeme définitivement, ou
rappelle ultérieurement a des instants aléatoires. Un client qui attend pour rappeler est
dit "en orbite".

Les progres dans ce domaine sont résumés dans la monographie de Falin et Templeton

20
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(1997) [24] parus dans la revue "Queueing Systems : Theory & Applications”; ainsi que
dans l'article de A. Aissani (1994) [4], Artalejo et Gomez (2008) [12], et J.Kim et B.Kim
(2016) [32]. Une classification bibliographique est donnée dans les articles de Artalejo
(1999) [6] et (2010) [13] ainsi que dans l'article de Shekhar et al. (2016) [35] .

2.1.1 Modele général

Pour identifier un systeme de files d’attente avec rappels, on a besoin de la nature
stochastique du processus des arrivées, la distribution du temps de service, le nombre de
serveurs qui composent 1’espace de service, la capacité et discipline d’attente ainsi que la

spécification concernant le processus de répétition d’appels.

Ce systeme de file d’attente se décris par la notation de KENDALL suivante A/B/s/N/O/H,
ou A et B décrivent respectivement la distribution du temps inter-arrivées et la distribu-
tion du temps de service, s est le nombre de serveurs identiques et indépendants(s > 1
donc (N-s) positions d’attente), A 'arrivée d’un client, s’il y a un ou plusieurs serveurs
libres, le client sera immédiatement pris en charge. Sinon, s’il y a une position d’attente
libre, le client rejoint la file d’attente. Lorsque tous les serveurs et les positions d’attente
sont occupés, le client quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité 1 — Hy
soit temporairement avec une probabilité Hy et rappelle ultérieurement, apres un temps
aléatoire. La capacité O de l'orbite peut étre finie ou infinie. Dans le cas ou O est finie
et si 'orbite est pleine, le client quitte le systéeme pour toujours. Si O et H sont absents
dans la notation de Kendall, alors N =00, O = oo et Hp, = 1 pour tout £ > 1. Le schéma

général d'un systeme avec rappels est donné dans la Figure (2.1).
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Départ sans service

Arrivée primaire . Sortie
[ Swvstéme -

Rappels

Orhite

Diépart sans service

FIGURE 2.1 — Schéma général d’un Systeme avec rappels.

2.2 Le modéele M/M/1 avec rappels

Description du modeéle M /M /1 avec rappels

On considere un systeéme de files d’attente avec un seul serveur. Les clients primaires
arrivent selon un processus de Poisson de taux A > 0. La durée de service est exponentielle
de parameétre p>0, de fonction de répartition F(x) =1— e "% x> 0 et de moyenne %
Les temps entre deux rappels consécutifs sont également exponentiels de parametre 6 >
0 (la fonction de répartition B(z) =1— e~% x> 0). Nous admettons que les durées de
service, les durées entre deux rappels consécutifs ainsi que entre deux arrivées primaires
successives sont mutuellement indépendantes. Le systeme peut-étre décrit par le processus
Markovien (p = % <1) X(t)={C(t),N(t),t =0}, d’espace d’états S ={0,1} x N, ot C(t)
est égale a 0 ou 1 selon que le serveur est libre ou occupé et N(t) est le nombre de clients

dans 'orbite a 'instant t.
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Graphe de transitions

(0. 7+1)

(0. n) A

(0, Q). -

FIGURE 2.2 — Schéma général d'un Systeme M/M/1 avec rappels.

Les équations d’équilibre (de balance) sont :
()‘ + ne)])O,n = HUP1n (2.1)

()\ -+ u)pl,n = )\po,n + (n + 1)(9p07n+1 + )\pl’n,1 (2.2)

Avec P, = lergOP((C(t) =i,N(t)=n)), 1={0,1} et n >0, représentent la dis-
tribution stationnaire conjointe de ’état du serveur et du nombre de clients en orbite.

Introduisons les fonctions génératrices suivantes :
oo
Py(z) = ZOPOn(n)z”,
n=
o0
Pi(z)= Zopln(n)z”.
n=

A Taide de ces fonctions et & partir des équations (2.1) et (2.2), on obtient :

PO(Z):(l—P)<1_p>$7 (23)

1—2zp
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Les transformées inverses des (2.3) et (2.4) nous donnent les formules analytiques explicites

n—1

pon =~ TT L+ kO)(1— p) 7L,
n!@"kzo

n+1 n

pin =" LA+ RO (1= p) 7+,
k=1

>

2.3 Le modele M/G/1 avec rappels

2.3.1 Description du modele

Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux A > 0 : P(7¢ <
z) =1—e . Le service est assuré par un seul serveur. La durée de service 7 est de
loi générale P(7 < z) = F(x) et de transformée de Laplace B*(s). Soient les moments
Br = (—1)kB*(k)(O), I'intensité du trafic est p = A\5;. La durée entre deux rappels succes-
sifs d'une méme source secondaire est exponentiellement distribuée de parametre 6 > 0 :
P(r" < x) =1—¢e7%. Le systeme évolue de la maniére suivante : On suppose que le
(n — 1) client termine son service a l'instant &,_1 (les clients sont numérotés dans
l'ordre de service) et le serveur devient libre ; méme s’il y a des clients dans le systeme, ils
ne peuvent pas occuper le serveur immédiatement a cause de leur ignorance de 1’état de ce
dernier. Donc il existe un intervalle de temps R,, durant lequel le serveur reste libre avant

me client débute son

que le n®¢ client n’entre en service. A l'instant 7, = &, + R, le n®
service durant un temps 7,;. Les rappels qui arrivent durant ce temps de service n’influent
pas sur ce processus. A linstant 7, = &, + 75 le n®™¢ client achéve son service, le serveur

devient libre et ainsi de suite.

2.3.2 Chaine de Markov induite

Considérons le processus {C(t); No(t);t > 0} non markovien

ou C(t) : la variable aléatoire indiquant 'état du serveur a l'instant t

C(t) = { 0, st le serveur est libre;

1, si le serveur est occupé.
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No(t) : le nombre de clients en orbite a 'instant t.

Ce processus possede une chaine de Markov induite, elle a été décrite pour la premiere
fois par Choo et Conolly (1979) [22]. Cette chaine de Markov X,, = Ny(&,,) représente le
nombre de clients en orbite apres le n®™¢ départ.

Ou, £(t) : représente le temps de service écoulé du client en service si C(t) = 1. Soit V,
le nombre de clients qui arrivent dans le systéme durant le service du n®e client dont la

distribution est donnée par :

o0 .
A 1
P(Vn = Z) = Q; = / ( {f) €7AmdF(ZZ'),
0 [z
oua; >0,V +>0.

St lim Vi, =V et E(V) = p alors :

A(z)=B*(A—=Xz2) = /efm()‘*kz)dF(:c) =Y a;2".
0 i>0

Soit dyx, une variable aléatoire de Bernoulli définie par :

5 { 1, sin®™e client provient de l'orbite;
Xn —

0, sinon.

Elle dépend de X, et sa distribution conditionnelle est :

. 10
P(6X7L_1|Xn_l)_ )\+207
Py, — 0] Xy — i) = —2

R )

L’équation fondamentale de la chaine de Markov induite est :
XnJrl = Xp— (SXn + VnJrl-

Les probabilités de transition de 'état i a 'état j (V j= 0 et 0 < i< j) sont :
. . i0 A
Pij = P(Xn—H = ]|Xn = Z) = maj—i—i—l + maj_i.

en effet,
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Py = P(Xpi1=j|Xp=1)=P(Xy—0x, + Va1 = j|Xn =),
= P(Vay1=j—i+0x,|Xn=1),
= P(Vpy1=j—ilX,=i,06x, =0)P(dx, = 0|X, = i)
+P(Vyyr = j—i+11X, = i,0x, = 1)P(dx, = 1| X, = i),

= P(Vpp1=j—0)P0x, =0|Xn =)+ P(Vpp1 =j—i+1)(0x, =1|X, = 1),
A
A+if LT N gt

Remarque 2.3.1. Si p < 1 la chaine de Markov induite est stationnaire et possede une

fonction génératrice notée Q(z) :

1—p)(1—z)B*()\—)\z B*(A—\x)
ZW” T B O )2 G/B* A=) — o
2.3.3 Distribution stationnaire de I’état du systeme

Le premier résultat sur le systeme M/G/1 avec rappels a été obtenu par Keilson et al.
(1968) [30], basé sur la méthode des variables supplémentaires. L’état du systéme peut

étre décrit par le processus :

] No(1), si C(t)
X“)‘{ {C(): Nolt): (D)}, si C(1)

olt £(t) est une variable aléatoire supplémentaire & valeurs dans R, et désignant la

0;
1

durée de service écoulé a la date t si C(t) =1 et Ny(t) représente le nombre de clients

dans 'orbite. Notons par
pon, = lim P(C(t) =0,Ny(t) =n),
t—00

pin(r) = hm iP(C( t)=1,£(t) < x,No(t) =n).

t—oo dx
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Si & 0 < 1, le systeme est stable. La fonction génératrice du nombre de clients dans le

systeme se présente comme :

(1-p)(A=2)B*(A—X2) 6(2)

Qe =B —2 o)
P1-B*(\— )
¢<>—exp{9 B2

On aura alors,

(1—,0)(1—2)3*(/\—/\2 {/I—B*)\ Az)

Q&) = —po - B0 ) — ot

Cette formule est appelée "Décomposition Stochastique', signifie que le nombre de
clients dans un systeme M/G/1 avec rappels s’écrit comme somme de deux variables :
I'une est la variable qui représente le nombre de clients dans le systéeme M/G/1 classique

¢(z)

et 'autre est une variable aléatoire positive de fonction génératrice POL qui représente le

nombre de clients dans 1'orbite lorsque le serveur est libre.
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Graphe de transitions

A
0,n+1
FRY
—{J'. -—{H-— I}?}j.: . A
O,n
|
1= +ad :
|
|
|
L
1-{4+30

-4+ 26

1+ @)

1— AAt

FIGURE 2.3 — Graphe des transitions du modele M/G/1 avec rappels.

2.3.4 Mesures de performance

Les caractéristiques du modele sont [37] :

a) Le nombre moyen des clients dans le systéme

oAy )\252 Ap
SRRy ()

b) Nombre moyen des clients en orbite

A2y Ap

BN (s ARk
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c) Temps moyen d’attente d'un client :

L A
Lo AP p

X 2(i—p)  oi—p).

d) Nombre moyen de rappels par client (d’apres la formule de Little) :

Reow—_22 ¢

2(1-p) (1—p)

2.4 Systémes de files d’attente M~ /G /1 avec rappels

La premiere étude des systemes de files d’attente avec rappels et arrivées par groupes
était faite par Falin [25] qui a supposé la regle suivante : " Si le serveur est occupé a une
arrivée, alors la totalité du groupe rejoint I'orbite, et si le serveur est libre, alors un des
arrivants commence son service et le reste rejoint l'orbite". Certaines situations de files
d’attente avec rappels et arrivées par groupes sont étudiées par Aissani [3], Artalejo et
Atencia [10].

La plus part des travaux sur les files d’attente avec rappels considéraient le temps
d’attente comme une alternative au modele classique du réseau téléphonique. Dans ce
contexte, chaque client bloqué génere des appels répétés indépendamment du reste des
clients en orbite. Alors, dans cette situation, les intervalles entre les essais successifs sont
exponentiellement distribués de parametre j6#, quand le nombre de clients en orbite est
j. Ce type de discipline de rappels est connu comme une politique de rappels classique
étudiée dans [11].

2.4.1 Description du modele

Dans la file d’attente avec rappels et arrivées par groupes, on suppose que a chaque
instant un groupe de k clients arrive avec une probabilité ¢;. A I'instant d’arrivée, si le
serveur est occupé tous les clients entrent en orbite. Sinon, si le serveur est libre, un des
clients commence son service et les autres entrent en orbite.

Le flot des rappels est poissonien de taux 6. Si un client secondaire trouve le serveur
libre, il est immédiatement servi et quitte le systeme. Sinon, il rejoint I'orbite.

Les temps de service suivent une loi générale de fonction de répartition B(x), de trans-
formée de Laplace 3(s). Soient les moments S5, = (—1)* 3*)(0).
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On suppose que les instants d’arrivées des groupes, les intervalles inter-rappels et les

temps de service sont mutuellement indépendants.

©.9]
Notons ¢(z) = Z ¢ 2* la fonction génératrice de la distribution de la taille des groupes,
k=1

¢ = (1) la taille moyenne des groupes, p=\31¢C.

2.4.2 Situations pratiques du modele

En pratique, il existe plusieurs situations qui peuvent étre modélisées par notre systeme

de file d’attente. Nous présenterons ci-dessous deux exemples illustratifs [38].

Exemple 2.4.1. Le principe de la radio cognitive, repris dans la norme IEEE 802.22,
nécessite une gestion alternative du spectre qui est la suivante : un mobile dit secondaire
pourra a tout moment accéder a des bandes de fréquence qu’il juge libre, c’est-a-dire, non
occupées par l'utilisateur dit primaire possédant une licence sur cette bande. L 'utilisateur
secondaire devra les céder une fois le service terminé ou une fois qu’un utilisateur primaire
aura montré des velléités de connexion.

Les messages des unités secondaires a variable longueur arrivent dans le canal. Chaque
message est divisé en un nombre fini de paquets de longueur fixée et consulte le canal
pour voir s’il est libre ou non.

S’il est libre, I'un de paquets sera transmis via ce canal a sa destination, et les autres
paquets seront enregistrés dans le buffer pour une future transmission. Sinon, tous les
paquets seront enregistrés dans le buffer et la station pourra afficher le canal apres une
certaine durée aléatoire.

Ce systéme peut étre modélisé par le systeme MY /G/1 avec rappels. Le serveur est le

canal, son buffer représente l'orbite et les paquets représentent les groupes.

Exemple 2.4.2. Une autre situation pratique se présente dans les systémes de fabri-
cation. Considérons une entreprise de fabrication qui a une machine partagée par tout
le personnel de I'entreprise (photocopieuse). Chacun a un certain nombre aléatoire de
papiers a dupliquer. Si la photocopieuse est occupée, une nouvelle arrivée qui a besoin
de la machine laisse le paquet de papiers en liste d’attente ou part sans le faire. Quand
une copie est faite, le gestionnaire de la machine procede au document suivant dans la
liste d’attente a moins qu’une autre arrivée entre avant que la copie soit commencée. On

assume que le gestionnaire a d’autres taches a faire, et vérifie & chaque fois si la machine
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est libre pour commencer un nouveau papier. La file d’attente correspond la file d’attente

avec rappels.

2.4.3 Distribution conjointe de I’état du serveur et de la lon-

gueur de la file d’attente en régime permanent

Dans cette sous section, nous étudions la distribution conjointe de I'état du serveur
et de la longueur de la file d’attente en régime permanent. Comme nous le montrerons
plus loin, le régime stationnaire existe si et seulement si p < 1, donc la condition p < 1 est

supposée vérifiée.

Théoréme 2.4.1. [24] Pour le systeme M/G/1 avec rappels et arrivées par groupes, la

distribution conjointe de ’état du serveur et de la longueur de la file d’attente

}

{ pon = P{C(t) =0, N(t) =n
Le(t) < 2, N(t) =n)}

pn(w) = £ P{C(t) =

a des fonctions génératrices

0o
pO(z) = ZznpOn
n=0

A F1—BA—Ae(x)) 2
- (1_p)exp{01 BA=Ae(x)) —x dx}

et

p(na) = ioz"pm(x)

1—c¢(z2)
PA=Ac(z)) — 2

Si dans le cas C(t) =1, on néglige le temps de service écoulé €(t), alors pour les

) po(2)[1 — B(z)] e~ Az,

probabilités
P, =P{C(t)=1,N(t)=n} on a:

NSy L= BAAR)
p1(2) nZ:o Pin 5(A—Ac(z))—zp0( )
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A Daide des fonctions génératrice po(z) et p1(z), nous pouvons trouver diverses carac-
téristiques de performance du systeme. Par exemple, la distribution du nombre de clients

en orbite a une fonction génératrice

o 1—2 A F1—B(A—Ac(x))de)
p(z) =1 p>6()\—)\c(z))—zxeXp{91 BA=Ae(x))—x dac}.

En particulier, la longueur moyenne de la file d’attente E(N(t)) = p'(1) est donnée

par :

MW B +p"(1)/E(1) A ptd(1)—1
5 .

E(N(t)) = 20— p) 1=,

(2.5)

Chaine de Markov induite

Soit X, = X (¢,) le nombre de clients dans 'orbite & I'instant ¢,, juste apres n®™e départ.

11 est facile de voir que

Xp = Xp_1 — Bn+p, (2.6)

ou B, est le nombre de clients qui entrent en service a l'instant &, (i.e B, =1 si le n®™me
client provient de l'orbite et B, =0 si le n®™¢ client est primaire) et v, est le nombre
de clients primaires qui arrivent dans le systéme pendant le temps de service S, du n®™e
client. La variable aléatoire de Bernoulli B,, dépend de I'historique du systéme avant le

temps t,_1 uniquement via X, _1; sa distribution conditionnelle est donnée par

. 16
P{Bn—”Xn—l—Z}_m»
P{By = 0|Xp_1 =i} = —

S A W

La variable aléatoire v, ne dépend pas des événements survenus avant 'instant &, et
a une distribution
[~ () i
ki=P(v,=1)= /Z _ e_A“’c(J)dB(x),
0 J
(4)

ou cij est la convolution j fois de la séquence ¢;. Donc

k(z) = i)kn 2" =B(A—=Ac(2))
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et ~
E(vy,) = sz’n = p.
i=0

Les remarques ci-dessus signifient que la séquence de variables aléatoires X,, forme

une chaine de Markov, qui est la chaine induite de notre systéme de files d’attente.

Ses probabilités de transition en une étape p;; = P{X,, = j|X,—1 =i} sont données

par la formule

cj, st 321 et 1=0;
R j—i+1 i
Dij =\ xFio nZ::l anj—i+1—n+ m@'—i—kb si 1<i<j+1;
0, sinon.

Ergodicité

Comme d’habitude, la premiere question a examiner est ’ergodicité de la chaine.
En raison de la structure récursive de 1’équation (2.6), nous utiliserons le critere d’accrois-

sement moyen (mean drift). Pour la chaine de Markov considérée, nous avons :

T, = E(Xio1—Xi|Xi=n),
= E(=Bjy1+vit1|X;=n),
= —EB(Bi+1|Xi =n)+ E(vi11]|X; = n),
= —P(Biy1=1|X;=n)+E(vi11),

Comme n — oo, il existe nlgr;oxn = —1+ p. Cette limite est négative ssi p < 1. En
appliquant le critere de Foster, nous pouvons garantir que pour p < 1 la chaine de Markov
induite est ergodique. Pour p > 1

A

nb
> — 4+ 1=
)\—l—n9+p_ A+nb )\+n6>0’

Ainsi, la chaine de Markov induite est ergodique ssi p < 1.

ajn:_
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Distribution stationnaire

Notre deuxieéme objectif est de trouver la distribution stationnaire 7, de la chaine de
Markov induite {X,}.

Les équations de Kolmogorov pour la distribution m, sont
n A n—m-+1 n+1 mo
Ty = Tm———— Cikn—m+1—i Tm~——kn— ,n=0,1,...
n mZ:O m/\_'_me 2:21 ihvn—m—+1 1—|—m221 m/\+m0 n—m-+1

En raison de la présence de convolutions, ces équations peuvent étre transformées a

I’aide des fonctions génératrices
o0
o(z) = Z 2,
n=0

U= 3o
VT e

o) =0 -2c(2) (A ey 100/,

Puisque la fonction génératrice ordinaire ¢(z) peut étre exprimée en termes de 1(z) :

$(2) = M (2) +0 20/ (2),

nous obtenons ’équation suivante pour la fonction génératrice ¢ (2) :

OLB(A— Ael=)) — /() = A [1 B - Ac<z>>c<z)] be).

z

Dans le cas p < 1, la résolution de cette équation est

11— — AC\T @
w<z>=w<1>exp{2 PR dw}.
1

BA=Ac(x) —x

A partir de 13,
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Puisque ¢(1) =1, on a :

o0
Tn 1—p
1)= = .
v() nz:%)d—nﬁ AC

0. 9]
Enfin, nous obtenons la formule suivante pour la fonction génératrice ¢(z) = Y 2"m,
n=0

de la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite X, :

A 1= B Ae(z) 22 }
BA—=Ae(2)) x exp{ Lodr . (2.7)
0 / BA=Xe(z))—=

1-p 1—c¢(z2)
Y2 = B0 ae(e) =2

2.4.4 Mesures de performance

Les mesures de performances sont données par Arrar [5]

— Nombre moyen de clients dans le systeme

A25252+pc”(1)/e+3p+e— 1

L:
P 0 1-p

— Nombre moyen de clients en orbite

. N @B+pc (/e Apre—1
o 2(1-p) 0 1-p

— Temps moyen d’attente d'un client

W_)\662+pcu(1)//\62 1pte—1
B 2(1—0p) bc 1—p

Conclusion

Nous avons présenté les notions de base sur les systemes de files d’attente avec rap-
pels. Dans ces derniers, les formules analytiques sont difficilement exploitables en pratique.
C’est le cas de la fonction génératrice du nombre de clients dans un systeme M=~ /G/1
avec rappels (voir I’équation (2.7)), c’est pourquoi, on a recours aux méthodes d’approxi-

mations.



Chapitre 3

Stabilité forte dans les modeles de
files d’attente

Introduction

La méthode de stabilité forte, basée sur la théorie de perturbation des opérateurs
linéaires, est applicable a tous les modeles stochastiques, pouvant étre régis par une chaine
de Markov. Elle permet d’obtenir des estimations quantitatives (inégalités de stabilité).

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts d’ergodicité uniforme et de stabilité
forte des chaines de Markov [2], [1], [29], relativement & des normes données dans la théorie
de la mesure et des noyaux de transition. Quelques rappels sur mesure et les chaines de

Markov sont donnés (voir Annexe).

3.1 Préliminaires et notations

Commencons par la présentation de tous les objets mathématiques dont on aura besoin

par la suite.

1. Soit (E,E) un espace mesurable, ou £ est une g-algébre engendrée par une partie
dénombrable de E.

2. On considére X = (X,,,n € N) une chaine de Markov homogene a valeur dans F,

donnée par un noyau de transition régulier P(z,A),x € E,A€&.

3. On suppose que la chalne admet une unique mesure invariante © de 'opérateur P
)

36
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tel que m(E) =1 (mesure de probabilité).
4. Considérons m& (mE™), 'espace des mesures finies (non négatives) sur £.
5. Considérons f&€ (fET), Pespace des fonctions mesurables bornées (non négatives).

Associons a chaque noyau de transition P les deux applications linéaires suivantes :
Lp:mE— mé,

et

Lp: fE— fE.

dont les valeurs au points p € m€ et f € f€ sont données respectivement par :

WP(A) = Lo () (A) = [ p(dr) P(r,4), ¥ A€,
et
Pf@)=Lp(f) (@)= [ Pledy) f(y), ¥ z€E.

Le produit de la mesure p € mé et la fonction f € f€, noté par pf, désigne l'intégrale

suivante :

uf = [ n(da) (@)
E
Le Produit de deux noyaux de transition P et () est le noyau :
PQ(x,A):/P(:c,dy)Q(y,A), V 1€E, V AcE.

Supposons que I'espace m€ est muni d’une certaine norme || - ||, qui met en évidence
I'espace normé complet et par la suite 'espace de Banach M = {u € m& :|| p ||< 0o}. De
plus, pour chaque noyau de transition P, nous mettons en correspondance 1’espace B des

opérateurs bornés dont la norme, induite par celle de M est définie par :

I P fl=sup{ll P [ [ | < 1}

Notons par MT =mETNM et ™ = fET N1 les cones de mesures non négatives bor-

nées et des fonctions non négatives bornées respectivement.
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On suppose de plus que la norme || - || est compatible avec 'ordre structurel sur M,

c’est-a-dire :

Ll Il m+pell, ¥ ope M, i€ {1,2}. (3.1)
2| mllSll i —p2 |, ¥V pi € MTetpn L po. (3.2)
3\l (E)<k|pll, VueM, (3.3)

ou | i | est la variation de la mesure p et k une certaine constante positive finie.

Supposons également que 'opérateur linéaire P : M — M est borné :
4. P < oo. (3.4)

On note par Il = 1 o7 le projecteur stationnaire du noyau P avec 1 € f& est la fonction

identiquement égale a 'unité. Et considérons 'opérateur de Césaro défini par :
t—1
PO =13 PO ¢ > 1,
s=0

Remarque 3.1.1. Les trois conditions 1), 2) et 3) sont particuliérement satisfaites pour

des normes de la forme suivante :

o= [ v(@) ] (do)

ou v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante positive (pas

nécessairement finie) sur F.

De la condition 3), la fonction 1 € f€ appartient a 7 :
| pL [= w(E) [<[ [ (E) < k| pll, Vi€ M qui entraine || 1 [|<k < oo.

3.1.1 Ergodicité uniforme et stabilité forte d’une chaine de
Markov

Dans cette partie, nous présentons les concepts de la méthode de stabilité forte des

chaine de Markov qui a été élaborée par Aissani, D. and N.-V. Kartashov en 1983 [1].

Définition 3.1.1. La chaine X est dite uniformément ergodique par rapport a la norme

|| - || si elle posséde une mesure invariante probabiliste unique 7 et

lim || P® —1II||=0.

t—o00
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Définition 3.1.2. La chaine X est dite fortement stable par rapport a la norme || - || si
L || P< oo.

2. Chaque noyau de transition ) dans un certain voisinage {@ :|| Q — P ||< €}, admet

une mesure invariante unique v = v(Q). et
|v—m|—0 quand | Q—P|—0
3. Il existe une constante C'= C(P), telle que
lv=—ml<ClIP=Q] et sup] Q' -P<c|Q-P|
ol v est la mesure invariante de @ et C'= C(P) est une certaine constante.

Remarque 3.1.2. Une chaine uniformément ergodique par rapport a une norme peut ne

pas l'étre p pport a i pas équivalentes.

Théoréme 3.1.1. La chaine X est uniformément ergodique par rapport a la norme || - ||

si et seulement si 'opérateur I — P+ 11 est inversible et borné :
| (I-P+I)~! < o0
ou I est 'opérateur identité.

Théoréme 3.1.2. Une chaine X est fortement stable par rapport a la norme || - || si et

seulement si elle est uniformément ergodique par rapport a la méme norme.

Théoréme 3.1.3. Soit X une chaine uniformément ergodique. Alors, chaque noyau sto-
chastique dans un certain voisinage {Q :|| @ — P ||< €} correspond a une chaine de Markov

uniformément ergodique et fortement stable par rapport a la norme || - ||.

Remarque 3.1.3. Ce théoreme énonce que l’ergodicité uniforme par rapport a la norme

|| - || est préservée sous de petites perturbations du noyau de transition.

Remarque 3.1.4. Les définitions d’ergodicité uniforme et de stabilité forte dépendent

essentiellement des propriétés de 'opérateur (I — P +1I)~L.

Définition 3.1.3. (Chaine récurrente au sens de Harris [34]) La chaine X est

récurrente au sens de Harris, s’il existe une mesure invariante m o-positive tel que :

[0.9]
m(A)>0= P,[Y_ X,=o00|=1, pour tout z € E.

n=1
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Remarque 3.1.5. Une chaine de Harris est une chaine ergodique.

Théoréme 3.1.4. (voir [28]) Une chaine de Markov X, récurrente au sens de Harris, est
uniformément ergodique par rapport a la norme || - || et apériodique si et seulement s’il
existe une mesure o« € M™, une fonction mesurable h € f€T et un entier naturel n > 1
tel que les conditions suivantes soient vérifiées

a) th>0, al=1, ah>0.

b) Le noyau T'= P™ — ho« est non négatif.

c) || 7™ ||< p pour un certain entier m > 1 et p < 1.

De plus, l'ergodicité uniforme de la chaine X entraine que la condition c) est satisfaite

pour tout n, a et h, vérifiant a),b).

Remarque 3.1.6. Les conditions a) et b) sont toujours vérifiées pour toute chaine ré-

currente au sens de Harris.

3.2 v-Stabilité forte d’une chaine de Markov

Définition 3.2.1. On dit qu’une chaine de Markov est v-fortement stable, si elle est

fortement stable par rapport a une norme || - ||,.

Dans ce cas, les normes induites || - ||, dans les espaces f€ et B sont respectivement :

[ f llo=sup{| wf |, [l pll<1}= sgg[v(x)]_l | f(@) ], VfefE;

I P [lo=sup{[| P [lo, | p[[< 1} = 21612[0(93)]_1/1/@) | P(z,dy) | .

Remarque 3.2.1. Si on choisit cette classe de normes (|| - ||,,), la condition ¢) du théoreme

3.1.4 est équivalente a la condition suivante :

c) T™v(z) < pv(x), Vx € E, pour un certain m>1 et p<1.

Théoréeme 3.2.1. Pour que la chaine de Markov X récurrente au sens de Harris soit
v-fortement stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1. Il existe une mesure o € M™ et une fonction mesurable h € fET telles que :
wh>0,al =1,ah >0
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2. Le noyau T'= P"™ — h o« est non négatif.

3. dp<1tel que, To(z) <pv(z),VxeE

Remarque 3.2.2. Le choix de la norme convenable || - ||, revient & rechercher une fonction
test v.

La construction de la fonction test v et le choix de h et de « constituent la difficulté
majeure dans I'étude de la v-stabilité forte, puisqu’elles dépendent essentiellement de la

forme du noyau de transition de la chaine de Markov étudiée X.

3.3 Inégalités de stabilité forte

Des estimations quantitatives se la stabilité telles que la déviation de la distribution
stationnaire de la chalne de Markov en terme des fonctions v, h et la mesure o ont été
obtenues. La particularité de la méthode de stabilité forte est la possibilité d’obtenir des

inégalités avec un calcul exact des constantes.

Théoréme 3.3.1. [28] Soit une chaine X fortement v-stable et vérifiant les conditions
du théoreme 3.1.4. Si v est la mesure invariante du noyau (@), alors, pour des normes

|| @ — P ||, suffisamment petites, on a 1’égalité :
v = 7l (Q-P)I-T)"'I-m)]"

i_o: (Q—P)I-T)YI—-n)

Dans les conditions du théoreme 3.1.4 :

e pour || Q—P |[,—0:
v=r+7(Q—P)I=T)""(I=T)+o(]| Q—P2)
o pour || Q— P || < 12

lo—m o< Q=Plloclm v (1=p—cllQ—Pl)"

ot c=m| PP+ 1 ol 7 llo);

et |7l (@)1 —p) " mhym || P 7"
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Conclusion

D’apres tous les théoremes et définitions développés sur la théorie de stabilité forte, il
apparait que la recherche de la stabilité forte d’une chaine de Markov donnée se ramene
a la construction d’une mesure finie non négative «, au choix d'une fonction mesurable,

bornée non négative h et d’'une norme vérifiant les conditions (3.1),(3.2),(3.3).

Dans le cas de la v-stabilité forte, le choix de la norme revient au choix de la fonction
test v, qui doit étre mesurable, bornée inférieurement par une constante finie, strictement
positive, pas nécessairement finie. Cependant, la construction de v et « ainsi que le choix
de h s’avere tres délicat. Ils dépendent essentiellement de la forme du noyau de transition
de la chaine de Markov étudiée. L’applicabilité de cette méthode aux systemes de files

d’attente avec rappels et arrivées par groupes fera 'objet du prochain chapitre.



Chapitre 4

v-Stabilité forte dans un systeme
M*/G/1 a forte intensité de rappels

Introduction

Ce chapitre concerne I’étude de v-stabilité forte de la chaine de Markov induite dans un
systeme M /G/1 a forte intensité de rappels, aprés perturbation du flot des rappels (c’est
a dire, apres passage a un taux de rappels fini). Nous déterminons les conditions pour les-
quelles, il sera possible d’approximer les caractéristiques stationnaires et non stationnaires
du systéme de files d’attente M~ /G /1 avec rappels par celles correspondantes du systeme
MX /G /1 classique. Enfin nous donnons les estimations quantitatives des écarts entre les
opérateurs de transition (P et P) puis les estimations de I’écart entre les probabilités

stationnaires (7 et 7) des deux chaines de Markov induites (X,) et (X,). A partir de ces

inégalités, les erreurs dues a I’approximation pourront étre estimées numériquement.

43
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4.1 Noyaux de transition
Le noyau de transition du systéme MX /G/1 avec rappels s’écrit (voir chapitre 2) :
Cj, st 3>1 et 1=0;

j—i+1  j—i+1-k OO()\:L.m
e Z Cn Z C§T2+1—k/ ) e MdB(t)

i— z+1 k‘ 00
0 ,/\t . . .
+/\-Zme H—l/ k' dB(t), st 1<i<j+1;
0

0, sinon.

Considérons en méme temps un systeme M~ /G /1 a forte intensité de rappels qui n’est
autre que le systéme limite MX /G/1 classique. La chaine de Markov (X,,) correspondante

au systéme a pour noyau de transition P, défini par (voir chapitre 1)

cj, st 3>1 et 1=0;
j— H—l OO
P = / —”dB(t) si 1<i<j+1;
1] — +1 7 k! ) S1>) )
= 0
O, ailleurs.

4.2 v-Stabilité forte de la chaine de Markov (Xn)

4.2.1 Notations

Soit M = {p;} T'espace des mesures finies sur N et n = {f;} I'espace des fonctions
mesurables bornées sur N.

Le noyau de transition P;; donne une application linéaire :

Pz'ji./\/l — M, (41)
po= (P)R(G) =D i Pir()- (4.2)

1>0

Le symbole Pf, pour f € n désignera la fonction :

Zf Pk’z (43)

>0
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et 'action de la mesure p sur la fonction f sera notée par u f, qui vaut Z i f(7).
i>0

On introduit sur M une classe spéciale de norme :
Fille = > v() | hyl
3>0
vérifiant les propriétés 1), 2), 3) données précédemment dans le chapitre 3, paragraphe
3.1, et v est une fonction mesurable, bornée inférieurement par une constante strictement
positive (pas nécessairement finie).

Cette norme induit dans l'espace 1 la norme

I £ o= sup L] (1.4)
k>0

v(k)

Considérons enfin 'espace B des opérateurs linéaires bornés, de norme

1
Plly=sup—— > v(4) | P |. 4.5
1P b= 5 20 | P (15)

4.2.2 v-Stabilité forte

Définition 4.2.1. La chaine de Markov (X,,), d’opérateur de transition P, et de mesure
invariante 7 est dite fortement stable par rapport a la norme || - ||y, i || P ||, < oo, chaque
noyau de transition sur espace (N, B(N)) d’'un certain voisinage {P:|| P— P ||,< ¢} admet

une mesure invariante unique v = v(P) et s'il existe une constante C' = C(P) telle que :
lo—mll<CP=Ply. (4.6)

L’adaptation du théoreme 3.1.4 du chapitre 3 a notre situation nous permet d’énoncer

le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.1. Pour démontrer la v-stabilité forte de la chaine (X,,), il est suffisant
de trouver une mesure «, et une fonction mesurable h sur N, telles que : 7h; >0, al =
1, ah;>0et

a) L'opérateur Tj; = Pij — h; aj est non négatif.
b) 3 p<1tel que Tv(k) <puwv(k), keN.

c) || P |lu< 0.
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Pour pouvoir prouver la v-stabilité de notre systeme, nous allons appliquer ce corol-

laire. Pour cela, choisissons :

v(k) = ", 0<B<1,

1, st1=1;
hi=T1i=1 = -
0, sii+#1.

B j Ty p\k
aj=Pj=kj= Z Cj(k) / ()Z') G_AtdB(t).
k=0 0 ’

Lemme 1. [28] supposons que dans MX /G/1, la condition d’ergodicité AC’(1)E(T) < 1
est vérifiée. Alors pour tout 5 tel que 0 < <1 :

;K(ﬁ) <1 (4.7)

Théoréme 4.2.2. Supposons que la condition d’ergodicité A\c/(1)E(T) < 1 est vérifiée.

Alors, la chaine de Markov induite X, est fortement v-stable pour la fonction
v(k) = gk, avec 0<f<1.

Preuve.

Vérifions les conditions : 7h; >0, al =1 et ah; > 0.

Oﬁ'hi:Zfrhi:7~H>0.

>0
oa]l:ZOzj:ZPU:l.
Jj=0 Jj=0
e ah; = Zaihi:ﬁll > 0.
Jj=20

Appliquons le corollaire ci-dessus :
a)
- Sit=0:
Toj = Poj =¢j >0, J= L
- Sii=1:
Ty zplj—hlozj =kj—a;=0.
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- Sii>2:
Tij=kj—it1>0.

D’ou T;; est non négatif.

b) D’apres 'équation (4.4), Tv(k) =Y v(j) Tk,

j>0
—Cas:k=1:
To(l)=> v(j)T1; =0.
j=>0
— Cas: k=0:
Tv(0) = 0
—Cas:k>2:

To(k) = > v(j) Tk,
J=0

= > Fkjpi-k,
J+1-k>0
Onpose n=j+1-k=j5=n+k—1.

D’ou :

TU(/C) _ Zﬁn+k_1kna

n>0

- ﬁk_l Zﬂnkm

n>0
= TK(B),

()

Posons

K(5)

=5
Or, d’apres le lemme 1, pour tout 5 tel que 0 < <1 onap<1dou
Tv(k) <puv(k), pour k=>2.

Par conséquent, pour tout S tel que 0 << 1,3 p<1:

Tu(k) < pu(k), k €N
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c) Montrons que || P ||,< oo :

T=P—hoa=P=T+hoa,

et
||P||v = [[T+hoaly, < [[T]o+Rlox|lalw.
On a
1
T = sup—— > v(J) | Tk,
1
< sup——pv(k),
= p <1l
falle = D> v(j)]ayl,
j=>0
= > 5| Py,
j=>0
= > Bk,
j=>0
= K(B) < oo,
Et
1
h = su =1.
H ||U kzl())vu{:)
D’ou
||[~)||U < oo.

Alors, le systéme d’attente M /G/1 que nous avons considéré est fortement v-stable pour

la fonction test :

0<p<1.

4.3 Inégalités de Stabilité

La chaine (X,,) étant fortement stable, d’aprés le critére de stabilité forte, elle peut

approcher une autre chaine de Markov dont le noyau de transition est au voisinage du
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noyau de transition P. En introduisant une petite perturbation au niveau du flot des
rappels dont la chaine de Markov correspondante est (X,,) de noyau de transition P,. Les
caractéristiques de la chaine (X,,) peuvent étre approximées par celles de (X,,) avec une

précision qui dépend de la perturbation.

4.3.1 Déviation de 'opérateur de transition

Pour pouvoir estimer numériquement 1’écart entre les distributions stationnaires des
états des chaines de Markov induites (X,) et (X,,), estimons au préalable la norme de

déviation de 'opérateur de transition P par rapport & 'opérateur P.

Théoréme 4.3.1. Soient P et P les noyaux de transition des chaines de Markov induites

des systemes MX /G/1 classique et M* /G/1 avec rappels. Alors pour tout 0 < 3 <1 :

- 2\
P—-P < —

Preuve. D’apres (4.5) on a :
1

P-P = sup—— Y v(j) | Ppj — Pri |,
H HU k:ZOU(k)j%%) ()l J ]’

. = 1 - D
= sup ZU(])|Poj—POj|7SUP Zv(])|ij—ij| :
k>1 U(k)jz()

j>0
e Pour k=0:
STu(g) | Poj—Poj| = Y. B |cj—cil,
7=0 j>1
= 0.
e Pour £ >1

1 .
I=sup——=> v(J) | Pri— Pg;
kleU(k)‘;) ( )| J ]|
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I = Supﬂk,Zﬁ | Pyj = Pij |,

j>0

n+k—1 =
m%ﬁ ’)\+k ;

= sup

k6 T _ "
() At _ )
+A+k9§)0”0/ TG d B(t) ch/

1 A

_ - n—I m)oo
— sl £ S

k>1 0 n—I>0 I=0 m=0

0
o0 00 l F s !
o, w;“;)m B - O/e”z“?[cwnlww,

n

- kB A+/<;ezcl/

m>0 !

kO T 22 (A L2 ()
+>\+k00 e zgol![c(ﬁ)]ldB(t)_O/e A l:O“[C’(ﬁ)]ldB(t) I
LA d ko
= gl G KO X at (g KO - K@)
1 1

= 05| G WK et KK (9) = AK(3) = OK(D) |

A " K(3)

< su 1+> ¢ ,

< s+ )=

< o 2

u )
= SNt ko
D’ou
1 ~ 2\

sup —— v(7) | Pei — Prs <su

Le sup est atteint en 1, alors :

su v(i) | Pri— P | < 22

Enfin,

I P=Pl, < .
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4.3.2 Inégalités de stabilité

Les inégalités de stabilité donnent une estimation de 'écart entre les distributions
stationnaires des chaines de Markov (X,,) et (X,). Nous avons montré que X,, est v-

fortement stable, appliquons a présent (3.3).
Estimation de || 1 ||, : de 'expression (4.4), on a :

1
|1 [Jy=sup—~ =1
k>0

v(k)

Estimation de || 7 ||, on a :

Il = 2 v()7,

ou,

7(B) : fonction génératrice de X,, au point j3.

Or
#B) = (I-=AJ(ME(T)) K(B)(1-5)
K(B)-p
_ (1=AC()E() pB(1=B)
pB—p
_ (1=AC()E(T) (B-1)
1—p P

Théoréme 4.3.2. Supposons que la chaine de Markov induite (X,,) du systeme M~ /G/1

soit fortement v-stable. Alors sous la condition

A lu< (16’)), et pour tout 0 < 8 < 1, 'inégalité suivante est vérifiée

|7 =7 o< ccoM(1—p—Me)™h

Ou,

co =7 o

c=14||1||o]| 7 |lo=14+co
M =2
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Conclusion

Apres affirmation qualitative de stabilité, les estimations quantitatives nous donnent
une borne supérieure de I’erreur d’approximation commise sur la distribution stationnaire

de la chaine de Markov (X),) fortement v-stable.

4.4  Application numérique

Dans la section précédente, nous nous sommes intéressés a l’étude théorique de la
stabilité forte dans un systeme de files d’attente MX /G/1 a forte intensité de rappels
(théoreme 4.2.2). Nous avons prouvé que sous certaines conditions, les caractéristiques
du systeme de files d’attentes M~ /G/1 avec rappels peuvent étre approximées par celles
correspondantes du systeme MX /G/1 classique. Les théorémes 4.3.1 et 4.3.2, permettent

d’obtenir les inégalités de stabilité forte.

Dans cette section, quelques résultats numériques sont présentés pour observer les
écarts entre les caractéristiques correspondantes des deux systemes de files d’attente.
Ceci nous permet, d’évaluer les erreurs commises lors de 'approximation. Tous les calculs

ont été réalisés avec le logiciel Matlab.

4.4.1 Application au cas M*/FEy/1

Dans ce cas, nous choisissons :

— Le flot des arrivées a une loi de Poisson de parametre A = 10 client/Unité de temps.

— La durée de service suit une loi Erlang & deux étapes de parametre b= 100 client /Unité
de temps.

— La loi de la taille du groupe est une loi géométrique de parametre g = 0.1
La fonction densité de la loi d’Erlang est donnée par :

f(t) =b*te "

Pour que la condition d’ergodicité géométrique soit vérifiée, on doit choisir les para-
metres A, g et b tel que la charge du systeme : p <1
Dans notre cas p =0.2222 < 1
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Soit :

wy : Le temps moyen de séjour dans le systeme MX /G/1 classique.

ws : Le temps moyen de séjour dans le systeme MX /G/1 avec rappels.
L1 : Le nombre moyen de client dans le systeme M /G/1 classique.

Ls : Le nombre moyen de client dans le systeme M~ /G/1 avec rappels.

Les résultats obtenus pour les différentes valeurs de 6 sont classés dans le tableau

suivant :

Les valeurs de 6 w1 w9 Lq Lo p
10 0.0071 | 0.0429 | 0.071 | 0.429 | 0.2222
50 0.0071 | 0.0120 | 0.071 | 0.120 | 0.2222
100 0.0071 | 0.0081 | 0.071 | 0.081 | 0.2222
150 0.0071 | 0.0075 | 0.071 | 0.075 | 0.2222
200 0.0071 | 0.0072 | 0.071 | 0.072 | 0.2222

TABLE 4.1 — Les caractéristiques des deux systemes en fonction de 6
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FIGURE 4.1 — Le temps moyen de séjour d'un client dans les systemes M~ /G/1 avec
rappel et MX /G/1 classique
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FIGURE 4.2 — Le nombre moyen de clients dans les systemes M*X /G/1 avec rappels et
MX /G /1 classique



Chapitre 4 : v-Stabilité forte dans un systeme M~ /G/1 a forte intensité de rappels 55

Interprétations :

e D’apres la figure (4.1), On remarque que lorsque le taux de rappels 6 croit, le
temps moyen de séjour d’un client dans le systéme MX /G/1 avec rappel se rapproche de
temps moyen de séjour d'un client dans M~ /G/1 classique. Lorsque 6 est assez grand,

on constate que w; et wy presque sont égaux.

e D’apres la figure (4.2), pour 6 assez grand, le nombre moyen de clients dans le sys-

teme M~ /G /1 avec rappel est presque le méme que celle de M*/G/1 classique.

e D’apres les figures (4.1) et (4.2) les caractéristiques du systeme M~ /G/1 & forte

intensité de rappels peuvent étre approximées par celles du systeme MX /G/1 classique.

Conclusion

Ce que nous avons montré en théorie, la pratique le confirme bien dans ce présent
chapitre. D’apres le théoreme 4.3.1, on remarque qu’en augmentant 6, les deux opéra-
teurs de transitions P et P se rapprochent et par la suite les distributions stationnaires
sont proches. Les caractéristiques du systeme M~ /G/1 avec rappels peuvent donc étre
approximées par celles du systeme MX /G/1 classique. La précision obtenue dans ce cha-
pitre permet de confirmer que la méthode de stabilité forte est tres efficace en pratique

et donne de bons résultats.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons mis en évidence l'intérét et les applications de la théorie
de stabilité forte pour I'analyse des systémes de files d’attente avec rappels et arrivées par

groupes.

Dans un premier temps, nous avons présenté certaines notions de base sur les systemes
de files d’attente classiques et arrivées par groupes. Une attention particuliere a été ac-

cordée aux systemes d’attente avec rappels et arrivées par groupes.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés a I’étude de la stabilité forte
dans un systeme d’attente & forte intensité de rappels et arrivées par groupes MX /G/1,
apres perturbation de taux de rappels. Nous avons clarifié les conditions d’approximation
des caractéristiques du systeme de files d’attente MX /G /1 avec rappels par celles corres-
pondantes du systeme MX /G/1 classique. Apreés avoir obtenu les inégalités de stabilité,
nous avons effectué une application numérique afin de confirmer les résultats obtenus en

théorie.

Précisons néanmoins que les difficultés principales dans ’application du critere de sta-
bilité forte se situent essentiellement dans l'identification du parametre a perturber, dans
I’écriture des noyaux de transition des chaines de Markov et dans le choix des normes

poids.

L’obtention des résultats de ce mémoire ouvre de nombreuses perspectives de re-

cherche. Parmi les directions les plus significatives :

v/ On peut envisager d’élargir I’étude aux systemes avec rappels et arrivées par groupes en

considérant d’autres disciplines de rappels a savoir : rappels constants et linéaires.

o6
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v Application aux systemes de files d’attente avec rappels et arrivées par groupes plus
complexes souvent rencontrés dans des cas pratiques ( avec vacances, avec vacances

et serveur non fiable, ... ).



Annexe

Rappels : Mesure et Chaines de Markov

Dans cette section, nous rappelons quelques notions sur la théorie de la mesure et
les chaines de Markov [34], [31], [15] nécessaires pour comprendre les démonstrations des

théoremes fondamentaux pour I'ergodicité uniforme et la stabilité forte.

A.1 Rappels de mesure
Tribus et mesures

Définition 1. Soit 2 un ensemble non vide. Une tribu (ou o-algebre) sur 2 est une famille
F de sous ensemble 2 tel que

e e F

e Ace F=AcF

o (A))p>1€e F= U A, e F

n>1
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu, on le note (€2, F).

Définition 2. Soit F = {A;,i € I} une famille de sous ensemble de . Alors la tribu
engendrée par A notée o(F) est la plus petite tribu sur € qui contient tous ensembles A;,

i € I (I n’est pas forcément dénombrable).

Définition 3. Soit (€2,F) un espace mesurable. Une mesure sur €2 est une application p :

F — [0,400] vérifiant les propriétés suivantes :
L p(@)=0
2. Si (Aj)ien est une suite d’éléments de F et A;NA; # () pour tout i # j alors

+00 +o00
1( L—Jo A;) = 2_)0 1(Ai).

o8
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Dans le cas particulier ou p(£2) =1, on dit que u est une mesure de probabilité.

La seconde propriété ci-dessus est appelée o-additivité de la mesure.

Définition 4. Soient (2,.4) et (F,B) deux espaces mesurables. Une application f:Q — F
est dite mesurable si VB € B, f~}(B) € A.

Noyau de transition

Définition 5. Soit (E,.A) un espace mesurable. Un noyau sur E est une application N
de E x A dans | — oo, +o0], tel que

i) Pour tout x dans F, 'application A +— N(x, A) est une mesure sur A notée N(z,-).

ii) pour tout A dans A, application x — N(x, A) est une fonction mesurable par rapport

a la o-algebre A, notée N(z,-).

Propriétés
e Le noyau N est dit positif s’il prend ses valeurs dans [0,00] ;

e Il est dit o-fini, si toutes les mesures N(z,-) sont o-fini;

e Il est dit propre, si F est la réunion d’une séquence croissante {E,},>1 de sous en-

sembles de E tel que les fonctions N (., E,) sont bornées,

e Le noyau N est dit borné s’il existe un nombre M tel que | N(x,A) |< M < oo, pour
tout € Eet Ac A
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A.1.2 Rappels sur les chaines de Markov

Définition 6. Un processus stochastique X = (X3)er est une famille de variables aléa-

toires X; indexée par un ensemble T.

e Lorsque T'=N (T est discret et dénombrable), les (X;)ier forment une suite stochas-
tique. Plus généralement quand T C Z, le processus est dit discret.

e Lorsque T'=1R, les (X¢)ter forment un processus continu.

Remarque 1. Le plus souvent, t représente le temps et T soit une suite discréte soit un

intervalle de temps.

On appelle espace des états I’ensemble S ou les variables (X¢)ier, prennent leur va-

leurs. S peut étre discret ou continu. On distingue 4 types de processus :

v  Suite stochastique a espace d’états discret.

v Suite stochastique a espace d’états continu.

v/ Processus permanent a espace d’états discret.

v Processus permanent a espace d’état continu.

Définition 7. (Chaine de Markov) Une Chaine de Markov est un processus stochas-
tique dans lequel le comportement futur ne dépend que du passé récent, on dit que condi-

tionnellement au présent, le futur ne dépend pas du passé. On distingue donc les chaines

de Markov a espace d’états discret et celles a espace d’états continu.

Soit (X¢)ren une suite stochastique a espace d’états discret S ={1,2,...,k,...}.

Les probabilités de transitions P;; sont définies par :
Py =P(Xp1=j|Xp=14) VijeSs.
Dans le cas discret, on a :
P(Xpt+1=J|Xn=4,Xn-1=tn-1,Xn-2=ln-2,...,X1 =141) = P =P(Xp11 = j| Xy, = 1).

Parmi les processus stochastiques a temps continu, le processus de Poisson occupe
une place privilégiée. Il est utilisé pour décrire la réalisation dans le temps d’événements

aléatoires d’un type donné, comme par exemple :
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e [’arrivée de clients vers un guichet.

e Le nombre de pannes durant une durée donnée.

Définition 8. On appelle matrice stochastique une matrice carrée P, telle que

i=I5]

> Pj=1
j=1

i.e la somme d’une ligne est égale a 1.

Classification des états
Définition 9. Soit i € S. La v.a T; définie par
T, =inf{n >1,X, =i}

est appelée temps d’atteinte de i ou encore temps de retour a i lorsque la chaine (X,),en

part de i. Par convention, lorsque pour tout n > 1, X, # ¢, on pose T; = 400.

Il faut bien comprendre que I’évenement
{Ti) <+o0}={3n>1X, =1}
signifie que la chaine (X,),en repassera par 1’état i (au moins une fois) alors que
{Ti=c}={3n>1X,#i}
signifie que la chaine (X}, ),en ne repassera jamais par i.

Définition 10. Un état ¢ € S est dit récurrent si, partant de i, on y revient presque
stirement en temps fini :
P(T; < +o0|Xg=1i) = 1.

L’état i est dit transient dans le cas contraire, i.e. lorsque P(T; = +o00|Xo =) > 0.
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