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Introduction

L�étude des équations di¤érentielles est un domaine mathématique qui histo-

riquement a fait l�objet de nombreuses recherches et continu cependant de rester

d�actualité, par le fait qu�elle intéresse particulièrement des disciplines comme la

mécanique, la physique et plus récemment la biologie, l�électronique...etc

Henri Poincaré (1854� 1912) publia en 1881, un mémoire "sur les courbes
dé�nies par une équation di¤érentielle" où il présenta une autre approche dite

qualitative pour l�étude des équations di¤érentielles, qui privilégie les propriétés

des solutions, sans les déterminer d�une façon explicite.

La théorie qualitative des équations di¤érentielles, plus connue aujourd�hui

par la théorie des équations di¤érentielles, est la branche des mathématiques qui

se développe le plus activement et qui possède les plus importantes applications

scienti�ques. L�étude qualitative, surtout pour les systèmes non-linéaires, reste

donc un préalable nécessaire à l�étude complète de leurs solutions.

En 1900 le mathématicien D. Hilbert a posé 23 problèmes. En particulier dans

le 16ème problème, il pose la question du nombre et de la disposition de cycles

limites pour des systèmes di¤érentiels. Ce problème est jusqu�à maintenant non

résolu. Beaucoup de travaux récents sont consacrés à l�étude des cycles limites.

Dans ce mémoire nous allons utiliser la théorie qualitative des équations

di¤érentielles ordinaires pour traiter une classe de systèmes di¤érentiels planaires

de la forme : 8><>:
x0 = P (x; y);

y0 = Q(x; y);

où P (x; y) et Q(x; y) sont des polynômes.

On s�intéressera à deux aspects importants de la théorie qualitative, de quelques

familles de systèmes di¤érentiels planaires de type Kolmogorov, à savoir les in-

tégrales premières et les courbes invariantes.
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La notion d�intégrale première est apparue pour la première fois dans les

travaux de G.Darboux en 1878. Il construit des intégrales dites générales pour

des équations di¤érentielles ordinaires du premier ordre, ayant su¢ samment de

courbes algébriques invariantes.

Les courbes algébriques invariantes jouent un rôle important dans l�intégra-

bilité des systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux, aussi sont utilisées dans

l�étude de l�existence et non-existence des solutions périodiques et par conséquent

l�existence et non-existence de cycles limites.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres, le premier chapitre est consa-

cré aux rappels de quelques notions préliminaires sur les systèmes di¤érentiels

planaires utilisés par la suite dans le deuxième et le troisième chapitre.

Dans le second chapitre nous introduisons une expression explicite de courbes

algébriques invariantes, on détermine l�intégrale première et on démontre la non

existence de cycles limites pour une classe cubique de systèmes di¤érentiels de

Kolmogorov de degré 3 de la forme :8><>:
x0 = x (�+ ax2 + bxy + cy2) ;

y0 = y (�+ ux2 + vxy + wy2) ;

où �; �; a; b; c; u; v et w sont des paramètres réels.

Dans le troisième chapitre nous introduisons une expression explicite de

courbes algébriques invariantes, on détermine l�intégrale première pour une classe

de systèmes di¤érentiels de type Kolmogorov de degré 5 de la forme :8>>>>>><>>>>>>:

x0 = x

 
1 + ax2 + bxy + cy2 � (a+ 1) x4 � bx3y
� (c+ n+ 2) x2y2 �mxy3 � (s+ 1) y4

!
;

y0 = y

 
1 + nx2 +mxy + sy2 � (a+ 1) x4 � bx3y
� (c+ n+ 2) x2y2 �mxy3 � (s+ 1) y4

!
;

où a; b; c; n; m et s sont des réels.
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Chapitre 1

Notions préliminaires
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1. Notions préliminaires 2

1.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions préliminaires sur

les systèmes di¤érentiels planaires. On commence par dé�nir les équations dif-

férentielles linéaires du premier ordre, les équations di¤érentielles de Bernoulli,

les équations di¤érentielles de Riccati, les systèmes di¤érentiels autonomes, les

systèmes di¤érentiels de type Kolmogorov, les systèmes di¤érentielles linéaires,

les points d�équilibre et leurs classi�cations, les solutions et solutions périodiques

et en�n les cycles limites et leurs classi�cations. On introduira aussi un rappel

sur les théorèmes et les critères fondamentaux sur l�existence et la non existence

des solutions périodiques, les courbes invariantes, intégrale première, intégrale

de Darboux, intégrale de Liouville et système de Lotka-Volterra.

1.2 Equations di¤érentielles linéaires du pre-

mier ordre

Dé�nition 1.1 On appelle " équation di¤érentielle linéaire du premier ordre"
toute équation de la forme :

y
0
= a(x)y + b(x); (1.1)

où a et b sont deux fonctions réelles dé�nies et continues sur un intervalle ouvert

I de R:

On lui associée l�équation sans second membre :

y
0
= a(x)y: (1.2)

L�équation (1:2) est dite aussi équation di¤érentielle homogène associée à l�équa-

tion (1:1).

1.2.1 Résolution d�une équation di¤érentielle linéaire du
premier ordre

Proposition 1.1 La solution générale y de (1:1) est la somme de la solution
générale yh de (1:2) et d�une solution particulière de (1:1) :

y = yp + yh = yp + c exp

�Z
a(x)dx

�
=c 2 R:
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a) Résolution de l�équation homogène (1:2) :
Soit l�équation (1:2)

y
0
= a(x)y:

Si y 6= 0, on a :

(1:2) =) dy

y
= a(x)dx;

=)
R dy
y

=
R
a(x)dx;

=) ln jyj =
R
a(x)dx+ k=k 2 R;

=) jyj = exp
�R
a(x)dx+ k

�
=k 2 R;

=) y = c exp
�R
a(x)dx

�
=c 2 R;

d�où

yh = c exp

�Z
a(x)dx

�
=c 2 R;

est la solution générale de l�équation (1:2) :

b) Recherche d�une solution particulière (Méthode de la variation
de la constante) :
C�est une méthode générale pour trouver une solution particulière en se ra-

menant à un calcul de primitives.

On a :

yh(x) = c exp

�Z
a(x)dx

�
=c 2 R;

est la solution générale de (1:2) avec c une constante. La méthode de la variation

de la constante consiste à chercher une solution particulière sous la forme

y(x) = c(x) exp

�Z
a(x)dx

�
;

donc

y
0
(x) = c

0
(x) exp

�Z
a(x)dx

�
+ a(x)c(x) exp

�Z
a(x)dx

�
;

En remplaçent y et y
0
dans (1:1) on obtient :

c0(x) exp

�Z
a(x)dx

�
+a(x)c(x) exp

�Z
a(x)dx

�
= a(x)c(x) exp

�Z
a(x)dx

�
+b(x);

=) c0(x) exp
�R
a(x)dx

�
= b(x);

=) c0(x) = b(x) exp
�
�
R
a(x)dx

�
;
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par conséquent

c(x) =

Z �
b(x) exp

�
�
Z
a(x)dx

��
dx+ �; � 2 R:

Finalement la solution générale de (1:1) est

y(x) =

�Z �
b (x) exp

�
�
Z
a(x)dx

��
dx+ �

�
exp

�Z
a(x)dx

�
; � 2 R:

1.3 Equation di¤érentielle de Bernoulli

Dé�nition 1.2 On appelle "équation di¤érentielle de Bernoulli" toute équation
de la forme :

y0 + a(x)y + b(x)y� = 0; (1.3)

où � 2 R� f0; 1g et a; b sont deux fonctions réelles dé�nies et continues sur un
intervalle ouvert I de R:

Remarque 1.1 On sait déja traiter les cas � = 0 et � = 1; car (1:3) est alors
une équation di¤érentielle linéaire du premier ordre.

1.3.1 Résolution d�une équation di¤érentielle de Bernoulli

Pour chercher les solutions de l�équation di¤érentielle de Bernoulli (1:3) ; on

divise par y�

(1:3) () y0

y�
+ a(x)

�
y

y�

�
+ b(x) = 0;

puis on pose : z =
y

y�
= y1�� comme un changement de variable, et par consé-

quent : z0 = (1� �)y��y0 d�où y0 = y�

1� �z
0:

En remplaçant y et y0 dans (1:3) on obtient :

(1:3) () z0

1� � + a(x)z + b(x) = 0;

qui est une équation di¤érentielle linéaire du premier ordre d�inconnue z:
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1.4 Equation de Riccati

Dé�nition 1.3 On appelle " équation di¤érentielle de Riccati" toute équation
de la forme :

y0 = a(x)y2 + b(x)y + c(x); (1.4)

où a; b et c sont trois fonctions réelles dé�nies et continues sur un intervalle

ouvert I de R:

1.4.1 Résolution d�une équation di¤érentielle de Riccati

Ce type d�équations di¤érentielles n�est pas toujours résoluble de façon élé-

mentaire. Si on a yp une solution particulière pourrait alors ramener la résolution

de l�équation de Riccati à celle d�une équation di¤érentielle linéaire. En e¤et, en

posant le changement de variable : y = yp + z; donc y0 = y0p + z
0; En remplaçant

y et y0 dans (1:4) on obtient :

(E) () y0p + z = a(x)(yp + z)
2 + b(x)(yp + z) + c(x);

() y0p + z = a(x)y
2
p + 2a(x)ypz + a(x)z

2 + b(x)yp + b(x)z + c(x);

() y0p + z = a(x)
�
y2p + 2ypz + z

2
�
+ b(x) (yp + z) + c(x);

()
�
y0p �

�
a(x)y2p + b(x)yp + c(x)

��
+ z0 = (2a(x)yp + b(x)) z + a(x)z

2;

on a :

y0p �
�
a(x)y2p + b(x)yp + c(x)

�
= 0 car yp est une solution (1:4) :

Donc on aura :

z0 = (2a(x)yp + b(x)) z + a(x)z
2;

qui est une équation de Bernoulli, comme on l�a vu plus haut.

1.5 Systèmes di¤érentiels autonomes

Dé�nition 1.4 On appelle système di¤érentiel autonome du plan un système
de la forme : 8>>><>>>:

x0 =
dx

dt
= P (x (t) ; y (t));

y0 =
dy

dt
= Q(x (t) ; y (t));

(1.5)
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où P et Q sont des fonctions qui dépendent uniquement de x et de y.

Si P et Q sont des polynômes à des coe¢ cients réels, on dit que le système

(1:5) est un système di¤érentiel polynômial et on appelle le nombre

n = max(degP; degQ) degré du système (1:5) :

1.5.1 Systèmes di¤érentiels de type Kolmogorov

On appelle système di¤érentiel autonome de type Kolmogorov un système de

la forme : 8>>><>>>:
x0 =

dx

dt
= x (t)F (x (t) ; y (t));

y0 =
dy

dt
= y (t)G(x (t) ; y (t));

(1.6)

où F et G sont des fonctions qui dépendent uniquement de x et de y:

1.5.2 Système di¤érentiel linéaire

Dé�nition 1.5 On dit que le système (1:5) est un système linéaire lorsqu�il
s�écrit sous la forme :8>>><>>>:

x0 =
dx

dt
= a11 (t) :x (t) + a12 (t) :y (t) + b1 (t) ;

y0 =
dy

dt
= a21 (t) :x (t) + a22 (t) :y (t) + b2 (t) ;

(1.7)

où a11; a12; a21; a21; a22; b1 et b2 sont des fonctions dé�nies et continues dans R:
Si b1 (t) = b2 (t) � 0, alors le système linéaire (1:7) est dit système homogène.
De plus si a11; a12; a21; a21 et a22 des constantes, alors le système (1:7) est dit

système homogène à coe¢ cients constants.
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1.6 Les points d�équilibre et leurs classi�cation

1.6.1 Points d�équilibre

Dé�nition 1.6 On appelle point d�équilibre (ou point stationnaire ou point sin-
gulier) un point (x�; y�) du système (1:5), s�il est solution du système8><>:

P (x�; y�) = 0;

Q (x�; y�) = 0:

Les points d�équilibres jouent un rôle capital dans l�étude des systèmes dy-

namiques. Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un système

dynamique à plusieurs variables, il n�est pas nécessaire de calculer les solutions

détaillées, il su¢ t en e¤et de connaître les points d�équilibres et leurs stabilités.

Ce résultat de grande importance simpli�e considérablement l�étude des systèmes

non-linéaires au voisinage de ces points.

1.6.2 Linéarisation et matrice jacobienne

La plupart des systèmes existants dans la nature sont non linéaires. La dé-

marche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d�un

système di¤érentiel autonome non linéaire, au voisinage d�un point singulier,

consiste à se ramener à l�étude du système linéaire associé. Puis à faire le lien

entre les trajectoires des deux systèmes

Considérons le système non linéaire (1:5) : Au voisinage d�un point d�équilibre

(x�; y�) ; le linéarisé du système (1:5) est donné sous forme matricielle par :

 
x0

y0

!
=

0B@
dP

dx
(x�; y�)

dP

dy
(x�; y�)

dQ

dx
(x�; y�)

dQ

dy
(x�; y�)

1CA x

y

!
: (1.8)

Dé�nition 1.7 On appelle matrice jacobienne associée au système (1:5) au point
d�équilibre (x�; y�) la matrice suivante :

J (x�; y�) =

0B@
dP

dx
(x�; y�)

dP

dy
(x�; y�)

dQ

dx
(x�; y�)

dQ

dy
(x�; y�)

1CA :
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1.6.3 Classi�cation des points d�équilibre

Dans l�étude d�un système di¤érentiel à deux variables on rencontre quatre

types fondamentaux des points d�équilibre appelés selle (ou col), n�ud, foyer ou

centre.

Soit le système di¤érentiel (1:5) et soit J (x�; y�) la matrice jacobienne asso-

ciée au système (1:5) au point d�équilibre (x�; y�) et soient �1 et �2 les valeurs

propres de cette matrice.

On distingue les di¤érents cas selon les valeurs propres �1 et �2 de la matrice

J (x�; y�) :

(I) Point selle :
Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signes di¤érents c�est à dire (�1:�2 < 0)

alors le point d�équilibre (x�; y�) est dit point selle.

(II) Point noeud :
Si �1 et �2 sont réelles de même signe c�est à dire (�1:�2 > 0) alors le point

d�équilibre (x�; y�) est dit point noeud.

(III) Point spirale (Foyer) :
Si �1 et �2 sont complexe conjuguées c�est à dire 8j = 1; 2; �j = �j + i�j et

Im (�j) 6= 0 alors le point d�équilibre (x�; y�) est dit point foyer.
(IV ) Point centre :
Si �1 et �2 sont imaginaires pures c�est à dire Im (�j) 6= 0 et Re (�j) = 0;

8j = 1; 2; alors le point d�équilibre (x�; y�) est dit point centre.

Exemple 1.1 Considérons le système dynamique suivant :8>>><>>>:
x0 = x

�
1� 1

2
x� 1

2
y

�
;

y0 = 2y (x� 1) :

(1.9)

Ce système admet trois points d�équilibre : (0; 0) ; (1; 1) et (2; 0) :

On va étudier le comportement des trajectoires du système (1:9) au voisinage du

point (0; 0).

La matrice jacobienne associée au système (1:9) au point (0; 0) est :

J (0; 0) =

 
1 0

0 �2

!
;
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le système linéarisé du système (1:9) au voissinage du point (0; 0) est donné par8><>:
x0 = x;

y0 = �2y;

les valeurs propres de J (0; 0) sont �1 = �2 et �2 = 1: On a �1:�2 < 0 alors le
point d�équilibre (0; 0) est dit point selle.

L�utilisation de la linéarisation indique qu�au voisinage du point (0; 0), les tra-

jectoires du système (1:9) se comportent comme les trajectoires de son linéairisé

au voisinage de l�origine.

1.7 Solutions et solutions périodiques

Dé�nition 1.8 On dit que (x(t); y(t))t2I est une solution du système (1:5), si le
champs de vecteurs X = (P;Q) est toujours tangent à la trajectoire représentant

cette solution dans le plan de phase. Autrement dit,

8t 2 I : P (x(t); y(t))x0 +Q(x(t); y(t))y0 = 0:

Dé�nition 1.9 On appelle solution périodique du système (1:5), toute solution
(x(t); y(t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que

8t 2 R : x(t+ T ) = x(t) et y(t+ T ) = y(t);

le plus petit nombre T > 0 qui convient s�appelle alors période de cette solution.

1.8 Cycles limites

Dé�nition 1.10 On appelle � = f(x (t) ; y (t)) ; t 2 [0; T ]g du système (1:5) un
cycle limite, toute solution périodique isolée dans l�ensemble de toutes les solu-

tions périodiques de ce système, c�est à dire qu�il existe un voisinage de � dans

lequel il n�y a pas d�autres courbes fermées.

Un des comportements possibles pour une trajectoire d�un système di¤éren-

tiel est de tendre vers une orbite fermée isolée : dans le cas d�un système planaire,

cela signi�e que les trajectoires tendent vers ce qu�on appelle un cycle limite.
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L�intérêt du cycle limite, en tant qu�orbite périodique isolée, apparaît souvent

dans plusieurs branches de la science et de la technologie. Le fait que le système

admet un cycle limite implique l�existence d�une solution périodique isolée. Le

problème général de trouver le nombre de cycles limites pour des systèmes dy-

namiques est un problème compliqué qui a un raccordement au 16éme problème

de Hilbert non encore résolu. L�étude intensive de l�existence de cycles limites

pour les systèmes dynamiques est bien justi�ée, puisque l�existence et les pro-

priétés des cycles limites pour un système dynamique donnent des informations

importantes et introduisent des propriétés intéressantes des solutions du système

dynamique étudié. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes

di¤érentiels non-linéaires.

1.8.1 Classi�cation des cycles limites

Il existe trois types de cycles limites : stable, instable et semi stable.

Cycles limites stables
Un cycle limite est dit attractif ou stable s�il existe un voisinage de ce cycle

tel que toutes les trajectoires issues de ce voissinage tendent vers ce cycle, lorsque

t tend vers +1:
Cycles limites instables
Un cycle limite est dit répulsif ou instable s�il existe un voisinage de ce cycle

tel que toutes les trajectoires issues de ce voissinage s�éloignent de ce cycle,

lorsque t tend vers +1:
Cycles limites semi stables
Un cycle limite est dit semi-stable s�il existe un voisinage de ce cycle tel

que les trajectoires issues de ce voissinage tendent vers ce cycle d�un coté de ce

dernier et s�éloignent de l�autre coté, lorsque t tend vers +1:

1.8.2 Cycle limite algébrique

Dé�nition 1.11 Un cycle limite algébrique est un cycle limite qui est contenu
dans les zéros �xés d�une courbe algébrique invariante (ovale de la courbe algé-

brique invariante U (x; y) = 0).
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1.8.3 Cycle limite non algébrique

Dé�nition 1.12 On dit que le système di¤érentiel (1:5) admet un cyle limite
non algébrique � si � n�est pas inclus dans une courbe algébrique invariante pour

ce système.

Théorème 1.2 Soit  (t) une orbite périodique du système (1:5) de période T:
 est un cycle limite stable siZ T

0

div ( (t)) dt < 0;

où div ( (t)) est la divergence du système, dé�nie par

div ( (t)) =

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
 (t) ;

 est un cycle limite instable siZ T

0

div ( (t)) dt > 0:

Dans le cas où la quantité
R T
0
div ( (t)) dt est nulle, une étude avancée est

nécessaire pour déterminer si l�orbite  est un cycle limite stable, ou un cycle

limite instable ou semi-stable ou il n�est qu�une orbite périodique appartenant à

une bande continue d�orbites fermées.

Dé�nition 1.13 (Cycle limite hyperbolique) : Si la quantité
R T
0
div ( (t)) dt

est di¤érente de zéro, on dit que le cycle limite est hyperbolique.

Exemple 1.3 Soit le système8><>:
x0 = �y + x (1� x2 � y2) ;

y0 = x+ y (1� x2 � y2) :
(1.10)

En coordonnées polaires, le système (1:10) s�écrit :8><>:
r0 = r(1� r);

�0 = 1;
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d�où r0 = 0 on a (0; 0) est un point d�équilibre du système (1:10) (solution

constante), pour r = 1 on a :  (t) = (cos t; sin t) :

De plus on a :

R T
0
div ( (t)) dt =

R 2�
0

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
(cos t; sin t) dt;

=
R 2�
0

�
2� 4 cos2 t� 4 sin2 t

�
dt;

=
R 2�
0
�2dt = �4� < 0:

Donc, le système (1:10) a un cycle limite hyperbolique stable.

1.9 Critère de non existence et d�existence des

solution périodiques

1.9.1 Critère de Bendixon de non existence

La recherche des solutions périodiques (cycles limites) est conditionnée par le

critère de Bendixon stipulant qu�il ne peut y avoir d�orbite fermée entièrement

contenues dans une région simplement connexe du plan, si la divergence du

champ de vecteurs y garde un signe constant. Dans ce paragraphe, on donne des

résultats qui permettent de démontrer la non existence des solutions périodiques

pour un système di¤érentiel autonome d�ordre deux.

Théorème 1.4 (Critère de Bendixon)
Soient P et Q deux fonctions appartenants à C1 (
;R) ; où 
 est un domaine

simplement connexe de R2: Considérons le système autonome (1:5).

Si
@P

@x
+
@Q

@y
n�est pas nulle et ne change pas de signe dans 
; alors le système

(1:5) n�admet pas des solutions périodiques dans 
.

Preuve. Soit � : X (t) ; 0 � t � T une trajectoire fermée dans 
: On note

par D l�intérieur de �:

Puisque
@P

@x
+
@Q

@y
6= 0 et ne change pas de signe dans D alors

ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dxdy 6= 0;
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d�autre part en appliquant la formule de Green on obtient :ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dx dy =

I
�

(Pdx�Qdy) ;

=

I
�

(P _y �Q _x) dt =
I
�

(P Q� P Q) dt = 0;

qui est une contradiction.

Donc le système (1:5) n�admet pas de solutions périodiques dans
:

1.9.2 Critère de Dulac de non existence

Théorème 1.5 (Critère de Dulac)
Considérons le système :

:
x = f (x) ; x = (x1; x2) 2 R2; f = (f1; f2) :

Soit 
 un domaine simplement connexe dans R2 et soit � une fonction scalaire
de classe C1 et positive dans 
, si

div (� (x) f (x)) =
@ (� (x) f1 (x))

@x1
+
@ (� (x) f2 (x))

@x2
;

ne s�annule pas sur aucun sous ensemble ouvert de 
, alors le système n�admet

pas de solutions périodiques dans 
.

Preuve. Soit � une solution périodique dans 
 qui entoure une régionA � 
.
Puisque div (� (x) f (x)) 6= 0 et ne change pas de signe dans A; alorsZZ

A

div (�f) dA 6= 0:

D�autre part, en appliquant la formule de Green on a :ZZ
A

div (�f) dA =

I
�

� f
!
ndl;

où
!
n est la normale vers l�extérieur et dl l�élément de déplacement le long de �.

f
!
n = 0 puisque � est une solution périodique donc le champ de vecteur est

tangent à �, alors la normale est perpendiculaire à f et on a :I
�

� f
!
ndl = 0:
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En conclusion on a d�une partZZ
A

div (�f) dA 6= 0;

et d�autre part ZZ
A

div (�f) dA =

I
�

� f
!
ndl = 0;

qui est une contradiction.

Donc le système
:
x = f (x) n�admet pas de solutions périodiques dans 


Critère de Dulac de non existence

1.9.3 Critère d�existence

Théorème 1.6 (Existence )
Soient deux courbes fermées C et C 0, la seconde entoure la première.

Si en chaque point de C; le vecteur vitesse (P;Q) de la trajectoire qui y passe est

dirigé vers l�extérieur et si en chaque point de C 0; il est dirigé vers l�intérieur,

alors il existe au moins un cycle limite compris entre C et C 0:

Théorème d�existence d�un cycle limite entre C et C�.
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Critère de Christopher
Soit f (x; y) = 0 une courbe algébrique non singulière de degré m et D

un polynôme du degré 1 tel que la droite D = 0 soit à l�extérieur de toutes

les composantes bornées de f = 0. On choisit les constantes � et � telles que

�Dx + �Dy 6= 0; alors le champ de vecteurs de degré m suivant :8><>:
x0 = �f �Dfy;

y0 = �f +Dfx;

a toutes les composantes bornées de f (x; y) = 0 comme cycles limites hyperbo-

liques. En outre, ce champ de vecteurs n�a pas d�autres cycles limites.

Théorème 1.7 (Poincaré-Bendixon)
Soient P et Q deux fonctions appartenant à C1 (
;R) ; où 
 est un fermé borné
de R2: Supposons que :
- Le système (1:5) n�admet pas de point d�équilibre dans 
;

- L�orbite � = f(x; y) = (� (t) ;	(t)) ; t � t0g reste à l�intérieur de 
:
Alors l�une des deux propositions suivantes est satisfaite :

1) � est un cycle limite,

2) � s�enroule en spirale sur un cycle limite.

Dans les deux cas, le système (1:5) admet une solution périodique.
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1.10 Courbes invariantes

Les courbes algébriques invariantes jouent un rôle important dans l�intégra-

bilité des systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux, aussi sont utilisées dans

l�étude de l�existence et non-existence des solutions périodiques et par conséquent

l�existence et non-existence de cycles limites.

Dé�nition 1.14 (Ensembles invariants) Une partie 
 � R2 est dite invariante
par l�application 't si et seulement si 8t 2 R; 't(
) � 
:

Dé�nition 1.15 On appelle courbe invariante du systéme (1:5) toute courbe
d�équation U(x; y) = 0 du plan de phase laquelle il existe une fonction

K = K(x; y) appelée cofacteur associé à la courbe invariante, telle que :

d

dt
U(x; y) = P (x; y)

@

@x
U(x; y) +Q(x; y)

@

@y
U(x; y)

= K(x; y)U(x; y):

Exemple 1.8 La courbe dé�nie par l�équation U (x; y) = x2 + y2 � 1 = 0 est

une courbe invariante pour le système :8><>:
x0 = x2 + y2 + y � 1;

y0 = x2 + y2 � x� 1:

On a :

P (x; y)
@

@x
U(x; y) +Q(x; y)

@

@y
U(x; y) = 2x

�
x2 + y2 + y � 1

�
+ 2y

�
x2 + y2 � x� 1

�
= (2x+ 2y)

�
x2 + y2 � 1

�
:

D�où le cofacteur est K (x; y) = 2x+ 2y:

1.11 Intégrale première

Dé�nition 1.16 On dit qu�une fonction H : 
 � R2 ! R de classe C1 est une
intégrale première du système (1:5) si elle est constante sur les courbes solutions

(x (t) ; y (t)) de système, c�est-à-dire

dH (x; y)

dt
=
@H (x; y)

@x
P (x; y) +

@H (x; y)

@y
Q(x; y) = 0;

sur les points de 
:
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On dit que le système di¤érentiel (1:5) est intégrable sur un ouvert 
; s�il

admet une intégrale première sur 
:

L�intégrabilité d�un système di¤érentiel repose sur l�existence d�intégrales pre-

mières, donc les questions qui se posent :

- Si on a un système di¤érentiel, comment connaître s�il admet une intégrale

première ?

- Si on a une classe des systèmes di¤érentiels dépendent de paramètres, com-

ment déterminer les valeurs des paramètres pour lesquelles le système a une

intégrale première ?

Malheureusement pas de réponses satisfaisantes pour ces questions.

1.11.1 Intégrale première de Darboux

Une intégrale première H est dite intégrale première de Darboux si :

H = fn11 ::::::::f
np
p exp

�
h

g

�
;

où fi; g et h sont des polynômes dans C [x; y] : Le problème de déterminer que
un système di¤érentiel polynomial a une intégrale première de Darboux est en

général ouvert.

1.11.2 Intégrale première de Liouville

L�intégrale première est dite intégrale première de Liouville si elle peut être

obtenue par quadratures de fonctions élémentaires. L�étude des intégrales pre-

mières de Liouville est un problème classique de la théorie d�intégrabilité des

équations di¤érentielles qui remonte à Liouville.
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1.12 Système de Lotka-Volterra

Dans les années 1920, la paternité du premier modèle conçu pour transcrire

ce genre d�interactions de type proie-prédateur a fait l�objet d�une querelle de

priorité entre l�américain Alfred J. Lotka et l�italien Vito Volterra. Le premier

s�intéresse aux oscillations dans les réactions chimiques, mais étend son étude

aussi aux problèmes démographiques, aux réseaux alimentaires et au cycle de

l�eau ou du dioxyde de carbone, en passant par les oscillations proies-prédateurs

qui sont l�objet du modèle qui porte son nom. Le second s�intéresse à un problème

de pêche. Plus tard, il est établi que c�est à V.Volterra que revient le mérite de

l�élaboration du premier modèle de type prédateur-proie appliqué à une situation

biologique.

En e¤et, l�intérêt de Volterra pour les problèmes d�équilibres entre les es-

pèces animales dans les écosystèmes fut suscité par son beau-�ls, le zoologiste

Umberto d�Ancona qui s�occupait depuis quelques années de statistiques por-

tant sur la pêche dans le nord de la mer Adriatique. Ces données concernaient le

pourcentage de poissons prédateurs (Sélaciens) péchés dans trois ports italiens :

Trieste, Fiume et Venise pendant la période 1905-1923. Elles prouvaient que pen-

dant la période 1915-1920, où la pêche était moins intense cause de la première

guerre mondiale, il y avait eu un accroissement relatif de la classe des Sélaciens.

Selon l�hypothèse de D�Ancona, la pêche perturbait l�équilibre naturel entre les

espèces. Elle favorisait une augmentation relative des espèces proies, c�est-à-dire

des poissons qui se nourrissent seulement de plancton, et une diminution des es-

pèces prédatrices, c�est-à-dire des poissons qui se nourrissent d�autres poissons.

La diminution de la pêche due à la guerre avait donc rétabli, au moins en partie,

l�équilibre naturel.

D�Ancona s�adressa à Volterra en lui demandant de trouver une démonstra-

tion mathématique de son hypothèse. La réponse de Volterra publié en 1926 prit

la forme du célèbre modèle prédateur-proie. Le modèle de Volterra reçu par la

suite des modi�cations et fut publié �nalement dans le premier chapitre de ses

Leçons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie où il étudie la co-

existence de deux espèces dont l�une dévore l�autre. Considérant deux espèces,

la première, la proie de densité x(t) et la seconde, le prédateur de densité y(t),

alors le model de Lotka-Volttera est le système à deux équations di¤érentielles
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ordinaires suivant : 8>>><>>>:
x0 =

dx

dt
= x (a� by) ;

y0 =
dy

dt
= y (cx� d) ;

(1.11)

où a; b; c et d sont des constantes positives, a représente le taux de croissance de

la proie en l�absence de prédateur, b le taux de prédation du prédateur sur la

proie, c le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation et d le taux

de mortalité du prédateur en l�absence de proie.

L�intèrprération des hypothèses de ce modèle est la suivante :

(i) Dans l�absence de toute prédation, la proie croit par loi malthusienne ; il

sagit du terme ax dans (1:11).

(ii) L�e¤et de la prédation est de reduire le taux de croissance de la proie par

un terme proportionnel à la population de la proie et du prédateur ; il sagit du

terme �bxy.
(iii) Dans l�absence de toute proie pour subsistance le prédateur décroit ex-

ponentiellement ; il sagit du terme �dy.
(iv) La contribution des proies au taux de croissance des prédateurs est le

terme cxy ; qui est proportionnel à la population de la proie et du prédateur.

La mise en équation de la fonction représentant la prédation dans le modèle

(1:11) est basée sur la méthode des rencontres et sur l�hypothèse des équivalents

élaborées par Volterra. La première considère que pour qu�il y ait prédation entre

une espèce prédatrice et une espèce proie, il faut tout d�abord qu�il y ait rencontre

entre ces deux espèces et que le nombre de rencontres entre ces deux espèces est

proportionnel au nombre des individus qui la compose. La seconde consiste à

supposer qu�il existe un rapport constant entre les disparitions et apparitions

d�individus que provoquent les rencontres, i.e. que la prédation de la proie est

équivalente la croissance du prédateur.

Le phénomène observé par D�Ancona est ainsi expliqué : l�accroissement du

nombre de prédateurs et la diminution du nombre de proies résultaient de la

disparition de la pêche qui, avant la guerre, avait modi�é l�équilibre naturel de

cette association biologique.

Le modèle (1:11) est dit modèle de Lotka-Volterra puisque les mêmes équa-

tions de (1:11) sont obtenues par Alfred J. Lotka à partir d�une réaction chimique

qui, selon lui, pourrait présenter un comportement périodique dans les concen-

trations de produits chimiques.
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Exemple 1.9 Soit le système8><>:
x0 = ax� bxy;

y0 = cxy � dy;
(1.12)

dé�nie sur 
 =]0;+1[�]0;+1[ avec a; b; c et d 2 R.
On prouve que la fonction

H : 
 ! R;
(x; y) ! cx+ by � d lnx� a ln y;

est une intégrale première du système (1:12) : En e¤et :

@H (x; y)

@x
= c� d

x
et
@H (x; y)

@y
= b� a

y
:

Alors

dH (x; y)

dx
=

@H (x; y)

@x
P (x; y) +

@H (x; y)

@y
Q(x; y)

=

�
c� d

x

�
(ax� bxy) +

�
b� a

y

�
(cxy � dy)

= acx� ad� bcxy + dby + bcxy � acx� bdy + ad
= 0:

Donc le système (1:12) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) = cx+ by � d lnx� a ln y:
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une expression explicite des courbes al-

gébriques invariantes des systèmes di¤érentiels planaires de type Kolmogorov de

degré 3 de la forme : 8><>:
x0 = x (�+ ax2 + bxy + cy2) ;

y0 = y (�+ ux2 + vxy + wy2) ;

(2.1)

où �; �; a; b; c; u; v; w 2 R:
Puis on va prouver que ces systèmes sont intégrables et nous introduisons l�ex-

pression explicite de l�intégrale première.

2.2 Sur les courbes invariantes

Le resultat sur l�expression de courbes algébriques invariantes pour les sys-

tèmes di¤érentiels planaires de type Kolmogorov (2:1) est donné dans le théorème

suivant :

Théorème 2.1 Considérons le système cubique de Kolmogorov (2:1), alors on
a :

Si � = �; alors

U(x; y) = (u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2;

est une courbe invariante de système avec le cofacteur

K(x; y) = 4�+ (3a+ u)x2 + 2 (b+ v)xy + (c+ 3w) y2:

Preuve.
Suposons que � = �:

Le système (2:1) s�écrit sous la forme :8><>:
x0 = x (�+ ax2 + bxy + cy2) ;

y0 = y (�+ ux2 + vxy + wy2) :

On a :

U(x; y) = (u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2;
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alors

@

@x
U(x; y) =

@

@x

�
(u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2

�
= �y

�
3ax2 + cy2 � 3ux2 � wy2 + 2bxy � 2vxy

�
;

@

@y
U(x; y) =

@

@y

�
(u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2

�
= �x

�
ax2 + 3cy2 � ux2 � 3wy2 + 2bxy � 2vxy

�
;

donc

P (x; y)
@

@x
U(x; y) +Q(x; y)

@

@y
U(x; y)

U(x; y)

=
�yx (�+ ax2 + bxy + cy2) (3ax2 + cy2 � 3ux2 � wy2 + 2bxy � 2vxy)

(u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2

+
�xy (�+ ux2 + vxy + wy2) (ax2 + 3cy2 � ux2 � 3wy2 + 2bxy � 2vxy)

(u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2

= 4�+ (3a+ u)x2 + 2 (b+ v)xy + (c+ 3w) y2:

D�où

U(x; y) = (u� a)x3y + (w � c)xy3 + (v � b)x2y2;

est une courbe invariante du système (2:1) avec le cofacteur

K(x; y) = 4�+ (3a+ u)x2 + 2 (b+ v)xy + (c+ 3w) y2:

Ainsi (h1) du théorème 2:1 est démontrée.

2.2.1 Exemple

Exemple 2.2 Prenons � = � = 1; a = 1; b = �1; u = 2; v = 1 et c = w = 5;

alors le système (2:1) devient :8><>:
x0 = P (x; y) = x (1 + x2 � xy + 5y2) ;

y0 = Q(x; y) = y (1 + 2x2 + xy + 5y2) :

(2.2)

On a :

U(x; y) = x3y + 2x2y2;
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donc

@

@x
U(x; y) = 3x2y + 4xy2;

@

@y
U(x; y) = x3 + 4x2y;

alors

P (x; y)
@

@x
U(x; y) +Q(x; y)

@

@y
U(x; y)

U(x; y)
= 4 + 5x2 + 20y2:

D�où

U(x; y) = x3y + 2x2y2;

est une courbe invariante du système (2:2) avec le cofacteur

K(x; y) = 4 + 5x2 + 20y2:

2.3 Sur l�intégrale première

Nous dé�nissons les polynômes trigonométriques

A (�) = a (cos �)2 + b (cos �) (sin �) + c (sin �)2 ;

B (�) = u (cos �)2 + v (cos �) (sin �) + w (sin �)2 :

Les resultats sur l�expression de l�intégrale première et la non existence d�or-

bites périodiques pour le systèmes de type Kolmogorov (2:1) sont données dans

le théorème suivant :

Théorème 2.3 Considérons le système cubique de Kolmogorov (2:1), alors on
a :

(h1) Si � = � et A (�) 6= B (�) pour tout � 2 R; alors le système (2:1) est
intégrable et son intégrale première est :

H (x; y) = (x2 + y2) exp

�
�2
R arctan( yx)
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

�
R arctan( yx)
0

0BB@2� exp
�
�
R !
0

�
2
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin!

1CCA d!:
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De plus, le système (2:1) n�a pas de cycles limites.

(h2) Si � 6= � et A (�) = B (�) pour tout � 2 R; alors le système (2:1) est
intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
1

x2 + y2
exp

 
2

Z arctan( yx)

0

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s ds

!

+2

Z arctan( yx)

0

exp

 
2

Z !

0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!�
A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!

De plus, le système (2:1) n�a pas de cycles limites.

(h3) Si � = � et B (�) = A (�) alors pour tout � 2 R; le système (2:1) est
intégrable et son intégrale première est H (x; y) =

y

x
; De plus, le système (2:1)

n�a pas de cycles limites.

Preuve.
On écrit le système di¤érentiel polynomial (2:1) en coordonnées polaires (r; �)

dé�nies par x = r cos � et y = r sin �, alors le système devient :8><>:
r0 =

�
� cos2 � + � sin2 �

�
r +

�
A (�) cos2 � +B (�) sin2 �

�
r3;

�0 = (�� �) cos � sin � + ((B (�)� A (�)) cos � sin �) r2;
(2.3)

où r0 =
dr

dt
et �0 =

d�

dt
:

Démonstration de la propriété (h1).
Supposons que : � = � et B (�) 6= A (�) pour tout � 2 R:
Le système di¤érentiel (2:3) devient :8><>:

r0 = �r +
�
A (�) cos2 � +B (�) sin2 �

�
r3;

�0 = ((B (�)� A (�)) cos � sin �) r2;
(2.4)

Prenons la coordonnée � comme une variable indépendante, le système di¤é-

rentiel (2:4) s�écrit :

dr

d�
=
A (�) cos2 � +B (�) sin2 �

(B (�)� A (�)) cos � sin �r +
�

(B (�)� A (�)) cos � sin �
1

r
; (2.5)
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qui est une équation de Bernoulli. En introduisant le changement de variables

� = r2 , on obtient l�équation linéaire :

d�

d�
= 2

A (�) cos2 � +B (�) sin2 �

(B (�)� A (�)) cos � sin ��+
2�

(B (�)� A (�)) cos � sin � : (2.6)

La solution générale de l�équation linéaire (2:6) est

� (�) = exp

�Z �

0

�
2
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

�

0BB@�+ Z �

0

0BB@2� exp
�R !

0

�
2
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin!

1CCA d!
1CCA ;

où � 2 R:
Alors le système (2:1) est intégrable et son intégrable première est

H (x; y) = (x2 + y2) exp

�
�2
R arctan( yx)
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�
�

R arctan( yx)
0

0BB@2� exp
�
�
R !
0

�
2
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin!

1CCA d!:
Les points d�équilibre du système de Kolmogorov (2:1) sont situés à l�origine ou

sur les axes x ou y ou dans un des quatre quadrants ouverts obtenus de R2 par
la suppression de l�axe x et y . Etant donné que les axes de x et y sont formés

par des orbites du système (2:1), Les points d�équilibre situés sur ces axes ne

peuvent pas être entourés par des orbites périodiques. Par conséquent, il n�existe

pas de cycles limites. Soit une orbite périodique entour un point d�équilibre situé

dans l�un des quadrants ouverts, et que h = H () :

Soit  une orbite périodique entourant un équilibre situé dans l�un des qua-

drants ouverts, et soit h = H () :

La courbe H = h avec h 2 R; qui est formée par les trajectoires de système
di¤érentiel (2:1), en coordonnées cartésiennes sont écrites comme suit :
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x2 + y2 =

exp

�
2
R arctan y

x

0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

h+

2�
R arctan y

x

0
exp

�
2
R !
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(A (s)�B (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin! d!

;

avec h 2 R:
Par conséquent, l�orbite périodique  est contenue dans la courbe

x2 + y2 =

exp

�
2
R arctan y

x

0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

h +

2�
R arctan y

x

0
exp

�
2
R !
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(A (s)�B (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin! d!

:

Mais cette courbe ne peut pas contenir l�orbite périodique  et par conséquent

aucun cycle limite contenu dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) du plan, parce

que cette courbe dans le premier quadrant a au plus un point unique sur chaque

ligne droite y = �x pour tous � 2 ]0;+1[.
Pour s�en convaincre, il su¢ t de calculer les abscisses des points d�intersection

de cette courbe avec la demi droite y = �x pour tous � 2 ]0;+1[, on obtient
que les abscisses sont donnés par :

x =
1p
1 + �2

0BBBBBBB@
exp

�
2
R arctan �
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

h +

2�
R arctan �
0

exp

�
2
R !
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(A (s)�B (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin! d!

1CCCCCCCA

1

2

:

On a : au plus une seule valeure de x, par conséquent au plus un point unique

dans un le premier quadrant (x > 0; y > 0). Donc cette courbe ne peut pas

contenir l�orbite périodique, par conséquent aucun cycle limite.

D�où la propriété (h1) du théorème 2:3 est prouvée.

Démonstration de la propriété (h2).
Supposons maintenant que : � 6= � et B (�) = A (�) pour tout � 2 R:
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Le système (2:3) devient :8><>:
r0 =

�
� cos2 � + � sin2 �

�
r + A (�) r3;

�0 = (�� �) cos � sin �:

Prenons la coordonnée � comme une nouvelle variable indépendante, le système

di¤érentiel (2:1) s�écrit :

dr

d�
=
� cos2 � + � sin2 �

(�� �) cos � sin �r +
A (�)

(�� �) cos � sin �r
3;

qui est une équation de Bernoulli. En introduisant le changement de variable

� =
1

r2
; on obtient l�équation linéaire :

d�

d�
= �2

�
� cos2 � + � sin2 �

�
(�� �) cos � sin � �� 2

A (�)

(�� �) cos � sin � :

La solution générale de l�équation linéaire est :

� (�) = exp

 
�2
R �
0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!
� 

�� 2
R �
0
exp

 R !
0

�
A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!

 
2

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!!
;

où � 2 R:
Alors le système (2:1) est intégrable et son intégral première est

H (x; y) =
1

x2 + y2
exp

 
2

Z arctan( yx)

0

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s ds

!
+

2

Z arctan( yx)

0

exp

 
2

Z !

0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!
��

A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!:

Soient  une orbite périodique, si elle existe, qui entour un point d�équilibre situé

dans l�un des quadrants ouverts et h = H () :

La courbe H = h avec h 2 R; qui est formée par les trajectoires de système
di¤érentiel (2:1), en coordonnées cartésiennes sont écrites comme suit :
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x2+y2 =

exp

 
2
R arctan y

x

0

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s ds

!

h� 2
R arctan y

x

0
exp

 
2
R !
0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!�
A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!

;

avec h 2 R:
Par conséquent, l�orbite périodique  est contenue dans la courbe suivante :

x2+y2 =

exp

 
2
R arctan y

x

0

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s ds

!

h � 2
R arctan y

x

0
exp

 
2
R !
0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!�
A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!

:

Mais cette courbe ne peut pas contenir l�orbite périodique � et par conséquent

aucun cycle limite contenu dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) du plan, parce

que cette courbe dans le premier quadrant a au plus un point unique sur chaque

ligne droite y = �x pour tous � 2 ]0;+1[.
Pour s�en convaincre, il su¢ t de calculer les abscisses des points d�intersection

de cette courbe avec la demi droite y = �x pour tous � 2 ]0;+1[, on obtient
que les abscisses x sont donnés par :

1p
1 + �2

0BBBB@
exp

 
2
R arctan y

x

0

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s ds

!

h � 2
R arctan y

x

0
exp

 
2
R !
0

 �
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �) cos s sin s

!
ds

!�
A (!)

(�� �) cos! sin!

�
d!

1CCCCA

1

2

:

On a : au plus une seule valeure de x, par conséquent au plus un point unique

dans un le premier quadrant (x > 0; y > 0). Donc cette courbe ne peut pas

contenir l�orbite périodique, par conséquent aucun cycle limite.

Ainsi la propriété (h2) du théorème 2:3 est démontrée.

Démonstration de la propriété (h3).
Supposons maintenant que : � = � et B (�) = A (�) pour tout � 2 R.
D�après le système (2:3); on a : �0 = 0: Ainsi, les lignes droites passant

par l�origine des coordonnées du système di¤érentiel (2:1) sont invariantes par

l�écoulement de ce système. Par conséquent,
y

x
est une intégrale première du
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système, donc le système (2:3) n�a pas d�orbites périodiques, Par conséquent, il

n�existe pas de cycles limites. Ceci termine la démonstration de (h3) du théorème

2:3 .

2.3.1 Exemples

Maintenant on va présenter quelques exemples d�application.

Exemple 2.4 Prenons v = 25; b = 1; u = a = 1; w = 16; c = 8; � = � =
1

2
;

alors le système (2:1) devient :8>>>><>>>>:
x0 = x

�
1

2
+ x2 + xy + 8y2

�
;

y0 = y

�
1

2
+ x2 + 25xy + 16y2

�
:

(2.7)

Le système di¤érentiel (2:7) en coordonnées polaires (r; �) s�écrit :8>><>>:
r0 =

1

2
r +

�
A (�) cos2 � +B (�) sin2 �

�
r3;

�0 = (B (�)� A (�)) cos � sin �:r2;

où

A (�) = (cos �)2 + (cos �) (sin �) + 8 (sin �)2 ;

B (�) = (cos �)2 + 25 (cos �) (sin �) + 16 (sin �)2 :

Dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) correspondant au cas (h1) du théorème

(2:3) ; le système (2:7) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) = (x2 + y2) exp

�
�2
R arctan( yx)
0

�
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�

�
R arctan( yx)
0

0BB@exp
�
�
R !
0

�
2
A (s) cos2 s+B (s) sin2 s

(B (s)� A (s)) cos s sin s

�
ds

�
(B (!)� A (!)) cos! sin!

1CCA d!:
De plus, le système (2:7) n�a pas de cycles limites.
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Exemple 2.5 Prenons � = 16; � = 18; v = b = 10; u = a = �13; w = c = 7;
alors le système (2:1) devient :8><>:

x0 = x (16� 13x2 + 10xy + 7y2) ;

y0 = y (18� 13x2 + 10xy + 7y2) :
(2.8)

Le système di¤érentiel (2:8) en coordonnées polaires (r; �) s�écrit :8><>:
r0 =

�
16 cos2 � + 18 sin2 �

�
r + A(�)r3;

�0 = 2 cos � sin �;

avec

A (�) = B (�) = �13 (cos �)2 + 10 (cos �) (sin �) + 7 (sin �)2 :

Dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) correspondant au cas (h2) du théorème

(2:3) le système (2:8) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
1

x2 + y2
exp

 Z arctan( yx)

0

�
16 cos2 s+ 18 sin2 s

�
cos s sin s

ds

!

+

Z arctan( yx)

0

exp

 Z !

0

 �
16 cos2 s+ 18 sin2 s

�
cos s sin s

!
ds

!�
A (!)

cos! sin!

�
d!:

De plus, le système (2:8) n�a pas de cycles limites.

Exemple 2.6 Prenons � = � =
1

5
; v = b = 6; u = a = 2; w = c = 1; alors le

système (2:1) devient :8>>>><>>>>:
x0 = x

�
1

5
+ 2x2 + 6xy + y2

�
;

y0 = y

�
1

5
+ 2x2 + 6xy + y2

�
:

(2.9)

Le système di¤érentiel (2:9) en coordonnées polaires (r; �) s�écrit :8><>:
r0 = �r + r3;

�0 = 0;
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Dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) correspondant au cas (h3) du théo-

rème (2:3) ; le système (2:9) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
y

x
:

De plus, le système (2:9) n�a pas de cycles limites.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une expression explicite des courbes

algébriques invariantes des systèmes de type Kolmogorov planaires à multi-

paramètres de degré 5 de la forme :8>>>>>><>>>>>>:

x0 = x

 
1 + ax2 + bxy + cy2 � (a+ 1) x4 � bx3y
� (c+ n+ 2) x2y2 �mxy3 � (s+ 1) y4

!
;

y0 = y

 
1 + nx2 +mxy + sy2 � (a+ 1) x4 � bx3y
� (c+ n+ 2) x2y2 �mxy3 � (s+ 1) y4

!
;

(3.1)

où a; b; c; n; m et s sont des réels.

Puis on va prouver que ces systèmes sont intégrables et nous introduisons l�ex-

pression explicite de l�intégrale première.

3.2 Sur les courbes invariantes

Le resultat sur l�expression des courbes algébriques invariantes pour les sys-

tèmes di¤érentiels planaires de type Kolmogorov (3:1) est donné dans le théorème

suivant :

Théorème 3.1 Considérons le système Kolmogorov planaire à multi-paramètres
(3:1), alors on a :

La courbe

U (x; y) = xy
�
nx2 +mxy + sy2

�
� xy

�
ax2 + bxy + cy2

�
;

est une courbe algébrique invariante du système (3:1) :

Preuve.
Nous prouvons que

U (x; y) = xy
�
nx2 +mxy + sy2

�
� xy

�
ax2 + bxy + cy2

�
;

est une courbe algébrique invariante du système di¤érentiel (3:1).

On note par :

P (x; y) = ax2 + bxy + cy2;
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Q (x; y) = nx2 +mxy + sy2

et

R (x; y) = 1� (a+ 1) x4 � bx3y � (c+ n+ 2) x2y2 �mxy3 � (s+ 1) y4:

En e¤et, nous avons

@U (x; y)

@x
x

 
1 + ax2 + bxy + cy2 � (a+ 1) x4 � bx3y � (c+ n+ 2) x2y2�

mxy3 � (s+ 1) y4

!

+
@U (x; y)

@y
y

 
1 + nx2 +mxy + sy2 � (a+ 1) x4 � bx3y � (c+ n+ 2) x2y2�

mxy3 � (s+ 1) y4

!
=

�
@U (x; y)

@x
x+

@U (x; y)

@y
y

�
R (x; y) +

@U (x; y)

@x
xP (x; y) +

@U (x; y)

@y
yQ (x; y) ;

nous avons,�
@U (x; y)

@x
x+

@U (x; y)

@y
y

�
R (x; y) =

�
@U (x; y)

@x
x+

@U (x; y)

@y
y

�
R (x; y)

= (4Q (x; y)� 4P (x; y))xyR (x; y) = 4R (x; y)U (x; y) :

D�un autre côté,

@U (x; y)

@x
xP (x; y) +

@U (x; y)

@y
yQ (x; y) =

xy

 
Q2 (x; y)� P 2 (x; y) + x (2nx+my)P (x; y)� x (2ax+ by)P (x; y)+

y (mx+ 2sy)Q (x; y)� y (bx+ 2cy)Q (x; y)

!
:

En tenant compte du fait que

y (bx+ 2cy) = 2P (x; y)� x (2ax+ by)

et

y (mx+ 2sy) = 2Q (x; y)� x (2nx+my) :

On trouve
@U (x; y)

@x
xP (x; y) +

@U (x; y)

@y
yQ (x; y) =

xy

 
Q2 (x; y)� P 2 (x; y) + x (2nx+my)P (x; y)� x (2ax+ by)P (x; y)+
(2Q (x; y)� x (2nx+my))Q (x; y)� (2P (x; y)� x (2ax+ by))Q (x; y)

!

= xy

 
Q2 (x; y)� P 2 (x; y)� x (2nx+my) (Q (x; y)� P (x; y))+

x (2ax+ by) (Q (x; y)� P (x; y)) + 2Q2 (x; y)� 2P (x; y)Q (x; y)

!
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= xy

 
(Q (x; y)� P (x; y)) (Q (x; y) + P (x; y))� x (2nx+my) (Q (x; y)� P (x; y))

+x (2ax+ by) (Q (x; y)� P (x; y)) + 2Q (x; y) (Q (x; y)� P (x; y))

!
= xy (Q (x; y)� P (x; y))

�
3Q (x; y) + P (x; y) + (b�m)xy + 2 (a� n)x2

�
=
�
3Q (x; y) + P (x; y) + (b�m)xy + 2 (a� n)x2

�
U (x; y) :

En résumé, on a�
@U (x; y)

@x
x+

@U (x; y)

@y
y

�
R (x; y) +

@U (x; y)

@x
xP (x; y) +

@U (x; y)

@y
yQ (x; y) =

�
3Q (x; y) + P (x; y) + (b�m)xy + 2 (a� n)x2 + 4R (x; y)

�
U (x; y) ;

donc

U (x; y) = xy
�
nx2 +mxy + sy2

�
� xy

�
ax2 + bxy + cy2

�
= 0;

est une courbe algébrique invariante des systèmes di¤érentiels polynomiaux (3:1)

avec le cofacteur

K (x; y) = (b�m)xy + 2 (a� n)x2 + 3Q (x; y) + P (x; y) + 4R (x; y) :

Par conséquent le théorème 3:1 est prouvée.

3.2.1 Exemple

Exemple 3.2 Prenons a = n = 2; b = m = 3 et c = s = 1; alors le système

(3:1) devient :8><>:
x0 = x (1 + 2x2 + 3xy + y2 � 3x4 � 3x3y � 5x2y2 � 3xy3 � 2y4) ;

y0 = y (1 + 2x2 + 3xy + y2 � 3x4 � 3x3y � 5x2y2 � 3xy3 � 2y4) ;
(3.2)

On a :

P (x; y) = 2x2 + 3xy + y2;

Q (x; y) = 2x2 + 3xy + y2

et

R (x; y) = 1� 3x4 � 3x3y � 5x2y2 � 3xy3 � 2y4:

D�où�
@U (x; y)

@x
x+

@U (x; y)

@y
y

�
R (x; y) +

@U (x; y)

@x
xP (x; y) +

@U (x; y)

@y
yQ (x; y) =
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(3Q (x; y) + P (x; y) + 4R (x; y))U (x; y) :

Donc

U (x; y) = xy
�
2x2 + 3xy + y2

�
� xy

�
2x2 + 3xy + y2

�
= 0;

est une courbe algébrique invariante des systèmes di¤érentiels polynomiaux (3:2)

avec le cofacteur

K (x; y) = 3Q (x; y) + P (x; y) + 4R (x; y) :

3.3 Sur l�intégrale première

Nous dé�nissons les fonctions trigonométriques

f1 (�) = a cos
4 �+ s sin4 �+ b cos3 � sin �+m cos � sin3 �+ (n+ c) cos2 � sin2 �;

f2 (�) = �1�a cos4 ��s sin4 ��b cos3 � sin ��m
�
cos � sin3 �

�
�(n+ c) cos2 � sin2 �

et

f3 (�) = (n� a) cos3 � sin � + (s� c) cos � sin3 � + (m� b) cos2 � sin2 �:
Les resultats sur l�expression de l�intégrale première et le portrait de phase

pour le systèmes de type Kolmogorov (3:1) sont données dans le théorème sui-

vant :

Théorème 3.3 Considérons le système de Kolmogorov planaire à multi-paramètres
(3:1), alors on a :

(h1) Si f3 (�) 6= 0; alors le système (3:1) est intégrable et son intégrale pre-
mière est

H (x; y) =

Z arctan y
x

0

exp

�
�
Z s

0

D (w) dw

�
C (s) ds+

exp
�R arctan y

x

0
D (w) dw

�
x2 + y2 � 1

où

A (�) =
2

f3 (�)
;

B (�) =
2f1 (�)

f3 (�)
;

C (�) =
2f2 (�)

f3 (�)

et

D (w) = B (w) + 2C (w) :
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De plus, le portrait de phase du système di¤érentiel (3:1), avec les coordonnées

cartésiennes est donné par

x2 + y2 =
h+ exp

�R arctan y
x

0
D (w) dw

�
�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

h�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

où h 2 R:
(h2) Si f3 (�) = 0 pour tout � 2 R; alors le système (3:1) est intégrable et son

intégrale premiére est

H (x; y) =
y

x
:

De plus, le portrait de phase du système di¤érentiel (3:1), avec les coordonnées

cartésiennes est donné par

y � hx = 0

où h 2 R:

Preuve.
Pour démontrer (h1) et (h2) du Théoème 3.3, nous écrivons le système di¤érentiel

polynomial (3:1) en coordonnées polaires (r; �) ; dé�nis par x = r cos � et

y = r sin �; puis le système (3:1) devient :8>>><>>>:
r0 =

dr

dt
= r + f1 (�) r

3 + f2 (�) r
5;

�0 =
d�

dt
= f3 (�) r

2;

(3.3)

où les fonctions trigonométriques f1 (�) ; f2 (�) et f3 (�) sont donnés.

Démonstration de la propriété (h1)
Supposons que f3 (�) 6= 0:
En prenant comme variable indépendante la coordonnée �, ce système di¤é-

rentiel (3:3) s�écrit

dr

d�
=

1

f3 (�)

1

r
+
f1 (�)

f3 (�)
r +

f2 (�)

f3 (�)
r3: (3.4)

Par le changement de variables � = r2; cette équation se tranforme en équation

de Riccati
d�

d�
= A (�) +B (�) �+ C (�) �2 (3.5)
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où

A (�) =
2

f3 (�)
;

B (�) =
2f1 (�)

f3 (�)

et

C (�) =
2f2 (�)

f3 (�)
:

Cette équation est intégrable, puisqu�elle possède la solution particulière

� = 1, en introduisant le changement standard de variable � = z + 1; on obtient

l�équation de Bernoulli
dz

d�
= D (�) z + C (�) z2 (3.6)

où D (w) = B (w)+2C (w). En introduisant le changement standard de variable

u =
1

z
on obtient l�équation

du

d�
= �D (�)u� C (�) : (3.7)

La solution générale de l�équation linéaire (3:7) est

u (�) = exp

�
�
Z �

0

D (w) dw

��
��

Z �

0

exp

�
�
Z s

0

D (w) dw

�
C (s) ds

�
où � 2 R:
La solution générale de l�équation linéaire (3:6) est

z (�) =
exp

�R �
0
D (w) dw

�
��

R �
0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

où � 2 R:
La solution générale de l�équation linéaire (3:5) est

� (�) =
�+ exp

�R �
0
D (w) dw

�
�
R �
0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

��
R �
0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

où � 2 R:
La solution générale de l�équation linéaire (3:4) est

r2 (�) =
�+ exp

�R �
0
D (w) dw

�
�
R �
0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

��
R �
0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds
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où � 2 R:
En passant aux coordonnées cartésiennes, on déduit la première intégrale est

H (x; y) =

Z arctan y
x

0

exp

�
�
Z s

0

D (w) dw

�
C (s) ds

+
exp

�R arctan y
x

0
D (w) dw

�
x2 + y2 � 1 ;

Les courbes H = h avec h 2 R, qui sont formées par les trajectoires du
système di¤érentiel (3:1), en coordonnées cartésiennes sont écrites comme

x2 + y2 =
h+ exp

�R arctan y
x

0
D (w) dw

�
�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

h�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

où h 2 R:
Par conséquent (h1) du Théorème 3.3 est prouvée.

Supposons maintenant que f3 (�) = 0 pour tout � 2 R, puis, du système (3:3)
il s�ensuit que �0 = 0: Ainsi, les lignes droites à travers l�origine des coordonnées

du système di¤érentiel (3:1) sont invariantes par le �ux de ce système. Ainsi,
y

x
est une intégrale première du système, puis, les courbes qui sont formées par

les trajectoires du système di¤érentiel (3:1), en coordonnées cartésiennes sont

données par y � hx = 0 où h 2 R:
Ceci complète la preuve de (h2) du Théorème 3.3.

3.3.1 Exemples

Maintenant on va présenter quelques exemples d�application.

Exemple 3.4 Prenons m = 20; b = 4; n = a = 1; s = c = �1, donc le système
(3:1) devient :8><>:

x0 = x (1 + 10x2 + xy + 10y2 � 11x4 � x3y � 13x2y2 � xy3 � 3y4) ;

y0 = y (1 + x2 + xy + 2y2 � 11x4 � x3y � 13x2y2 � xy3 � 3y4) :
(3.8)

En coordonnées polaires (r; �), le système (3:8) s�écrit :8><>:
r0 = r + f1 (�) r

3 + f2 (�) r
5;

�0 = f3 (�) r
2;
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où
f1 (�) = cos 2� � 2 sin 4� + 6 sin 2�;
f2 (�) = �1 + cos 2� � 6 sin 2� + 2 sin 4�;
f3 (�) = (8� 8 cos 2�) cos2 �:

Dans le premier quadrant (x > 0; y > 0) ; on a f3 (�) 6= 0, correspond au cas (h1)
du théorème (3:3) alors le système (3:8) est intégrable et son intégrale première

est :

H (x; y) =

Z arctan y
x

0

exp

�
�
Z s

0

D (w) dw

�
C (s) ds+

exp
�R arctan y

x

0
D (w) dw

�
x2 + y2 � 1 ;

où

A (�) =
2

f3 (�)
;

B (�) =
2f1 (�)

f3 (�)
;

C (�) =
2f2 (�)

f3 (�)

et

D (w) = B (w) + 2C (w) :

De plus, le portrait de phase du système di¤érentiel (3:8), avec les coordonnées

cartésiennes est donné par

x2 + y2 =
h+ exp

�R arctan y
x

0
D (w) dw

�
�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

h�
R arctan y

x

0
exp

�
�
R s
0
D (w) dw

�
C (s) ds

où h 2 R:

Exemple 3.5 Prenons m = b = 1; n = a = 3; s = c = �2; donc le système
(3:1) devient :8><>:

x0 = x (1 + 3x2 + xy � 2y2 � 4x4 � x3y � 3x2y2 � xy3 + y4) ;

y0 = y (1 + 3x2 + xy � 2y2 � 4x4 � x3y � 3x2y2 � xy3 + y4) :
(3.9)

Le système di¤érentiel (3:9) s�écrit en coordonnées polaires (r; �) :8><>:
r0 = r + f1 (�) r

3 + f2 (�) r
5;

�0 = 0;
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où

f1 (�) =

�
5

2
cos 2� +

1

2
sin 2� +

1

2

�
;

f2 (�) =

�
�5
2
cos 2� � 1

2
sin 2� � 3

2

�
;

f3 (�) = 0;

on a : f3 (�) = 0; d�où �
0 = 0; c�est à dire � est constante, ainsi

H (x; y) =
y

x
:

Cela correspond au cas (h2) du théorème (3:3).

De plus, le portrait de phase du système di¤érentiel (3:9), est donné par

y � hx = 0

où h 2 R:



Conclusion générale

Dans ce travail on s�est intéressé à l�étude qualitative des systèmes di¤éren-

tiels polynômiaux planaires ainsi qu�à celle des systèmes di¤érentiels planaires

de Kolmogorov. Il est important pour un système di¤érentiel de savoir s�il admet

ou non une intégrale première, une solution périodique, de plus si cette solution

périodique est isolée, on parle par dé�nition d�un cycle limite. D�autre part le

calcul de l�intégrale première d�un système di¤érentiel planaire détermine com-

plètement le portrait de phase du système. Pour les modèles issus de la pratique,

il est important d�étudier ces questions : intégrale première, solution périodique,

cycle limite, portrait de phase. Les résultats présentés dans ce mémoire s�arti-

culent sur ces questions.

Dans le premier chapitre on a présenté quelques notions de base, concer-

nant la théorie qualitative des systèmes di¤érentiels, en particulier les systèmes

di¤érentiels planaires de type Kolmogorov.

Dans le second chapitre on a présenté quelques résultats sur les courbes in-

variantes et les intégrales première pour une classe de systèmes di¤érentiels pla-

naires de type Kolmogorov de degré 3 dont on a utilisé l�équation di¤érentielle

de Bernoulli et on a présenté quelques exemples d�applications. Dans le troi-

sième chapitre on a présenté quelques résultats sur les courbes invariantes et

les intégrales première pour une classe de systèmes di¤érentiels planaire de type

Kolmogorov de degré 5 dont on a utilisé l�équation di¤érentielle de Riccati et on

a présenté quelques exemples d�applications.
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