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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de faire une introduction & la modélisation mathématique en
épidémiologie, suivie de la définition mathématique du taux de reproduction de base R
qui est un parametre fondamental en épidémiologie pour prévenir 'apparition d’épidémies.
La méthode de la matrice de nouvelle génération utilisée pour calculer le parameétre Ry est
définie et un résultat important de cette méthode est démontré. Un modéle mathématique du
mécanisme de transmission du COVID-19 intégrant la mesure de vaccination des individus
sensibles est étudié et le parametre associé & ce modeéle est calculé en utilisant la méthode

précédente. La stabilité asymptotique locale de I’équilibre sans maladie (DFE) est étudiée.

Abstract

The objective of this thesis is to make an introduction to mathematical modeling in epi-
demiology, followed by the mathematical definition of the basic reproduction rate Ry which
is a fundamental parameter in epidemiology to prevent the appearance of epidemics. The
next-generation matrix method used to calculate the Ry parameter is defined and an im-
portant result of this method is demonstrated. A mathematical model of the transmission
mechanism of COVID-19 integrating the measure of vaccination of susceptible individuals
is studied and the parameter associated with this model is calculated using the previous

method. Asymptotic local stability of disease-free equilibrium (DFE) is studied.
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Introduction

Les maladies infectieuses continuent a affaiblir et a tuer des humains et des animaux, avec
I’apparition de nouveaux agents pathogenes, et la réapparition ou I’évolution d’anciens agents
pathogénes exemple du virus covid-19 qui est apparu en fin décembre 2019 en chine et qui
continue a exister jusqu’a ce jour.

La modélisation mathématique en épidémiologie est la science qui étudie la dynamique des
maladies infectieuses, ol le mot modéliser signifie la création d’une représentation mathé-
matique ; et épidémiologie signifie décrire I’évolution de la propagation de la populations
des infectés au cours du temps, afin d’établir des stratégies de prévention et d’intervention
permettants de diminuer leur impact sur la santé publique. Elle peut jouer un role tres
important en aidant a quantifier les aspects importants d’'une maladie en déterminant les
quantités seuils pour la survie ou la disparition de la maladie et en évaluant l'effet de straté-
gies de lutte particuliéres.

Une quantités seuil trés importante qu’on appelle la reproductivité, trés souvent connu par
le nombre de reproduction de base et noté par Ry, est un parametre clé en épidémiologie. 1l
permet de savoir si une épidémie ou une maladie peut se propager dans une population. Il
mesure le nombre moyen de cas secondaires d’infectés au début de I’épidémie. Quand une
épidémie se développe dans un pays ou dans une ville la premiére chose a faire est de calculer
le Ry associé a cette épidémie. Si Ry < 1 la maladie disparaitra d’elle méme, par contre si
Ry > 1, elle pourra se propager dans la population et devenir épidémique voire pandémique.
Dans ce cas 14 il faut introduire des mesures de préventions ou de protection afin de controler

la propagation de I’épidémie, dans le but de réduire le Ry en dessous de 1.



Introduction

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est organisé comme suit : une premiére partie qui traite des notions et des
outils mathématiques de bases que nous allons utiliser dans les chapitres suivants, ainsi nous
rappelons quelques notions d’existence et d’unicité des solutions de systémes d’équations
différentielles ordinaires, et quelques critéres de stabilité de ces solutions, ensuite dans la
deuxiéme partie, on définit quelques matrices particuliéres, et on annonce des théorémes im-
portants sur les matrices de Metzler comme le théoréme de Perron-Frobinius et le théoréme
de Varga.

Le deuxiéme chapitre est une introduction a la modélisation mathématique en épidémiolo-
gie. Nous y définissons la modélisation compartimentale. L’approche compartimentale est
trés souvent utilisée dans la construction de modéles épidémiologiques. Elle est tres utile
pour comprendre, analyser et anticiper la dynamique d’une épidémie. Elle consiste & parti-
tionner la population en compartiments disjoints dont la taille varie en fonction du temps.
Chaque compartiment regroupe les individus qui se trouvent dans le méme état vis-a-vis de
la maladie. Les différentes connaissances dont on dispose en ce qui concerne la maladie sont
ensuite utilisées pour déterminer les taux de transfert entre les différents compartiments. A
la fin de ce chapitre nous traitons deux modeéles épidémiologiques classiques de base, le ST1.5
endémique et le STR endémique. Nous utilisons la méthode de linéarisation pour étudier la
stabilité des solutions de ces modéles.

Le troisiéme chapitre est organisé en deux parties. Dans la premiére on introduit un concept
fondamental en épidémiologie, appelé taux de reproduction de base et noté Ry, il représente le
nombre moyen d’infections produites par un infecté introduit dans une population compléte-
ment susceptible (individus sains mais qui peuvent étre infectés). Suite au développement
de la modélisation mathématique en épidémiologie au cours du siécle dernier, Ry est devenu
un concept clé pour prévenir 'apparition d’épidémies. Nous commengons par un exemple
introductif puis nous donnons un rappel historique décrivant les étapes menant & I’énoncé de

sa définition mathématique. Dans la deuxiéme partie nous définissons une méthode, appelée
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"méthode de la matrice de la nouvelle génération", qui permet le calcul du paramétre R.
Dans cette méthode, Ry est défini comme le rayon spectral de «la matrice de la nouvelle
génération». La détermination de la matrice implique la répartition des compartiments en
deux blocs ; les compartiments des infectés (latents, infectieux...) et les compartiments des
individus non infectés. Cette méthode a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek
dans [5] et puis reprise par Vanden Driesscheet Watmough dans [9] pour les systémes en
dimension finie. Il a été montré que, si Ry < 1, alors 1’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable ; tandis que si Ry > 1, il est instable. Ainsi, Rq est un paramétre
de seuil pour le modele. Une signification épidémiologique de la formule mathématique de
Ry a été donnée.

Dans le quatriéme et dernier chapitre on applique la méthode de la matrice de la nouvelle
génération a deux modeles épidémiologiques. Le premier est le modeéle classique SEIR avec
une dynamique vitale, et le deuxiéme est un modele covid 19 avec vaccination. Le modéle
covid 19 sans vaccination a été étudié dans [11]. Une présentation détaillée du modele covid
19 avec vaccination est donnée. On montre I’existence et I'unicité des solutions de ce modeéle
puis on calcule 'expression du parameétre Ry et enfin on étudie la stabilité locale et globale

du point d’équilibre sans maladie DF'E.



Chapitr
(S

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de bases et résultats sur les équations

différentielles ordinaires que nous allons utiliser dans les chapitres suivants.

1.1 Equations différentielles ordinaires
Soient U un ouvert de R x R" (n € N), et f: U — R"

Définition 1 Une équation différentielle ordinaire du premiere ordre se présente sous la

forme d’une relation du type :

i (t) = [tz (1)), (t,2(t) €U

.. dx ,
ou © = —, que l’on note :

dt
&= f(t ) (1.1)

Remarque 1 Lorsque la variable indépendante t apparait explicitement dans [’expression

de f, Uéquation (1.1) est dite non autonome.
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Définition 2 (Equation différentielle autonome) : Soit U un ouvert de R™ et f : U — R"

une fonction. Une équation différentielle autonome est une équation de la forme :
b= f(z) (1.2)
telle que la variable indépendante t n’apparait pas explicitement dans le second membre de

[’équation.

Exemple 1 L’équation différentielle suivante :
i=a"+Vr—1

est une équation autonome.
L’équation différentielle suivante :

T=a+t

est une équation non autonome.

Définition 3 (Solution d’une équation différentielle ordinaire) La fonction x est dite solu-
tion de l’équation (1.1) sur Uintervalle I C R, si elle est définie et continiment dérivable sur

I et si(t,z(t)) € U pour tout t € I et si elle satisfait I’équation (1.1) sur I.

Définition 4 (Probléme de Cauchy) Soit (tg, xo) € U donné. La fonction x est dite solution
du probléme a valeur initiale (appelé aussi probléme de Cauchy) associé a l'équation (1.1) s’il

existe un intervalle I contenant t tel que x soit solution de l’équation (1.1) sur I et vérifie :

$(t0) = 29

Remarque 2 Un probléme de Cauchy s’écrit sous la forme suivante :

:t:f(tax)

ZC(to) =29 (to,l'o) ceU
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1.2 Existence et unicité

Définition 5 (a) On dit que f : U — R"™ est lipschitzienne par rapport o x, s’il existe un

nombre réel positif k tel que
V(t, 1), (Lza) € U || f(t,z1) = f(twe) |[S K| 21— 22 |

ou U est un ouvert de R x R™.
(b) On dit que la fonction f est localement lipschitzienne par rapport & x, si tout point
(to, o) € U posséde un voisinage inclu dans U et dans lequel f est lipschitzienne par rapport

aczx.

Théoréme 1 [I] (Ezistence de solutions) : Soit U un ouvert de R x R"™ et f : U — R™ une

fonction continue, le probléme
T = f(t,x)

l’(to) = 29

(1.3)

admet au moins une solution.

Définition 6 (Solution locale) On dira que (J,x) est une solution locale de (1.3) si x est

une solution définie sur J, ot J est un voisinage de ty dans I.

Définition 7 (Solution globale) Soit Q = J x U ot J est un intervalle de R et U est un
ouvert de R™. On appelle solution globale de I’équation différentielle & = f(t,x) une solution

définie sur J tout entier.

Définition 8 On appelle solution mazimale, toute solution qui n’admet pas de prolongement.

Remarque 3 Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est, en générale,

fausse.

Théoréme 2 [I] (Existence et unicité) : Soit U un ouvert de R x R" si f : U — R™ est
continue et localement lipschitzienne en x alors pour tout (ty,zo) € U, le probléme (1.3)

admet une solution maximale unique.
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1.3 Points d’équilibre et stabilité

Définition 9 (Point d’équilibre) Le point x* est dit point d’équilibre de ’équation (1.2) si
f(a7)=0.

Définition 10 (Stabilité)

e On dit que x* est un point d’équilibre stable pour [’équation (1.2) si

Ve > 0,30 > 0 tel que ||z (to) —z*|| <6 = |z (t) —z"|| <e , Vt>tg

e On dit qu’un point d’équilibre est instable s’il n’est pas stable.

Définition 11 (Point d’équilibre attractif)

e On dit que x* est un point d’équilibre attractif de l’équation (1.2) s’il existe un voisinage
D C U de z* tel que pour toute condition initiale xo dans D, la solution x (t) de condition
initiale (to, xo) du systéme (1.2) est définie pour tout t > to et tend vers x* lorsque t tend
vers linfini c’est-a-dire:

lim z (t) =z

t—o0
pour tout xog € D.

o Un point d’équilibre x* est globalement attractif si :

*

Vag e U ,tlimx(t) =z

ot x(t) est la solution de condition initiale (tg,xo).

Définition 12 (FEquilibre localement asymptotiquement stable) On dit qu’un point d’équilibre

x* est localement asymptotiquement stable si x* est stable et attractif.

Définition 13 (Equilibre globalement asymptotiquement stable) On dit que x* est globale-

ment asymptotiquement stable si x* est stable et globalement attractif sur U C R™.
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1.4 Théorémes sur la stabilité

1.4.1 Stabilité par linéarisation
Cas d’un systéme linéaire homogéne

Considérons le systeme linéaire

dx

— = Az 1.4
o (1.4)
ol A est une matrice carrée d’ordre n. Soient Ay, Ao, ..., Ay (avec s < n) les valeurs propres

de la matrice A et Og» un point d’équilibre du systéme linéaire (1.4).

Remarque 4 L’origine est toujours un équilibre de cette équation, mais il peut y en avoir

d’autres : tout élément de kerA est un équilibre

Théoréme 3 [/]

(i) L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si, toutes les valeurs propres de la
matrice A ont des parties réelles strictement négatives.

(i) SiVi=1..s, Re(\;) <0 et si pour toute valeur \;, telle que Re(\;) = 0, les multiplicités
algébrique et géométrique coincident alors l'origine est stable mais pas asymptotiquement
stable.

(413) Si Ji € {1..s} tel que Re(X;) > 0, alors lorigine est instable.

Exemple 2 On considére le systéme linéaire suivant

T=—-2x+y
(1.5)
j=-a
L’écriture matricielle du systéme est
T -2 1 x
Y —-10 y
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L’origine est le seul point d’équilibre du systéme (1.5). La matrice associée & (1.5) admet
une seule valeur propre double A = —1 qui est strictement négative donc l’origine de (1.5)

est asymptotiquement stable.

Stabilité par linéarisation

Définition 14 Considérons l’équation (1.2), et soit x* un point d’équilibre de ce systéme.
On note par D f(z*) la matrice jacobienne de [ évaluée au point z*.

Le systéme linéaire

dx

— =Df(x")(x — x*

= D) )

s’appelle le linéarisé ou lapproximation linéaire du systéme non linéaire (1.2) en x*.

L’étude de la stabilité de ’origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser

la stabilité de l’équilibre x* de (1.2). Plus précisément on a :

Théoréme 4 [/] (Théoréme de Poincaré-Lyapunov)

(1) Si toutes les valeurs propres de D f(x*) sont de parties réelles strictement négatives, alors
x* est un équilibre asymptotiquement stable.

(it) Si Df(z*) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors

[’équilibre x* n’est pas stable.

Exemple 3 On considére le systéme d’équations différentielles suivant :
T=x(3—1z—2y)
y=2y—uzy—y°

Le calcul nous donne les points d’équilibre suivant :

Ainsi,

o les valeurs propres de D f(x}) sont \y = 3 et Ay = 2, alors x7 est instable.
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e les valeurs propres de Df(x%) sont \y = —1 et Ay = —2, alors z% est asymptotiquement
stable.
e les valeurs propres de Df(x3) sont Ay = —1 et Ao = —3, alors x} est asymptotiquement
stable.

o les valeurs propres de Df(x%) sont \y = —1 — /2 et A\y = —1 + /2, alors % est instable.

Critére de Routh-Hurwit

Le critére de Routh-Huruitz donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que les
racines d’un polynéme de degré n > 3 soient & parties réelles strictement négatives.

Considérons le polynéme suivant :
p(y) =y +a "+ ay" P+ o+ a1y +an

avec p de degré n et a coefficients a; e R, i =1,....n
Ainsi on a le critére de Routh-Huruitz suivant :
Toutes les racines du polynome p(y) ont des parties réelles strictement négatives si est seule-

ment si, les inégalités suivantes sont satisfaites :

ay as as . . 0
1 as Qa4 . . 0
ap as 0 .oas . . .
a; >0, >0,..., >0
1 a9
0 a

10
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1.4.2 Meéthode de Lyapunov pour la stabilité

Définition 15 Soit V : R™ — R une fonction continue telle que V (0) =0

(1) On dit que V' est définie positive si :
V (z) > 0 pour tout x # 0
(2) On dit que V' est semi-définie positive si :
V (z) > 0 pour tout x
(3) On dit que V' est définie négative si :
V (x) < 0 pour tout x # 0
(4) On dit que V' est semi-définie négative si :
V (x) <0 pour tout x
Théoréme 5 [7) (Théoréme de stabilité de Lyapunov) Soit x* = 0 un point d’équilibre de

systeme (1.2) et U un ouvert de R™ contenant x*, s’il existe une fonction V de classe C*

telle que :

V(0) =0 et V(z) >0 dans U\ {0}

et

V(z) <0 dans U

alors x* = 0 est stable.

Si de plus

V(z) <0 dans U\ {0}

alors z* = 0 est asymptotiquement stable.

Définition 16 Une fonction V définie positive dont la dérivée temporelle V est semi définie

négative est appellée une fonction de Lyapunov

11
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Remarque 5 Pour montrer la stabilité asymptotique d’une solution d’un systéme donné,
nous devons définir une fonction V- définie positive et sa dérivée V. définie négative. Dans le
cas général ceci n'est pas évident. Ces conditions peuvent étre allégées en utilisant le principe

d’invariance de LaSalle.

1.4.3 Principe d’invariance de LaSalle

Nous allons maintenant présenter un résultat qui nous permettra d’offrir une condition suff-

isante pour la stabilité globale d’un point d’équilibre.

Définition 17 (Ensemble invariant) Un sous ensemble 2 de R™ est dit positivement (re-
spectivement négativement ) invariant relativement a (1.1) si x (t,Q2) C Q pour tout t > 0

(respectivement t < 0), Q est dit invariant si z (t,Q) = Q pour tout t.

Théoréme 6 [8](Théoréme d’invariance de LaSalle) Soit Q un ouvert de R™; supposons que
Q soit positivement invariant relativement o (1.2). Soit V : Q — R une fonction de classe
C! telle que :

(1) V <0 surQ.

(2) Soient E = {x €N :Viz)= O} et L le plus grand ensemble positivement invariant
relativement a (1.2) contenu dans E.

Alors, toute solution bornée issue dans € tend vers une limite dans l’ensemble L lorsque t

tend vers l'infini.

Corollaire 1 Soit 2 un ouvert de R™ et contenant * un point d’équilibre du systéme. Soit
U un voisinage de z* dans Q et V : U — R une fonction de classe C* définie positive, V < 0
dans U. Soit

E:{er :V(x):O}
e Si le plus grand ensemble positivement invariant L contenu dans E est réduit au point x*,

alors x* est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

12
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e Si ces conditions sont satisfaites pour U = ), et si de plus V est propre sur €0 (c’est
a dire si imV(z) = oo lorsque||z|| — o0), alors z* est un point d’équilibre globalement

asymptotiquement stable.

1.5 Quelques matrices particuliéres

Nous utiliserons les notations suivantes : Va,y € R"

r<ysiVi=1l.n, z; <y
r<ysiVi=1l.n, x; <y, etxFuy.

r<<ysiVi=1l.n, x; <vy.

Définition 18 (Matrice positive) Une matrice carrée A dans M, (R) est dite positive (re-
spectivement strictement positive), et on note A > 0 (respectivement A > 0), si tous ses

coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs).

Définition 19 (Matrice inversible) On appelle matrice inversible toute matrice carrée A
dans M,(R) telle qu’il existe une matrice B carrée dans M, (R) vérifiant AB = BA = I,, ou
I,, est la matrice identité.

Dans ce cas la matrice B est unique, appelée matrice inverse de A et notée A=,

Définition 20 (Matrice singuliére) Soit A une matrice carrée de M, (R). Si A est inversible,

elle est dite non singuliére, sinon elle est dite singuliére.

Définition 21 (Matrice réductible, matrice irréductible) Soit A = (a;;) € M,(R) Une ma-
trice carrée.

On dit que la matrice A est réductible, s’il existe une matrice de permutation P tel que

Pigp — A An
0 Ay

La matrice A est dite irréductible si elle n’est pas réductible.
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1.5. Quelques matrices particuliéres

a b
Exemple 4 Une matrice A = € My(R) est irréductible si et seulement si, cb # 0.

c d

En effet, si{e1,es} est la base canonique de R?alors les seules matrices de permutations sont

01
PIdZIQa 6tP7—12:
10
ot Py, est la matrice de passage de {e1,ex} a la base {es,e1}.
On a
d c
P'AP = A et PIAP,, =
b a

Alors A est irréductible si et seulement si, ¢ # 0 et b # 0.

Remarque 6 Une matrice strictement positive est une matrice irréductible.

Soit A une matrice carrée, on désigne par Spec (A) 'ensemble des valeurs propres de A.

Définition 22 (Module de stabilité) On appelle module de stabilité de la matrice A, le nom-
bre définie par o (A) = max{Re (\), A € Spec(A)}.

Définition 23 (Rayon spectral) On appelle rayon spectrale le nombre réel p(A) défini par

p(A) = max{|A|, A € Spec(A)}.

Définition 24 Une matrice A est dite stable si o (A) < 0.

Remarque 7 Une matrice stable est aussi appelée matrice de Hurwitz.

Définition 25 (Matrice de Metzler) On appelle matrice de Metzler, toute matrice A =

(a;j) € M,,(R) dont tous les coefficients hors de la diagonale sont positifs c’est a dire a;; > 0

pour i # j.

Remarque 8 Les matrices de Metzler peuvent étre utilisées pour prouver linvariance de

Porthant positif, et pour montrer des résultats de stabilité d’équations différentielles.
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1.5. Quelques matrices particuliéres

Théoréme 7 [3] Soit le systéme défini sur R™ par
T=A(x)r+0b (1.6)

ot A(z) est une matrice dépendante de x, et b est un vecteur positif de R™.
Si pour pour tout x € R"™, A(x) est une matrice de Metzler, alors le systéme (1.6) laisse

lorthant positif R™ positivement invariant.

Preuve. Supposons que pour tout x € R™, A(z) soit une matrice de Metzler (c’est a dire

a;;(x) > 0 pour tous i # j); soit ¢ un indice quelconque tel que 1 < i < n; soit 'ensemble

Sur H; on a
n

Zti = E aij(x)xj—l—bi
=1
n

= Z a;;(z)x;+b; >0
j=1 et j#i

Autrement dit, sur les ensembles H; qui sont les diverses faces de la frontiere de R}, la
restriction du systéme (1.6) a un champ de vecteurs qui pointe vers I'intérieur de R’} . Donc
par continuité du flot, aucune trajectoire de ce systéme qui commence dans R’} n’en ressort.

Ce qui démontre I'invariance positive de R"} et achéve la preuve du théoréeme. m

Théoréme 8 [2 (Perron-Frobenius) Soit A € M,(R) une matrice positive. Alors :

1) Le rayon spectral p(A) est une valeur propre de A, et il existe un vecteur propre v > 0 qui
lur est associé;

2) Si de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 et v >> 0 ; de plus p(A) est une
valeur propre simple et v est linéairement dépendant avec tout autre vecteur propre u > 0 ;
3) Si B est une matrice telle que B > A, alors p(B) > p(A) ;

4) Si A >> 0, alors p(A) > || pour toute valeur propre A de A.

Corollaire 2 Soit A € M, (R) une matrice de Metzler.

1) Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur propre v > 0
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qui lui est associé. De plus Re(\) < a(A) pour A € Spec(A)\ {a(A)}.

2) Si de plus A est irréductible, alors :

a) a(A) est une valeur propre simple;

b) v >> 0 et tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v.

Preuve. Il existe un C' > 0 assez grand tel que A + C1I,, > 0, par conséquent le théoréme
précédent de Perron-Frobenius peut s’appliquer & A + C'I,, pour un tel C > 0.

En particulier, le rayon spectral p(A + C1I,) > 0. On remarque que
Spec(A+ CI,) = C + Spec(A)
ce qui implique
a(A+ClI,) =C+ a(A)

et par conséquent, a(A) est une valeur propre de A.
Si A est irréductible, A + C1,, est aussi irréductible. Le théoréme de Perron-Frobenius

appliqué a A + C1,, implique les propriétés a), b). m

Théoréme 9 [3] (Matrice de Metzler stable) Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice de Met-
zler, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La matrice de Metzler A est stable

2) La matrice A est inversible et —A™1 >0

)
)
3) Sib>>0, alors 'équation Az + b =0 admet une solution x >> 0
4) Il existe un vecteur ¢ > 0, tel que Ac << 0

)

5) Il existe un vecteur ¢ >> 0, tel que Ac << 0

Preuve. 1) = 2)
La matrice A est stable, alors elle est inversible et a(A4) < 0 ;

il existe un scalaire k£ > 0 tel que pour tout xo € R”
HetAIOH < keto‘(A) ||x0||
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On en déduit que I'intégral

o0

/ et Axodt

0

o0

est normalement convergente pour tous xy. Par suite l'intégrale / e!4dt est absolument

0
convergente et donc convergente et la fonction ¢ — ‘4, (t € R, ) est dans L'(0, +00).

On pose

B= /emdt =A™
0

Dans ce qui suit, nous montrons que tous les coefficients de la matrice B = (b;;) sont positifs.

Soit {ey, .., e, } la base canonique de R". On a

bij = <Bej7€i> = </6tA€jdt, €i>

D’ou la matrice —A > 0.
2) =3)
Soit b un vecteur tel que b >> 0 ; et soit © = —A~!b ; alors x >> 0 car il est produit de
deux matrices strictement positives. D’autre part x vérifie Az + b = 0.
3)=4)
Soit b >> 0, et soit ¢ = —A~1b; alors ¢ > 0 et Ac = —b << 0.
4) = 5)
n
Soit ¢ un vecteur tel que ¢ > 0 et Ac << 0. Soit € >0 et ¢y =c+ &tZei >> (.
Ainsi -

Acy = Ac + gZAei

=1

Par continuité, on peut choisir ¢ suffisamment petit tel que Ac; << 0

5)=1)

17



1.5. Quelques matrices particuliéres

Soit ¢ >> 0. Considérons dans I'orthant positif R” I’équation différentielle
&= Az
et soit la fonction V' : R} — R telle que
V(z) = (c, z)
Puisque ¢ >> 0, alors V' est une fonction définie positive sur R} et on a

Viz) =(c)
= (¢, A'x)

= (Ac,z) <0, Vx e R},

Ce qui prouve, en vertu du théoréme de Lyapunov que la matrice A? est asymptotiquement
stable et par suite A est stable puisque A et A’ ont les mémes valeurs propres. Ce qui achéve

la démonstration du théoréme. m

Théoréme 10 [3] (Caractérisation des matrices de Metzler stables)

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme

A B

C D

M est stable si et seulement si, A et D — CA™'B sont stables.

Remarque 9 S: C' = 0 alors on aura M est stable si et seulement si A et D sont stables.

Définition 26 Soit A une matrice de Metzler inversible. On appelle décomposition réguliére

de A toute décomposition de la forme
A=F+V

ot FF'> 0 et V est une matrice de Metzler-Hurwitz.
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1.5. Quelques matrices particuliéres

Théoréme 11 [12] (Varga 1962) Soit A une matrice de Metzler inversible. Pour toute
décomposition régulicre de A de la forme A = F + V les deuxr assertions suivantes sont
équivalentes :

1) A est une matrice de Metzler stable.

2) p(—FV~1) < 1.

Preuve. 1) = 2)
Supposons que A soit une matrice stable, d’aprés le théoréme de matrice de Metzler stable,
A est inversible et —A~1 > 0.

Les matrices V = A — I’ et A étant inversibles, on peut écrire :

—FV'=—F(A-F)" =-F(I-FA"A)™

= —FAY (I — FA ™)~

On pose G = —FA~!. G est une matrice positive. Pour chercher son rayon spectral, d’aprés
le théoréeme de Perron-Frobenius, il suffit de se restreindre aux vecteurs propres positives.

Soit donc v > 0 un vecteur propre de GG correspondant a une valeur propre A > 0, soit

Gv =M. On a
A

—FVYy = (I 1, ==
Viie=GUI+G) v oG

est une valeur propre de La matrice —FV 1.

A
On déduit que T

D’autre part, si ;1 > 0 est une valeur propre de —FV ~! relativement & un vecteur propre
v > 0. Alors

GUI+G)v=w

Les matrices G et (I + G)~! commutent, on en déduit que
Gv=pu(l+ G

Cela entraine que nécessairement p # 1 et v est un vecteur propre de G relativement a la

valeur propre .
propre -

Par conséquent la fonction de R™ dans [0, 1[, définie par 2 — 7 <

est une bijection entre
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les valeurs propres de G = —FV ! sur celles de —FV . C’est une fonction monotone. Par

conséquent on a

p(G)

A e

<1

2)=1)

Supposons que p(—FV 1) < 1. Alors la matrice —I — FV ! est inversible, c’est en plus une
matrice de Metzler.

Puisque p(—FV™ 1) <1l,onaa(—I - FV!) <0.

On déduit que —I — FV ! est une matrice de Metzler stable.

D’apreés le théoréme des matrice de Metzler, on a —(—1 — FV =171 > 0.

Finalement

—AT = —(F+ V)
= —[(FV 4 D)
=(-V)FV I+t >0
Ce qui montre, d’aprés le théoréme des matrices de Metzler stables, que A est une matrice

de Metzler stable. m
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Modélisation épidémiologique

2.1 Le pourquoi et le comment

L’Epidémiologie est la science qui étudie les rapports existant entre les maladies ou tout
autre phénomene biologique et les divers facteurs qui pourraient les causer. Autrement dit
I’épidémiologie est une discipline qui s’intéresse aux facteurs influencant la santé des popula-
tions et qui cherche & développer et améliorer leur traitement et les moyens de prévention dans
le cas des maladies infectieuses. L’épidémiologie cherche & identifier les agents pathogénes
(les agents infectieux) et & comprendre leur mode de propagation. Une maladie est dite
endémique si elle persiste dans une population et elle est dite épidémique si elle apparait
pendant une période relativement courte dans une population (moins d’une année). Mais

quel est le rapport avec les mathématiques?

La modélisation mathématique en épidémiologie

La formulation en langage mathématique d’un phénomeéne concret a suscité la curiosité

de beaucoup de mathématiciens depuis des décennies. La modélisation mathématique en
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2.2. Un bref historique sur la modélisation épidémiologique

épidémiologie connait depuis quelques années un essor important dans la littérature grace aux
nombreux avantages qu’elle apporte, ainsi elle consiste & construire un modéle mathématique
qui vise trois objectifs principaux :

e Mieux comprendre les mécanismes par lesquels les maladies se propagent ce qui implique
I'importance d’une structure mathématique.

e Prévoir ’évolution future d’une maladie infectieuse.

e Comprendre comment controler la propagation d’une épidémie.

Les modeéles mathématiques en épidémiologie peuvent étres classés en quatre principales
catégories : les modeles discrets ou continue, les modéles d’EDO (équations différentielles
ordinaires), les modeles d’EDP et les modeles déterministes ou stochastiques.

Dans notre mémoire on s’intéressera aux modéles d’équations différentielles ordinaires.

2.2 Un bref historique sur la modélisation épidémi-

ologique

Daniel Bernoulli, un grand mathématicien suisse fut le premier en 1760 qui a utilisé un modele
mathématique pour tirer des conclusions épidémiologiques, il a proposé un modele pour
estimer les avantages de 'inoculation variolique dans le but de réduire le taux de mortalité
dans la population francaise. D’autres travaux majeurs en épidémiologie mathématique
sont dus a P.D. En’ko entre 1873 et 1894. Cependant on peut dire que les fondations
de I’épidémiologie mathématique basés sur les modéles compartimentaux sont 1'oeuvre de
Ronald Ross qui en 1911 donna le premier modéle mathématique de la transmission du
paludisme.

Ce modeéle avec x; qui représente la proportion des humains infectieux et x, la proportion

des moustiques infectieux, s’écrit sous la forme suivante :

jjl = m(lbll’g(l — ZL’1> — (5(1)1

(2.1)

11")2 = bga(l — .I'Q)ZL‘Q — UT2
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2.3. Modélisation compartimentale

Depuis ce temps, la modélisation mathématique est devenue un outil indispensable dans
I’analyse de la dynamique des maladies infectieuses. En effet, Ross utilisa le modeéle ci-
dessus pour montrer que pour éradiquer le paludisme, il suffit de ramener la quantité de
moustiques infectieux en dessous d’un certain seuil. L’épidémiologie est appelée par Ross la
théorie des happening ou encore pathométrie.

En 1927, W.O. Kermak et A.G. Mckendrick [6] ont appliqué les idées de Ross pour étudier la
dynamique de la transmission des maladies infectieuses humaines. Leur objectif était de com-
prendre pourquoi la grande pandémie de grippe espagnole de 1918 n’avait pas infecté toute
la population, plus précisément, Kermack et Mckendrick ont appliqué les idées de Ross pour
les maladies dont la dynamique de la transmission dépend de la fréquence et de 'intensité
des interactions entre individus susceptibles (sains) et individus infectés et infectieux. Leur
résultat fondamental publié en 1927 continue & jouer (comme le modeéle de Lotka-Volterra
en dynamique des populations), un role central dans la théorie mathématique des maladies
infectieuses.

Dans la littérature associée a la modélisation mathématique d’épidémie, les modéles les plus
connus sont les modéles compartimentaux, nous pouvons représenter les modeéles épidémi-
ologiques par des compartiments qui représentent les différents statuts dans lesquels peuvent

se trouver les individus d’'une population pendant la maladie.

2.3 Modélisation compartimentale

Un modele est une description de la réalité établie dans un langage précis (mathématique),
mais cette description doit permettre des prévisions ou des explications.

L’approche compartimentale est trés souvent utilisée dans la construction des modeéles épidémi-
ologiques. Elle consiste & partitionner la population en compartiments disjoints dont la taille
varie en fonction du temps. Chaque compartiment regroupe les individus qui se trouvent

dans le méme état vis-a-vis de la maladie. Les différentes connaissances dont on dispose en
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2.3. Modélisation compartimentale

ce qui concerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de transfert entre
les différents compartiments.

Dans ce qui suit nous donnons une description d’un exemple de modele épidémiologique
de type SEIR, voir la figure (2.2). Dans ce modeéle la population est divisée en quatre
compartiments, & savoir les susceptibles S, les exposés F, les infectieux I et les immunisés
R. Un individu dans le compartiment S est complétement susceptible, c’est-a dire il peut
contracter la maladie par contact avec ceux du compartiment /. Il est alors transféré au
compartiment £ qui contient les individus infectés mais pas encore infectieux. Aprés une
période de latence, qui dépend de la maladie, un individu dans E devient infectieux a son
tour et il est transféré au compartiment I. A la fin de sa période d’infectiosité, qui elle aussi
dépend de la maladie, I'individu rejoint le compartiment R des individus ayant acquis une

immunité permanente contre la maladie en question.

Nouveaux nés

l

S Incidence E Transfert a | Transfert a R
horizontale Partir de E Partirde |
déces déces déces déces

Schéma de transfert du modéle SEIR
(2.2)

S(t): le nombre d’individus susceptibles a l'instant ¢.
E(t) : le nombre d’individus exposés a I'instant ¢.
I(t) : le nombre d’individus infectieux a Iinstant t.
R(t) : le nombre d’individus rétablis a I'instant ¢.

N(t) : est la taille de la population (N(t) =S+ E+ I+ R)

Taux de transfert de S a F :

Le taux de transfert de S a FE est le taux d’infection des susceptibles par leurs contact

avec les infectieux. Suite & un contact adéquat entre un susceptible et un infectieux, les
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2.3. Modélisation compartimentale

individus sains contractent la maladie et deviennent infectés et passent du compartiment
des susceptibles S au compartiment des exposés E. Si [ est le nombre moyen de contacts
adéquats (i.e. contacts suffisants pour la transmission) pour une personne par unité de
temps, et si on suppose que le taux de contacts S ne dépend pas de la taille de la population
et ne varie pas avec le temps, alors (3 % est le nombre moyen de contacts avec les infectés
par unité de temps pour un susceptible, et par conséquent B%S est le nombre de nouveaux
cas par unité de temps.

Cette forme d’incidence bilinéaire est appelée incidence horizontale standard. L’incidence
verticale qui est le taux d’infection des nouveaux nés par leurs méres est quelques fois incluse
dans les modeéles épidémiologiques en supposant qu’'une fraction fixée de nouveaux nés est

infectée verticalement. Des formes variées d’incidences non linéaires sont considérées.

Taux de transfert de £ & [ :

Si on note ¢ le taux de transfert de E' & I alors ¢ est proportionnel a la période de latence car
dans la plupart des cas un infecté ne devient pas directement infectieux, il y a un intervalle
de temps entre le contact initiale avec le virus et I'apparition de la maladie. Aprés cette
période les individus sont transférés du compartiment des exposés E au compartiment des
infectieux I avec un taux eFE.

Taux de transfert de 1 & R :

Si on note 7 le taux de transfert de I & R alors  est proportionnel a la période d’infectiosité
qui dépend de la forme de la maladie. A la fin de cette période les individus rejoignent le
compartiment des rétablis avec un taux vy[.

On aboutit donc & un systéme d’équations différentielles ordinaires qui est le suivant :

;

S =—pBSI

E =B8] —¢cE

' (2.3)
[ =c¢E—~I

R= vl
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2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

2.4 FEtude de la stabilité des modéles épidémiologiques

L’une des questions fondamentales concernant une maladie infectieuse est de savoir dans
quelles circonstances elle peut proliférer dans une population donnée. Dans beaucoup de
cas, la population a une situation d’équilibre ou la maladie est absente et dans certains
cas la population a une situation d’équilibre ou la maladie est présente et pour le modele
mathématique, ces deux situations d’équilibre correspondent aux points d’équilibres définies

ci-dessous :

Définition 27 (Point d’équilibre sans maladie DFE)
C’est un équilibre du systéme qui correspond & l’absence de la maladie. C’est-a-dire tous les
compartiments contenant des individus infectés sont vides. La notation (DFE) vient de sont

appellation en anglais disease free equilibrium.

Définition 28 (Point d’équilibre endémique EE)

C’est un équilibre du systéme qui correspond & la présence de la maladie. C’est-a-dire tous
les compartiments contenant des individus infectés ne sont pas vides. La notation (EE) vient
aussi de sont appellation en anglais endémique equilibrium.

La question de savoir si la maladie risque de proliférer peut alors étre cernée par l’étude de

la stabilité de ces équilibres.

2.4.1 Quelques modéles compartimentaux

Pour comprendre le comportement des modéles épidémiologiques nous étudions dans ce qui

suit deux modeles de base qui sont le SIS endémique et le STR.

Le modéle SIS endémique

Le modele de base SIS est le plus simple modeéle de maladie infectieuse qui ne confére

pas d’immunité. Ainsi les susceptibles peuvent étre infectés et redevenir susceptibles aprés
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rétablissement. C’est un modéle endémique parce qu’il peut arriver que la maladie puisse

persister.

N
u U T
S pS1 J 1
N
yl
Shéma de transfere du modeéle SIS
(2.4)
Le modele avec une dynamique vitale est donné par :
. ST
S:uN—,uS—ﬁ——i-vf
N (2.5)
I= pSI _ I—ul
=N VoK

S : est la population des susceptibles.

I : est la population des infectieux.

Ou N = S + I est la taille de la population.

Avec les conditions initiales S(0) = Sy, 1(0) = Iy, et Sy + Ip = No.

Les parameétres (3, ;1 et 7 sont respectivement le parameétre de transmission, le taux de na-
talité supposé égal au taux de mortalité et le taux de perte d’infectiosité. Les nouveaux nés
sont tous supposés susceptibles. Les naissances équilibrent les déces de telle sorte que la
taille de la population N soit constante.

Si 'on suppose que v = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de guérison, alors le modeéle est dit de
type SI. Dans ce cas, lorsqu’un individu est infecté, il reste infectieux toute sa vie (mais
la maladie n’est pas mortelle, puisque nous ne décrivons pas de mortalité spécifique a la
maladie). Des exemples de maladies ayant ce type de caractéristiques sont les maladies bac-
tériennes.

Remarquons enfin que la notion de « naissance » et de « mort » sont relatives & la pop-
ulation considérée. Un modele qui décrirait la propagation du virus (VIH/SIDA) dans une

population & risque comme celle des toxicomanes, considérerait par exemple la naissance
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comme le début du comportement & risque, et la mort comme la fin du comportement a

risque, que cela soit di a la fin de la pratique ou au déces de 'individu.

Etude explicite du modéle On considére le probléme aux valeurs initiales S(0) = Sy et
[(0) = I[), avec So + [() = NO > 0.

En sommant les équations du systéme
S+I=N=0

Par conséquent, la population totale est constante (sa dérivée est nulle, impliquant qu’elle

ne varie pas au fil du temps). On considére alors les proportions

i(t) = ijvzf) et s(t) = % —1-i()

En remplacant dans le systéme, on obtient :
s=1—1
i = Bi(l—i) = (v + p)i
La deuxiéme équation est une équation de Bernoulli, et la substitution y = i~! la transforme

en ’équation différentielle linéaire

y=—(B—v—py+p5. (2.6)

En utilisant la méthode de la variation de la constante on obtient le résultat du lemme

suivant :

1
Lemme 1 Sous la condition initiale y(0) = —, la solution de ’équation (2.6) est
(]

B—(v+up) —iof
io(B — (v + 1))

ot Cexp(—(B—(y+p)t,  avecC =

Alors la solution i(t) est donnée par

_ io(8 — (v + p))
i0B[1 —exp(—(8 — (v + u)t] + (B — (v + p)) exp(— (B — (v + p))t

i(t) (2.7)
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Discussions de la solution 1) 1¢ cas: 3 — (v +pu) <0

limi(t) =0 et lims(t) =1

2) 2¢me cas: § — (y+p) >0
tlimi(t) = w et tlims(t) =1- w

Remarque 10 Le point (1,0) est un point d’équilibre sans maladie, et le point

B—(v+u ﬁ—(vﬂb))

=575

est un point d’équilibre endémique du modéle.

Interprétation :

Pour une maladie sans immunité, quelle que soit la fraction infectée initiale positive, la
fraction infectée approche une valeur constante endémique si § — (7 + p) > 0. Sinon, la

maladie a tendance & disparaitre.

Le modéle SIR endémique

C’est un modele épidémiologique dit classique car il est largement utilisé dans des travaux de
recherche d’actualité. 1l est formulé par Kermack et Mckendrick en 1927, leur objectif était
de comprendre pourquoi la grande pandémie de grippe espagnole de 1918 n’avait pas infecté
toute la population. Le modeéle STR endémique est représenté par trois compartiments

essentiels qu’on représente dans le schéma suivant :

K BSI/N vl
24 's 5

l l l

uS ul uR

N
P
A 4

Schéma de transfere du modele SIR endémique
(2.8)
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2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

Le taux de contact est le nombre de contacts par un agent infectieux par unité de temps, de
1
sorte que le taux d’infection est donné par (5 NS , le taux d’élimination est représenté par v/

ce qui nous méne & introduire le systéeme d’équations différentielles suivant :

S'Zu—ﬂ—]i]—uS S(0) = So
[= % —(y+wI I(0) =1 (2.9)
R=n~I— uR R(0) = Ry

\

S : nombre d’individus susceptibles.

I : nombre d’individus infectieux.

R : nombre d’individus rétablies.

N : La taille de la population (N =S + I + R).

Le parameétre p est le taux de natalité et de mortalité qui sont supposés étre égaux.

Ce modele est appelé modeéle STR car les personnes sont transférées du compartiment des
susceptibles vers le compartiment des infectieux et du compartiment des infectieux au com-
partiments des rétablis ot bien éliminés. Il est généralement utilisé pour décrire des maladies

qui développent une immunité dite permanente.

S I R
En divisant les équations du systéme (2.9) par N et en posant s = N’ 1= N et r= N on
obtient le systéme suivant :
s$=p—Psi—ps  s(0)=so
i=Bsi—(y+p)i i(0)=ig (2.10)
T =i — pr r(0) = rg

Etude de la stabilité du modéle SIR

Invariance du domaine biologique du modéle

Le domaine biologique du modéle est ’ensemble

M={(s,i)s>0,i>0,r>0,s+i+r=1}
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2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

La premiére équation du systéme (2.10) est une équation différentielle linéaire du premier

ordre d’inconnue s. En utilisant la méthode de la variation de la constante on aura

t

s(t) = (exp —/(52' + p)ds) | 0 + ju(expj(ﬁi + p)dp)ds

0
Alors si sp > 0, on a s(t) >0 Vt > 0.

La seconde et la troisiéme équation du systéme (2.10) sont des équations différentielles
linéaires respectivement en ¢ et en r. En procédant de méme que précédemment on dé-
duira que

siig >0, alorsi(t) >0 Vit >0, et siryg>0,alorsr(t) >0 Vt>0

D’autre part onas+i+7=0alorss+i+r=sy+ig+ro=1.

On déduit que M est un ensemble positivement invariant par le systéme (2.10) et donc le

modele est bien posé.

Remarque 11 Pour étudier la stabilité du modéle nous allons tout d’abord calculer les points

d’équilibres associés a son systéme différentiel.
Calcul des points d’équilibres

On considére le systéme suivant :
p— Bst—pus =0
Bsi—(y+p)i=0 (2.11)
v —pr =20
La résolution de systéme (2.11) nous donne deux types d’équilibre :
(a) Un équilibre sans maladie noté (DF'E) qui est une solution constante du systéme, dans
laquelle il n’y a pas de maladie c’est & dire (I = R = 0), donné par =, = (1,0, 0).

(b) Un équilibre endémique noté (F'E). En effet d’apres I’équation

Bsi—(y+p)i=(Bs—(y+pn)i=0
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2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

et puisque dans ce cas 7 # 0 alors on a :

g 1tH
&)

En remplacant dans les autres équations on obtient :

Lk p
2

Y+ pu B
et
. y
r=—— —
y+up B

Finalement 1’équilibre endémique (E'E), de ce systéme, qu’on note x* est représenté par les

composantes suivantes :

= (s"=——, 1 — =, = —— )"

B Toa+un B T+uo B
Stabilité des points d’équilibres : Dans ce qui suit on étudie la stabilité des points
d’équilibre en utilisant la méthode de linéarisation.
La matrice jacobienne associée au systéme (2.11) est :
—fi—p —Ps 0
J(s,i,1) = Bi  Bs—(y+p) O
0 gl —
e Stabilité locale de (DFE):

La matrice Jacobienne au point x( est

—p — 0
J@o)=1 0 B—(y+p 0
0 Y —p
Calculons les valeurs propres de J(x) :
—p— A —p 0
det(J(zo) — Al3) = 0 B—(y+p) —A 0
0 0 —p— A




2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

Les calculs nous donnent les valeurs propres suivantes :

)\1:)\2:—u<0, )\3:6—(’}/‘|‘M)

On distingue deux cas :

1" cas : Si B < (v + p) alors A3 < 0 et toutes les valeurs propres sont a parties réelles
négatives donc le point d’équilibre DF'E est asymptotiquement stable cela veut dire que la
maladie ne vas pas se propager dans la population.

2°m¢ cas : Si B > (v + p) alors A3 > 0. Comme il existe au moins une valeur propre & partie
réelle positive, alors le point d’équilibre D F'E est instable, ce qui veut dire que la maladie va

proliférer dans la population, c’est-a-dire elle va converger vers ’équilibre endémique FFE.

Stabilité locale du point d’équilibre endémique EFFE La matrice jacobienne au point

¥ est :
Y R -
5(7+M 5) po—(y+mp) 0
J(x*) = L
(&) i) 00
0 gl —

Cherchons les valeur propre de J(z*) :

B
—— = A —(7tpu 0
Yt ( )
det(J(z*) — A\3) = Bu _ 2 Y 0
Yt H
0 0 —p— A
Apreés calcul on obtient les valeurs propres suivantes :
)\1 =—u< 0
s 1 g s
A= —p———+ A [P (—=) F4u(y+p) |1l - ——
i 20v+p) 2 ((7+u)) o (v + 1)

SR B W YR __s
A?’_M2(v+u) 2\/M((7+u)) +4u(v+u)<1 (7+u)>

On remarque que si 3 > (y + ), alors toutes les valeurs propres de J(z*) sont a parties

réelles négatives et donc le point d’équilibre endémique est localement asymptotiquement
g
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2.4. Etude de la stabilité des modéles épidémiologiques

stable, ce qui signifie que la maladie est persistante dans la population.

Le modele STR peut étre modifié de diverses maniéres, par exemple pour une maladie comme
la rougeole avec une période de latence de 8 & 13 jours, un compartiment pourrait étre intro-
duit pour la population qui a été exposée a 'infection mais qui n’est pas encore infectée. Ce
compartiment est noté par £. On peut également introduire le compartiment £ des individus

exposés dans divers modeéles pour obtenir les modeéle suivant : SEI, SEIS, SEIRS.
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Le nombre de reproduction de base Ry

3.1 Introduction

Pour envisager des stratégies de lutte contre une maladie donnée, il est essentiel de con-
naitre les caractéristiques de I’agent pathogene, le mode de transmission et d’autres détails
épidémiologiques, ces éléments différent considérablement d’une maladie & une autre. Notons
que la modélisation mathématique peut jouer un role important en aidant & quantifier les
stratégies possibles de lutte contre les maladies en ce concentrant sur les aspects importants
d’une maladie, en déterminant les quantités seuils pour la survie de la maladie et en évaluant
leffet de stratégies de lutte particulieres. Une quantité seuil trés importante est le nombre
de reproduction de base parfois appelé ratio reproduction et généralement noté Rj.

La définition épidémiologique de R est le nombre moyen de cas secondaires produit par un
individu infecté introduit dans une population d’individus sensibles, ol un individus infecté
a acquis la maladie, et les individus sensibles sont sains mais peuvent acquérir la maladie.
Dans ce chapitre nous allons introduire la notion du nombre de reproduction de base R

en épidémiologie mathématique, suivis d’un rappel historique décrivant les étapes menant
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3.2. Introduction de la notion de Ry

a I’énoncé de sa définition mathématique ensuite, nous allons expliquer la méthode de la
matrice de nouvelle génération permettant son calcul dans le cas des modéles épidémiques

décrits par des équations différentielles ordinaires (EDO).

3.2 Introduction de la notion de Ry

Vingt ans apres ’épidémie de peste bubonique dévastatrice qui a touché Bombay en 1905-
1906, W.O. Kermak et A.G. Mckendrick ont voulu répondre a la question suivante : com-
ment prévenir une telle épidémie? pour atteindre cet objectif, ils ont construit un modele
dynamique avec la volonté d’ajuster les données collectées relatives a cette épidémie.

Pour formuler le modele, ils ont fait plusieurs hypothéses conduisant aux considérations
suivantes : ils ont divisé la population de Bombay en trois catégories sensibles, infectieux
et mortes & cause de la peste, selon certains processus démographique. Ces considérations

peuvent étre résumées par le schéma suivant :

BSI v

Schéma de transfert du modéle SIR
(3.1)

Dans ce modele, le paramétre 5 > 0 désigne le taux d’infection de la maladie, de sorte que la
quantité S est la force d’infection et v > 0 est le taux de mortalité di a la maladie. W.O.

Kermak et A. G Mckendrick ont fait une traduction mathématique du modeéle STR :

S =—BSI/N
[ =BSI/N —~I (3.2)
R= vI

La question fondamentale, qui a conduit au concept de Ry est la suivante : Peut-on extraire
un outil du systéme (3.2) pour mesurer le risque de maladie et prévenir apparition d’une

épidémie? Cet outil souhaité est le nombre de reproduction de base Rj.
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3.2. Introduction de la notion de Ry

Etude du comportement du modéle.

A partir de l'expression S + I + R = N nous pouvons obtenir R en fonction de S et I,

L’étude du systeéme (3.2) est donc réduite a 1’étude du systéme suivant :

S =—BSI/N S(0) =0 5.3
I =BSI/N —~I 1(0)=0

Apreés résolution du systéme (3.3) on obtient les courbes de niveaux suivantes
I-C—S—i—%logS, avec C' = Sy + I

Nous remarquons que ces courbes de niveau sont des courbes du plan (S, I), et les trajectoires

du plan de phase vérifient
0<I<NO<S<NO<S+I<N
et sont contenues dans le triangle de sommets
(N,0),(0,N),(0,0)

Etant donné (3, v et Iy, une question clé dans toute situation épidémique est de savoir si
Iinfection se propagera ou non, et si elle évolue comment elle se développera avec le temps
et quand elle commencera a décliner.

On a
dl
—(0) = B8Sply — v/
dt(> BSolo Yo

Etudions le signe de cette dérivée

dl
si %(O) > 0 alors Iy(8Sy —v) > 0= Sy >

DR @I

dl
si g(O) < 0 alors 1y(8Sy —v) < 0= Sy <

dsS
Notons que I < 0, Vt > 0 alors la population des susceptible S va diminuer au cours du
temps, cela implique que S < Sp.

e Si Sy < % alors

dI

%:[(BS—V)SO, pour tout t > 0
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3.2. Introduction de la notion de Ry

Ainsi dans ce cas, nous avons [(t) < I, et comme nous savons que I est une fonctions
décroissante alors /(t) — 0 quand t — +o0, ce qui implique que le nombre moyen d’individus
infectieux diminue de facons monotone jusqu’a 0 c’est-a-dire que l'infection disparait et
aucune épidémie ne peut se produire.

e Par contre si Sy > % nous avons [(t) > [y pour un certain ¢t > 0 alors I(¢) augmente et il
y a une épidémie qui va se produire.

En résume, si Sy > % alors il existe une épidémie tandis que si Sy < % il n’y aura pas
d’épidémie. Le parameétre % est appelé «taux d’éloignement relatif» et son inverse —,
s’appelle «le taux de contact de 'infection».

Alors si on introduit un individu infecté dans la population, celui-ci infecte d’autres individus

avec un taux ($Sp pendant la période infectieuse prévue —. Ainsi, nous pouvons s’attendre

a ce que ce premier individu infectieux infecte Ry = =95, individus.

g
Notez que Ry nous permet de déterminer si une épidémie peut ou non se produire, ainsi si
Ry < 11l n’y aura pas d’épidémie, par contre si Ry > 1 il y aura une épidémie.
Plusieurs étapes ont été nécessaire pour formuler la définition épidémiologique, c’est a dire le
nombre d’infection secondaires résultant d’une seule infection primaire dans une population
complétement sensible, et par conséquent pour énoncer une définition mathématique concreéte
de Ry, a partir de la définition épidémiologique, un sens intuitif montre facilement que R
doit étre considéré comme un seuil.
Suite & 'introduction d’un nombre p d’individus infectés dans une population sensible, alors
Rop individus seront infectés aprés une étape, et plus généralement Rip aprés k étapes.
par conséquent, Ry > 1 impliquerait une apparition de la maladie, tandis que Ry < 1 sa

disparition.
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3.3 Historique du paramétre R

Nous présentons ci-dessous un bref historique relatant les différentes étapes qui ont permis
la définition mathématique de Ry :

Tout au début, ce concept a été introduit par R. Bockh en 1886 dans un but démographique,
il a essayer d’estimer le nombre moyen de descendants femelles produits par une femelle
pendant toute sa vie. Pour ce faire, il a calculé & partir de données recueillies dans la ville
de Berlin au cours de 'année 1879, le produit de la probabilité de survie en fonction de ’Age
par le taux de fécondité. En prenant compte dans son calcul le rapport des sexes, il a obtenu
une estimation de 1.06 qui est considérée comme la premiére valeur de Rj.

La deuxiéme étape était la formulation mathématique de R. Bockh. Ensuite en 1925, L.J.
Dublin et A. Lotka ont proposé la premiére formule mathématique pour un Ry, lié & la

probabilité de survie des femmes en fonction de I’dge et du taux de fécondité comme suit :

+oo

Ry = / p(a)B(a)da (3.4)

0

ot p(a) est la probabilité de survie et S(a) le taux de fécondite.

On peut noter qu’a ce stade, cette derniére définition de Ry est liée a la démographie mais
pas encore & un concept épidémiologique.

Le lien avec I’épidémiologie est di & R. Ross au début du 20°™¢ siécle, lorsqu’il a publié
des articles consacrés a I’étude de la propagation de la malaria, il a identifié les moustiques
anophéles comme le vecteur de la transmission du paludisme, ensuite il a développé un
modeéle mathématique pour enfin démontrer que ce n’est pas obligatoire d’éliminer tous les
moustiques pour éradiquer le paludisme, c’est-a-dire il a montré qu’il suffit que le nombre
de moustiques par homme se raméne & 1 (au dessous d’un seuil).

Suite aux travaux de Ross sur le cas spécifique de la malaria, Kermack et Mckendrick ont
ensuite entrepris d’étendre la notion de seuil aux maladies transmissibles, en développant le

modeéle STR et le théoréme de seuil associé.

Au début des années 30 : la notion de seuil est déja introduite en épidémiologie math-
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3.3. Historique du parameétre Ry

ématique, mais sans faire le lien avec la démographie et la notion de formulation de la
reproduction. Cette derniére sera finalement introduite en 1952.

En 1952 G. McDonald a introduit la définition du taux de reproduction de base de la malaria
comme suit :

" Le nombre d’infections distribuées dans une communauté comme résultat direct de la présence
en son sein d’un seul cas primaire non immunitaire. "

Au cour des années 70, un groupe de mathématiciens appliqués et des écologistes (C.E.G.
Smith, K. Dietz, H-W. Hethcote, R.M. Anderson, R.M. May) ont introduit la définition du
nombre de reproduction de base du point de vue épidémiologique. Ils ont donné la définition
suivante :

"Le nombre d’infection secondaires résultant d’une seule infection primaire dans une popu-
lation hautement sensible.”

Une définition mathématique appropriée de Ry a finalement été introduite par O. Dike-
mann , J.A.P. Heersterbeek et J.A.J. Metz en 1990 qui est liée & la valeur propre dominante

". Dans cette définition, les auteurs

d’un opérateur dit "opérateur de nouvelle génération
se concentrent sur I’équilibre sans maladie (DFE) du systéme dynamique épidémiologique,
correspondant a la situation ou la population est & un équilibre qui se caractérise par une
population sensible constante en ’absence de ’agent infectieux. La valeur R, vise & assurer
la stabilité (Ry < 1) sinon 'instabilité (Ry > 1) du DFE. Une définition mathématiquement
réalisable pour le Ry, lorsqu’il s’agit de systémes dynamiques, est donc :

Définition mathématique : Ry est le nombre de nouvelles infections produites par un individu
infectieux typique dans une population au point DFE.

Cette derniére définition a 'intérét d’étre valable pour les EDO ainsi que pour les systémes
dynamiques de dimension infinie, mais semble plus théorique que pratique et donne lieu a

la question naturelle suivante : comment calculer concrétement une valeur Ry a partir d’un

systéme dynamique modélisant un processus épidémiologique?

40



3.4. Calcul mathématique de Ry

3.4 Calcul mathématique de R

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode efficace pour le calcul de Ry dans un

cas déterministe de dimension finie.

3.4.1 La méthode de la matrice de nouvelle génération

Cette méthode proposée par P. Van Den Drissche et J. Watmough [9] vise a rendre explicite

la détermination de la valeur propre dominante de 'opérateur de nouvelle génération, en

considérant le cas spécifique des modéles épidémiques compartimentaux. En raison de la

dimension finie elle est appelée méthode de la matrice de la nouvelle génération, et elle

est trés utile & mettre en pratique. Dans cette méthode, il est important de distinguer les

nouvelles infections de tous les autres changement dans la population. Les auteurs proposent

d’écrire le systéme épidémique des EDO en séparant les variables d’états et les flux liés au

processus infectieux des autres.

On considére le systéme suivant :

avec f : R™ — R", une fonction, et soit

T =(Z1, e, Ty Tty oy Tny)
—_———— ——— —

non inf ectés inf ectés

ou x; > 0 représente le nombre des individus dans chaque compartiment.

On pose
f(@) = F(z) + V(z)
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3.4. Calcul mathématique de Ry

avec V(z) =V (z) =V (x)

Fi

vt Vi
- xi

v

Les flux des entrées et sorties du compartiment i

Soit le compartiment ¢, on note par :
Fi(x) : le taux d’apparition de nouvelles infections dans le compartiment i.
ViF () : le taux de transfert des individus dans le compartiment i par tous les autre moyens.

V-

() : le taux de transfert des individus hors du compartiment i.

Considérons le point d’équilibre sans maladie (DFE) noté x*. Puisque il y a absence de

maladie, les composantes z; sont nulles pour tout ¢ > m. Alors x* est donné par
x* = (1, T, ..., T, 0, ..., 0)

La nature des caractéristiques épidémiologiques implique les propriétés suivantes pour les
fonctions introduites
H; : Comme chaque fonction représente un transfert dirigé de personnes, elles sont toutes

positives, en d’autres termes
siz >0 alors V" (z) >0,V () > 0,F(z) >0 pour i = 1,n.

H, : Si un compartiment est vide, il ne peut pas y avoir de transfert d’individus de ce

compartiment par la mort, 'infection ou tout autre moyen.
si z; = 0 alors V; (z) = 0.

Hj : les compartiments ayant un indice inférieur & m sont non infectés par définition, alors

il ne peut pas apparaitre dans ces compartiments des infectés. Alors

Fi(x) =0 pour i = 1,m.
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3.4. Calcul mathématique de Ry

H, : Si on suppose qu'il n-y-a pas d’immigration d’agent infectieux, V;" et F; sont des

quantités infectieuses provenant des autres compartiments. Alors
si z* est un point DFE alors F;(z*) = 0 et V;" (2*) = 0 pour i = m + 1, n.

H; : Si F =0 (F = 0 pour tout z) cela veut dire qu’il n’y a plus de nouvelles infections,
et donc la maladie tend & disparaitre. Par conséquent les solutions du systéme (3.5) vont
tendre vers le point d’équilibre sans maladie DFE et la matrice jacobienne du systéme en ce

point est stable.

En utilisant les propriétés Hy,..,.Hs, la matrice jacobienne de f au point d’équilibre sans

maladies z* s’écrit comme suite :

Df(xz*) = DF(z*) + DV(x*) = DF(z*) + DV*(2*) — DV~ (z¥)

ou
0 0 J1 Jo
DF(z*) = DY (z*) =
0 F 0 Vv
avec
(] e[
Oz m+1<i,j<n O m+1<i,j<n
oV (x* oVi(x*
Zj 1<i,j<m Lj mlfllé?zn

ou F' > 0 est une matrice définie positive, V' est une matrice de Metzler stable et .J; est une

matrice stable.

Remarque 12 La propriété de stabilité des matrices V et J; est déduite de Hs.

3.4.2 Déduction de la matrice de nouvelle génération

Introduisons un petit nombre d’individus initialement infectés dans une population suscep-

tible & ’état sans maladie. Si on suppose que le processus de contamination est bloqué, alors
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d’aprés Hs et Hy, on a F;(x) = 0 pour i = 1, n.
Nous allons nous intéresser uniquement aux individus initialement infectés :
On a:

Df = DF + DV (3.9)

comme F = 0 le systéme devient :
&= DV(z*)(z — z¥) (3.10)

Le systéme (3.10) peut étre utilisé pour déterminer le sort du petit nombre d’individus
infectés introduits dans la population sans maladie.

Soit ¥;(0) le nombre d’individus initialement infectés dans le compartiment i et soit W;(t)
le nombre de ces individus initialement infectés qui restent dans le compartiment ¢ aprés un
temps t. Alors

T(t) = (Uppr (1), oo T (1)) (3.11)

représente les (n — m) derniéres composantes de z.

La partition de DV(z*) implique que ¥(t) satisfait

W(t) = V() (3.12)

qui admet I'unique solution

U(t) = eV (0) (3.13)

Ainsi, le temps attendu pour qu’un individu initialement infecté passe dans chaque compar-

timent est donné par 'intégrale suivant :
+oo
/ U(t)dt = —V~10(0) (3.14)
0

et le nombre prévu de nouvelles infections produites par le patient initialement infecté est

donné par 'intégrale suivant :

/+oo FY(t)dt = —FV10(0) (3.15)
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puisque F est positif et V' est une matrice de Metzler non singuliére alors —V =1 est positive,
c’est a dire que la matrice —FV ! est aussi positif.
La quantité suivante

K=-FV (3.16)

est appelée matrice de la nouvelle génération.

Interprétation de la matrice —F'V !

Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment j > m d’une population
sans maladie.

L’entrée (i,5) de la matrice V™! est le temps moyen passé dans le compartiment i par
I'individu initialement introduit dans le compartiment j.

L’entrée (i, j) de la matrice F' est le taux de production des infections dans le compartiment
¢ par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment j.

Ainsi I'entrée (i, j) de —FV ™! est le nombre prévu de nouvelles infections dans le comparti-
ment ¢ produites par un individu infecté introduit initialement dans le compartiment j.
Maintenant nous allons énoncer la définition mathématique de Ry suivie d’un théoréme qui

montre 1'utilité de ce taux de reproduction de base Rj.

3.4.3 Définition mathématique de R

Définition 29 Le taux de reproduction de base Ry, associé au point d’équilibre sans maladie

x* du systéme (3.5) est défini comme suit
Ro=p(=FV~71).

Cette définition nous donne le résultat du théoréme suivant :

Théoréme 12 [10]

45



3.4. Calcul mathématique de Ry

(1) Si Ry > 1 alors le point d’équilibre sans maladie (DFE) z* est instable.
(2) Si Ry < 1 alors le point d’équilibre sans maladie (DFE) x* est stable.

Preuve. De H5 on a (V) < 0, alors V' est stable et puisque V' est de Metzler alors d’aprés

le théoréme des matrices de Metzler stables on a

—Vt>o0

Puisque F' > 0 alors

—FV=t>0

D’apres le théoréme de Perron-Frobenius, Ry = p(—FV 1) est une valeur propre de —F'V 1.

Le linéarisé du systéme (3.5) au point z* est donné par
T =Df(z")x

avec la décomposition f = F +V on a

) L
Df(z") =
0 F+V

D’apres le théoréme du Poincaré-Lyapunov z* est asymptotiquement stable si a(D f(z*)) <
0.

D f(z*) est une matrice triangulaire par bloc alors spec(D f(z*) = spec(J;) U spec(F + V)
alors

a(Df(z*) <0< a(J1) <0et a(F+V) <0

De H; on a «a(J;) < 0.
D’autre part, F' > 0 et V est une matrice de Metzler stable alors F'+V est une décomposition

réguliere d’une matrice de Metzler et d’apres le théoreme de Varga on a
F+V eststable & Ry=p(—FV ™) <1

Finalement on a z* est asymptotiquement stable si Ry < 1 et est instable si Ry > 1. =
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Application de la méthode de la

matrice de nouvelle génération

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer la méthode de la matrice de nouvelle génération
pour calculer le paramétre Ry, pour pouvoir étudier la stabilité du point d’équilibre sans

maladie (DFE) associés a des modeles épidémiologiques.

4.1 Le modeéle SEIR avec une dynamique vitale

Pour modéliser la dynamique d’une maladie et prédire le nombre de cas atteints par cette
maladie, nous utilisons un modéle SETR avec une dynamique vitale, nous désignons par
S(t) la fraction d’individus qui sont sensible a la maladie, c’est-a-dire qui ne sont pas encore
infectés aux temps t, E(t) désigne la fraction des individus exposés ou latents, c’est-a-dire
ils sont infectés mais pas encore infectieux au temps ¢, I(t) désigne la fractions des individus
infectieux, c’est-a-dire sont capables de transmettre la maladie par un contact avec des

individus sensibles au temps ¢, R(t) correspond a la fraction du nombre des guéris au temps
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4.1. Le modéle SEIR avec une dynamique vitale

t. Ces considérations peuvent étre résumées par le schéma suivant :

A BSI ¢E — yl
S N E | I 2 R
H H H | u

Schéma de transfére du modele SEIR

(4.1)
Le modele SETR peut étre écrit comme suit :
( .
S=—-06STI—uS+A
E=851—(s+pkE
( ) (4.2)

[=cBE—(y+u)l

R= vl — uR
\
Ou A et u représentent les taux de natalité et de mortalité, respectivement, supposés étre

égaux pour maintenir une population constante.

Comme la variable R n’apparait pas dans les trois premiéres équations, alors nous pouvons
écarter carrément la quatriéme équation, et le systéme devient

S =—BSI—puS+A

E=83SI—(c+pE (4.3)

[=cE—(y+up)l
Calcul de R, correspondant au systéme (4.3)

On pose x = (S, E, I).

Une solution d’équilibre avec E = [ = 0 est donnée (S*,0,0) ou S* =

==

alors z* = (5*,0,0) est un équilibre sans maladie DFE.
Détermination des matrices F' et V :

On a
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4.1. Le modéle SEIR avec une dynamique vitale

0 A wS + BSI
F=|psr| V=] o Vo= (n+y)E
0 vE (e 4+ p)l
Alors
A —puS—pSI
V= -(+7E
vE — (e +p)I
Par conséquent
0 0 0 00 O

DF(x)=| BI 0 S | = DF@E* )= 0 0 BS*

0 0 O 00 O
o g2
= F = H
Et
A
—(u+BI) 0 —B8 -0 i
Dy = 0 —(v+p 0 =DV )= 0 —(v+p) 0
0 ot —(e+p) 0 gt —(e+p)
1 0
V(<7+“) 0 )jvl (v + 1) :
g} _
v e NG B ey
A 1
P (0 %z) o) .
g} _
00 (vt wletn)  (E+n

Alors le rayon spectral de K est :

B B BAy
Bo= oK) = o e+
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4.1. Le modéle SEIR avec une dynamique vitale

Stabilité locale du point DF'E :

Théoréme 13 [J] Le DFE est localement asymptotiquement stable si Ry < 1, sinon il est

instable.

Preuve. Pour étudier la stabilité locale de ’équilibre sans maladie en utilise la méthode de
linéarisation
On considére : z* = (1,0,0) cela, en supposant que A = p, est le point d’équilibre sans

maladie dit DF'E. La matrice jacobienne du systeme SEIR est donnée par :

—(pu+ BI) 0 —B5S
J(@*) = 0 ~(u+7)  BSe
0 ot —(n+e)

Le polynéme caractéristique associé a cette matrice est le suivant :

(==X [(=p=7=AN(=p—e—=A) = B75] =0

Les valeurs propres associées & ce polyndéme sont

A1 =—H
N 2ty te  V@uty e+ dlpt)(ute)(f — 1)
L=

2 2
o tate VOpty+e) At ) (e te)(Ro— 1)
s—— _

2 2

On distingue deux cas :

e 1" cas: si Ry > 1 alors \y > 0, A3 < 0 et \; < 0 et le point d’équilibre x* est instable
donc la maladie associé & ce systéme va proliférer dans la population.

e 2°" cas : si Rg < 1l alors Ay < 0, A3 < 0et Ay < 0 et le point d’équilibre z* est

asymptotiquement stable et donc la maladie va disparaitre. m
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

4.2 Modéele covid-19 avec intégration de stratégie de

vaccination

4.2.1 C’est quoi la covid-19:

La maladie du coronavirus (COVID-19) est une maladie infectieuse due au virus SARS-CoV-
2, elle a été signalée pour la premiére fois & Wuhan, dans la province chinoise du Hubei. La
plupart des personnes infectées par le virus présentent une maladie respiratoire d’intensité
légére & modérée et se rétablissent sans avoir besoin d’un traitement particulier. Cepen-
dant, certaines personnes tombent gravement malades et ont besoin de soins médicaux.
Les personnes agées et celles qui ont un probléme médical sous-jacent, tel qu’une maladie
cardio-vasculaire, un diabéte, une maladie respiratoire chronique ou un cancer, ont plus de
risques de présenter une forme grave. N’importe qui, a n’importe quel age, peut contracter
la COVID-19 et tomber gravement malade ou en mourir.

La maladie, devenue une pandémie mondiale, s’est propagée rapidement dans le monde en-
tier, causant des problemes de santé publique majeurs et une crise économique, ayant un
impact massif sur les populations et les économies et imposant ainsi une charge supplémen-
taire aux systéemes de santé de la planéte.

La crise sanitaire mondiale du coronavirus covid-19 a fait émerger le role des modélisations
mathématiques dans la prise de décisions politiques et sanitaires. Elles sont trés utiles pour
nous aider a comprendre la dynamique de transmission et de lutte contre les maladies trans-

missibles voire la covid-19.

4.2.2 C’est quoi la vaccination

La vaccination est un procédé qui consiste & introduire un agent extérieure (le vaccin) dans
un organisme vivant afin de créer une réaction immunitaire positive contre une maladie

infectieuse.
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

4.2.3 Présentation du modéle

Nous introduisons un modele de transmission SVAIR pour étudier le comportement dy-
namique de ’épidémie COVID-19 intégrant I'une des mesure thérapeutique qui est la vacci-
nation des personnes sensibles. Pour décrire la progression de la dynamique de transmission
du COVID-19 avec vaccination dans la population, nous divisons la population N(t) en six
compartiments a savoir :

S(t

les personnes susceptibles.

<

)
A(t)
(t)
L,(t)

: les personne asymptomatiques.
: les personnes vaccinés.

: les personnes infectieuses non détectés ( les personnes dont nous ne savons pas qu’elles
sont infectées).

I,(t) : les personnes infectieuses détectés (les personnes dont on sait qu’elles sont infectées).
R(t) : les personnes récupéreés.

avec

N(t)=S(t)+ V(t) + A(t) + L,(t) + L.(t) + R(¢)

De plus, les conditions initiales suivantes sont prises en considération S(0) > 0, V(0) > 0,
A(0) >0, 1,(0) > 0, 1.(0) > 0, R(0) >0

Dans ce modeéle, nous constatons un afflux net de personnes sensibles. Cependant, les per-
sonnes sensibles diminuent aprés l'infection, en raison de l'interaction entre des personnes
sensibles et des personnes infectées non détectées (I,) ou des personnes infectées détectées
(I.). Une personne sensibles du compartiment S soit elle se déplace directement au com-

partiment (A) aprés avoir été infecté et devient asymptomatique avec un taux de contact

B(Ullu + U2Ir)
N

des vacciné (V') avec un taux « aprés avoir été vaccinée. Si ¢ est le taux d’efficacité du

ol v et vy sont les taux de transmission, ou bien passe par le compartiment

vaccin, alors une probabilité de (1 — ¢) de personnes vaccinées vont étre transférées vers
(1 —¢)B(vi 1y, + vol,)
N .

les personnes asymptomatiques progressent vers les compartiment des infectieux. Une frac-

le compartiment (A) des infectées avec un taux Une fois cela fait
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

tion p(0 < p < 1) des personnes asymptomatiques se déplacent vers le compartiment des
infectieux détectées (I,.), tandis quune fraction (1 — p) des personnes asymptomatiques se
déplacent vers le compartiments des infectieux non détectées (I,,).

Les parameétres d; et dy sont les taux de mortalités causées par la maladie pour les com-
partiments (I,,) et (I,) respectivement. Ainsi, méme infectée non détectée on peut savoir
qu’il est mort du virus. Enfin, les personnes infectieuses non détectées (I,) et détectées (1)
progressent vers le compartiment de récupération R, a des taux 7y, et 7. respectivement.
On remarque & nouveau que la progression de la maladie d’une personne infectieuse au com-
partiment de récupération est due a une personne qui développe une auto-immunité pour le
virus.

Le modele est donc représenté dans le schéma suivant :

B0yl + B21;)

(1 =) BByl +82l,)

Schéma de transfére du modéle covid avec

vacclnation ( n 4)

( I I

%:A— Bl £ vale) o o s

dv I, I,

%:aS—(l—s)ﬁ(vl tel)y oy

dA I, I, I, I,

dd _ Bldutval)yg o Bdutvl), oy

g]t N N (4.5)

d—; =oc(l—pA—(u+di+1,)1

dl,

o opA — (p+do+ 1,1

dR
L E == ’er[r + fYIqu - /LR
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Si on pose
B(Ullu + UQIT)
N

k1:U+M

A:

ko = p+di + 1,

ks = p+do + 1,

le systeme devient

(dS
P AZAS — al —
g‘t/ S —aS—uS
dA
— =AS+(1—=e)A\V -KkA
Cﬁ (4.6)
dd—]; =o0(1—p)A—kol,
C?é = O'pA — kg[T
T r[r u[u — uRR
i + H

4.2.4 Etude du modéle Covid 19

Existence et unicité des solutions

Ecrivons le systéme (4.6) sous forme matriciel

S —a—p 0 0 0O 0 0 S A—)\S

1% a — 1 0 0 0 O 1% —(1—=¢e)A\V
A 0 0 —k 0 0 0 A AS + (1 —e)AV
I, - 0 0 o(l—=p) ke 0 O 1, ! 0

I, 0 0 op 0 ks O I, 0

R 0 0 0 VY. V. —H R 0

On pose



4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Pour montrer I'existence et 'unicité du probléme de Cauchy suivant
X = AX(t) + G(X (1))
X(to) — XO

on utilise le théoréme d’existence et d’unicité.

On a f est continue, il reste a vérifier que f est localement lipschitzienne par rapport a X.

VX17X2 € Ri N
1f(X1) = f(Xo)]| = [[AX1 + G(X:) — AX, — G(Xy)]]
= [A(X1 — Xp) + G(X1) — G(Xo)]]
< [JA(Xy = Xo)[| + [|G(Xy) — G(Xo)||
On a

[AXy = Xo) [ < [[A] 1K = X5

D’autre part, en utilisant le théoréme des accroissement finis on obtient

IG(X1) = G(X)[| < sup  [[J(G(X))[[[ X1 — Xa

Xe[Xl,XQ]
avec J(G) est le jacobien de G. et [X1, Xo] = {tX; + (1 — )Xy : ¢ € [0,1]}.

Notons sup = M.
XE[Xl,Xz}

Alors

1F(X0) = F(X) [ < [[A[[[ Xy = X[ + M X0 = X

< (Al + M) [[ X1 = Xaf]
On pose My = ||A|| + M
[f(X1) = F(X2)| < My [ X1 — X5

M1206tM1<OOVtZO

Alors f est localement lipschitzienne par rapport & X et donc le systéme (4.5) admet une

solution unique.
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

4.2.5 Domaine biologique du modéle Covid 19

Lemme 2 La solution X (t) = (S(t), V(t), L,(t), I.(t), R(t)) du systéme (4.5) est positive et
bornée pour tout t > 0 et toute condition initiale X (0) > 0.

De plus, on a

lim N(t) <

t——+oo

=B

Preuve. le systéme (4.6) peut s’écrire sous la forme

S —a—p—X 0 0 0 0 0 S
1% o —pu—(1—=e)X 0 0 0 0 1%
A 0 0 AMS+(1—e)AV—=k 0 0 0 A
I, oo 0 o(1—p) ky 0 0 I,
I, 0 0 op 0 ks O I,
R 0 0 0 Mo —H R

A

0

0

n

0

0

0

Et le systeme (4.6) peut étre écrit de la forme
X(t)=BX(t)+b (4.7)

ol B est une matrice de Metzler et b est un vecteur positif.
D’aprés le théoréeme 7 du chapitre 1 on déduit que le systéme laisse positivement invariant
lorthant positif ]Rﬁ, et par conséquent les solution du probléme (4.7) sont positives.

Maintenant montrons que les solutions sont bornés
On a
N(t) = S(t)+ V(t)+A(®) + 1(t) + I(t) + R(t)
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Alors
N(t) =St)+ V() +A®) + I(t) +I(t)+ R(t)
=A—pu(S+V+A+I,+1I+R)— (dil, + do1,)
= A — uN — (dyI, + d1,)
On a donc

N(t) <A — uN car dil, + doI, >0

= N(t)+uN(1) <A
En multipliant les deux membres par /! on obtient
(N() + uN () < Ac

Par passage a I'intégrale on obtient

t t

/ (N(s)e" + uN(s)e")ds < / Aeksds

0 0
A
Nett — N(0) < —(et —1)
0
A A
Net < —et + N(0) — —
I I

En multipliant par e on obtient

N(t) < a + N(0)e " — é6_‘” =
7 p

Par passage a la limite on a

lim N(t) <

t—o0

=[D>

D’out N est bornée et par conséquent S, V, A, I,,, I, R l'est aussi. m

Domaine biologique du modéle Covid 19

Le domaine biologiques sur lequel sera étudié la dynamique du modeéle épidémiologique

covid-19 est ’ensemble

A
Q= {(S, V,A, I, I,,R)€R® / (S,V,A, I, I,,R) >0 et N(t) < ;}
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Théoréme 14 Q) est positivement invariant pour le modéle (4.5).

Preuve. D’aprés le lemme précédent on a (S(t), V(t), A(t), I,(t), I.(t), R(t)) > 0 pour tout
t >0 et (S(0),V(0), A(0), L,(0), I,(0), R(0)) > 0.
Soit N (0) € €.

N(0) <

=

= N(t) € Q d’ou le résultat

Remarque 13 Le domaine biologique du systéme est positivement invariant par le systéme

alors le modéle est bien posé.

Existence du point d’équilibre sans maladie

Résolvons le systéme suivant

( (
S=0 A—-A+a+pu)S=0
V=0 aS — (1 —e)AV —uV =0
A=0 AS 4+ (1= e)AV — ki A=0
. & (4.8)
I.,=0 opA —ksl, =0
RZO L rYIrIT—i_’Y]qu_,uR:O

Si le point d’équilibre sans maladie (DFE) X* = (S*, V* A* I, I*, R*) existe alors il vérifie

YUY T

A= =T'=0
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

En remplagant dans (4.8), on obtient :

p

A—(a+p)S=0
aS—(1=e)AV—-puV =0 (S*— A

_,u—l—a
0=0 x

N V*:aS _ aA
0=0 p pla + p)
R*=0
0=0
\ —uR =0

D’ou le systéme (4.6) admet un point d’équilibre (DFE) X* donné par

A al\

X* = ,
(u+a (o + p)

,0,0,0,0)

Stabilité du point d’équilibre sans maladie (DFFE)

Application de la méthode de la matrice de nouvelle génération Pour calculer le
taux de reproduction de base Ry associé au systéme (4.6) nous allons appliquer la méthode
de la matrice de nouvelle génération.

Soit

non infectés infectés

Les vecteurs F et V tels que f = F 4+ V sont données par :

0 A—A+a+p)s
0 aS — (1 —e)AV —puV
Fo 0 Ve Yirdlr + Yrudu — pR
AS + (1 —e)AV —k A
0 o(1—p)A— koI,
0 opA — ksl
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Alors
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
DF(X) =
A (1= 0 0 Bu(S+(1—¢)V) Pua(S+(1—¢)V)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
et
0000 0 0
0000 0 0
0000 0 0
DF(X*) =
00 0 0 Bu(S*+(1—¢e)V*) Pu(S*+(1—¢)V*)
0000 0 0
0000 0 0
Par conséquent on a
B, o o Bua, g, "
0 e (S*+ (1 —e)V¥) e (S*+ (1 —e)V¥)
F=10 0 0
0 0 0
On a aussi
—“A—a—p 0 0 0 —fBv1S —BveS
« (I—e)A—pu 0 0 —(1—=¢e)puiV. —(1—¢)puV
0 0 - 0 . VI,
DV(X) = H V1 I
0 0 0 —ky 0 0
0 0 0 o(l-p) —ko 0
0 0 0 ap 0 ks
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

et

0 0 0 for_4 Pz A
aTH N a+p N a+pu
BUI alA B/UQ al

@ —u 0 0 —(l-)——— —-(1l—-eg)—/———

S e B
0 0 0 —ky 0 0
0 0 0 o(1-p) —ks 0
0 0 0 op 0 —ks

Par conséquent
—k 0 0

—koks 0 0
1
- k1k2k3 —k‘gO’(l — p) —]{31]{33 0
—okop 0 —k1ko
A
On a S* = et V* = oz—’ alors
a+p pla+ p)
Bvl 61)1 A al
— ST+ (1—-9)V") = +(1—¢g)—
P -V = T - )
A A A
_ 61}:< n Q . « )
N a+p  platp) platp)
ﬁvl A al\
=S 00
N p pla+p)
[ur A «
= —(1—-¢
NENTA
D’autre part :
A aA

N*

= + +0+0+0+0
a+p o plo+p)

_pA+ oA A(p+a) A

pla+p)  pla+p) p
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

D’ou
P (50 4+ (1 V") = Bun(1 — —2)
— I — v —
N~ ' a+ [
De méme on aura :
Bg cx

N (ST A=V =Bl - S5

)

En remplacant dans F' et V on aura

EQ EQ
1— 1—
0 5”1( CY+M) 5112( CY+H)
F=1 0 0
0 0 0

Finalement on a la matrice de nouvelle génération associée au systéme est donnée par

Bu ca Bu cor Bv o Bu .
klkl2(1 a O‘+H)O-(1 B p) k‘lk23( - a—l-u)o-p k‘_ll(l - Oé-‘r,u) k‘_32(1 - a-‘r,u)

et le rayon spectrale de la matrice (—F'V ') est donné par

Ry =p(=FV)

ea o(l—p) ea | op
- 1— 1_ 9P
Bvl( (1Oé+l)1) klkg +5/02( Oé+ﬂ)k1k3
o vi(l—p)  wvyp Eq
Zlo s - = (4.9)

4.2.6 Stabilité locale du DFE

Théoréme 15 [3] Le point d’équilibre sans maladie (DFE) du systéme (4.6) est localement

asymptotiquement stable si et seulement st Ry < 1.

Preuve. Soit D f(X*) la matrice jacobienne du systéme (4.6) au point DF'E

VR
Df(X") =

0 F+V
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Avec

—(a4+p) 0 0

Jl(X*> - (6] —u 0
0 0 —u

eq eq
0 1-— 1-—
501( i ) 5712( +H)
F=1y9 0 0
0 0 0
—k; 0 0

op 0 —ks
D’apreés le théoréme de Poincaré-Lyapunov D f(X*) est stable si et seulement si, J; et (F'+V)
sont stables.
On ale Spec(J;) ={—(a+ p),—pu}, dou a(J;) = —(a+ u) <0 et J; est stable.
On a aussi Spec(V) = {—ki, —ka, —ks}, d’ou (V) < 0 et V est stable.

Alors on a F est positive et V' matrice de Metzler, alors d’apres le théoréme de Varga :
aA(F+V)<0& Ry=p(—FV 1 <1

par conséquent si Ry < 1 le point d’équilibre sans maladie (DFE) du systéme (4.6) est

localement asymptotiquement stable. m

4.2.7 Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie (DFFE)

Proposition 1 Supposons qu’il existe Vo € R, tel que

o+
«Q

V() > Vo Vt>0 et

A
V> =
"

alors

St Ry < 1, le point d’équilibre DF'E est globalement asymptotiquement stable sur ).
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Preuve. On considére la fonction suivante

ou B4, By, B3 sont des constantes positives & déterminer.
On a W est une fonction définie positive sur 2.

D’autre part :
W - BlA + BQIU —|— B?)jr

Bsyo(1 — B
202 p) | Bo0b 1y | pA(S V) = BieAV - Bykol, — Bhal,
Blkl Blkl

Byo(1—p)  Byop S+V
-1)+B I, I,
Bk, | Bk, D Tl TS
V
- B155<U1]u + UQL«)N - B2k2]u - ng?g],«.
Byo (1 — p) N Byop
Blkl Blkl
- Blsﬁ(vllu + UQ]T)L - ng’gju — ng’gjr.
a+ [

= Bll{ilA(

- BlklA(

1) + Blﬁ(vlfu + UQIT)

< Biki A(

Car on a
S+V<1
NS
et
V Vo
_ >
iy
s 1%
- A

Par conséquent
Byo(l—p)  Baop

Vo<
W< B AT 5~

« «
4+ (B1fvi(1 —¢ — Boky) I, + (B1fva(1 — ¢ — Bsks)I,
(Biffor(1 = 2= = Bako) L (Bafioa(1 = 2 =) = Byky)
On pose
1 By Bua
B, = By =—, et By =—
1 L o 2 s €L D3 s
a+u
D’ou A
T 1 Bvio(1—p) . EQ Buaop . EQ
v S1— e (T (1 oz+u)+’“’“3 (1 oz—i—M)
a—+ i

<M (Ro—1)
1

7a+u
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4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

AlorssiR0<1onaW§0

De plus I’ensemble suivant
M= {(S.V, A, L, [, R) € @ | W = 0}

se réduit au singleton {X*}, en effet

W=0
& Buky A(Ros — 1) + Blﬁvl(SJrVT_gv - ;j‘u)fu
+ Blﬁvz(MT_gv —(1- agfu)lr =0
& B A(Roy — 1) + Bufor (Y 1)+ (ai‘:‘u - %))[u
Bl ~ D+ (S = T =0
Et puisque on a +V < 1 donc % > ai#

Alors en déduit que

W=0et Ry<1=A=0,1,=0etI,=0

donc le plus grand ensemble invariant contenu dans cet ensemble est {X*} .
Finalement par le principe d’invariance de LaSalle, le DF'E X* est globalement asympto-

tiquement stable. m

Remarque 14 L’hypothése Vi € R, tel que V(t) > Vy Vt > 0 peut étre assurée si une

fraction de nouveaux nés est vaccinée.

4.2.8 Discussion de la valeur du parameétre R

Rappelons que

kil(vl(l - p) N %)(1 e - (Bvla(l - p) N 51}20;))(1 | c )

R p—t
0 B ]CQ ]{33 ]Clk’g ]{?1]{73 o+ M



4.2. Modéle covid-19 avec intégration de stratégie de vaccination

Cette expression correspond a la fraction des infections secondaires engendrées par une per-

5’010(1 - /0)
ki1ko

engendrées par les infectieux non détectés I, et le terme

sonne infectée au cours de son infection. Le terme correspond aux infections

correspond aux infections

13
EQu

o+ [

engendrées par les infectieux détectés I, et le terme 1 — correspond a leffet de la
vaccination.

Pour éradiquer la maladie, on doit réduire la valeur de Ry en dessous de l'unité, et les
parameétres qui doivent étre ciblés, pour pouvoir arriver éventuellement a ce résultat, sont le

taux de contact effectif 5, le taux de vaccination « et 'efficacité du vaccin.

D’aprées l'expression de Ry on déduit que la vaccination est trés efficace pour atténuer la

ete—1—
a+u a—+ W

plus lefficacité du vaccin et le taux des vaccinés sont élevés plus la maladie est atténuée.

maladie. En effet les fonctions @ +— 1 — sont décroissantes, alors

On doit aussi diminuer le taux de contact effectif 3, et pour cela on doit appliquer des

mesures de protection comme le confinement, la distanciation sociale et le port des masques.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a fait une introduction & la modélisation épidémiologique, puis on s’est
intéressé au parameétre de reproduction de base Ry, et on a donné une définition mathéma-
tique de ce parameétre et on a définit la méthode de la matrice de nouvelle génération qui
permet son calcul. Notons que 'avantage de cette méthode réside dans le fait qu’il s’agit
d’une méthode de réduction dimensionnelle, puisque la détermination de la stabilité de la
matrice D f(z*), nécessaire pour effectuer ’analyse de stabilité du point DF'E z*, est réduite
a la détermination du rayon spectral de la matrice de nouvelle génération —FV ! qui est de
dimension inférieure.

Un modéle mathématique du mécanisme de transmission du COVID-19 intégrant la mesure
de vaccination des individus susceptibles a été étudié et le parameétre associé a ce modele est
calculé en utilisant la méthode précédente. D’apres I'expression de Ry on a déduit qu’une
efficacité élevée du vaccin et une couverture vaccinale réduiront considérablement le nombre
d’infections.

Comme perspectives, nous pouvons modifier le modeéle COVID-19 étudié pour prendre en
compte des parameétres supplémentaires en intégrant par exemple le traitement de rétab-
lissement des individus infectés. Nous pouvons aussi faire I’analyse de la sensibilité du
parametre Ry pour identifier les paramétres du modeéles qui influent de maniére significative

sur la transmission de la maladie
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