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Symboles et Notations :

q(t): Les degrés de liberté

Dy: L’énergie dissipée par frottement

F : La force généralisee

L: Lagrangien du systéme

Ec: Energie cinétique totale du systeme
Ep: Energie potentielle totale du systeme

F(t) : Force exercé sur le chariot

X(t) : Position du chariot

O(t) : Angle de rotation du pendule

M : Masse du chariot

m : Masse du pendule

b : Coefficient de frottement des roues du chariot
g : intensité de la pesanteur

d : Coefficient de frottement de la rotation du pendule

| : Demi-longueur du pendule

v, . La vitesse du centre de gravité du pendule
6 : La vitesse angulaire du pendule

J : Le moment d’inertie du pendule

~J

: Vecteur unitaire du repere x

: Vecteur unitaire du repere y

~

g : trés petite variation
Qc : Matrice de commandabilité
z~% : Le terme de retard pure

c; . Constantes
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Introduction Générale :

Le contrdle des systemes mécaniques est un domaine de recherche trés actif, du fait de
leur forte présence dans la vie quotidienne. Bien que leur étude en tant qu’objets dynamiques
ait débuté avec Newton, Euler et Lagrange au XV1¢ et XV11€ siécles, lacommande des systemes
mécaniques industriels a vu le jour 150 ans plus tard avec I’invention du régulateur de Watt,
permettant d’asservir la vitesse de rotation des machines a vapeur. Durant le siecle dernier, des
applications scientifiques, industrielles et militaires ont motivé 1’analyse rigoureuse et la
conception de controle des systéemes mécaniques. Ces questions, d’origine pratique, ont vite
révélé d’intéressants problémes théoriques [1].

On peut citer le pendule inversé comme un exemple de ces systémes mécaniques qui
occupe une place importante dans 1’industrie moderne comme un outil de transport. Ce
probleme classique de I’automatique qui est toujours utiliser pour tester les nouvelles méthodes
de commandes, et le défi de le contrdlé est devenu un outil essentiel dans les laboratoires vu
que le systéme est non linéaire, instable et multi variable [2].

De nombreuse techniques de commande ont été appliqué pour la stabilisation du
pendule inversé comme la commande PID, la commande par redressement[3], commande PD,
la logique floue, les réseaux de neurones artificiels[2-4], et beaucoup d’autres commandes

appliquer avec succes, toute fois une commande polynomiales[5] n’a jamais été essayée.

L’objet de ce travail est la modélisation et 1’application de la commande polynomiales
RST pour la stabilisation d’un pendule inversé posé sur un chariot qui se déplace sur un seul

axe. L’illustration de ce travail a été organisée en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la modélisation du pendule inversé, et obtenir des

modeles qu’on a utilisés pour la simulation du systéme en boucle ouverte.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit le principe de la commande RST, ainsi que les

étapes a suivre afin d’obtenir les différents polyndmes constituant le régulateur.

Le troisieme chapitre démontre le calcule des deux régulateur RST qui stabilisent le
pendule inverse dans un état stationnaire du chariot, puis les implémenté au systéme avec quoi
on a pu le simuler avec correcteur, pour ensuite étudié les différentes marges de stabilité que

nous propose nos regulateurs.

Enfin une conclusion générale cl6ture le mémoire.
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I. Chapitre I : Modélisation du pendule inversé

1.1  Introduction :

Dans ce premier chapitre on s’intéresse a la modelisation du pendule inversé pour illustrer
la commande a développer ultérieurement dans ce mémoire, et pour ceci on doit trouver une
des méthodes de modélisation qu’on va adapter afin d’avoir de simples résultats utilisable pour

la réalisation de la commande.

1.2 Le pendule inversé

Le pendule inversé est un systeme instable a une seul entrée et plusieurs sorties, SIMO
(Single Input Multiple Output), et posséde des non-linéarités non négligeables dues a sa
structure dynamiques et aux forces de friction. C’est un outil didactique et un probléme
classique utilisé en automatique. C’est pourquoi il est souvent utilisé pour tester les

performances et la robustesse des nouvelles lois de commande. [6]

.21 Objectif de ’étude d’un pendule inversé

L’importance de 1’étude du pendule inversé est devenu plus importante que jamais vu
que non seulement il est utilisé dans I’industrie robotique des usines, mais il est plus utiliser
dans les objet de la vie quotidienne de I’humain, qui est un exemple d’un double pendule inversé
lui-méme , et cela se traduit par différant exemples comme la nouvelle moto de HONDA
roadster NC 750 qui ne tombe pas méme a I’arrét, elle utilise un dispositif d’un double pendule
inversé paralléle appelé « Riding Assist » pour assurer la stabilité, ce dispositif s’active si la
vitesse de la moto est inferieur a 4.8km/h ou elle est a I’arrét, le premier pendule c’est la fourche,
et le deuxiéeme pendule est la fourche de la roue arriére, des moteurs agissent sur sa fourche

et ses roues afin de corriger son assiette et la maintenir en équilibre[7].

Figure 1.1 HONDA Roadster NC 750 en équilibre a I’arrét
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On a dit que ’humain est un exemple d’un pendule inversé, et ceci grace a la sa marche qui
peut étre modélisée par un pendule double inversé dont les deux axes principaux sont les
chevilles et les hanches. Nos articulations travaillent sans arrét pour nous maintenir debout.

C’est le méme principe utilisé dans la robotique humanoide[8].

Figure 1.2 robot humanoide nao édition academique v3+

1.3 Modélisation du pendule inversé

Il existe deux méthodes de détermination des équations de mouvement d’un pendule

inversé :

= Le principe fondamental de la dynamique permet de trouver simplement les équations

d’état du systeme. Les calculs engendrés sont relativement lourd pour les systémes
complexes et I’utilisation d’un logiciel de calcul formel peut s’avérer utile.[9]

» La méthode du formalisme d’Euler-Lagrange qui est basé sur le principe de la

conservation de 1’énergie mécanique [6-10]

d dL OJL an

‘= 3aq, 9q, " 04, (1.1)

L = Ec- Ep (1.2)
q(t): Les degrés de liberté
Dy: L énergie dissipée par frottement
F : La force généralisée
L: Lagrangien du systeme
Ec: Energie cinétique totale du systeme

Ep: Energie potentielle totale du systéme
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1.3.1 Paramétres de I’ensemble chariot-pendule [3-4]

Comme le montre la figure 1.3, I’ensemble chariot-pendule est un systeme a deux degrés de

liberté qui sont représenté par deux coordonnées généralisees :

= X : représentant le déplacement horizontal du chariot avec le sens a droite comme

direction positif en métre

= O : représentant I’angle du pendule (la rotation du pendule) avec le sens des aiguilles

d’une montre comme direction positif en radian

Ft) ——y

@)

X

P

k
L4

Figure 1.3 Schémas de I’ensemble chariot pendule inversé

Parametres Valeurs Description

F(t) / Force exercé sur le chariot (N)

X(t) / Position du chariot (m)

O(t) / Angle de rotation du pendule (rad)

M 2.3kg Masse du chariot

m 0.2kg Masse du pendule

b 0.00005Ns.m Coefficient de frottement des roues du chariot

g 9.81 ms* La gravité (intensité de la pesanteur)

d 0.005 Nms/rad Coefficient de frottement de la rotation du pendule
I 0.3m Demi-longueur du pendule

Tableau 1.1 : paramétres de I’ensemble chariot et pendule
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1.3.2 Energie cinétique du systéme en mouvement

L’énergie cinétique totale de notre systéme est traduite par la somme de 1’énergie

cinétique totale du chariot et celle du pendule.

La cinétique du chariot est son déplacement linéaire sur les rails et celle du pendule est

le balancement de ce dernier sur son axe de rotation.

L’énergie cinétique du chariot en mouvement est donnée par I’équation :

1
Ecu = 5 M3 (13)

L’énergie cinétique du pendule est exprimée par 1’équation :

Ecm=§mvcz+%]92 (1.4)
v, . La vitesse du centre de gravité du pendule
6 : La vitesse angulaire du pendule

J : Le moment d’inertie du pendule

La position du centre de gravité du pendule, notée 77 a partir de ces coordonnée, est donnée

par :

.=(x+1sin®)T + lcosO] (1.5)

~J

: Vecteur unitaire du repéere x

: Vecteur unitaire du repere y

~

Donc la vitesse du centre de gravité du pendule est :

ﬁz%z(a’c+lcos@@)?—l@sin@f (1.6)

En remplacent v, par son équation (1.6) dans 1’équation de I’énergie cinétique du pendule (1.4),

on obtient :
1 0.2 : 0 202 2 202 cin2 1 N2 (|7)
Eon = Em(x +2x 10 cosO + [°O°cos“O + [“O*sin @)+ E]@
Apres simplification (vu que (cos’@+sin? ©)=1) on obtient :
(1.8)

1 : : 1.
Een = Em(a‘c2 +2x10cos0 + 126%) + 570
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Alors I’énergie cinétique totale de I’ensemble chariot et pendule est exprimé par :

1 1 . e 1.
Be = B + Eom =5 Mi? + 5 m(? + 2210 cos 6 + 1262) + ] 62 (1.9)

1.3.3 Energie potentielle du systéme

L’énergie potentielle totale de notre systeme est traduite seulement par le pendule qui

est en mouvement, vu que le chariot est en mouvement sur un rail horizontal.
L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est donné par :

E, = mglcos® (1.10)
1.3.4 Modéle de connaissance de I’ensemble chariot et pendule

Maintenant que 1’expression de 1’énergie cinétique totale (équation 1.9) et I’expression
de I’énergie potentielle totale (équation 1.10) sont établies, on utilise 1’équation générale

d’Euler-Lagrange pour déterminer les équations du mouvement de I’ensemble chariot-

pendule[4].
En remplacent les équations (1.9) et (I.10) dans 1’équation (I1.2) on obtiendra :

1 1 . . 1 .
L=sMi?+ > m(x? + 2x16 cos 0 + 126?) +5J0% — mglcos6

(1.12)

Donc a partir de 1’équation de Lagrange (I.1) on définit I’équation suivante pour le pendule

inversé :

d oL  aL (1.12)

Maintenant on calcule les équations de lagrange par rapport a chaque degrés de liberté :
= Premier degrés de liberté : q(t)=x(t)

d oL dL (1.13)

F : la force exercée sur le chariot

La dérivée partielle du Lagrangien par rapport a x et t s’écrit [3] :
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d . .
E(Mfc+m5c+ml@cos@)—0=F—b5c (114)
Ce qui nous donne la premiére équation de Lagrange qui s’écrit alors :
(M + m)¥ + mlBcos® —mlO?*sin® = F — bx (1.15)
= Deuxiéme degrés de liberté : g(®)=0(1)
. daJdL 0L
_go = Lok ok (1.16)
dtoe 00
La dérivée partielle du Lagrangien par rapport a @ et t s’écrit :
d . y . . . _ . (1.17)
%(mlxcos@ + ml°@ +]0) — (—mlx sin® O + mgl sin @) = —do
Ce qui nous donne la deuxiéme équation de Lagrange qui s’écrit :
(ml? + )0 + mlicos® + mlxsin@O — mlxsin@0 — mglsin® = —doO (1.18)

Alors le modéle de connaissance de 1I’ensemble chariot et pendule est décrit par le systéme

d’équations suivant :

(M + m)¥ + bx + ml@cos® — mlO?sin® = F

.. . 1.19
(ml? + )0 + dO + mlicos® — mglsin® = 0 (119)

D’apres le systeme d’équations (I.19) on peut remarquer la relation qui existe entre
I’accélération du chariot ¥ et I’accélération angulaire du pendule 6 qui est une relation de
dépendance. Ainsi, lorsque il n'y a pas de force extérieur (F=0), si on déplace le pendule de sa

position d’équilibre, il ne sera soumis qu’a sa propre inertie.
1.4 Linéarisation du modéle autour des point d’équilibre

Avant de procéder a I’analyse du modeéle de systéme, on linéarise les équations
différentielles (1.19). Il a deux points d’équilibre : (® = 0) qui est un point d’équilibre instable
et (® = m) qui est un point d’équilibre stable[6-11].

Pour des petites variations de ® autour du point d’équilibre @
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Le développement en série de Taylor du premier ordre d’une fonction de ® au voisinage du
point d’équilibre instable [@ = 0] est donné par [3-6]:

(

I

1£(@) ~ f(B0) + €

l

Et les termes du haut ordre sont négliges

4
@Olg, (1.21)

2~ 0 (1.22)
1.4.1 Position d’équilibre stable (@ = m)
Pour (® =r), le développement limite du premier ordre des équations (1.20) et (I1.21) est :

cos® = cos + (m— 0)(—sinm) = —1
sin® ~ sinm + (m— O) cos(m) = -0 (1.23)
02=0

En substituant ces linéarisations dans le systéme d’équations (I.19) et en négligeant les

termes du haut ordre, on trouve le systéme d’équation linéariser suivant :

(M +m)i+bx—mlO =F

5 N S _ (1.24)
(ml*+])0 +dO —mli + mglo® =0

En appliquant la transformée de Laplace sur le systeme d’équation linéarisé ci-dessus, on

trouve :

(M +m)s?X(s) + bsX(s) —mls?0(s) = F(s)

(ml? + ])s?0(s) + ds@(s) — mls?X(s) + mgl@(s) = 0 (1.25)

Ou X(s) = L(x(1)) et 0(s) = L(O(1))

En substituant pour éliminer X (s) ou @ (s)dans (1.25), on trouve les deux fonctions de transfert

suivant :
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X(s) a,s?® + a;s + a,
G1(s) = =
F(s) bys*+ b3s3 + bys? + bys
(1.26)
@]
6:(9) = o = =
F(s) bys3®+ b3s?+ by,s + by
Avec:
a, =ml*+]
a1 = d
ay, = mgl
by, = (M +m)(ml? +]) — m?I? (1.27)

b; = (M +m)d + (ml? + ])b
b, = (M + m)mgl + db

b, = mglb

c;=ml

Les fonctions de transfert respectivement de la position du chariot et de la rotation du pendule

sont :
G _X(s) (ml? + )s? + ds + mgl
1(s) = F(s) (M +m)(mi2+])) —m?®)s* 4+ ((M + m)d + (mi2 + ))b)s3 + (M + m)mgl + db)s? + mglbs
(1.28)
6,(s) = o(s) mls

F(s)  ((M+m)(mi2 +]) — m??)s3 + (M + m)d + (ml2 + ))b)s? + ((M + m)mgl + db)s + mglb
.42 Position d’équilibre instable (@ = 0)

On se limite aux petites variations de ® autour du point de fonctionnement @y = 0

correspondant a la position verticale de la barre [16].
Pour (® = 0), le développement limite du premier ordre des équations (1.20) et (I.21) est :

cos® ~ cos(0) + O[—sin(0)] =1
sin® = sin(0) + O[cos(0)] = O (1.29)
62 =0 '
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En substituant ces linéarisations dans le systéme d’équations (I.19) et en négligeant les

termes du haut ordre, on trouve le systéme d’équation linéariser suivant :

(M +m)¥ + bx +mlO =F

L e ) (1.30)
(ml*+])O + dO + mlx —mgle =0

En appliquant la transformée de Laplace sur le systeme d’équation linéarisé ci-dessus, on

trouve :

(M + m)s?X(s) + bsX(s) + mls?@(s) = F(s)

(mi? + )s*0(s) + dsO(s) + mis*X(s) —mglo(s) = 0 (1.31)

Ou X(s) = L(x(1)) et O(s) = L(O(1))

En substituant pour éliminer X (s) ou @(s)dans (1.31), on trouve les deux fonctions de transfert

suivant :
X(s) a,s? + a;s + aq
G1(s) = =
F(s) bys*+ bgs3 + bys? + bys
(1.32)
O(s C2S
G, (s) = (s) _ 2
F(s) b4s®+ bys? + by,s+ by
Avec
a,=ml?>+]
a1 == d
ap, = —mgl
b, = (M +m)(ml? +]) — m?I? (1.33)

b; = (M +m)d + (ml? + ])b
b, = —(M + m)mgl + db

b, = —mglb

c, = —ml

Les fonctions de transfert respectivement de la position du chariot et de la rotation du pendule

sont :

10
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G _X(@s) (ml? + )s? +ds — mgl

1) = F(s) (M +m)(mi%+]) —m?®)s* + ((M +m)d + (ml2 + J)b)s3 + (—(M + m)mgl + db)s? — mglbs
(1.34)
6y(s) = o(s) _ —mls

F(s) (M +m)(mi? +]) —m??)s3 + (M +m)d + (mi2 + ))b)s2 + (—=(M + m)mgl + db)s — mglb
I.5 Représentation d’état du systeme chariot-pendule

Le modele (I.19) décrit le régime transitoire de 1’ensemble pendule-chariot lorsque I’entrée est

une force extérieure F [3].

1.5.1 Modéle d’état de I’ensemble chariot-pendule

Afin d’obtenir le mod¢le d’état de I’ensemble chariot-pendule, on utilise une nouvelle

fois le modele (I.19). Le vecteur d’état est :

x=[x % x xu]'=[x % 0 @] (1.35)
Apres quelques manipulations mathématiques, on obtient le modéle non linéaire (1.36) ou la

grandeur de commande est la force F.

J'Cl = X2
. _—bN m?l?g _— mld cosx N miN sinx; N FN
tp =X - COSX5 sinxs X D i+
X‘3 = X4,
! mgl d mlb coSx m33gcos®x;sinx; m2l?dcos?x, m?l?cosxzsinx; , mlF
x4=TSl‘I’IX3—NX4+ D x2+ ND - ND Xg — D Xy — D
(1.36)
Yyi=Xx
V2 = X3
Ouh=M+m, N=ml>+], D = hN — m?I?cos*x;

1.5.2 Elaboration du modeéle avec SIMULINK:

D’aprés le modéle obtenu (1.36) on va pouvoir le traduire sous forme de schémas block
avec SIMULINK comme suit :

11

€OSX3



Chapitre 1 Modélisation du pendule inversé

flu)  ——m 1 it
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Figure 1.4 : schéma Simulink du modéle chariot-moteur-pendule

Donc on appliquant a I’entrée une impulsion d’amplitude 1 pendant 0.1s on va obtenir les
résultats suivant par rapport aux conditions initial ® = m correspondant au pendule simple et a

© = 0 correspondant au pendule inversé :

Pendule simple (0 = m) :

Reponse impulsionnelle du modele pour CI=[0,0,pi,0]

318

317 l
2 _ 316 n
=) g
=] 2 4 n n Ny
c 3
(<5} 5

) VAN A A e

g LA AA AR AAAAAAA
] g V UV VVVE
he} <
@ 313 i
=) U

3.12
2 f

311

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps(s)
Reponse impultionelle pour CI=[0,0,pi,0]

0.025
o
9 0.02
—
(58]
<
Q . 0.015

£
S E /
o g
[ & oo01
o
=
7 0.005
o
o
% 5 10 15 20 25 30

Temps(s)

Figure 1.5 : réponse impulsionnelle du modéle comme conditions initial[0,0, Tt, 0]
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Pendule inversé (6 = 0):

Reponse impulsionnelle de la position pour CI=[0,0,0,0]

° .
s

S < .

S 1 HHHMAAAAAAAAA A

= A

= A

g o THH

I o oo

R s

3 % ol ) UV A N AA A A A A~

= \\ ll”ll“llul\ulI\vl\j\j\/ VV VWA e
= o AR

Figure 1.6 : réponse impulsionnelle du modéle comme conditions initial[0,0,0,0]
On remarque d’apres les résultats illustrer dans la figure 1.8 que dans la position initial stable
(® = m) lorsque il est écarté par I’impulsion le pendule se stabilise dans cette position apres un
régime transitoire, et lorsque le pendule est initialement en position inversé (position
instable(® = 0)), il se stabilise dans la position d’équilibre stable (0 = ) aprés un régime
transitoire, et le chariot continue a évoluer dans les deux cas pour stabiliser le pendule a cause

du balancement de ce dernier.

1.6 Linéarisation du model d’état autour du point d’équilibre instable:

Comme les résultats précédant 1’on décrit, le pendule en position inversé (@ = 0) revient
toujours a sa position stable (© = ), et comme 1’objectif de la commande de notre systéme est
d’asservir la position du chariot x et ’angle © a zéro, on conclue qu’une linéarisation autour du

point d’équilibre instable (® = 0) doit etre etablie.

On a déja utilisé la linéarisation du systeme {1.4.2} pour obtenir la fonction de transfert
(1.34) du systeme en position instable, donc on va utiliser la méme approche pour linéariser la

représentation d’état du systéme qui est traduit par (1.36).

Donc on tenon compte de {1.4.2} et 1’équation (1.29) on obtient le modele linéariser du

systéeme chariot-moteur-pendule suivant :

13
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X = X

] —bN m2l2g mld FN

=TT T STty

X3 = Xy

<J'c =m—glx —gx +m—lbx +m3l3gx —mZIde _mlF (1.37)
** N7 N* D ND P ND * D

yi=x

Y2 = X3

A partir du modeéle (1.37) on obtient le systéme matriciel suivant :

0 1 0 0
0 —bN mzlzg mld
_ D D D
A= 0 0 0 1
lb l 313 d 2124
o M2 Mg mrg _fm (1.38)
! D N ND N  ND
[. N ml" 10 0 0
B=10 50 _E]’C_[o 01 0
Ouh=M+m, N=ml*>+], D = hN — m?[?

Apres avoir obtenu les matrice A et B on peut tester la commandabilité de notre systéme.

1.7 Application numérique :
On remplace les indices par leurs valeurs on trouve les résultats suivant :

1.7.1 Larepresentation d’état (@ = 0) :

0 1 0 0
4 =0 —00201 —00687 0.0006
0 0 0 1
0 0.0058 28632 —0.0243
(1.39)
— r~_[1 0 0 O
B=1[0 04028 0 -0.1167]",C = [0 01 0
On calcul les valeurs propres de A:
=0, A, =-0.02 , A3 = —=1.7044 , Ay = 1.6799

14



Chapitre | Modélisation du pendule inversé
]

1.7.2 Test de commandabilité :

Avec n = 4 donc la matrice de commandabilité est :

Qc=[B AB A?B A®B] (1.40)

0 0.4 —0.008 0.008

_ 0.4 —0.008 0.008 —0.0007
Q=1 "9  _012 0005 -033 (1.41)

—0.117  0.005 —-0.33 0.023
D’apres le critere de KALMAN le systeme est st commandable si et seulement si la matrice de

commandabilité Qc est de rang n
Vu que le rang de Qc est 4 donc rank(Qc) =n =4
D’apres le critére de KALMAN le systeme est commandable.

1.7.3 La fonction de transfert (@ = 0):

Gi(s) = X(s) 0.01801s2 + 0.005s — 0.5886
1) = F(s) ~ 0.04144s*+ 0.0134s3—1.471s52 — 0.02943
(1.42)
o(s) —0.06s
Gz(s) = =

F(s) 0.04144s3 + 0.0134s% — 1.471s — 0.02943

Les poles de 6, (s):
pl=0 , p2=-611 , p3=5.809 , p4=-0.02
Les poles de 6,(s) :

pl=-611 , p2=5809 , p3=-0.02

On remarque qu’il existe des valeurs propres nulles ou négatives, et des pdles nuls ou
positif, donc le modéle linéaire autour du point d’équilibre ® = 0 est instable, et comme le
systeme est commandable, ¢a justifie 1’utilisation d’une commande permettant la stabilisation

du pendule au point d’équilibre® = 0.

15
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1.8 Conclusion

A T’aide du formalisme d’Euler-Lagrange on put modéliser le systéme chariot-pendule
pour décrire une fonction de transfert et un modele matricielle qui décrit le comportement du
systéme autour de ses points d’équilibre, cependant , vu que notre but est I’inversement du
pendule, on a remarqué I’instabilité de notre systéme par rapport a ce point, ce qui a imposer

une linéarisation autour de ce point méme qui correspond a @ = 0.

Donc une commande est impératif, pour, évidement, tenter de stabiliser notre systeme au
tour du point ® = 0 qui traduit I’inversement du pendule, et I’introduction de cette commande

fera I’objet du deuxiéme chapitre.
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Il Chapitre Il : La Commande RST

1.1 Introduction

L’objectif est d’essayer d’introduire une commande a I’aide d’un régulateur RST pour stabiliser

le pendule a sa position instable(® = 0) et de contrbler le déplacement du chariot.

Mais avant, dans ce chapitre, on va définir le principe de cette commande et la méthode appliqué

pour déterminer les parametres du régulateur.

11.2 Définition

Reprenons le schéma classique d’un systéme asservi numérique avec élément-correcteur :

E(z) - &(2) U(2) Y(z)

C(@) e H'(2) —

Figure 11.1 Schéma classique d’un systéme asservi numérique avec élément-correcteur
Ou H'(z) représente le processus F (s) associé a un bloqueur d’ordre zéro [15] :

F(s
H'(z) = (1—2z")Z [%
Les fonctions de transfert du correcteur et du processus peuvent se mettre sous la forme de
fonctions rationnelles propres :
R(2) B(2)
C = t H’ =
(2) =5 @ e (2) 1@

Ce qui nous amene a on déduire une structure plus détaillé du correcteur et du systéeme appelé
la structure RST.

La structure RST est la structure de régulateur linéaire la plus générale qui a pour but d’effectuer

une régulation en boucle fermée d’un systéme automatique.

Le régulateur RST est fondé sur une décomposition suivant trois polyndmes conduisent

a une structure de commande dont le schéma bloc est représenté sur la FIG.II.1 ces trois
polynémes qui sont calculer a partir d’une stratégie de placement de poles pour des systemes
stables ou instables [10] :

- Sans restriction sur les degrés des polyndémes B(z~1) et A(z™1)

17
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- Sans restriction sur le retard du procédé

- Sans restriction sur les zéros du procédé (stables ou instables)

R —— . W)
|
|

Bz i 4 Y
AZ

_ elTey

Regulateur RST

Figure 11.2 schéma du principe d’un systéme asservi par un régulateur RST

On note que le procédé est définit par B(z™1)/A(z™ 1) et Yc représente la consigne, Y est la
sortie, V(z) est une perturbation de charge et W (z) traduit des perturbations de mesure avec :
Az DY =1+a;z)+ -+ a,,(z ")

B(z™Y) =by(z™") + bp(z72) + -4 by, (z7"8) = z7'B*(z71)

On tenant compte de cette structure on peut déduire la forme générale de la loi de commande :

Sz HU@E) =Tz YHYc—R(Ez VY (1.1)

Donc ’entrée U(z) peut se mettre sous la forme :

T v R(z™)

U(z) = S(z ) ¢c— S(z~Y) (11.2)

Et d’aprées la FIG.11.1 la sortie du systeme bouclé est :

_ B B(z™) (1.3)

Y = o) U(z) + o) V(z) + W(z)

18
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Chapitre 11
I ——
1.3 Equations du systéme bouclé

On va reprendre les équations (11.2) et (11.3), seulement les termes (z~1) et (z) ne seron pas

écrit juste pour allégée la forme des équations [12], donc :

SU =TY, — RY (11.4)

AY = BU + BV + AW (11.5)
En multipliant (11.4) par A4, et (11.5) par R, on peut remplacer (11.5) dans (I1.4) comme ceci :

ASU = ATY, — ARY
= ATY, — BRU — BRV — ARW
(AS + BR)U = ATY. — BRV — ARW

__AT BR _, AR
~ AS+BR° AS+BR AS+BR (11.6)

U

En multipliant cette fois (I1.4) par B, et (11.5) par S on aura :
ASY = BSU + BSV + ASW
= BTY. — BRY + BSV + ASW
(AS + BR)Y = BTY, + BSV + ASW

v BT v BS v AS W
" AS+BR ¢ AS + BR AS + BR (11.7)

1.4 Synthese algebrique de la loi de commande RST

11.4.1 Principe de la synthese

Pour V = W = 0 la fonction de transfert du montage en asservissement est [12] :

Yz B(z)T(z™)
Y. AGDSE D + B DRGED (11.8)
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‘Les polynémes R(z71) , S(z71) et T(z™1) du régulateur RST vont étre dimensionnées afin
que cette fonction de transfert en boucle fermée soit égale a la fonction de transfert Gm(z™1)

d’un modeéle a poursuivre, ou modeéle de référence’ [13] :

Bm(z_l)

-1\ —
Gm(z )_Am(z‘l) (119)

Il faut juste noter que Gm(z~1) est une fonction rationnelle strictement propre, et le polyndéme

Am(z~1) est monique et ses poles sont tous a I’intérieur du cercle unité.

Ye Y

RST -l G

Ye Y
—_—— O i

Figure 11.3 principe de la synthése algébrique du régulateur RST
Donc il faut que G = Gm ce qui veut dire que :

z B(z )T (z™YH) 3 z7%B(z"VHT(z™Y) _ Bp(z™)
A(z)S(z™1) +z79B(z"DR(z™1) P(z™1) Az (11.10)

Et on remarque le terme z=%ou d est le nombre entier des périodes d’échantillonnage contenues

dans le retard pur [17].

11.4.2 Choix des poles en boucles fermée (P(z™1))

on va choisir des poles de sorte a ce que P(z™1) soit stable et exprime 1’amortissement et la

frequence propre que 1’on désir. Et cela on séparant le polyndme P(z~1) en deux parties [12]:
P(z') = Py(z™") Pu(z71)

e Py(z™1) contient les poles dominants du systéme

e P, (z71) contient les poles auxiliaires du systeme

Pour le calcul de P;(z~1) : la partie P;(z~1) contient les deux poles complexes dominants qui

sont charachteriseé par la pulsation propre w,et le coefficient d’amortissement {[14].
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Le polynéme P, vaut alors

Pd(Z_l) =1 + plz_l +p22_1

Avec :
o p, =—2e ¢@nTecos(w,T,\/1— (?)
° pz — e—sznTe
Et 0.25< w,T, < 1.5 ; 07<¢<1

Tout en sachant que :

-n¢
D = 100ev1-¢? et Tr =

D : le dépassement
Tr : temps de réponse

Pour P,(z71) Les pdles auxiliaires sont introduits pour la robustesse et ils sont choisis plus

rapides que les pbles dominants

11.4.3 Rejet de perturbations :

Pour rejeter une perturbation d’ordre n il faut que la fonction de transfert entre le sortie du
comparateur et le point d’application de la perturbation posséde n + 1 intégrateurs donc on va

ajouter des parties fixes a ces fonctions de transferts [5-17] :

BS
AS+BR

Rejet de perturbation d’entrée : —

e pour une perturbation constante : S(z™1) = (1 — z™1)S;(z™1)

e pour une perturbation rampe : S(z1) = (1 — z71)25,(z™Y)

Rejet de perturbation de sortie : —
AS+BR

e pour une perturbation constante : A(z"1)S(z™1) = (1 -z HA,(z7 1S, (z7H)

e pour une perturbation rampe : A(z"H)S(z™H) = (1 -zH4A,(z"1H)S,(z7 )
Donc le rejet de perturbation se résume avec des Parties fixes a ajouter :

Quel que soitp tel que : S(z71) = (1 —z7HPS,(z7Y)
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11.4.4 Compensation des poles et des zéros
On décompose notre fonction de transfert sous la forme [12-17]

B(z™") B*(z)B (z™")
A(z™Y)  A*(z DA (z7Y) (11.11)

G(z) =

e B (z 1) et A (z™1) contiennent respectivement les zéros et les poles de G (z) située a

I’extérieur du cercle unité, ou sur lui, qui ne doivent pas étre compensé

e BT(z71)etA*(z1) contiennent respectivement les zéros et les poles de G (z) que I’on

souhaite compenser

Vu que B~ contient des zéros instable on ne peut pas se permettre de le laisser apparaitre dans

le dénominateur du systeme bouclé alors :

B,, = B™Bj, (1.12)
Le B*et le A* peuvent respectivement étre facteur de chaque coté de la somme AS + BR on
déduit que :
S=B*S,=(1-2z"1)PB*S, (11.13)
R = A*R, (11.14)
T = A*T, (11.15)
Donc (11.7) devient
z BT, z %BS, A™S
Y 0] Yc 0 0

= - - w
A=Sy+z79B7R, AY(A=Sy+ z79B~Ry) A=Sy+z79B~R, (11.16)

11.4.5 Calcul du correcteur RST :
Donc pour un suivie de consigne on doit avoir [14]:

BT, B,

A=So+z 9B~R, A, (11.17)

On remplacant 1I’équation (11.12) on obtient :

To _Bm
A=Sy+z79B~R, B An (11.18)
On déduit a partir de (11.18) que :
To(z™") = Bp(z™1) Ag(z™) (11.19)
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A1=zHPA (z7V)S(z" )+ 2z 2B (z7YRy(z7Y) = A, (z7Y) 4p(z™D) (11.20)
On multipliant (11.20) par A*et B* :

AS + BR = A*B*Ay A, (11.22)
Le polyndme caractéristique du systéme bouclé contient les deux termes compensés A* et B*

mais ces termes disparaissent de la fonction de transfert entre la sortie et la consigne.

On note que Ay(z™1) est un polyndbme monique et stable ajouter pour filtration des

perturbations.

L’équation (I1.21) est de la forme AX + BY = C avec A, B et C connues, X et Y inconnues, et

ceci est appeler une équation diophantienne [12-14].

11.4.6 Résolution de I’équation diophantienne :

Pour résoudre cette équation on adopte une méthode matricielle permettant de trouver les

parameétres des polynbmes R et S :
On pose :

Az D =ag+a,z D+ 4+ a,(z™™)

Bz H)=b(z)+b,(z78)+ -+ bp(z™)

Sz =50 +51(z D)+ 5,278+ +50(z7H (11.22)
Ro(z™') =1y +1(z71) +12(272) + -+ 15(279)

P(z7) = Am(z™") Ag(z Dpo + p1(z™1) + - + pp(27P)

On reprend 1’équation (I1.20) et soit :
n=deg{(1 -z HPA"(z"1)}
m = deg{z *B~(z71)}

p =deg{P(z™)}

Si g < n + m alors il existe une solution unique d’ordre minimal tell que :
o I=deg{S,(zD}=m—-1 et q=deg{Ry(zDN}=n-1

Si g = n + m alors il existe deux solutions d’ordre minimal telles que :
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o l=deg{S(z7)}=m—-1 et q=deg{Ry(z7D}=q—-m

o l=deg{S;(z7D}=q—n et q=deg{Ry(z7D}=n-1

Le choix des degrés étant fait, I’équation (I1.20) peut étre transformeée suivant une formulation

matricielle ce qui nous permet d’obtenir on utilisons les notations (I11.22) la forme matricielle

suivante
ma, O 0 by O 0 Do
a1 ao . : bl bo S
a,; aq bz b1 :0
Poay 0 Poby
QG bm P i :
max{n+Im+q}{la, ~ a 0 by om0 ro| = i (IL23)
0 an a; 0 " " " bo : pp
0 : b, 0
: by | |r,
0 a, oo |0
\L 0 0 0 0 b, 0
[+1 q+1

Il suffitque max{n+ I, m+q} =1+ q+ 1 etAetB soient premiers entre eux pour que cette

matrice soit inversible [12].

1.5 Annulation de I’erreur vis-a-vis de la consigne :

Comme R et T ne sont pas égaux, 1’ajout d’intégrateurs adéquat dans le polyndme S n’est pas
suffisant pour rendre la différence entre la consigne et la sortie nulle en régime permanant, donc
il faut fair en sorte que (k) = Y.(k) — y(k) tende vers zéro quand k—o0, donc on doit assurer

un gain continu a 1’unité pour le systéme bouclé, alors il faudra que[14-17] :

Gty < B _
T T (11.24)

Ce qui veut dire que :
Bm(1) = Am(1) (11.25)

D’aprés 1’équation (I1.12), on conclue qu’il faudra ajuster B,,de sorte a satisfaire la condition

(11.24). on pose B,, = b}, ce qui nous donne :

,_An(D)

Bl = b = 2"
" B~(D (11.26)
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A partir de ’équation (I1.15) et (I1.18) dans le cas de la compensation (A* = 1) et si on choisi
AO = 1

A cause de I’équation (I1.17), La condition (II.24) entraine que :

BT

A(DS(1) + B(DR(D) (11.27)
Dans le cas ou la boucle ouverte posséde un intégrateur (A(1) = 0 ou bien S(1) = 0) larelation
(11.27) devient alors :

T(1) =R(1) (11.28)
Le cas particulier ci-dessus nous conduit a :
T(z7Y) =t, = b} = Z ¢ (11.29)

i
11.6 Exemple de calcul d’un régulateur RST :
On pose la fonction de transfert continu de premier ordre suivante :

500 (11.30)
s+ 10

Son équivalant en discret avec une période d’échantillonnage de Te = 0.01 est :

Ge(s) =

4,758z (11.31)
1—0.904871

Ge(z™)) =

Pole-Zero Map

Imaginary Axis

Figure 11.4. Carte des poles et des zéros du systeme (11.31)
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On remarque que le pole est au bon c6té du disque unité ce qui le rend compensable

Bt=1
B~ =4.758
AT =1-0.9048z71 (11.32)
A" =1
On opte pour un modele de deuxiéme ordre de la forme :
Wy 11.33
M(s) = n (1133)
%2 4+ 2{w,s + w,?
Pour { = 0.5 et w,, = 35rad/s correspondanta D, = 16.3% et T,, = 0.103s
1225 (11.34)

M(s) =

s2 4+ 35s + 1225

On utilise I’approximation bilinéaire on va obtenir le systéme échantillonner a Te = 0.01s

suivant :

M-y - B _ 0025401 + 2271 +272) (11.35)
2 T A, T 1-1.608z"1+ 0.70972-2

On utilise les équations (11.17) et (11.19) avec la condition pour le suivie de consigne (11.24) on

va obtenir :

B),(z71) = 0.0053(1 + 2z71 + z72) (11.36)
On ajouton un intégrateur dans S(z~1) et on accepton que 4, = 1 ¢a nous conduit a résoudre

1’équation diophantienne suivante :

(1 - Z_l)A_SZ + Z_lB_RO = AmAO (I |37)

Apres résolution de 1’équation diophantienne (I1.38) on obtient les coefficients des polynomes
S, et R, ce qui nous donne, apres qu’on remplace dans les équations (I1.13),(I1.14) et (11.15),

les polyndmes suivant :

S(z7H =1 -1.7097z"1 + 0.7097z72
R(z™%) = 2.1375.1072 — 1.934.1072z71

T(z 1) =53.10"2 +5.805.1073271 — 4.29.1073272 — 4.8.107323
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Ces trois polyndmes représentent les trois paramétres du régulateur RST qu’on implémente

dans Simulink comme le démontre la figure 11.4 :

1

numiz)

consigne

(O—»

Clodk

t

To Workspace

Foo-1
1 > 4. 788z |:|
den|z) 140904821
=] Ciscrete Filter2 sCopE
0.4 texemple.md
perturbation Tao File
num{z)
1
R

Figure 11.5 schéma du régulateur RST implémenté sur un systéme de premier ordre

Le résultat de simulation est représenté sur la figure I11.5 :

ampletude

09

08

07

06

05

04

Reponse a un echlon

BN

20 30 40 50 60 70
Temps (s)

80 ] 100

Figure 11.6 le suivie de consigne résultant de I’'implémentation du régulateur RST

On voit trés bien que méme on présence d’une perturbation a la sortie du systéme 1’intégrateur

qu’on a ajouté permet d’éliminer cette perturbation pour permettre au systéme de suivre la

consigne

Cet exemple nous a permis de résumer la synthése et les étapes a suivre afin d’obtenir un

régulateur RST permettant la régulation du systéme (I1.31) et le suivie d’une consigne suivant
le modele (11.36)
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11.7 Conclusion :

Apres avoir définit la structure RST et son origine a partir du schéma classique du correcteur,
on a pu évaluer la synthese algébrique a suivre pour obtenir les trois polynémes qui servent a

asservir notre systéme on boucle fermé et qui permettent le suivie d’un consigne donné.

Le résumer de cette synthése a été illustré par un exemple d’un asservissement d’un systeme de
premier ordre qui suit une consigne donné apre 1’avoir forcé a se comporté comme un systeme

de deuxiéme ordre.

L’application de cette synthése sur la fonction de transfert du pendule inversé (1.34) sera I’objet

du prochain chapitre.
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I11. Chapitre 111 Application de la commande RST et évaluation des performances

I11.1 Introduction

Dans ce chapitre on va essayer de déterminer un régulateur RST qui permet de stabiliser le
pendule a sa position haute (@ = 0) et un autre pour garder le chariot a la position x = 0 et ceci
on se servant des fonctions de transfert du pendule et du chariot par rapport a la force exercer

sur le chariot obtenu dans le chapitre I.
I11.2 Stabilisation du pendulea @ = 0
I11.2.1 Discrétisation de la fonction de transfert G, (s):

On reprend 1’équation (1.34) :

o(s) —mls
F(s) (M +m)(mi2 +)) —m?®)s3 + (M + m)d + (mI2 + ))b)s2 + (—(M + m)mgl + db)s — mglb

Gy(s) =
Puis on servant des valeurs du Tableau 1.1 on remplace chaque signe par sa valeur
respective pour obtenir :

—0.06s (111.1)
0.04144s3 + 0.0134s% — 1.471s — 0.02943

Gy(s) =

Pour une période d’échantillonnageT, = 0.05s, on calcule a 1’aide d’un Bloquer d’ordre zéro

la fonction de transfert discréte suivante :

6, (1) = —0.001814z~" + 9.727.107°272 4 0.001804z 3 (111.2)
27 )= 1—3.0732-1 4 3.0572z-2 — 0.984z-3

111.2.2 Décomposition de la fonction de transfert :

Pour décider des poles et des zéros a compenser on doit d’abord consulter leur emplacement

par rapport au cercle limite[17] (disque unité).

Ce qui nous conduit a la figure 111.1 qui montre ou se situe les poles et les zéros de G,(z~1) par

rapport au disque unité :
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Pole-Zero Map

06~ -

04—~ -

0 02ff ——

Imaginary Axis
<L
x
(-4
x
1

Real Axis

Figure 111.1 position des poles et les zéros de G,(z™1)

On remarque bien qu’il y’a un pole qui se situe a I’intérieur du disque unité, ce méme pole

qu’on choisit de ne pas compenser.

Y BS BB*S, BS,

V;g:g AS+BR A*B*tAjA,, AtA\Ap (n.3)

D’aprés I’équation (II1.3) on voit que les poles du procédé que 1’on a choisi de compenser
apparaissent comme des poles de la fonction de transfert de v vers y. Ceci peut ne pas étre
souhaitable, par exemple comme dans notre cas, ou le pole est a partie réelle positive mais tres
lent, la résultante étant alternée, le transitoire provoqué a la sortie par une perturbation de charge

décroissant alors lui aussi trés lentement [12].

Donc on va placer volontairement ce pole dansA~(z~1). Ce qui nous donne la décomposition

suivante :
Bt =1
B~ = —0.001814z"14+9.727.107%2z72 + 0.001804 23
A — 1 (111.4)

A~ =1-3.073z"1+3.0572z72 — 0.984z3

111.2.3 Elaboration du modéle de référence :

D’apres le paragraphe 11.4.2 on opte pour les parametres suivant :

(=07 et w, =5rad/s et T, = 0.05s
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Ces méme parametres qu’on va utiliser pour ¢laborer le modele de référence de deuxiéme ordre

suivant :

wp? 25 (111.5)

M —_— p—
(s) s2 + 2(w,s + w,?  s?2+7s+ 25

Ensuite on discrétise se systeme avec la période T, en utilisons I’approximation bilinéaire de

Taustin, ce qui nous donne le modéle discret suivant :

Bn(z™') 0.01312(1+ 2271 +27%) (111.6)

M -1y = =
@) = ) = T—1.654z 1 + 070622

Le choix de I’approximation bilinéaire de Taustin, au lieu du bloquer d’ordre zéro, pour la
discrétisation est pour mieux faciliter le calcul du suivie de consigne, vu que 1’approximation

bilinéaire de Taustin nous donne un deuxieme ordre au numerateur avec un gain visible.

Pole-Zero Map
[

Imaginary Axis
S
g
1

1 [ [ [ [ [ [ [ [ [
-1 -08 -0.6 -04 0.2 0 02 04 06 08 1
Real Axis

Figure 111.2 position des poles et les zéros de M(z™1)

Et d’apres la figure I11.2 on voit trés bien que les poles et les zéros sont tous situé a I’intérieur

du cercle limite.

111.2.4 Calcul de R(z Y et S(z™1)

111.2.4.1 Choix des degrésde R(z~ ) et S(z~1)

On remarque que :
Deg{A"}=n=3

Deg{B"}=m =3
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Pour AgA,,(z71) = P(z7 1) avec A, = 1 et d’apres le paragraphe 11.4.6 on peut distinguer que

q <n+metdonc:
l=deg{S,(zD)}=m—-1=2
q=deg{Ry(z)}=n—-1=2

111.2.4.2 Rejet de perturbations :

Pour les parties fixes on rajoute deux parties fixe pour un rejet de perturbations de sortie
harmonique une pour S et 1’autre pour R avec :
H.=Hi=14az1+2z72 avec a=—-2cosw,T,
Donc on peut conclure que les degrés de R et S sont en prenons compte des équations (11.13)
et(11.14) : deg{ H,S(z" 1)} =14
deg{ H.R(z" )} =4

Donc on obtient I’équation diophantienne suivante :

A (zHH;,z NSz DY)+ Bz HYH,(z DRz =Pz (11.7)

111.2.4.3 Résolution de I’équation diophantienne

D’aprés 1’adaptation matricielle (I.23) on obtient le systéme matricielle a partir de (I11.7)

suivant :

ra’y e .. 0 b 0 e e e e 007 o
a, a, ™ i b’y by ™ : pgo

a', a4y ~ ~ ¢ b’y by - - 2| 50T

Pooa', 0 : b', : :
: : . . a’o b'm : . . . . : S‘z :

{8lignes}<|a'n ~ ay; 0 b, R | = i | (111.8)

0 d, a, 0o - wow bl Pp
0 : : bi|]: 0

: b’y | Ir, ]

0 a', i
0 0 0 0 b, 0
{8colones}

La résolution de cette équation va nous donner les polynémes suivants :

S(z71H)=1-4.78.10"32z"1 — 1.063.1013272 + 4.769.10%32z73 + 1.083.103z™* (I11.9)
R(z™1) = —2.64.10%% + 7.51.10%%z71 — 6.22.10%6272 4+ 0.76.10%°z73 + (111.10)
0.59.10%6z~*
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111.2.5 La Poursuite de consigne

On remarque que :

B~(1) = —0.001814 + 9.727.107% + 0.001804 = 0 (1n.11)
Donc I’équation (I1.24) va tendre vers la consigne zéro correspondent a la position debout du

pendule.

Alors notre T(z™1) devras compenser la dynamique de régulation qui est la méme avec la

dynamique de poursuite [14], ce qui nous conduit a :
T(z™Y) =GP(z™Y)
Et on précise que :

3 {1/3(1) si B(1) #0
“l1siB(1)=0

On déduit que le régulateur RST1 responsable de la stabilisation du pendule est :

S(z™") =1-4.78.10"%z"" - 1.063.10"°2z7% + 4.769.10"z73 + 1.083.10"3z™*
R(z™1) = —2.64.10%° + 7.51.106z71 — 6.22.10%6272 + 0.76.101%2z73 + 0.59.10%¢z~* (111.12)
T(z™') = GP(z™') = 1 — 1.654z1 + 0.70622

111.2.6 Application du régulateur et simulation :

le schémas du systeme en tenon compte de la poursuite est résumer par la figure (111.3) :

YC’ T 1 Z_cl‘B

| | | |

1 ' | |

, | I |

1 1 | |

| I L |

|
! | l |
. {(&+1)

! , - T -

: I Pzl '

[ | :

1 |

| — S)) -__!
|

:_- 7D B (1) |

' Am (zD) -

Figure 111.3 schémas du régulateur avec le systéeme, avec poursuite et régulation
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Donc le schéma du régulateur connecté au pendule [2] est comme suit :

Angle du pendule
gl P

+ F
. I RST |——pm
c i

-
Position du chariot

Figure 111.4 schéma du régulateur RST associé au Pendule

Apres simulation on a obtenu les résultats suivant :

Simulation de I'angle du pendule apres implementation de RST
15

10

5 \
Llﬁ
|

Angle du pendule (rad)
o

W

-10

L

-15
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure 111.5 position du pendule aprés implémentation du régulateur RST1

X 10 Position du chariot pour le premier regulateur RST
T T T T T T T

Position du chariot(m)

5 [ [ [ [ [ [ [ [
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
temps(s)

Figure 111.6 position du chariot aprés implémentation du régulateur RST1

On remarque d’apres la figure 111.4 que le pendule se stabilise vers sa position debout
équivalente a la consigne donné ® = 0 mais ceci sans prendre en compte de la position du
chariot qui elle se stabilise pour un moment pour ensuite divergé pour garder le pendule a sa
position debout comme le démontre la figure 111.5.
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Donc pour garder le chariot proche du centre du rail ou bien de la position zéro le calcul d’un
deuxieme régulateur RST2 est obligé pour garder le chariot au centre, et pour cela on va suivre
les méme étapes précédentes pour calculer RST2 a base de la fonction de transfert reliant la

position du chariot avec la force exercé sur lui a savoir la fonction de transfert G, (s)[2].
111.3 Stabilisation du chariota x = 0

111.3.1 Discrétisation de la fonction de transfert G4 (s):

X(s) (ml? + )s? + ds — mgl

Gi(s) = F(s) (M +m)(mi2+)) —m?®)s* + ((M +m)d + (mi2 + ))b)s3 + (—(M + m)mgl + db)s? — mglbs

Puis on servant des valeurs du Tableau 1.1 on remplace chaque signe par sa valeur

respective pour obtenir :

0.01801s2 + 0.005s — 0.5886 (111.13)
0.04144s* + 0.0134S3 — 1.471s% — 0.2934s

Pour une période d’échantillonnageT, = 0.05s, on calcule a I’aide d’un bloquer d’ordre zéro la

G1(s) =

fonction de transfert discrete suivante

0.0005433z~! — 0.005806z~2 — 0.0005869z 3 + 0.0005355z~*  (I11.14)

Gy(z ™)) =
1(z7) 1-4.073271 + 6.192272 — 4.04127% + 0.984z~"

111.3.2 Décomposition de fonction de transfert G,(z™1):

Pole-Zero Map

1¢ T T T T
0.8 — -
0.6 — -
0.4 |- -
o 029~ !
x
=
§ o = =< (&S -
=
5]
E 02 -
0.4 |- -
0.6 — -
0.8 — -
1 r r r r
1 0.5 o 0.5 1 1.5

Real Axis

Figure 111.7 position des poles et les zéros de G, (z™1)
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On remarque qu’il y’a un pole et un zéro a I’intérieur du disque unité, mais on choisit de ne pas
les compenser pour garder mieux garder la stabilité du systeme physique comme expliquer dans
le paragraphe 111.2.2.

Bt=1

B~ =0.0005433z"1 — 0.005806z~% — 0.0005869z~3 + 0.0005355z~*

AT =1
A" =1—-4.073z"1+6.192z72 — 4.041z73 + 0.984z*

(111.15)

111.3.3 Elaboration du modele de référence

Pour le modéle de référence on va garder les mémes caractéristiques du modele précédant

exprimé par 1’équation (II1.6) on prend toujours :
(=07 et w, =5rad/s et T, = 0.05s

111.3.4 Calcul de R, (z7 V) et S, (z71)

111.3.4.1 Choix des degrés de R, (z~ 1) et S, (z~1)
Deg{A"}=n=4

Deg{B"}=m =4

Pour ApA,,(z71) = P(z71) avec A, = 1 et d’aprés le paragraphe 11.4.6 on peut distinguer que

q <n+metdonc:
l=deg{S,(zD}=m-1=3
q=deg{Ro(z7)}=n-1=3

111.3.4.2 Rejet de perturbations :

On rajoute deux parties fixe pour un rejet de perturbations une pour S et I’autre pour R mais
avec des intégrateur de premier ordre :

H =H,=1- z71
Donc on peut conclure que les degrés de R et S sont en prenons compte des équations (11.13) et
(11.14) :

deg{ H,S(z" 1)} =4

deg{ H.R(z" )} =4

Donc on obtient I’équation diophantienne suivante :
A (z7HYH(z DSz H+B (zHH.(zHR(zH =Pz (111.16)
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111.3.4.3 Résolution de I’équation diophantienne

D’apres I’adaptation matricielle (I1.23) on obtient le systéme matricielle a partir de (I11.16)

( @y 0 w w O by O 0
a11 aIO . : bll bIO .
a', a'y b', b’y

fooa'y, w0 P by
: : .o~ oay by : :
{10lignes}<|a', “~ a; 0 by 0
0 a5, a', 0 b',
0 : : b'y
: : b,
0 a', : - :
0 0 0 0 by
10 colones -
{10colones}

La résolution de cette équation va nous donner les polyndémes suivants :

_SO_

S
To

_po_

Se(z71)=1-1.128.10132z"1 + 1.206.10%32z72 + 1.219.10%32z73 — 1.112.10%3z~*

R,(z71) =2.08.10% — 8.47.10%2z71 + 1.27.10'7272 — 8.39.10%°2z73 + 2.04.10%62z*

111.3.5 La Poursuite de consigne

B~ (1) = 0.0005433 — 0.005806 — 0.0005869 + 0.0005355 = —8.87.10~*

Pour une poursuite de consigne il faut suivre I’équation (I1.12) sauf que :

By, =Ty =by(1+2z 1+ 2z72)
B, = 0.01312(1 + 2271 + z°?)

Donc d’apres les équations (111.20), (IT1.21) et (I11.22) 1’équation (I1.12) va devenir :

0.01312(1 + 2z 1 +z72) = —8.87.10™* x b(1 + 2z~ + z72)

Ce qui nous permet de déduire que :

!

Et en suivant les équations (111.21),(11.15) et (11.18) on va obtenir :

T (z71) =—-1479(1+ 2271 + z7?)

001312
7 p-(1)

—147.9

(111.17)
(111.18)
(111.19)

(111.20)

(111.21)

(111.22)

(111.23)

(111.24)

(111.25)
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On déduit que le regulateur RST2 responsable de la stabilisation du chariot est :

R,(z71) = 2.08.10° — 8.46.10%°z71 + 1.27.107272 — 8.389.10%z73 + 2.043.10%6z~*
S,(z71)=1-1.128.10132z"1 + 1.206.10%32z72 + 1.219.10%32z73 — 1.112.10%32z 7%
T,(z71) = —147.9 — 295.8271 — 147.922

Comme on est arrivé a calculer les trois polyndémes constituant le régulateur RST2, maintenant
on va I’appliquer sur le systéme avec une consigne nulle et observer le comportement du chariot

avec lui.

111.3.6 Application du régulateur et simulation :

Donc le schéma des régulateurs connecté au pendule [2] est comme suit :

+| F
Y + = -
C
I RST2 Position du chariot

Figure 111.8 schéma des deux contrdleurs RST associé au systéeme chariot-Pendule

Apres simulation on a obtenu les résultats suivant :

Simulation de I'angle du pendule apres implementation de RST
15

A
Llﬁ
|

Angle du pendule (rad)

T

-10 —,

-15
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 111.9 angle du pendule aprés implémentation du régulateur RST2
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Position du chariot avec le regulateur RST2

Position du chariot (m)
o
3
2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure 111.10 position du chariot apres implémentation du régulateur RST2

On remarque dans la figure 111.7 trés bien que le graphe avance pour se stabiliser autour de la

consigne exigé avec le régulateur RST2.

Apres avoir stabilisé le pendule a sa position debout, et le chariot a la position zéro (ou bien au
milieu du rail concernant la maquette), une étude de la stabilité de I’ensemble du correcteur et
du systéeme est exiger pour déduire les différentes marges de stabilité afin de savoir les limite

d’utilisation de nos régulateur.

111.4 Etude de la stabilité

Il existe différentes méthodes pour juger la stabilité d’un systéme a base de sa fonction de
transfert, et pour 1’étude de la stabilité des régulateurs qu’on a calculé, on va utiliser le critére

de Nyquist et de rivers qui se traduit par :

111.4.1 Le critere de Nyquist :

Le systeme asservi (en boucle fermée) est stable si et seulement si son lieu de transfert en boucle
ouverte encercle le point -1 dans le sens anti-horlogique un nombre de fois égal au nombre de
poles instables [17-15].

La marge de gain est décrite par la distance entre -1 et la courbe de Fgzosur le diagramme de

nyquist [18], comme suit :
Gy = —lFBo(ejw”T)l

Et la marge de phase est la distance de arg[Fzo] par rapport a—180° au moment ou
|Fgo| = 0db [12-14], donc :

@y = 180° + arg[Fgo (e/@eT)]
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Ou Weo est la pulsation de coupure du gain.
Et w,, est la pulsation de coupure du déphasage.

Les valeurs typiques de ces grandeurs pour une conception « robuste » sont [10] :

- Marge de gain : M; = 6db
- Marge de phase : Mp, = 30°

111.4.2 Le critére de Rivers :

J{”" {J‘H Im
i »Re r\ »Re m »Re
! &‘4/ _lké_/ J (/
o7 ol T

Stabilité asymptotique  Stabilite en boucle fermee

en boucle fermée mais non asymptotique
(systéme juste oscillant)

Instabilité en
boucle fermée

Figure 111.11 Marges de stabilité suivant le critére de Rivers

Si le systéeme est stable en boucle ouverte (Gg,(s) n'a pas de pbles ni zéros instables), une
condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée est

qu'en parcourant le lieu de Nyquist de Ggo(s) dans le sens des pulsations @ croissantes, on
laisse le point critique -1 & gauche [19].

111.4.3 Les marges de gain et de phase :

111.4.3.1 Fonction de transfert du pendule et RST1

Pour le systeme qui décrit le régulateur RST1 avec la fonction de transfert traduisant le
comportement du pendule on a obtenu avec MATLAB le diagramme de nyquist suivant :
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Imaginary Axis

Figure 111.12 Diagramme de nyquist de G,réguler avec RST1

On remarque clairement que le point critique [—1, 0] est trés loin des courbes du diagramme de

nyquist et on déduit les marges suivante :

- Marge de Gain: M; = 42.7 db
- Marge de Phase : Mp,=

Donc d’aprés le critere de Nyquist et de Rivers on déduit que le systéme régulé a 1’aide du régulateur
RST1 est stable.

111.4.3.2 Fonction de transfert du chariot et RST2

Pour le systéme régulateur RST2 avec la fonction de transfert traduisant la position du chariot

on a obtenu le diagramme de nyquist suivant :

Nyquist Diagram
0.8 ¢ T —T 13 T 13 T

Imaginary Axis
(o]
1

Real Axis

Figure 111.13 Diagramme de nyquist de G,réguler avec RST2
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-~ —— - - - - - -~ - - -~

On remarque aussi que le point critique [—1, 0] est loin et on déduit les marges suivantes :

- Marge de Gain: M; = 4.67 db
- Marge de Phase : Mp;,= o

Donc d’apres le critéere de Nyquist et de Rivers on déduit que le systéme régulé a 1’aide du
régulateur RST2 est stable

Remarque :

Apres le calcul de la marge de phase d’un systéme a I’aide du diagramme de nyquist si cette

derniére est infinie, on dit que le systéme est inconditionnellement stable.

111.5 Conclusion :

A partir des étapes élaborées dans le deuxieme chapitre pour le calcul des régulateurs RST, on
a pu dans ce chapitre calculer des régulateurs RST qui stabilisent le pendule, et le chariot aux

consignes désiré a savoir® = 0 et x = 0.

Et concernant 1’¢étude de la stabilité, le critere de nyquist nous a permis de déduire des marges
de stabilité satisfaisante pour les deux régulateurs implémenté a leurs fonctions de transferts

respectives.
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'

Conclusion Générale :

Ce travail a été consacré a la modélisation et a la commande d’un pendule inversé, et
cette étude nous a amenés a comprendre les équations et le comportement dynamique du

systeme chariot-pendule.

La modélisation du systéme a 1’aide du formalisme de Lagrange-Euler a été largement
détaillée dans le premier chapitre, pour ensuite réaliser une linéarisation qui nous définit les
fonctions de transfert régissant du comportement du systeme. Les fonctions obtenu mis en

évidence les fortes non linéarités, et ’instabilité du systéeme.

Et comme les fonctions de transfert obtenu posséde des poles instables, et vu les
contraintes exigé en position qui limite le déplacement du chariot, une commande a double

régulateur est exigé pour stabiliser a la foi le pendule et contréler le déplacement de son chariot.

La méthode de calcul des régulateurs a été clairement présentée dans le deuxieme
chapitre, et un exemple d’application a été proposer pour nous familiariser avec la commande

et les différents avantages qu’elle peut nous procurer en termes de performances et de choix.

Finalement, le troisiéme chapitre est complétement consacré a I’élaboration des
régulateurs RST pour la commande du pendule inversé, dans un premier temps, on a réalisé une
commande RST qui stabilise le pendule autour de son point d’équilibre instable, a savoir la
position debout, et stabiliser le systemes le choix du modéle de références, des compensations
ainsi que les poles dominants est critique et doit étre bien choisit. Et la male interprétation de
certaines étapes du calcul peuvent nous mené a des résultats erroné. Une fois les polynémes

calculé, on a implémenté le régulateur RST sur le systéme.

A la fin, on souhaite que ce travail soi repris par d’autres étudiants en vue de I’améliorer

et augmenté les performances obtenu et pour cela on peut proposer :

e Choisir un autre modele de référence avec un ordre supérieur

e Essayer de changer les poles dominants
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Annexe 1 :

Tableau A.1 : Tableau des valeurs numériques d’un modéle du second ordre
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Annexe 2 :

Equation diophantienne ax + by = ¢

L'équation ax + by = c, ou les coefficients a, b et ¢ sont trois entiers relatifs (a et b non tous
deux nuls) et ou les inconnues x et y sont entiers relatifs, est une des équations diophantiennes
les plus simples a résoudre. Sa résolution s'appuie sur l'algorithme d'Euclide, le théoréme de
Bachet-Bézout (qui correspond au cas, appelé aussi identité de Bézout, ou c est égal au
PGCD de a et b) et le théoreme de Gauss.

Dans I'ensemble des entiers relatifs, une telle équation posséde, ou bien aucune solution, ou
bien une infinité de solutions.

Lorsque les coefficients et les inconnues sont des entiers naturels, I'équation posséde un
nombre fini de solutions. Le théoréeme de Paoli en donne le nombre a 1 prés.

Le théoréme de Bachet-Bézout affirme que cette équation admet toujours au moins une
solution.

La premiére étape de la résolution consiste a trouver une solution particuliére, c'est-a-dire un
couple d'entiers relatifs (xq, v,)

Veérifiant : ax, + by, = 1.

- L'algorithme d'Euclide étendu permet d'en exhiber une. (On peut remarquer que cet
algorithme s'interpréte comme le calcul du développement en fraction continue du
rationnel a/b ; I'avant derniére réduite h,,_,/k,_, fournit une solution du probléme
puisque k,,_;a— h,_;b=(-1)"*1)

- On peut travailler modulo b, en cherchant d'abord un entier x, tel que ax, =1 (mod
b). L'entier y, se calcule ensuite commettant égal a (1 — ax,)/b.

- Pour trouver un x, inverse de a mod b, on peut se servir du théoreme de Fermat
généralisé par Euler, d'aprés lequel a®® est congru & 1 modulo b, ou ¢ est
I'indicatrice d'Euler : I'entier x, = a®®-1convient. De méme, l'entier x, = a1
convient, ou A est la fonction de Carmichael.

- Mais on peut aussi, si b n'est pas trop grand, chercher une solution par simple
balayage, en cherchant quel entier x, compris entre 1 et |b| — 1 vérifie la congruence
linéaire ax, = 1 (mod b).

Une solution particuliere (x,, y,) étant connue, I'ensemble des solutions est formé
des couples (xo + bk, y, — ak) ou k est un entier relatif quelconque.
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Annexe 3 :
TYPE DE VARIABLES PERIODE
(OU DE PEOCEDE) D’ECHANTILLONNAGE (s)
DEBIT 1-3
NIVEAU 5-10
PRESSION 1-5
TEMPERATURE 10 — 180
DISTILLATION 10 — 180
ASSERVISSEMENTES 0.001 — 0.05
REACTEURS CATALYTIQUES 10 — 45
CIMENTERIES 20 — 45
SECHAGE 20 — 45

Tableau A.3 Choix de la période d’échantillonnage pour la régulation numérique de procédés

(valeurs indicatives)
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Annexe 4 : fonction MATLAB pour résoudre 1’équation diophantienne :

function [Rp, Sp,nrp,nspl=bezoutd(A,B,Hs,Hr,P)

PRECISION=1e-16;

D=size (A) ;

if D(1)>1, A=A"'; end;

D=size (B) ;

if D(1)>1, B=B'; end;

D=size (Hs) ;

if D(1)>1, Hs=Hs'; end;

if D(1)==0, Hs=1l; end;

D=size (Hr) ;

if D(1)>1, Hr=Hr'; end;

if D(1)==0, Hr=1l;end;

D=size (P);

if D(1)>1, P=P'; end;

na=length (A) -1;nb=length (B)-1;np=length(P)-1;

nhs=length (Hs)-1;nhr=length (Hr)-1;

if (nhs>0), Ah=conv(A,Hs); else Ah=A*Hs; end;

nah=length (Ah) -1;

if (nhr>0), Bh=conv(B,Hr); else Bh=B*Hr; end;

nbh=length (Bh) -1;

if (np>nah+nbh-1), disp('Bezout error: too many poles');end;

if (np<nah+nbh-1),rootsPdes=roots (P);nextra=nah+nbh-1-np;
rmin=le-16;angle=[0:nextra-1]"'/nextra*2*pi;j=sqrt(-1);
rootsPextra=rmin*exp (j*angle) ; P=poly([rootsPdes;rootsPextral) ;
np=nah+nbh-1;

end;

nsp=nbh-1;

nrp=nah-1;

if (np>nah+nbh-1),

disp('Order of model den is low Add a polynom of higher order to Hs or Hr.

")

end;

M=[1;

for j=l:nsp+l,
v=[1];

if (§>1), V=[V

; zeros(j-1,1)1; end;% zeros in front of Ah
V=[V ; Ah'];% Ah

if (j<=nsp), V=[V ; zeros(nsp+l-7j,1)]; end;% zeros behind Ah
if (length (V)~=nah+nbh), disp('bezoutb: error V'); end;
M=[M V]; % add one column to M
end;
for j=l:nrp+l,
v=[1;
if (3>1), V=[V ; zeros(j-1,1)]; end;

]
(

Vv=[V ; Bh'];
(

if (j<=nrp), V=[V ; zeros(nrp+l-j,1l)]; end;
if (length(V)~=nah+nbh), disp('bezoutb: error V'); end;
M=[M V];

end;

D=size (M) ;

if (D(1l) ~=nah+nbh), disp('bezoutb: error size M row'); end;

if (D(2)~=nah+nbh), disp('bezoutb: error size M column'); end;
P=P';global M1;

M1=M;

X= M\P;

X=real (X);

X=X";

Sp=X(l:nsp+l);

Rp=X (nsp+2:nsp+nrp+2) ;



Annexes
[

Annexe 5 : schémas Simulink :

L angle
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Figure A.1 Schéma du systeme avec les deux régulateurs
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Figure A.2 Schéma du sous-systeme RST1
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Figure A.2 Schéma du sous-systeme RST2
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Résumé

Ce Travail Présente une porte sur la modélisation et la commande d’un
pendule inversé sur un chariot qui se déplace selon un seul axe. Ce travail se
constitue de trois chapitres. D’abord, Le premier chapitre porte sur la modélisation
du systeme chariot-pendule. Ensuite dans le second chapitre on a présenté le
principe et la méthode d’application de la commande RST. Enfin, le troisi¢éme
chapitre est consacré a la réalisation d’un régulateur RST qui commande le
systéme modélisé. L’application et les résultats de simulation sont obtenus via
Simulink/ MATLAB.

Mots clés : Pendule inverse, pendule sur chariot, commande RST,
Placement de poles, commande robuste.

Abstract

This Work presente a door to the modeling and control of an inverted
pendulum on a trolley that moves along a single axis. This work consists of three
chapters. First of all, the first chapter deals with the modeling of the trolley-
pendulum system. Then, in the second chapter, we presented the principle and the
method of application of the RST command. Finally, the third chapter is devoted
to the realization of an RST regulator which controls the modeled system. The
application and simulation results are obtained via Simulink / MATLAB.

Key words : Inverted pendulum, pendulum on trolley, RST control, Pole
placement, robust control.
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