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Introduction générale

Les espaces de Sobolev portent le nom du savant Sergueï Lvovitch Sobolev qui est un

mathématicien et un physicien atomique russe de l�époque Soviétique (né le 6 octobre

1908 et décédé le 3 janvier 1989).

Au cours des années 30, Sobolev a introduit des notions qui sont fondamentales dans le

développement de plusieurs domaines des mathématiques. Tout en travaillant à Moscou,

Sobolev a construit la méthode standard pour résoudre les problèmes elliptiques avec con-

ditions aux limites en introduisant ses espaces fonctionnels. Il a donné les inégalités sur

les normes relatives à ces espaces qui étaient importants dans la théorie de l�intégration

des espaces fonctionnels, il a de plus appliqué ses méthodes pour résoudre les problèmes

di¢ ciles de la physique mathématique.

En 1939, Sobolev a été élu membre à part entière de l�académie des sciences d�URSS.

Il n�avait que 31 ans au moment de son élection qui a été une réalisation remarquable et

a fait de lui le plus jeune membre.

Sobolev a reçu de nombreux honneurs pour ses contributions fondamentales aux math-

ématiques. Il a été élu à de nombreuses sociétés scienti�ques, y compris l�académie des

sciences d�URSS, l�académie des Sciences de France et l�académie nationale dei Lincei.

Il a reçu de nombreux prix, dont trois prix d�état et la médaille d�or 1988 Lomonosov de

l�académie des sciences d�URSS.

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels modelés pour la plupart à partir

des espaces de Lebesgue et munis des normes combinant celle de la fonction en question

et de celles des dérivées faibles jusqu�à un certain ordre.
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Introduction générale

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach ou un espace de Hilbert

de fonctions pouvant être dérivées su¢ samment de fois (pour donner un sens par exemple

à une équation aux dérivées partielles) et muni d�une norme qui mesure à la fois la

taille et la régularité de la fonction, ce qui fait d�eux des outils très importants et très

adaptés à l�étude des équations aux dérivées partielles. En e¤et, les solutions d�équations

aux dérivées partielles, appartiennent plus naturellement à un espace de Sobolev qu�à un

espace de fonctions dérivables dont les dérivées sont comprises dans un sens classique.

Dans notre modeste travail, nous donnons dans le premier chapitre quelques outils

et dé�nitions de l�analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans la suite. Le deuxième et

le troisième chapitre présentent un outil de travail pour la résolution des équations aux

dérivées partielles qui sont les espaces de Sobolev. En e¤et dans le deuxième chapitre,

notre étude concerne les espaces de Sobolev Wm;p(
) où m est un entier, nous donnons

les dé�nitions et les propriétés de base de cet espace ainsi que les théorèmes d�injection

continues et compactes, les théorèmes de densité. De plus, nous énonçons un théorème

établissant l�existence de l�application trace et nous exposons le dual de cet espace.

Le dernier chapitre constitue une généralisation du chapitre précédent. Nous ap-

profondissons l�étude des espaces de Sobolev W s;p(
) où s est un réel. Dans un pre-

mier temps, nous traitons le cas où 0 < s < 1 et avons présenté les di¤érentes pro-

priétés et théorèmes fondamentaux. Dans la deuxième section, nous présentons le cas où

0 < s < +1; nous donnons aussi les propriétés et les théorèmes essentiels de cet espace.

En�n, nous terminons par le dual de Wm;p
0 (
) qui n�est autre que W�m;p0 (
):
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CHAPITRE

1 Préliminaires et notions

de base

L�objectif de ce chapitre est de rappeler l�essentiel des dé�nitions et des notions qui seront

utilisées dans les deux autres chapitres (partition de l�unité, un ouvert lipschitzien et de

classe C1,...) et d�introduire des résultats et des théorèmes utiles pour étudier les espaces

de Sobolev (théorème de compacité dans les Lp, théorème de Hahn Banach, théorème de

représentation de Riesz,...).

1.1 Rappels d�analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.1.1 Une partition de l�unité de classe C1 subordonnée à un recouvrement

ouvert fAjgj2N de l�ouvert 
 est un ensemble de fonctions 	j véri�ant :

(1) Pour tout j, la fonction 	j est dans C1(
), positive et à support contenu dans Aj.

(2) Sur tout compact K de 
, un nombre �ni seulement de fonctions 	j ne sont pas

identiquement nulles sur K.

(3) 8x 2 
;
P
j2N
	j(x) = 1:

3



1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.1.2 On dit que 
 est un ouvert lipschitzien uniforme si :

(1) Il existe un recouvrement ouvert (
i)i�0 de 
 tel que d(
0; @
) > 0 et pour tout i � 1,


i est borné avec 
i \ @
 6= ? et ou bien la famille f
ig a un cardinal �ni, ou bien

9k � 2; ji� jj � k ) 
i \ 
j = ?:

(2) Il existe un ouvert borné #
0

i de RN�1, une fonction ai lipschitzienne sur #
0

i et un

système de coordonnées tels que, quitte à renuméroter ces coordonnées :


i \ 
 � f(x0 ; xN)nx
0 2 #0i; xN > ai(x

0
)g:


i \ @
 = f(x0 ; ai(x
0
))nx0 2 #0ig:

(3) Il existe une partition de l�unité ('i)i, subordonnée au recouvrement de 
 par les 
i

et des constantes C1 et C2 telles que :

8i; k'ikW 1;1(RN ) � C1 et kaikW 1;1(#
0
i)
� C2:

Dé�nition 1.1.3 On dit qu�un ouvert est de classe C1-uniforme s�il est lipschitzien

uniforme avec des fonctions ai de classe C1.

Remarque 1.1.1 On utilisera souvent dans la suite, pour alléger la lecture, le terme C1

ou Ck ou lipschitzien, en omettant le quali�catif régulier ou uniforme.

Dé�nition 1.1.4 Soient E et F deux espaces de Banach.

On dit que E s�injecte continûment dans F et on note E ,! F si les conditions suivantes

sont véri�ées :

(i) E est un sous-espace de F .

(ii) Tout suite convergente dans E est convergente dans F .

Autrement dit, l�identité I : E ! F est continue ou encore 9 C > 0 telle que :

kukF � C kukE pour tout u 2 E:

4



1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.1.5 Soient E et F deux espaces de Banach.

On dit que l�injection de E dans F est compacte et on note E ,!,! F si :

(i) E s�injecte continûment dans F .

(ii) L�application I : E ! F est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans E est relativement compacte dans F:

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Hölder)

Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lp
0
(
) avec 1 � p � +1 et p

0
l�exposant conjugué de p c-à-d

1
p
+ 1

p0
= 1

alors 8><>:
fg 2 L1(
):R




jfgj dx � kfkLp(
) kgkLp0 (
) :

Cette inégalité se généralise en considérant des réels pj > 1 dont la somme des inverses

est égale à 1

8fj 2 Lpj(
);
Z



�����Y
j

fj(x)

����� dx �Y
j

�Z



jfj(x)j
pj

dx

� 1
pj

:

Théorème 1.1.1 (Représentation de Riesz)

Soient 1 � p < +1; T 2 (Lp(
))� et p0 le conjugué de p. Alors, il existe v 2 Lp
0
(
) tel

que pour tout u 2 Lp(
) :

T (u) =

Z



u(x)v(x)dx et kvk
Lp

0
(
)
= kTk(Lp(
))� :

Théorème 1.1.2 (Compacité des bornés dans Lp)

Soit 
 un ouvert de RN et p un réel tel que 1 � p < +1 .

Un sous ensemble K borné dans Lp(
) est précompact dans Lp(
) si et seulement si, pour

tout " > 0; il existe un nombre � > 0 et un sous ensemble ouvert G d�adhérence compacte

dans 
, tel que pour tout u 2 K et pour tout h 2 RN , satisfaisant à jhj < � et jhj � d(G;

@
), on ait : Z
G

ju(x+ h)� u(x)jp dx < "p et

Z

n �G

ju(x)jp dx < "p:

5



1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

Théorème 1.1.3 (Théorème d�Ascoli)

Soit E un espace compact et (E; d) un espace métrique, (F; �) un espace métrique complet.

Une partie A de C(E;F ) des fonctions continues de E dans F est relativement compacte

si et seulement si :

(1) A est équicontinue c�est à dire :

8x 2 E; 8" > 0;9� > 0; (8f 2 A;8y 2 E) : (d(x; y) < �)) (�(f(x); f(y)) < "):

(2) Pour tout x 2 E; l�ensemble A(x) = ff(x); f 2 Ag est relativement compact.

Dé�nition 1.1.6 Soit E un espace de Banach.

Une carte locale d�un espace topologique X sur E est la donnée d�un couple (U;') tel que:

(1) U est un ouvert de X.

(2) ' est une application de U dans E véri�ant : ' : U 7! '(U) est un homéomorphisme.

L�application réciproque '�1 : '(U) 7! U est appelée paramétrisation de U et les coordon-

nées locales des points de U sont leurs images par ':

Dé�nition 1.1.7 (L�espace Lp(]a; b[; X))

Soit X un espace de Hilbert séparable et ]a; b[ un ouvert de R:

On désigne par Lp(]a; b[; X) 1 � p � +1 l�espace des classes des fonctions

f : ]a; b[! X; véri�ant

t 7! f(t)

i) f est mesurable.

ii)
R b
a
kf(t)kpX dt <1:

On muni Lp(]a; b[; X) de la norme

kf(t)kLp(]a;b[;X) = (
Z b

a

kf(t)kpX dt)
1
p :

6



CHAPITRE

2 Espaces de Sobolev

Wm;p(
)

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l�étude des espaces de Sobolev Wm;p(
), où

m est un entier. Nous énonçons quelques résultats ainsi que les théorèmes de densité,

d�injection et d�existence de l�application trace.

2.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires

Soit m 2 N, 1 � p � 1 et 
 un ouvert de RN . On appelle espace de Sobolev d�ordre m

et on le note Wm;p(
) l�espace :

Wm;p(
) =
�
u 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
) ;8� = (�1; �2; :::; �N) 2 NN ; 0 � j�j � m

	
:

où D�u = @j�ju
@x

�1
1 :::@x

�N
N

est la dérivée partielle de u d�ordre � au sens des distributions

dé�nie par :

hD�u ; 'i = (�1)j�j hu ;D�'i ; 8' 2 D(
) avec j�j = �1 + �2 + :::+ �N :

7



2.1. Dé�nitions et propriétés élémentaires

L�espace Wm;p(
) est muni de la norme :

8>><>>:
kukWm;p(
) = (

P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
))
1
p si 1 � p <1

kukWm;p(
) = max
0�j�j�1

kD�ukL1(
) si p =1

Proposition 2.1.1 L�espace (Wm;p(
); k:kWm;p(
)) est un espace de Banach pour

1 � p � +1.

Démonstration.

Soit (un) une suite de Cauchy dans l�espace fonctionnel Wm;p(
). Alors pour tout multi-

indice d�ordre inférieur où égal à m, (D�un )n2N est de Cauchy dans Lp(
): Rappelons

alors que l�espace Lp(
) est complet et de ce fait, il existe des fonctions u et u� pour

tout multi-indice �, 0 < j�j � m, telles que (un) et (D�un) convergent vers u et u�

respectivement vers dans Lp(
) et ceci pour tout multi-indice. De plus, vu que

Lp(
) � L1loc(
) chacune des fonctions un détermine une distribution Tun 2 D0(
) ainsi,

pour toute fonction � 2 D(
)

on a :

jTun(�)� Tu(�)j �
R


jun(x)� u(x)j j�(x)j dx:

� k�(x)kLp0 (
) kun � ukLp(
) :

Grâce à l�inégalité de Hölder où p0 est l�exposant conjugué à p ainsi, Tun(�)! Tu(�) pour

toute fonction � 2 D(
) lorsque n! +1.

Par un même raisonnement, TD�un(�) �! TD�u(�) pour toute fonction � 2 D(
) et tout

multi-indice d�ordre compris entre 0 et m. Il en découle :

Tu�(�) = lim
n!+1

T D�un(�)

= lim
n!+1

(�1)�T un(D
��)

= (�1)�T u(D
��) = D�(Tu)(�); pour toute fonction � 2 D(
); ainsi

u� = D�u au sens des distributions pour tout multi-indice véri�ant 0 � j�j � m. Finale-

ment, on a lim
n!+1

kun � ukWm;p(
) = 0. L�espace W
m;p(
) est donc complet.

Remarque 2.1.1 L�espace de Sobolev Wm;p(
) est

- ré�exif pour 1 < p < +1:

- séparable pour 1 � p <1:

8



2.2. Théorèmes de densité

Dé�nition 2.1.1 On dit qu�un ouvert 
 de RN , possède une propriété de (m; p) pro-

longement s�il existe un opérateur linéaire et continu P de Wm;p(
) dans Wm;p(RN); tel

que pour p.p x 2 
; l�opérateur satisfait à Pu (x)j
 = u (x) :

2.2 Théorèmes de densité

Proposition 2.2.1 Soit 
 un ouvert quelconque de RN . Alors le sous-espace

C1(
) \Wm;p(
) est dense dans Wm;p(
).

Démonstration. On commence par le cas 
 = RN .

Soit u 2 Wm;p(RN), on considère une suite régularisante x 7! 1
"N
�(x

"
) et un réel � > 0.

On sait que la fonction �" ? u 2 C1(RN) et ses dérivées

D�(u ? �") = �" ? D
�u

sont des éléments de Lp(RN) et aussi qu�il existe "0 tel que, pour " < "0 , on ait

ku� �" ? ukLp � � et 8 j�j � m; kD�u� �" ? D
�ukLp � �

On en déduit que �" ? D
�u 2 Wm;p(RN) et qu�il existe une constante Cm telle que

ku� �" ? ukWm;p � � Cm ce qui termine la démonstration dans le cas de RN .

Soit maintenant un ouvert 
 6= RN , On utilise un recouvrement ouvert f
jgj 2 N de 


dé�ni par


j =

�
x 2 
; jxj � jC1 et d(x; @
) >

C2
j + 1

�
les constantes C1 et C2 sont choisies pour que 
2 6= ;:

Cette suite d�ouverts bornées est croissante et recouvre 
, en posant alors,

On pose 
0 = 
�1 = ;:

On dé�nit la suite d�ouverts fAjg telle que

Aj = 
j +2n 
j �1 avec A0 = 
2; A1 = 
3:

La famille fAjg constitue encore un recouvrement ouvert de 
 et on véri�e facilement

que si jj � j0j � 3 alors Aj\ Aj0 = ?:

9



2.2. Théorèmes de densité

Soit ( j) une partition de l�unité associée au recouvrement fAjg, soit aussi "j assez petit

que " étant donné, on ait à la fois

8 j � 2; Aj +B(0; "j) � Aj �1 [ Aj [ Aj +1:

8 j � 0;
�"j ? ( ju)� ( ju)

Wm; p
� "

2j+1
:

On considère alors la fonction v(") dé�nie par

v(") =
+1X
0

(�"j ? ( ju)):

Cette fonction est bien dé�nie car la somme du second membre est localement �nie, on

déduit des inégalités précédentes que

v(") 2 Wm;p(
):

En utilisant u =
+1P
0

( ju), on peut terminer la démonstration par l�inégalité v(") � u

Wm;p(
)

�
+1P
0

�"j ? ( ju)� ( ju)
Wm;p

.

�
+1P
0

"
2j+1

= ".

Dé�nition 2.2.1 Soit 
 un ouvert de RN . On note Wm;p
0 (
) l�adhérence de l�espace

D(
) dans Wm;p(
) au sens de la norme k:kWm;p(
).

Trouver une caractérisation intrinsèque des fonctions de Wm;p
0 (
) n�est pas évident en

général et dépend fortement de la structure de 
, dans le cas 
 = RN , une méthode de

troncature et de régularisation permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 L�espaceD(RN) est dense dansWm;p(RN); doncWm;p(RN) =Wm;p
0 (RN):

Démonstration. Soit u 2 Wm;p(RN) et n 2 N�.

Soit ' une fonction de D(B(0; 2)); qui vaut 1 sur B(0; 1) et telle que 0 � ' � 1.

On pose 'n(x) = '(x
n
). Alors la suite (un) dé�nie par : un(x) = 'n(x) u(x) converge

vers u dans Wm;p(RN), en e¤et

Puisque jujp 2 L1 on a

ku� unkpLP = k(1� 'n)uk
p
LP
�
Z
jxj�n

ju(x)jp dx �! 0:

10



2.2. Théorèmes de densité

D�autre part, la formule de Leibniz de dérivation d�un produit d�une fonction C1 par

une distribution entraîne que si j�j = m alors D�('nu) est la somme de 'n D�u et

d�expressions de la forme ( 1
n
)j D�1'(x

n
) D�2 où j�1j+ j�2j = m et j�1j = j � 1. On peut

majorer la norme dans LP de ces expressions par 1
nj
jD�1'j1 (

R
jxj�n jD

�2u(x)jp dx)
1
p qui

tend vers 0, puisque j � 1, on en déduit que

jD�('nu)�D�ujLp � jD�('nu)� 'n D
�ujLp + j'n D�u�D�ujLp

qui est la somme de deux quantités qui tendent vers 0:

On utilise une suite régularisante, si � est une fonction régularisante on lui associe

�n(x) = �n�(�x) et un = �n ? ('nu), alors (un) est une suite de fonctions appartenant à

D(RN) qui converge vers u dans W 1;p:

D�une manière générale, on verra que sous des conditions de régularité concernant 
,

il su¢ ra que la prolongée eu de u par 0 hors de 
 appartienne à Wm;p(RN) pour qu�on

puisse conclure à la propriété : u 2 Wm;p(RN):

Corollaire 2.2.1 Si 
 est lipschitzien alors C1(�
) est dense dans Wm;p(
).

Démonstration. Soit u 2 Wm;p(
) et (�n) 2 D(RN) qui converge vers P (u) dans

Wm;p(RN).

Alors les restrictions à 
 de �n convergent vers la restriction de P (u) à 
 qui n�est autre

que u:

Corollaire 2.2.2

Soit u 2 W 1;p
loc (
) càd pour toute fonction ' 2 D(
), on a 'u 2 W 1;p(
). Soit x0 le point

(x
0
0; t) 2 
 où x00 2 RN�1 et t 2 R. On désigne par B0(x

0
0; t) une boule ouverte dans RN�1

et par B�(x
0
0; t) le cylindre ouvert B

0(x
0
0; t)�]�r; r[ ; dont l�adhérence pour r assez petit, est

incluse dans 
: Alors pour presque tous les couples (x0; t) et (x0; t
0
) d�éléments de B�(x0; t);

on a

u(x0; t)� u(x0; t
0
) =

Z t

t0

@

@xN
u(x0; s)ds

11



2.3. Injections de Sobolev

Démonstration.

Pour
�
t; t

0� 2 (]�r; r[)2 et x0 2 B0(x
0
0; r); posons

v(x
0
) =

Z t

t0

@

@xN
u(x0; s)ds:

On montre que v 2 Lp(B0(x
0
0; r)). Comme B�(x0; r) � 
; la fonction�

x
0
; s
�
7! @N u(x0; s) est dans Lp; donc sommable en s sur l�intervalle

�
t
0
; t
�
inclus dans

]�r; r[ : Il en résulte que � est presque partout dé�nie sur B0(x
0
0; r): Ensuite en utilisant

les formules de Hölder et de Fubini, on a pour presque tout couple
�
t; t

0�
kvkpLp(
)=

R
B0

����R t0t @
@xN

u
�
x
0
; s
�
ds

����p dx 0 :
�
R
B0
��t� t

0��p�1 R t0
t

��� @
@xN

u
�
x
0
; s
����p dsdx0 :

�
��t� t

0��p�1 R
B�

��� @
@xN

u
�
x
0
; s
����p dx <1:

Soit (un) une suite de C1(B�) \W 1;p(B�) qui converge vers u, on dé�nit la suite (un)

sur B0 par la relation :

vn(x
0
) =

Z t

t0

@

@xN
un(x

0; s)ds:

En remplaçant u par un � u dans le calcul précédent, on voit que vn �! v dans Lp(B0):

On peut extraire de cette suite une sous-suite
�
vnj
�
qui converge presque partout vers v

sur B0: On peut de même extraire de la suite (unj) une sous-suite (u�(n)) qui converge

presque partout vers u sur B�; les fonctions u�(n) étant régulières, on a :

u�(n)(x
0
; t)� u�(n)(x

0
; t

0
) =

Z t
0

t

@�(n)u
�
x
0
; s
�
ds = v�(n)(x

0
):

En utilisant la convergence presque partout des deux membres, on obtient la formule du

corollaire.

2.3 Injections de Sobolev

Dé�nition 2.3.1

Si 
 est un ouvert de RN , les entiers j � 0 étant donnés, on dé�nit la famille des espaces

C j
b par :

12



2.3. Injections de Sobolev

C j
b (
) = fu 2 Cj(
)= 8� 2 NN , j�j � j, 9K�, kD�uk1 � K�g, muni de la norme

suivante

kukCmb (
) = sup
j�j�m

sup
x2


jD�u(x)j :

C j
b (
) muni de cette norme est un espace de Banach.

Les sous-espaces C j;�
b (
) où � est un réel strictement positif, sont constitués des fonctions

de C j
b (
) telles que, si j�j � j alors :

9C�;�, 8x, y 2 
,
��D(�)u(x)�D(�)u(y)

�� � C�;� jx� yj�, muni de la norme suivante

kukCm;�b (
) = kukCmb (
) + sup
j�j�m

sup
f(x;y)2
2; x 6=yg

jD�u (x)�D�u (y)j
jx� yj�

C j;�
b (
) muni de cette norme est un Banach.

Remarque 2.3.1 8 (�; �) ; 0 < � < � < 1 : Cm;�b (
) ,! Cm;�b (
) ,! Cmb (
) ; les

inclusions étant strictes.

Remarque 2.3.2 Lorsque 
 est un ouvert borné, toute fonction de cet espace et ses

dérivées se prolongent continûment sur 
; cet espace est alors identique à l�espace Cm
�


�
:

Théorème 2.3.1 Quels que soient m 2 N� et 1 � p � 1; le demi-espace

RN+ = RN�1 � R�+ possède un opérateur de (m; p) prolongement.

Démonstration. On dé�nit pour u 2 Wm;p(RN+ ) la prolongé Pu de u pour xN < 0

Pu (x) =
P

1�j�m
�ju

�
x
0
;�jxN

�
; où (�j) constitue la solution unique du système

8k 2 f0; 1; :::;m� 1g ;
X
1�j�m

(�j)k �j = 1:

On peut remarquer d�abord qu�avec ces conditions, si u 2 Cm
�
RN+
�
alors pour tout

k � m�1, la fonction u et les dérivées partielles @kPu=@xkN sont continues à la traversée

de fxN = 0g et on déduit que Pu 2 Cm�1 (
) :

Il su¢ t pour cela d�utiliser la dé�nition des dérivées @kN le long de fxN = 0g :

Théorème 2.3.2 Un ouvert de classe Cm possède la propriété de (m; p)-prolongement

pour tout p 2 [1; 1[ :

13



2.3. Injections de Sobolev

Démonstration.

On se ramène par cartes locales à prolonger une fonction du type 'iu: On laisse tomber

les indices i pour la fonction ai et les coordonnées locales. On dé�nit alors :

�
�
x
0
; t
�
= u

�
x
0
; a
�
x
0�
+ t
�
:

qui est dans Wm;p
�
RN+
�
compte tenu des propriétés de ai, on utilise alors le prolonge-

ment donné dans le théorème 2:3:1; la continuité du prolongement est une conséquence

immédiate des propriétés de Cm-régularité et de celle du prolongement sur RN :

2.3.1 Injections continues

Théorème 2.3.3 (Théorème de Sobolev)

On suppose que p � 1 et m 2 N. Alors

(1) Si N > mp alors pour tout q tel que p � q � Np=(N�mp), on a :

Wm,p(RN) ,! Lq(RN):

L�inégalité d�injection continue peut être précisée comme suit :

Sous les conditions énoncées, il existe une constante C telle que :

8' 2 Wm,p(RN); k'kq � C k'kWm,p(RN ) :

(2) Pour p = 1, on a : WN ,1(RN) ,! Cb(RN).

(3) Si N =mp et p > 1 alors pour tout q tel que p � q <1; on a :

Wm, p(RN) ,! Lq(RN):

(4) Si p > N alors

0 < � � 1�N=p =) W 1,p(RN) ,! C0,�b (RN):

(5) Si mp > N lorsque N=p =2 N et si j est tel que (j � 1) p < N < jp alors

0 < � � j �N=p =) Wm,p(RN) ,! Cm�j,�b (RN):

Si N=p 2 N et m � j = N=p+ 1 alors

Wm,p(RN) ,! C
m�(N=p)�1,�
b (RN) pour tout � < 1:
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2.3. Injections de Sobolev

Remarque 2.3.3 D�après la densité de D(RN) dans Wm,p(RN), il su¢ t de prouver ce

théorème dans D(RN):

Remarque 2.3.4 (Réduction aux cas des injections critiques).

Si les propriétés sont démontrées dans les cas critiques, c�est-à-dire pour l�a¢ rmation (1)

dans le cas : q = Np=(N �mp) et pour les a¢ rmations (4) et (5) dans les cas respectifs

� = 1 � N=p et � = j � N=p; alors les propriétés (1), (4) et (5) du théorème 2:3:3 en

résultent.

Supposons en e¤et, l�a¢ rmation (1) prouvée pour q = p� = Np=(N �mp).

Soit q 2]p; p�[ et � 2 ]0; 1[ tel que q = �p + (1 � �)p�. L�inégalité de Hölder, pour les

exposants conjugués 1=� et 1=(1� �), nous donne :

R
RN
ju(x)j dx =

R
RN
ju(x)j�p ju(x)j(1��)p

�
dx:

�
" R
RN
ju(x)jp�=� dx

#� " R
RN
ju(x)jp

�(1��)=(1��) dx

#(1��)
:

� kukpLp kuk
p�(1��)
Lp�

:

On sait que u 2 Lp; u 2 Lp� et que d�autre part il existe C telle que :

kukLp� � C kukWm;p(
) :

Ainsi l�inégalité précédente montre que u 2 Lq et que :

kukqLq � C kukp�+(1��)p
�

Wm;p(
) = C kukqWm;p(
) :

Ce qui démontre la continuité de l�injection dans Lq:

Un raisonnement analogue permet de ramener la démonstration des a¢ rmations (4) et

(5) au cas critique envisagé ci-dessus.

Organisation de la preuve du théorème de Sobolev

Étape A: On établit pour les fonctions de D(RN) l�inégalité :

k'kLN=(N�1)(RN ) � C k'kW 1,1(RN )

Il en résultera par la densité de D(RN) dans Wm,p(RN), l�a¢ rmation (1) du théorème
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2.3. Injections de Sobolev

dans le cas p = m = 1:

Étape B: On établit dans le cas p < N pour les fonctions ' de D(RN) l�inégalité :

k'kLNp=(N�p)(RN ) � C k'kW 1,p(RN )

Étape C: On établit par récurrence, pour les fonctions ' de D(RN) dans les cas m � 2

et mp < N l�inégalité :

k'kLNp=(N�mp)(RN ) � C k'kWm,p(RN )

À l�issue de ces trois étapes, l�a¢ rmation (1), grâce a la densité et à la remarque 2:3:4

sera démontée.

Étape D: On établit pour les fonctions ' de D(RN) l�inégalité :

k'k1 � C k'kWN ,1(RN )

En utilisant la densité des fonctions régulières, on déduira l�a¢ rmation (2) du théorème.

Étape E: On prouve l�a¢ rmation (3) du théorème en commençant par le cas m = 1,

p = N et en poursuivant avec m � 2 puis Np = m.

Étape F: On démontre les deux dernières propriétés (4) et (5) du théorème.

Lemme 2.3.1 (voir [5]) Soient N � 2 et N fonction Fi, chacune appartenant à LN�1(RN�1).Soit

�x
(N)
i le (N�1)�uplet (x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xN) 2 RN�1: Alors on a :

Y
Fi(�x

(N)
i ) 2 L1(RN)

et on a l�inégalité Z
RN

Y
i

���Fi(�x(N)i )
��� dx �Y

i

(

Z
RN�1

���Fi(�x(N)i )
���N�1 d�x:

Démonstration. Du théorème 2:3:3

Montrons d�abord l�étape A. càd montrons que :

9C;8' 2 D(RN); k'kLN=(N�1)(RN ) � C k'kW 1,1(RN ) :

. Soit ' 2 D(RN). Alors pour tout indice i 2 f1; :::; Ng on a :

8x 2 RN ; '(x) =
Z xi

�1

@'

@xi
'(x+ (s� xi)ei)ds:

On en déduit :

j '(x)j �
Z
R

���� @'@xi'(x+ (s� xi)ei)

���� ds : (1)
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2.3. Injections de Sobolev

On remarque que l�intégrale du membre de droite de (1) ne dépend pas de la composante

xi de x. On dé�nie, sur RN�1, la fonction 'i à support compact, par la formule :

'i(�x
(N)
i ) =

Z
R

���� @'@xi'(x+ (s� xi)ei)

���� ds:
Les inégalités (1) s�écrivent donc :

8i 2 f1; :::; Ng;8x 2 RN ; j '(x)j � 'i(�x
(N)
i ):

Comme le but est l�étude de k'k
LN=(N�1)

; on note ici que :

8x 2 RN ; j '(x)jN=(N�1) �
NY
1

['i(�x
(N)
i )]1=(N�1) :

On applique le lemme 2:3:1 aux fonctions Fi = j'ij
1=(N�1) . L�inégalité

j'(x)j �
Y

1�i�N
j'i(�xi)j

1=(N�1) fournit alors pour la norme � = k'k
LN=(N�1)

; l�expression

� � [
R
RN

Y
1�i�N

Fi(�xi)dx]
(N�1)=N .

=
Y

1�i�N

R
RN�1

R
R

��� @'@xi'(x+ sei)
��� dsd�x i]1=N :

= [
Y

1�i�N

 @'@xi'L1(RN ) ]1=N :
� 1

N

X
1�i�N

 @'@xi'L1(RN ) � 1
N
k'kw1,1(RN ) :

On a ainsi la propriété d�injection continue W 1,1(RN) ,! LN=(N�1) et, par la densité de

D(RN) dans Wm,p(RN), l�a¢ rmation (1) du théorème est démontrée dans le cas

p = m = 1.

Remarque 2.3.5

En fait, la dernière inégalité, qui traduit la continuité de l�injection, s�écrit ici plus

précisément :

k'kN=(N�1) � C kr'k1 :

Montrons maintenant l�étape B.

On suppose maintenant m = 1 et p < N .
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2.3. Injections de Sobolev

On considère pour u 2 D(RN) la fonction v = jujp(N�1)=(N�p)�1 u où l�exposant est positif

où nul, puisque p � 1: Par dé�nition juj� = exp(� ln(juj)); la dérivée partielle @iv s�écrit

@iv =
p(N � 1)
N � p

jujp(N�1)=(N�p)�1 @iu:

En outre, la remarque précédente et l�utilisation de l�inégalité de Hölder fournissent

(
R
Rn jv(x)j

N=(N�1)
dx)(N�1)=N � C(

R
Rn

p(N�1)
N�P ju(x)jp(N�1)=(N�p)�1 jru(x)j :

� C
�R
RN jru(x)j

p dx
� 1
p

�R
Rn ju(x)j

Np=(N�p) dx
�1� 1

p
:

Le membre de gauche n�est autre que kuk(N�1)p=(N�p)Np=(N�p) . Donc, en divisant par kuk(p�1)N=(N�p)Np=(N�p) ;

on obtient l�inégalité

kukNp=(N�p) � C krukp :

On a ainsi démontré l�a¢ rmation (1) du théorème pour m = 1 et 1 < p < N:

Montrons l�étape C.

On fait maintenant une preuve par récurrence sur m:

Supposons m � 2 et mp < N; on a donc : (m� 1)p < N et p < N:

Supposons l�injection Wm�1;p ,! LNp=(N�(m�1)p) démontrée.

Avec D désignant un opérateur di¤érentiel d�ordre 1, on a Du 2 Wm�1;p, donc :

Du 2 LNp=(N�(m�1)p); Puisque u 2 Wm;p, on a : u 2 Wm�1;p. Par suite u 2 LNp=(N�(m�1)p):

Finalement, en posant q = Np=(N � (m� 1)p); on a : u 2 W 1;q.

D�après le théorème d�injection pour m = 1 et puisque q(N � q) = p(N �mp); on obtient

u 2 LNq=(N�mp) ce qui achève la démonstration pour l�étape C.

Montrons l�étape D.

montrons que WN;1 ,! L1: L�utilisation de la densité des fonctions régulières entraînera

ensuite la propriété d�injection :

WN;1 ,! Cb(RN):

On a déjà montré que si u 2 W 1;1(RN) alors :

8x0 2 RN�1; kuk1 (x
0
; :) �

Z
R

���@Nu(x0 ; t)��� dt:
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2.3. Injections de Sobolev

Faisons d�autre part l�hypothèse de récurrence suivante, si v 2 WN�1;1(RN�1) alors

v 2 L1(RN�1) et kuk1 �
X

�2NN�1
j��N�1j

Z
RN�1

���D�v(x
0
)
��� dx0 :

On applique cette inégalité à la fonction @Nu(x
0
; xN) pour xN �xé, on obtient :

sup
x02Rn�1

���@Nu(x0 ; xN)��� � X
�2NN�1
j��N�1j

Z
RN�1

j D�(@Nu)j (x
0
; xN)dx

0
:

On intègre ensuite par rapport à xN

sup

x
02Rn�1
xN2R

��u(x0 ; xN)��� RR sup
x02RN�1

��@Nu(x0 ; xN)�� dxN :
�

P
�2NN�1
j��N�1j

R
R

R
RN�1 jD

� (@Nu)(x
0; xN)j dx

0
dxN :

�
P

�2NN�1
j��N�1j

R
RN jD

�uj dx:

On a ainsi obtenu WN;1 ,! L1:

Retournons à l�a¢ rmation (2). Soit u 2 WN;1(RN) et (un) une suite de D(RN) telle que

kun � ukWN;1(Rn) �! 0 d�après ce qui précède, on déduit que kun � ukWN;1(Rn) �! 0; ce

qui signi�e que un �! u uniformément sur RN : Ainsi u est continue sur RN : Comme

u 2 L1; il en résulte que u 2 Cb(RN). De plus, l�inégalité

kukL1 � C kukWN;1 :

fournit

8u 2 WN;1(RN); kukCb(RN ) � C kukWN;1 :

Cela termine l�étape D et la preuve de l�a¢ rmation (2).

Montrons l�étape E.

Supposons que mp = N:

On commence par le cas m = 1, p = N > 1:

Soit donc u 2 W 1;N(RN): On montre que u appartient à Lp quel que soit q � N . On

commence par montrer que W 1;N(RN) s�injecte continûment dans Lq pour tout

19



2.3. Injections de Sobolev

q 2 [N;N2=(N � 1)] : Pour cela, on remarque que si u 2 W 1;N(RN) alors uN 2 W 1;1;

ceci résulte de r
�
uN
�
= NuN�1ru et de l�inégalité de Hölder :R

Rn
��ruN �� � N

R
Rn jruj

��uN�1�� dx:
� N

�R
Rn jruj

N dx
�1=N �R

Rn juj
N dx

�(N�1)=N
.

Par l�injection de Sobolev de W 1;1 dans LN=(N�1); on déduit l�appartenance de u à LN
2=(N�1):

On montre maintenant l�appartenance de u à tous les Lq pour q > N2=(N � 1); pour ce

faire, on remarque que q peut alors s�écrire q = q
0
N(N � 1) avec q0 > N:

Considérons ' une fonction régulière approchant u où u 2 W 1;N(RN) :

A =

�Z
Rn

���'q0N=(N�1)��� dx�(N�1)=N = 'q0
LN=(N�1)

:

En utilisant r
�
j'jq

0�
= q

0 j'jq
0�2 'r'; la remarque 2:3:5 puis l�inégalité de Hölder, on

obtient pour A les majorations :

A � q 0C
R
Rn j'j

q
0�1 jr'j dx

� q
0
C
�R

Rn j'j
(q
0�1)N=(N�1) dx

�(N�1)=N �R
Rn jr'j

N dx
�1=N

(2)

On voit que (q
0 � 1)N=(N � 1) 2

�
N; q

0
N=(N � 1)

�
; il existe donc un nombre

� = 1=(q
0
+ 1�N) tel que : (q

0�1)N
(N�1) = �N + (1� �) q

0
N

(N�1) :

Par suite, en utilisant encore l�inégalité de Hölder, on obtient :R
Rn j'(x)j

(q
0�1)N=(N�1) dx �

�R
Rn j'(x)j

q
0
N=(N�1) dx

�1�� �R
Rn j' (x)j

N dx
��
.

En reportant dans l�inégalité précédente (2); on obtient :�R
Rn j'(x)j

q
0
N=(N�1) dx

�(N�1)=(Nq0 )
:

� Cq
0(q

0�N+1)=q0
�R

Rn j'(x)j
N dx

�(N�1)=(Nq0 ) �R
Rn jr'(x)j

N dx
�(q0�N+1)=(q0N)

.

On a ainsi u 2 Lq
0
N=(N�1):

Notons qu�on ne peut pas en déduire que u 2 L1 car la suite des scalaires q
0(q

0�N=1)=q0

n�est pas bornée. Il existe d�ailleurs des exemples de fonctions de W 1;N où N � 2; qui ne

sont pas bornées.

Supposons m � 2; mp = N , alors (m� 1) p < N: De u 2 Wm;p; on déduit u 2 Wm�1;p

et pour tout j, @ju 2 Wm�1;p: Donc, d�après l�a¢ rmation (1) du théorème, on sait que u

et @ju appartiennent à Lr avec r = Np=(N � (m � 1)p): De mp = N; on déduit que

r = N; on a donc u 2 W 1;r; ce qui implique d�après ce qui précède u 2 Lq pour tout q; ce
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2.3. Injections de Sobolev

qui achève la démonstration de l�étape E.

Montrons l�étape F.

On considère la solution élémentaire E du Laplacien càd E = kNr
2�N si N � 3 et

E = k2 ln r pour N = 2, avec k2 = 1
2�
et kN = 1

(2�N)wN�1, wN�1 étant l�aire (N � 1)-

dimensionnelle de la sphère unité dans RN .

Soit � une fonction de D
�
RN
�
qui vaut 1 sur une boule de centre 0:

Soit F = �E; alors :

4F = ��0 + 2r� rE +(4�)E = �0 +  .

où  2 D
�
RN
�
. On peut écrire : u = �0 ? u�  ? u puis :

4F ? u =
P

1�i�N
@iF ? @iu.

Les dérivées de F sont de la forme r1�N au voisinage de 0 et à support compact dans

RN ; elles sont donc dans tous les Lq pour que q < N (N � 1) : En particulier, elles sont

dans Lp
0
puisque p > N; le produit de convolution

P
i

@iF ? @iu appartient donc à L1;

puisque  2 D
�
RN
�
.

On a ainsi obtenu l�existence d�une constante C telle que :

kuk1 �
�
krFkp0 krukp + k kp0 kukp

�
.

ce qui signi�e que u 2 L1
�
RN
�
:

Notons qu�on obtient une estimation optimale en utilisant des fonctions de la forme :

u� (x) = u (x=�) où � > 0: En e¤et, l�inégalité de continuité :

kuk1 � C1 kukp + C2 krukp.

appliquée à u� fournit :

kuk1 � C1�
N=p kukp + C2�

�1+N=p krukp.

En particulier, le minimum de la fonction de � exprimée dans le membre de droite est

atteint pour � =M krukp
�
kukp

��1
. On obtient donc l�inégalité où C est une constante

qui ne dépend que de N et de p :

kuk1 � C
�
kuk1�N=pp krukN=pp

�
:

Etudions en�n le caractère Höldérien de u: Soit h 2 RN ; on a l�inégalité suivante :

k�hu� ukp � Ch krukp.

D�autre part :
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2.3. Injections de Sobolev

kr (�hu� u)kp � 2 krukp.

De sorte qu�en utilisant l�inégalité précédente, on obtient :

k�hu� uk1 � Ch1�N=p krukp.

Ceci entraîne que u est Hölderienne d�exposant 1�N=p.

Considérons le cas où m � 2. Si mp > N lorsque N=p =2 N et j = [N=p] + 1, alors :

Wm;p
�
RN
�
,! C

m�j;j�N=p
b

�
RN
�
:

En e¤et, soit j tel que jp > N > (j � 1) p alors:

u 2 W j;p
�
RN
�
) (u;Du) 2

�
W j�1;p �RN��2 :

Donc (u;Du) 2
�
LNp=(N�(j�1)p)

�
RN
��2

:

D�après la première injection de Sobolev puisque p < N . D�où il résulte que :

u 2 W 1; Np=(N�(j�1)p) �RN� :
En utilisant ce qui précède et en remarquant que Np=(N � (j � 1)p) > N; on obtient :

u 2 Cb
�
RN
�
et plus précisément :

u 2 C0;1�N(N�(j�1)p)=(Np)b

�
RN
�
= C

0;j�N=p
b

�
RN
�
:

Soit maintenant u 2 Wm;p
�
RN
�
et mp > N , soit j tel que (j � 1) p � N < jp: D�après

ce qui précède D(m�j)u 2 W j;p
�
RN
�
; donc u 2 C(m�j)b

�
RN
�
avec j = [N=p]+1. Puisque

D(m�j)D(m�j)u 2 C0;j�N=pb

�
RN
�
alors u 2 C(m�j);j�N=pb

�
RN
�
:

Si u 2 W j;p
�
RN
�
avec j = (N=p) + 1 2 N alors Du 2 W j�1;p �RN� : Puisque (j � 1) p =

N; l�étape E entraîne que Du 2 Lq pour tout q < 1. Ce qui précède montre que u 2

C0;�b
�
RN
�
quel que soit � < 1:

Si j = (N=p) + 1 2 N alors D(m�j)u 2 C0;�b
�
RN
�
; 8� < 1 d�où u 2 C

m�N=p�1;�
b

�
RN
�
,

8� < 1:

Ceci termine l�étape F et la démonstration du théorème.

Proposition 2.3.1 Soit 
 un ouvert de RN qui possède un (m; p) prolongement. Alors

le théorème 2:3:3 s�étend au cas de 
:
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2.3. Injections de Sobolev

Démonstration. Soit P un opérateur de prolongement continu de Wm;p(
) dans

Wm;p(RN): Puisque P u (x) = u (x) pour tout x dans 
; on a

kukLq(
) � kP (u)kLq(RN ) � C kP (u)kWm;p(RN ) � C kPk kuk
Wm;p(
)

:

On utilise un procédé identique pour les cas (2) et (3) du théorème d�injection de Sobolev.

Théorème 2.3.4 On suppose que l�ouvert 
 est lipschitzien.

(1) Si N > mp alorsWm,p(
) ,! Lq(
) pour tout q tel que q � Np=(N�mp).

(2) Si N = mp et p > 1 alors Wm, p(
) ,! Lq(
) pour tout q tel que q <1:

(3) Si p = 1 alors WN ,1(
) ,! Cb(
).

(4) Si mp > N :

Si N=p =2 N et si j est tel que (j � 1) p < N < jp alors

Wm,p(
) ,! Cm�j,�b (
);8� � j �N=p:

Si N=p 2 N et m � j = N=p+ 1 alors

Wm,p(
) ,! C
m�(N=p)�1,�
b (
) pour tout � < 1:

Pour la démonstration il su¢ t d�abord de voir qu�on peut se ramener par les techniques

de la démonstration du théorème 2:3:3 au cas où m = 1 et pour m > 1, on continue grâce

aux opérateurs de (m; p) prolongement.

2.3.2 Injections compactes

Nous donnons maintenant des résultats de compacité pour les injections de Sobolev dans

les ouverts bornés lipschitziens.

Théorème 2.3.5

Soit 
 un ouvert borné et lipschitzien de RN , où N > 1. Si N > mp alors l�injection

Wm;p(
) ,! Lq(
)
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2.3. Injections de Sobolev

est compacte pour q < Np=(N �mp):

Démontrons d�abord deux lemmes :

Lemme 2.3.2 Soit 
 un ouvert borné et lipschitzien de RN : Alors

W 1;1(
) ,!c L
1(
):

Démonstration.

Soit B un ensemble borné de W 1;1(
). On utilise le critère de compacité des bornés

dans Lp(
) donné dans le théorème 1:1:3. Il faut donc véri�er les deux hypothèses de ce

théorème :

# Soit " > 0 donné. On montre qu�il existe un compact K de 
 tel que :

8u 2 B;
Z

nK

ju(x)j dx � ":

En e¤et, en utilisant l�inégalité de Hölder avec les exposants N et N=(N � 1), on ob-

tient : Z

nK

ju(x)j dx � [
Z

nK

dx]1=N [

Z

nK

ju(x)jN=(N�1) dx](N�1)=N :

L�ouvert 
 étant borné, on peut choisir mes(K) assez grande pour que la mesure de

(
nK) soit arbitrairement petite, le résultat s�ensuit.

# En deuxième lieu, on désigne par B0 la fermeture de la réunion de la famille Bh0 de

toutes les boules ouvertes centrées sur @
 et de rayon h0.

On pose w = 
nB0. C�est un ouvert inclus dans 
 et on voit aisément que, si jhj < h0

alors ( x 2 w ) x+ h 2 
):

En conséquence, pour tout x 2 w, lorsque u 2 B; on aZ
w

ju(x+ h)� u(x)j dx =

Z
w

����Z 1

0

d

dt
u(x+ th)dt

���� dx:
Par dérivation de la fonction absolument continue t 7! u(x+ th); on obtient

d

dt
u(x+ th) =

NX
1

hi@i(u)(x+ th) = h:Ou(x+ th):

Donc Z
w

ju(x+ h)� u(x)j dx �
Z
w

jhj jOu(x+ th)j dx:
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2.3. Injections de Sobolev

Puisque x+ th 2 
, cette dernière intégrale est majorée par jhj jOujLp(
) jwj
1=p donc par

C jhj, car u 2 B:

Ainsi, il existe h1 < h0 tel que :

jhj � h1 )
Z
w

ju(x+ h)� u(x)j dx � C jhj � "

2
:

Il reste à majorer l�intégrale sur 
nw: Pour cela, on utilise l�inégalité :Z

nw

j~u(x+ h)� u(x)j dx �
Z

nw
(ju(x+ h)j � ju(x)j)dx:

L�argument de la première partie de la démonstration entraîne alors l�existence de � < h1

tel que :

jhj � � ) 2

Z
d(x;@
)�2�

ju(x)j dx < ":

Finalement

8u 2 B; jhj � � )
Z



j~u(x+ h)� u(x)j dx � ":

Le théorème 1:1:3 assure alors que B est relativement compact dans L1(
):

Lemme 2.3.3 Soit 
 un ouvert de RN . Soit (un) une suite convergente dans Lk(
) et

bornée dans Lq(
) pour un certain q > k. Alors elle converge dans tous les Lp(
) tels

que k � p < q:

Démonstration. On utilise l�inégalité de Hölder en écrivant :

p = �k + (1� �)q où � 2 ]0; 1[ :

Alors

kun � umkLp(
) � kun � umk�Lk(
) kun � umk1��Lq(
) :

Le membre de droite tend vers zéro pour n et m tendant vers l�in�ni, car c�est le produit

d�une suite bornée par une suite tendent vers zéro.

On en déduit que (un) est de Cauchy dans Lp(
), elle converge donc dans Lp(
):

Démonstration.

Revenons à la démonstration du théorème 2:3:5.

Soit (un) une suite de Wm;p(
) bornée dans cet espace. Puisque 
 est borné,
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2.3. Injections de Sobolev

Lp(
) ,! L1(
); donc (un) est bornée dans W 1;1(
): D�après le lemme

2:3:2, elle est relativement compact dans L1(
). Par ailleurs, grâce au théorème 2:3:4, la

suite (un) est bornée dans Lq(
) avec q � Np=(N � mp): En utilisant le lemme 2:3:3,

(un) est relativement compact dans tous les Lq(
) pour p � q < Np=(N �mp).

On s�intéresse maintenant, dans le cas où mp > N , aux injection compactes dans des

espaces de fonctions Hölderiennes.

Théorème 2.3.6 Soit 
 un ouvert borné et lipschitzien. Soit mp > N et j = [N=p] + 1.

Alors pour tout � < j � N
p
; les injections : Wm;p(
) ,! Cm�j;�(�
) sont compactes.

Démontrons d�abord le lemme suivant :

Lemme 2.3.4 Soit un ouvert borné 
 de RN et (un) une suite de C0;�(
) relativement

compacte dans C(�
). Alors, pour tout � tel que 0 < � < �, la suite (un) est relativement

compacte dans tous les C0;�b (
):

Démonstration.

Soit � 2]0; 1[ tel que � = ��. Soit (u�(n)) une sous-suite de (un) qui converge dans C(�
).

Pour tout couple (n;m) d�indices, posons :

dn;m =
��(u�(n) � u�(m))(x+ h)� (u�(n) � u�(m))(x)

�� :
On a

dn;m = d�n;m d1��n;m:

Grâce à la convergence de (u�(n)) dans C(�
), on peut choisir n0 assez grand et h0 > 0

assez petit pour que, si n;m � n0 et si x et x + h sont dans 
 avec jhj < h0, on ait

l�inégalité suivante :

d1��n;m =
��(u�(n) � u�(m))(x+ h)� (u�(n) � u�(m))(x)

��(1��) � ":

Alors, sous ces conditions

dn;m � 2h��":
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2.3. Injections de Sobolev

Par conséquent

kun � umkC0;�(
) � 2":

Démonstration.

Revenons à la démonstration du théorème 2:3:6

# On commence par le cas m = 1 et p > N .

Montrons que l�injection de W 1;p(
) dans C(�
) est compacte. Pour ce faire, on utilise le

théorème d�Ascoli. Soit K un ensemble borné dans W 1;p(
). Alors, pour tout

x 2 
, l�ensemble fu(x)n u 2 Kg est borné uniformément. En e¤et, l�injection étant déjà

continue, on a pour tout u 2 K : ku(x)k1 � kukW 1;p(
) � C:

Montrons que K est équicontinu. En e¤et, par la continuité de l�injection de W 1;p(
)

dans C0;1�N=p(
), on a : 8(x; x+ h) 2 
2

ju(x+ h)� u(x)j � Ch1�N=p(

Z



jrujp)1=p:

Ceci entraîne que K est uniformément Höldérien, donc en particulier équicontinu. L�utilisation

du lemme 2:3:4 permet de conclure dans le cas m = 1 et p > N .

# Soit maintenant K un borné de W j;p(
) avec (j � 1)p � N � jp.

Il est facile de voir comme précédemment que K est relativement compact dans C(�
).

On utilise encore le lemme 2:3:4 pour conclure que K est compacte dans C0;�(
) pour

tout � < j � (N=p):

# Dans le cas général, soit K un sous-ensemble borné de Wm;p(
) et soit j = [N=p] + 1.

Soit (un) une suite de points de K. Puisque (un) est bornée dans Wm;p(
), cette suite,

ainsi que les suites des dérivées (Dm�jun) sont bornées dans W j;p(
).

D�après ce qui précède, on peut extraire de ces suites des sous-suites, notées de la même

façon pour simpli�er, qui convergent respectivement vers u et vers �m;j dans C
0;�
b (
),

càd

kun � uk1 ! 0 et
Dm�jun � �m;j


1 ! 0:

La convergence dans L1 entraînant la convergence au sens des distributions, on a

�m;j = Dm�ju.
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2.4. Inégalité de Poincaré

En outre, d�après ce qui précède, (Dm�jun) converge vers Dm�ju dans C0;�(
) pour tout

� < j �N=p.

On en déduit que, pour tout � < j �N=p, (un) tend vers u dans C
m�j;�
b (
).

Par conséquent, la compacité de l�injection de Wm;p(
) dans C0;�b (
) résulte et ceci pour

tout � < j �N=p.

2.4 Inégalité de Poincaré

Théorème 2.4.1 (Inégalité de Poincaré)

Soient 1 � p < +1 et 
 un ouvert borné de RN ; alors il existe une constante C = C (
)

telle que pour toute fonction u 2 W 1; p
0 (
)

kukLp(
) � C kruk(Lp(
))N :

Démonstration. Puisque D (
) est dense dans W 1; p
0 (
), il su¢ t de montrer l�inégalité

dans D (
). Soit 1 � p � 1 et p
0
l�exposant conjugué de p; supposons que 
 est contenu

entre les hyperplans xn = 0 et xn = c > 0:

On prolonge u par 0 en dehors de 
: Notons alors x =
�
x
0
; xn
�
avec x

0
= (x1; :::; xn�1) :

Vu que u est à support compact dans 
; on a

u(x) =

xnZ
0

Dnu
�
x
0
; t
�
dt:

Ainsi kukpLp(
) = kuk
p
Lp(RN ) :

=

Z
RN�1

�Z
R

��u �x0 ; xn���p dxn� dx0.
Or,R

R

��u �x0 ; xn���p dx = R c0 ��u �x0 ; xn���p dxn:
=
R c
0

��R xn
0
Dnu

�
x
0
; xn
�
dt
��p dxn.

et ��R xn
0

Dnu
�
x
0
; xn
���p � R xn

0

��Dnu
�
x
0
; xn
��� dt:

= kDnukpL1([0; xn]) :

= kDnukpLp([0; xn]) k1k
p

Lp
0
([0; xn])

:
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2.4. Inégalité de Poincaré

=
�R c
0

��Dnu
�
x
0
; xn
���p dt� xp�1n .

AinsiR
R

��u �x0 ; xn���p dxn � R c0 �R c0 ��Dnu
�
x
0
; xn
���p dt� xp�1n dxn:

=
cp

p

R c
0

��Dnu
�
x
0
; xn
���p dt:

Finalement

kukpLp(
)�
cp

p

Z
RN�1

�R c
0

��Dnu
�
x
0
; xn
���p dt� dx 0 :

=
cp

p

R
RN jDnu (x)jp dx:

=
cp

p
kDnukpLp(RN ).

On conclut que :

kukpLp(
) � C
NP
i=1

kDiukLp(
) :

D�où le résultat.

Théorème 2.4.2 (Inégalité de Poincaré -Wirtinger)

Soient 
 � RN un ouvert borné convexe, p > N un réel, alors pour toute fonction

u 2 W 1;p(
) et pour tout partie mesurable B � 
 de mesure non nulle, posons :

uB =
1

jBj

Z
B

u(y)dy:

Alors :

ku� uBkLp(
) �
W

1� 1
n

n

jBj j
j1=n (diam 
)N kruk(Lp(
))N :

En particulier l�inégalité reste valable si on prend 
 = B:

Pour montrer ce théorème, on utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 2.4.1 Soient � 2 ]0; 1] ; f 2 L1 (
) ; posons :

V�f(x) =

Z



jx� yjN(��1) f(y)dy:

Soient 1 � p � q <1 véri�ant : 0 � � = 1
p
� 1

q
< �.
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2.5. Trace sur la frontière d�un ouvert de classe C1

Alors V� est un opérateur linéaire continu de Lp(
) dans Lq(
). De plus, pour toute

fonction f 2 Lp(
); on a:

kV�fkLq(
) �
�
1� �

�� �

�1��
W 1��
N j
j��� kfkLp(
) :

Lemme 2.4.2 Soient 
 un ouvert convexe de RN , u 2 W 1;1(
) et

B � 
 une partie mesurable de mesure non nulle. Alors, pour presque tout x 2 
, on

a

ju(x)� uBj � (diam
)N
1

jBjV
1
N
(jruj):

Démonstration.

Par le lemme 2:4:2

ju(x)� uBj � (diam
)N 1
jBjV 1

N
(jruj):

D�après le lemme 2:4:1, avec p = q et par conséquent � = 0, � = 1=NV 1
N
(jruj)


Lp(
)

� Nw1�
1
N j
j

1
N krukLp(
) :

Combinant les deux inégalités, on trouve le résultat cherché.

2.5 Trace sur la frontière d�un ouvert de classe C1

On rappelle qu�on a dé�ni un ouvert C1-uniforme comme un ouvert RN , lipschitzien avec

des fonctions ai de classe C1. Dans cette situation, on peut donner un sens à l�intégration

sur chacune des portions de frontière Ui = @
\
i lesquelles constituent des sous-variétés

de dimension N �1 et de classe C1 dans l�espace RN . Une telle sous variété étant dé�nit

par une équation cartésienne x
0 7! ai(x

0
) où ai est de classe C1 sur l�ouvert #

0

i de RN�1,

l�élément d�aire (N � 1) dimensionnelle sur Ui est donné par d�(m) =
q
1 + jraij2

(m)dm. On rappelle qu�alors l�intégrale de f , fonction sommable dans Ui est dé�nie parR
Ui

f(m)dm =
R
#
0
i

f(x
0
; ai(x

0
))
q
1 + jr(ai)(x0)j2dx

0
.

Dans cette section, on dé�nie la trace d�une fonction u de W 1;p(
) sur le bord de 
:

Théorème 2.5.1 Soit 
 un ouvert C1-uniforme dans RN . Alors, il existe une ap-

plication linéaire et continue 0, dite application trace de W
1,p(
) dans Lp(@
) telle
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2.5. Trace sur la frontière d�un ouvert de classe C1

que si u 2 C(�
) \W 1,p(
), l�image 0(u) est la fonction x 7�! u(x) bien dé�nie sur

@
.

Démonstration. Supposons que u 2 C1(
) \W 1;p(
). En utilisant la partition de

l�unité et les coordonnées locales, on commence par dé�nir la trace de �i = 'iu.

Cette dernière qui appartient à W 1;p(
i) peut être prolongée par 0 hors de son support

dans l�ouvert f #0i � fxN > ai(x
0
)g. En utilisant le corollaire 2:2:2, on écrit pour n > 0

entier et y > 0 l�égalité:

�i(x
0
; ai(x

0
) + 1=n)� �i(x

0
; ai(x

0
) + y) = �

Z y

1=n

@N(�i)(x
0
; ai(x

0
) + t)dt: (3)

Posons : un(x
0
) = �i(x

0
; ai(x

0
) + 1=n). On déduit de (3) que pour tout couple (n, m)

d�entiers non nuls, on a

���(un(x0)� um(x
0
))
��� � �����

Z 1=n

1=m

���@N(�i)(x0 ; ai(x0) + t)
��� dt����� :

En utilisant l�inégalité de Hölder dans cette inégalité puis en élevant à la puissance p et

en intégrant par rapport a x
0 2 #0i, après avoir multiplié à gauche par l�élément d�aire d�i,

on montre que, An; m = kun � umkLp(#0i; d�i) �! 0.

An; m �
�� 1
n
� 1

m

��1�1=p :"Z
#
0
i

q
1 + jOai(x0)j2(

Z
fai(x0 )�1=m� xN � ai(x

0 )�1=ng
j@N�i(x)jp

#1=p
,

d�où l�on déduit :

An; m �
���� 1n � 1

m

����1�1=pq1 + kOaik1 k@N(�i)kLp(
i) : (4)

Ceci, en utilisant la condition de la dé�nition 1:1:3, exprimant notamment que
��Oai(x0)��

est majoré. Lorsque p > 1 et lorsque n et m tendent vers +1, le membre de droite tend

vers zéro, donc le membre de droite tend encore vers zéro par dé�nition des fonctions de

L1.

Dans tous les cas, la suite (un) est de Cauchy dans l�espace Lp(#
0

i, d�i), espace de Lebesgue

pour la mesure bornée d�i, donc complet. Cette suite est donc convergente dans Lp(#
0

i,

d�i) vers une fonction wi 2 Lp(#
0

i, d�i):

De plus, il existe une sous suite (u�(n)) de (un) qui converge p.p. dans #
0

i vers wi(x
0
).
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2.5. Trace sur la frontière d�un ouvert de classe C1

Or, dire que lim('iu)(x
0
, a(x

0
) + 1=�(n)) existe p.p. revient a dire qu�on peut dé�nir la

fonction x
0 7�! 'iu(x

0
, a(x

0
)) = wi(x

0
).

Ce prolongement wi de 'iu sur @
\
i est la trace cherchée, on pose donc 0('iu) = wi.

D�après ce qui précède, cette fonction est dans l�espace Lp(#
0

i, d�i), donc dans l�espace

Lp(@
\
i). De plus, par un passage à la limite dans (3) en prenant y assez grand pour

que �i(x
0
; ai(x

0
) + y) = 0 on obtient :

p.p. x
0 2 #0i; 0('iu)(x

0
) = � lim

�Z +1

1=�(n)

@N(�i)(x
0
; ai(x

0
) + t)dt

�
:

= �
Z +1

0

@N('iu)(x
0
; ai(x

0
) + t)dt . (5)

D�après la condition (1) de la dé�nition 1:1:2, on peut conclure à 0(u) 2 Lp(@
): On

peut montrer aussi que la trace ainsi dé�nie ne dépend pas du choix des éléments de la

dé�nition 1:1:2:

# Si nous supposons que u 2 C1(�
), les arguments précédents peuvent être repris. En

particulier, l�égalité (5) nous fournit

0('iu)(x
0
; ai(x

0
)) = 'i~u(x

0
; ai(x

0
)):

On en déduit que 0u est, alors, le prolongement par continuité de u sur le bord @
.

# Il reste à prouver la continuité de l�application 0. Pour cela, on fait à partir de l�égalité

(5) les mêmes calculs que pour aboutir à (4). On obtient :

k 0('iu)kLp(#0i;d�i) � C
q
1 + kOaik1 k@N('iu)kLp(
i) :

On en déduit, grâce à la condition (3) de la dé�nition 1:1:2

k 0ukLp(@
) � C sup(
p
1 + kOaik1)

P
i

kO('iu)kLp(
i) :

� C
0P
i

kuO'i + 'iOukLp(
i) :

� C
0
sup
i
fk'ik1, k@N'ik1g

P
i

kukW 1,p(
i)
.

On en déduit qu�il existe une constante C�, qui ne dépend pas des éléments de la dé�nition

1:1:2, tels que :

8u 2 C1(
) \W 1;p (
); k 0ukLp(@
) � C� kukW 1,p(
) :
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2.6. Dual de Wm;p (
)

# On a ainsi dé�ni la trace de u lorsque u 2 C1(
) \W 1;p (
). Pour u 2 W 1;p (
), on

approche u grâce à la densité de la proposition 2:2:1 par : un 2 C1(
) \W 1;p (
). La

formule (5) donne �nalement, par passage à la limite 0u = �
R +1
0

@N('iu)(x
0
; ai(x

0
) +

t)dt et il en résulte que 0un ! 0u dans L
p(@
 \ 
i). On justi�e ainsi la continuité, à

savoir:

8u 2 W 1;p (
); k 0ukLp(@
) � kukW 1,p(
) :

2.6 Dual de Wm;p (
)

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser au dual d�un espace de Sobolev. Le dual

d�un espace de Banach existe toujours, nous proposons d�identi�er ses éléments dans le

cas des espaces de Sobolev, il est souvent commode de considérer les espaces de Sobolev

Wm;p (
) comme le produit des espaces fonctionnels Lp(
).

Nous introduisons pour cela un nouvel espace de fonctions, qui nous donnera notam-

ment quelques nouveaux résultats concernant les espaces de Sobolev Wm;p (
).

Dé�nition 2.6.1 Pour 
 � RN , soit m; p �xé on pose

(1) N =
P
1

0<j�j�m
le nombre de multi-indice � satisfaisant 0 < j�j � m.

(2) LpN(
) =
NY
i=1

Lp(
) l�espace fonctionnel muni de la norme dé�nie par8<:
PN

i=1 kuikLp(
) si 1 � p � +1

Max
1�i�N

kuikL1(
) si p = +1

pour tout vecteur (ui)1�i�N 2 LpN(
):

(3) E l�opérateur linéaire dé�nie par

E : Wm;p (
)! LpN(
)

u 7! Eu = (D�u)0�j�j�m
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2.6. Dual de Wm;p (
)

On remarque sans di¢ culté que pour toute fonction u 2Wm;p (
) on a :

kEukLpN (
) = kukWm;p (
) :

Autrement dit E est un isomorphisme isométrique de Wm;p (
) dans W � LpN(
):

Corollaire 2.6.1 ( La représentation de Riesz )

Soit 1 � p < +1, pour tout opérateur T 2 (LpN(
))
� : Il existe un unique v 2 Lp

0

N(
) tel

que pour tout u 2 LpN(
)

T (u) =
NX
i=1

hui; vii et kvk
Lp

0
N (
)

= kTk(LpN (
))� :

Théorème 2.6.1 Soit 1 � p < +1, pour tout opérateur T 2 (Wm;p (
))�, il existe un

élément v 2 Lp
0

N(
) tel que pour tout u 2 Wm;p (
)

T (u) =
X

1�j�j�m

hD�u; v�i et min kvk
Lp

0
N (
)

= kTk(Wm;p (
))� :

Où le minimum (atteint) est pris sur tous les v 2 Lp
0

N(
) pour qui véri�e la condition

précédente:

Démonstration. Dé�nissons :

T � : W ! R

Eu 7! T �( Eu) = T (u)

Vu que E est un isomorphisme isométrique T � 2 W � et kT �kW � = kTkW �, grâce au

théorème de Hahn-Banach, il existe une extension ~T de T �dé�nit sur tout LpN(
) et par

le corollaire précédente il existe un élément v 2 Lp
0

N(
) tel que si u = (u�)0�j�j�m 2 L
p
N(
)

alors

~T (u) =
X

0�j�j�m

hu�; v�i :

Ainsi 8u 2 Wm;p (
) on a

T (u) = T �( Eu) = ~T (Eu) =
X

0�j�j�m

hD�u; v�i :

kTkW � = kT �kW � =
 ~T

(LpN (
))
� = kvkLp0N (
)

:
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CHAPITRE

3 Espaces de Sobolev

fractionnaires W s;p (
)

Ce chapitre est une généralisation de l�espace de Sobolev Wm;p(
). Nous introduisons dans

la première section les espaces de Sobolev W s;p(
) où 0 < s < 1, nous donnons quelques

propriétés essentielles de cet espace ainsi que les théorèmes d�injection et les théorèmes

de trace. Dans la deuxième section, nous présentons les W s;p(
) où s 2 ]0;+1[ et ses

di¤érentes propriétés. Finalement, nous énonçons le dual de Wm;p
0 (
) qui n�est autre que

W�m;p0 (
):

3.1 Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Dé�nition 3.1.1 Soient s 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev

W s;p(
) =

�
u 2 Lp(
) /

Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dxdy <1

�
:

Proposition 3.1.1 Pour 0 < s < 1; l�espace W s;p(
) muni de la norme

kukW s;p(
) = kuk
p
Lp(
) +

h
kuk

0

W s;p(
)

ip
où
h
kuk

0

W s;p(
)

ip
=

Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dxdy:

est un espace de Banach.
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Démonstration.

Soit (un) une suite de Cauchy pour la norme kukW s;p(
) ; en particulier (un) est une suite

de Cauchy dans Lp(
); elle converge donc dans Lp(
) vers une fonction u dans Lp(
);

d�autre part, la suite vn des fonctions telles que

vn(x; y) =
jun(x)� un(y)jp

jx� yjs+N=p

est une suite de Cauchy dans Lp(
); elle converge donc aussi vers un élément de Lp(
);

extrayons une sous suite u�(n) de (un) qui converge presque partout vers u; on remar-

que alors que v�(n)(x; y) converge vers pour presque tout couple (x; y) vers v(x; y) =
ju(x)� u(y)jp

jx� yjs+N=p
:

En utilisant le lemme de Fatou, on obtientZ



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dxdy � lim

n!1

Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dxdy:

Donc u 2 W s;p(
); en réutilisant un passage à la limite quand m!1 dans kvn � vmkLp(
�
) ;

on obtient : un ! u dans W s;p(
):

Exemple 3.1.1

On étudier l�appartenance de la fonction x 7! ln jxj à l�espace W s;p(]0; 1[):

On évalue d�abord la semi norme I = kln jxjk
0

W s;p(
) lorsque sp < 1:

I =

Z 1

0

Z 1

0

jln jxj � ln jyjjp

jx� yjsp+1
dxdy =

Z 1

0

y�sp
Z 1=y

0

jln jujjp

j1� ujsp+1
dudy:

�
Z 1

0

y�sp

 Z 1

0

jln jujjp

j1� ujsp+1
du+

Z 1=y

1

jln jujjp

j1� ujsp+1
du

!
dy = I1 + I2.

Dans la première intégrale de la parenthèse, l�intégrant est équivalant en u = 0 à jlnujp

et en u = 1; (1� u)p�sp�1 ; l�intégrale en u est convergente et l�intégrale en y l�est sous la

condition sp < 1:

On en déduit toujours sous cette condition, l�existence du premier terme I1:
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Par la formule de Fubini I2 s�écrit

Z 1

0

y�sp
Z 1=y

0

jln jujjp

j1� ujsp+1
dudy =

Z +1

0

jln jujjp

j1� ujsp+1
�Z 1

0

y�spdy

�
du:

Son étude est ainsi ramenée à celle deZ +1

0

jln jujjp

j1� ujsp+1
usp�1du:

Comme pour celle-ci, la fonction intégrant est équivalente au voisinage de +1 à

jln jujjp juj�2 et en u = 1 à (1� u)p(1�s)�1 ; on obtient la convergence de I2:

La conclusion en résulte .

3.1.1 Premières propriétés de l�espace W s;p(
)

Proposition 3.1.2 L�espace W s;p(
) est de type local, c�est à dire que pour tout u dans

W s;p(
) et pour tout ' 2 D(
) le produit 'u appartient à W s;p(
):

Démonstration. Soit u 2 W s;p(
) et ' 2 D(
) il est clair que 'u 2 Lp: On montre

que
Z




Z



j('u)(x)� ('u)(y)jP

jx� yjsp+N
<1:

Pour ce faire, on décompose la di¤érence située au numérateur en deux morceaux. L�un

d�eux est '(x)(u(x) � u(y)) qui donnera une intégrale convergente car ' est borné. La

deuxième intégrale à savoir

Jn =

Z



Z



����('(x)� '(y))u(y)

jx� yjsp+N

����p dxdy:
se majore en utilisant le théorème des accroissements �nis et en intégrant par rapport à

x

J n�
'0p

1

Z
sup p'

ju(u)jp
�Z

sup p'

jx� yjp(1�s)�N dx
�
dy :

� C�(1�s) kukp
LP
:

Où � est un majorant du diamètre du support de ':

Proposition 3.1.3 On suppose que 
 = RN . Alors D(RN) est dense dans W s;p(RN):
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Démonstration. On utilise classiquement une troncature et une régularisation.

On fait la démonstration dans le cas N = 1, le cas général s�en déduisant aisément.

# Montrons que les fonctions à support compact W s;p sont denses dans W s;p.

Soit u 2 W s;p(R) et ' 2 D(R) qui vaut 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1 et qui

est nulle pour jxj � 2, 0 � ' � 1: Soit un dé�nit par '(xn)u(x). Il est clair que un est à

support compact à valeurs dans W s;p et il est classique que un ! u dans Lp:

Il reste à montrer que la suite (�n) où

�n(x; y) = ((un � u)(x)� (un � u)(y)) jx� yj�s�
1
p :

tend vers 0 dans Lp(R2). Pour cela on est amené à montrer que les intégrales suivantes

et celles que l�on en déduit par l�échange des variables x et y tend vers 0 :

In =

Z n

0

dx(

Z +1

n

j�njp (x; y)dy); Jn =

Z +1

n

dx(

Z +1

n

j�njp (x; y)dy):

En e¤et (un � u)(x)� (un � u)(y) est nulle lorsque x et y sont dans [�n; n].

Pour l�intégrale In, on a :

In =

Z +1

n

ju(y)jp
���1� '(

y

n
)
���p [Z n

0

dx

(y � x)sp+1
]dy:

� C
Z +1

n

ju(y)jp
���1� '(

y

n
)
���p 1

(y � n)sp
dy :

� C

nsp

Z +1

n

ju(y)jp sup
u�1

����1� '(u)

(u� 1)s

����p dy.
La fonction ( 1�'(u))((u� 1)�s) est en e¤et bornée pour u � 1: Cela résulte, lorsque

u > 2, de la majoration (u� 1)�s � 1 et lorsque u 2 [1; 2], de l�inégalité

j(1� '(u))(u� 1)�sj � (u � 1)1�s
'0

1, laquelle est obtenue, puisque s 2]0; 1[, en ap-

pliquant à ' l�inégalité des accroissements �nis. On obtient donc In ! 0:

Désignons maintenant par wn la fonction telle que

wn(x; y) = (un(x)� un(y)) jx� yj�s�
1
p :

On montre que Kn =

:Z +1

n

Z +1

n

j wn(x; y)jp dxdy ! 0, ce qui su¢ t pour obtenir Jn ! 0,

puisque par hypothèse Z +1

n

Z +1

n

j �(x; y)jp dxdy ! 0:
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Pour cela, on remarque d�abord par le choix de ' que

Kn=

Z 2n

n

Z 2n

n

jun(x)� un(y)jp

jx� yjsp+1
dxdy+

Z +1

2n

Z 2n

n

jun(x)� un(y)jp

jx� yjsp+1
dxdy :

= K
(1)
n K

(2)
n :

En intégrant d�abord en x, en utilisant les propriétés de ' ensuite, le terme K(2)
n nous

donne :

K
(2)
n �

Z +1

2n

Z 2n

n

jun(y)jp

jx� yjsp+1
dxdy � C

Z 2n

n

j('(y=n)� '(2))u(y)jp

j2n� yjsp dy :

� C

nsp

Z 2n

n

sup
y2[1;2]

����'(2)� '(y)

(2� y)s

����p ju(y)jp dy � C
0

nsp

Z 2n

n

ju(y)jp dy.

Puisque u 2 Lp; on a K(2)
n ! 0:

D�autre part, en utilisant l�inégalité triangulaire, l�inégalité des accroissements �nis pour

', l�hypothèse u 2 W s;p et le maximum sur [n; 2n] de la fonction

x 7! (2n� x)p(1�s) + (x� n)
p(1�s)

, on peut écrire

K(1)
n � 2p�1

Z 2n

n

Z 2n

n

j('(x=n)� '(y=n))jp ju(x)jp

jx� yjsp+1
dxdy + 2p�1

Z 2n

n

Z 2n

n

j'(x=n)jp ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+1
dxdy:

� 2p�1(

Z 2n

n

Z 2n

n

jx� yjp(1�s)�1

np

'0
p
1
ju(x)jp dxdy +

Z 2n

n

Z 2n

n

�����u(x)� u(y)

jx� yjs+
1
p

�����
p

dxdy):

� C

Z 2n

n

(2n� x)p(1�s) + (x� n)
p(1�s)

np
ju(x)jp dx+ �(1):

� C

Z 2n

n

np(1�s)

np
ju(x)jp dx � C

np

Z 2n

n

ju(x)jp dx+ �(1)! 0:

Cette dernière ligne étant justi�ée par l�appartenance de u 2 Lp:

# On approche maintenant au moyen d�une régularisation, les fonctions u à support

compact par des fonctions de D(R). Soit � une fonction de D(R) et �"(t) = 1
"
�(x=") et

u étant une fonction à support compact dans R; on pose u" = �" �u: La convergence dans

Lp de u" est connue. Nous montrons que

ku"k
0

s;p =

������" � u(x)� �" � u(y)
jx� yjs+

1
p

�����
Lp(R2)

�
�����u(x)� u(y)

jx� yjs+
1
p

�����
Lp(R2)

:

En e¤et

[ ku"k
0

s;p ]
p=

Z
R2

����Z
R
�(t)(u(x� "t)� u(y � "t))dt

���� dxdy

jx� yjsp+1
:
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

�
Z

R2

Z
R
�(t)

ju(x� "t)� u(y � "t)jp

jx� yjsp+1
dxdydt :

�
Z

R
�(t)

Z
R2

ju(x� "t)� u(y � "t)jp

jx� yjsp+1
dxdydt � [kuk

0

s;p]
p.

D�autre part, en posant �(x; y) = (u(x) � u(y)) jx� yj�s�(1=p), on a classiquement pour

presque tout couple (x; y) la convergence

j�" � u(x)� �" � u(y)j
jx� yjs+

1
p

! �(x; y):

Par le lemme de Fatou, on déduit

kuk
0

s;p � lim
"!0

k�" � uk
0

s;p :

On déduit en particulier qu�alors, la suite dé�nie par

�" = (u"(x)� u"(y)) jx� yj�s�
1
p :

véri�e k �"kp ! k �kp :

Nous avons ainsi obtenu la convergence presque partout et la convergence des normes.

Or, puisque p > 1 l�espace Lp est uniformément convexe et dans un tel espace ces deux

convergences entraînent alors k �" � �kp ! 0: Finalement, on en déduit la convergence

de k u" � uks;p vers 0, ce qui achève la démonstration.

Dé�nition 3.1.2 On dit que 
 possède un (s; p)-prolongement s�il existe un opérateur

P linéaire continu qui à u 2 W s;p(
) associe P (u) = ~u 2 W s;p(RN) tel que

8x 2 
 ;Pu(x ) = u(x ):

Proposition 3.1.4 (voir [5]) Soit 
 un ouvert lipschitzien. Alors il possède un opérateur

de (s; p)-prolongement.

Théorème 3.1.1 Soit s 2]0; 1[ et p > 1. Soit 
 un ouvert qui possède un (s; p)-

prolongement. Alors D(�
) espace des restrictions à 
 des fonctions de D(RN) est dense

dans W s;p(
):
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Démonstration. Soit u 2 W s;p(
). Soit P un prolongement continu de W s;p(
) sur

W s;p(RN): Puisque Pu 2 W s;p(RN), il existe une suite ('n) des fonctions de D(RN) qui

converge vers P (u) dans W s;p(RN). Alors la suite des restrictions des 'n converge vers

u dans W s;p(
):

Lemme 3.1.1 (voir [5])

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u 2 W s;p(RK):

(ii) 8i 2 [1; K];
Z

RK

Z
R

ju(x+ tei)� u(x)jp

tsp+1
dxdt < 1 et il existe une constante uni-

verselle C telle que :Z
RK

Z
R

ju(x+ tei)� u(x)jp

tsp+1
dxdt � C

Z
R2K

ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+K
dxdy :

Corollaire 3.1.1 Les espacesW s;p(RN) satisfont aux propriétés d�injection continue suiv-

antes

(i) si 0 < s
0
< s < 1, alors W s;p(RN) ,! W s

0
;p(RN):

(ii) si s 2]0; 1[, alors W 1;p(RN) ,! W s;p(RN):

Démonstration. . On utilise la caractérisation donnée par le lemme précédent.

Découpons l�intégrale Z
RK

Z
R

ju(x)� u(x+ tei)jp

ts
0p+1

dxdt

en la sommeZ
RN

Z
jtj�1

ju(x)� u(x+ tei)jp

jtjs
0
p+1

dxdt+

Z
RN

Z
jtj>1

ju(x)� u(x+ tei)jp

jtjs
0
p+1

dxdt:

La deuxième intégral est majorée par

2p
Z

RN
ju(x)jp

Z
jtj>1

1

jtjs
0
p+1

dtdx � c kukp
Lp(RN ) :

Pour la première intégrale, on utilise pour jtj � 1 l�inégalité

1

jtjs
0
p+1

� 1

jtjsp+1
:
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3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Par utilisation du lemme précédent, la démonstration de l�injection annoncée, en outre

l�existence d�une constante C qui ne dépend que de N; p; s et s
0
telle que

kukp
s0 ;p
� C(kukps;p + kuk

p
p):

Pour la deuxième injection, on considère u 2 W 1;p(RN). On utilise, pour jtj � 1

l�expression de ju(x)� u(x+ tei)jp sous forme intégrale et l�inégalité de Hölder, ce qui

fournit

ju(x)� u(x+ tei)jp � tp�1
Z t

0

j@iujp (x+ s)ds:

On déduit par l�utilisation de la formule de FubiniZ 1

0

Z
RN

ju(x)� u(x+ tei)jp

jtjsp+1
dxdt �

Z 1

0

tp�sp�1
Z

RN
j@iujp � C j@iujp :

En raison de p � sp � 1 > �1, l�intégrale en t converge. Par ailleurs la même fonction

intégrée sur [1;1[ donne une expression majorée par C kukpp :

3.1.2 Espaces W s;p(
) et traces

Dé�nition 3.1.3 Les nombres réels � et p où 1 � p � +1 étant 
 un ouvert de RN .

On désigne par T (p; �;
) l�espace des fonctions f de ]0;+1[ dans 
 telle que, la dérivée

de f étant prise au sens des distributions

t�f 2 Lp(]0;+1[;W 1;p(
)) et t�f
0 2 Lp(]0;+1[; Lp(
)):

Cet espace est un espace de Banach lorsqu�il est muni de la norme suivante :

kfkT = maxf
Z +1

0

kt�fkW 1;p(
) dt ;

Z +1

0

t�f 0
Lp(
)

dtg:

Proposition 3.1.5 Soit f 2 T (p; �;
). Alors il existe a 2 Lp(
) tel que

pour presque tout t 2 ]0;+1[ ; f(t) = a+

Z t

1

f
0
(�)d� :

Démonstration.

Le facteur t� étant borné sur tout compact de I =]0;+1[, on a les appartenances

f 2 Lploc(I;W
1;p(
)) et f

0 2 Lploc(I; L
p(
)), on peut donc dé�nir presque partout sur I la
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fonction g par g(t) = f(t)�
Z t

1

f
0
(�)d� qui appartient Lploc(I; L

p(
)).

Soit b appartenant au dual de Lp(
), c�est-à-dire à Lp
0
(
). Pour montrer que g est une

constante presque partout, on considère la fonction

t 7! gb(t) = hg(t); bib où ce dernier crochet est celui de la dualité (Lp; Lp
0
). En utilisant

Fubini et Hölder on voit que cette fonction est dans Lploc(I). Alors le résultat noté A =
�
g
0
b

�
; '
�
de la dérivée de gb au sens des distributions sur une fonction scalaire ' 2 D(I)

satisfait à

A = �
Z +1

0

gb(t)'
0
(t)dt :

= �
Z

sup p'

Z



b(x )g(t)dx'
0
(t)dt = �

�Z +1

0

g(t)'
0
(t)dt; b

�
b

:

= �
�Z +1

0

f(t)'
0
(t)dt�

Z +1

0

'
0
(t)

Z t

1

f
0
(�)d�dt; b

�
b

:

=

�Z +1

0

f(t)'
0
(t)dt

�
b

+

Z



b(x)

�Z +1

0

'
0
(t)
R t
1
f
0
(x)d�dt

�
dx.

La formule de Fubini utilisée pouvant être justi�ée par une approximation de g(t) sur le

compact sup p' par des fonctions simples, pour lesquelles cette formule est évidente. Le

même procédé permet de remplacer le dernier terme de l�égalité précédente parZ +1

0

'
0
(t)

Z t

1

f
0
(�)d�dt:

D�après ce qui précède, la fonction est localement sommable, on peut donc dériver son

intégrale sur [0; t]: En particulier au sens des distributions, on peut donc écrireZ +1

0

'
0
(t)

Z t

1



f
0
(�); b

�
b
d� = �

Z +1

0

'(t)


f
0
(t); b

�
b
dt .

=

�Z +1

0

f
0
(t)'(t)dt; b

�
b

.

On déduit (gb)
0
= 0.

Soit t tel que g(t) existe,d�après ce qui précède que pour presque tout t
0
et pour tout b 2 Lp

0

on a

hg(t); bib =
D
g(t

0
); b
E
b
:

Finalement, la fonction g(t) est un élément �xe a 2 Lp(
) ce qui assure la relation

donnée.
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Remarque 3.1.1 L�espace W s;p(
) est égal à l�espace des traces au point t = 0 des

éléments de T (p; 1� 1=p� s;
):

Proposition 3.1.6 Soit u 2 W s;p(R) et v dé�nie sur ]0;+1[�R par

v(t; x) =
'(t)

t

Z t

0

u(x+ s)ds =
'(t)

t

Z x+t

x

u(s)ds:

formule dans laquelle ' 2 D(R), alors la fonction t 7! v(t; :) appartient à

T (p; 1 � 1=p � s;R); plus précisément, si v1; v2 désignent respectivement les fonctions

t 7! t1�1=p�sv(t; :) et t 7! t1�1=p�s
@v

@t
(t; :):

On a

v1 2 Lp(]0;+1[ ;W 1;p(]0;+1[� R)) et v2 2 Lp(]0;+1[ ; Lp(]0;+1[� R)):

Démonstration.

On commence par véri�er que si � = 1� 1=p� s; v� = t�v 2 Lp(]0;+1[� R); en e¤et

kv�kpLp =
Z

R

Z +1

0

t�p j'(t)jp ju(x+ st)dsjp dtdx :

�
Z +1

0

t�p j'(t)jp dt
Z
R

Z +1

0

ju(X)dsjp dXds <1.

On montre maintenant que t�@xv 2 Lp(]0;+1[� R) en e¤et

t�@xv = '(t)t�1=p�s(u (x+ t)� u(x)) :

D�où en élevant à la puissance p et en intégrantZ
R

Z +1

0

j'(t)jp ju (x+ t)� u(x))jp

jtjsp+1
ds � k'kpL1 kuk

p
W s;p <1:

En�n véri�ons que

t�@tv 2 Lp(]0;+1[� R):

t�@tv = '(t)t�1=p�s 1
t

Z t

0

(u (x+ t)� u(x+ s)) ds + '
0
(t)t�

Z 1

0

u(x + st)ds :

= t�f(t; x) + '
0
(t)t�

Z 1

0

u(x+ st)ds.

Il est clair que t 7�! '
0
(t)t�

Z 1

0

u(x + st)ds 2 Lp; avec une constante multiplicative prés
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par kukp : En utilisant l�inégalité de Hölder et un changement de variable on aZ
R

Z
R+
jt�f(t; x)jp dxdt � k'kp1

Z 1

0

Z
R

Z
R+

ju (x+ t)� u(x))jp

jtjsp+1
dzdxdt:

En�n le changement de variable (x; y; z)! (x + t; x + tz; z) dont le Jacobien est j1� zj

permet de majorer la dernière intégraleZ 1

0

Z
R

Z
R+

ju (X)� u(T ))jp

jX � T jsp+1
j1� zjsp dzdXdT � kukpW s;p :

Ce qui donne le résultat.

Lemme 3.1.2 (voir [6]) Soit � un réel, f une fonction de R: On suppose que 0 <

1=p+ � = � < 1 et 1 � p <1 alors :

(i) Si l�application qui à t associe t�f(t) appartient à Lp(R+) et si g est dé�nie par

g(t) =
1

t

Z t

0

f(s)ds:

Alors l�application qui à associe t�g(t) appartient à Lp(R+) et il existe une constante

c(p; v) ne dépend que de p et v telle queZ t

0

t�p jg(t)jp dt � c(p; v)

Z +1

0

t�p jf(t)jp dt:

(ii) Soient �; � appartenant à R; � � �, soit f dé�nie sur R+ � ]�; �[ et g dé�nie par

g(t; x) = 1
t

R t
0
f(s; x)ds: Si t�f 2 Lp(R+ � ]�; �[);alors t�g 2 Lp(R+ � ]�; �[) et il existe

une constante C ne dépend pas de p et v telle queZ �

�

t�p jg(t; x)jp dtdx � c(p; v)

Z �

�

Z +1

0

t�p jf(t; x)jp dtdx:

Proposition 3.1.7 Soit � un réel tel que 0 � � + 1=p � 1; soit u tel que

t�u(t; :) 2 Lp(]0;+1[ ; W 1;p(RN)) et t�@tu(t; :) 2 Lp(]0;+1[� RN) alors

u(0; :) 2 W 1�1=p��;p(RN):

Démonstration.

# Pour montrer la proposition on utilise le lemme précédente ainsi
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que le lemme 3:1:1 on peut ramener à montrer que

Z
RN

Z +1

0

ju (0; t)� u(0; x+ t))jp

tsp+1
dxdt <1:

Pour cela, u(0; x)� u(0; x+ t) est décomposé selon trois déférences

u(0; x)� u(0; x+ t) = u(0; x)� u(t; x) + u(t; x)� u(t; x+ t) + u(t; x+ t)� u(0; x+ t)

que l�on remplace parZ t

0

@�u(�; x)d�;

Z t

0

@xu(t; x+ �)d� et

Z t

0

@�u(�; x+ t)d�:

Respectivement, on utilise le lemme 3:1:2 successivement avec les fonctions suivantes :

f(t; x; �) = @tu (�; x) ; f(t; x; �) = @xu (�; x+ �) ; f(t; x; �) = @tu (�; x+ �) :

On obtient ainsi Z
RN

Z
R+
t�p
����1t
Z t

0

f(t; �)d�

����p d�dx <1:

Ce qui entraîne queZ
RN

Z
R+
t(��1)p ju(0; x)� u(t; x)jp d�dx =

Z
RN

Z
R+

1

tsp+1
ju(0; x)� u(t; x)jp d�dx <1:

Proposition 3.1.8

0(T (p; 1�
1

p
�s ;RN) =W s;p(RN):

Démonstration.

On s�intéresse d�abord au cas N = 1, que l�on montre grâce à deux propositions récipro-

ques l�une de l�autre (propositions 3:1:6 et 3:1:7). Pour le cas général on utilisera une

récurrence sur la dimension N à l�aide du lemme 3:1:1.

Proposition 3.1.9 Soit p > 1, s 2]0; 1[ et � = 1 � 1=p � s alors, si 
 est un ouvert

Lipschitzien de RN on a

0(T (p; �;
)) =W s;p(
):
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Démonstration.

# Soit u 2 T , on lui fait correspondre la fonction Eu qui appartient à T (p; �;RN): En

e¤et, par hypothèse t�u(t; :) 2 W 1;p(]0;+1[ ;RN) on déduit qu�à t > 0 �xé

t�Eu(t; :) 2 W 1;p(RN)et kEu(t; :)kW 1;p(RN ) � C ku(t; :)kW 1;p(
) :

La constante C étant indépendante de t; on obtient ensuite grâce à cette propriété la

convergence Z +1

0

kt�Eu(t; :)kW 1;p(RN ) dt � C

Z +1

0

kt�u(t; :)kW 1;p(
) dt <1:

On fait la même démonstration pour t�@iu(t; :) d�où résultat.

On en déduit qu�on peut noter Eu(0; :) est un élément de W s;p(RN):

Pour tout x 2 
 on a

Eu(0; x) = lim
t!0

Eu(t; x) = lim
t!0

Eu(t; x) = u(0; x):

# Réciproquement, soit u 2 W s;p(
) alors on a

Eu 2 W s;p(RN)

et par la proposition précédente, il existe une fonction telle que v 2 T (p; �;W 1;p(RN); Lp(RN))

et telle que v(0; x) = Eu(x); par restriction des fonctions de x à l�ouvert 
, il est facile

de voir que (t; x) 7! v(t; x) dé�nit un élément v� de T (p; �;W 1;p(
); Lp(
)) et cette re-

striction de v véri�e pour tout x 2 
; la relation v(0; x) = u(x):

3.1.3 Injections de Sobolev

Théorème 3.1.2 (Injection continue pour 
 = RN)

Soit s 2 ]0; 1[ ; p 2 ]1;+1[ : Alors

- Si sp < N; W s;p(RN) ,! Lq(RN) pour tout q � Np= (N � sp).

- Si N = sp; W s;p(RN) ,! Lq(RN) pour tout q <1.

- Si sp > N; W s;p(RN) ,! L1(RN) et plus précisément

W s;p(RN) ,! C
0;s�N=p
b (RN):
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Démonstration.

Soit u 2 W s;p(RN) et soit � 2 Lp
�
]0;1[� RN

�
avec

v(0; x) = u(x); tel que t 7�! t�v soit dans Lp
�
]0;1[�W 1;p(RN)

�
et tel que

t 7�! t�@tv soit dans Lp
�
]0;1[� Lp(RN)

�
(où � = 1� 1=p� s ).

On suppose pour commencer que N > p. Fixons x et dé�nissons f par f(t) = v(t; x); on

a

f(0) = f(t)�
Z t

0

f
0
(s)ds

de sorte qu�en multipliant et divisant par t�, en intégrant sur ]0; 1[ ; en utilisant ensuite

l�inégalité de Hölder et l�inégalité ��p > �1; on obtient

jf(0)j � C
"�Z 1

0

tvfpdt

�1=p
+

�Z 1

0

jtv@tf jp dt
�1=p#

:

� C

"�Z +1

0

jtvf jp dt
�1=p

+

�Z +1

0

��tvf 0��p dt�1=p#.
En utilisant la fonction f�(t) = f(�t) il vient pour tout � > 0 l�inégalité

jf(0)j � C
h
����1=p

�R1
0
jtvf jp dt

�1=p
+ �1���1=p

�R1
0
jtv@tf jp dt

�1=pi
:

Ce qui donne la majoration optimale

jf(0)j � C
0

"�Z +1

0

jtvf jp dt
�1=p#s "�Z +1

0

jtv@tf jp dt
�1=p#1�s

:

Soit r tel que
1

r
=
s(N � p)

Np
+
(1� s)

p
càd r =

Np

(N � sp)
:

En notons jgjp =
�Z 1

0

jg(t)jp
�1=p

; l�utilisation de l�inégalité de Hölder nous fournit la

majoration de
Z

RN
jv(0; x)jr dx parZ

RN
jtvv(t; x)jsrp jtv@tvj

(1�s)r dx :

�
�Z

RN
jtvvjNp=(N�p)p dx

�(N�p)s=(N�sp)�Z
RN
jtv@tvjpp dx

�(1�s)N=(N�sp)
de sorte qu�en élevant à la puissance 1=r on obtient

kv(0; x)kLr(RN ) � C ktvvksLp(]0;1[;LNp=(N�p)(RN )) ktv@tvk
1�s
Lp(]0;1[;Lp(RN )) :

Cette relation nous donne le résultat pour le cas où N > p; notons que cette méthode ne

s�adapte pas au cas p > N .

48



3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

Lorsque p > N et sp < N , on est amené à utiliser d�autre arguments, on utilise la solution

élémentaire E du Laplacien qui est dé�nie au dimension N + 1 par

E(t; x) = kN+1
�
jxj2 + t2

�(1�N)=2
avec kN+1 choisi de façon à obtenir exactement

4E = �0:

Soient � et  des fonctions respectivement dans D(RN) et D(R); comprises entre 0 et 1

et qui valant 1 et qui valant 1 sur des voisinages de 0:

On peut remplacer �0; qui est de support f0g par le produit �(x) (t)�0:

Alors en utilisant la propriété du produit d�une distribution par une fonction de classe

C1, la formule donnant le Laplacien d�un tell produit et celle donnant la dérivation d�une

convolution, à savoir @i(V ) � U = @i(U � V ) = V � @i(U); on peut écrire v telle que

v(0; x) = u(x) .

v = �0�v = 4 (�(x) (t)E) �v � 2 (r(�(x ) (t)) � v �4(�(x ) (t))E � v :

=
P

1�i�N
ri(�(x) (t)E) � riv + @t(�(x) (t)E) � @tv � 2(r(�(x) (t))rE) � v

�E4(�(x) (t)) � v.

Où encore, en notant rxE le gradient par rapport à x et rxA � rxB la somme des

convolées @iA � @iB

v = (�(x ) (t)rxE ) � rxv + ( (t)�(x )@tE ) � @tv + ( (t)Erx�(x )) � rxv

+(�(x)E@t ) � @tv � 2(r(�(x) (t))rE) � v � (E4�(x) (t)) � v (6)

Les quatre derniers termes du second membre (6) sont des sommes �nies de convolutions

du type

(�1(t; x)E) � v; (�2(t; x)@iE) � v; (�3(t; x)@tE) � v(�4(t; x)E) � @iv et (�5(t; x)E) � @tv;

où les fonctions �i sont des fonctions de D(RN+1):

On donnera une estimation de ces termes au point (0; x): Après avoir traité les cas des

deux premiers termes du second membre de (6), lesquels font intervenir à la fois les

dérivées de v et celles de E. Ces premiers termes de (6) sont des sommes de termes de

la forme

(�(x) (t)@iE) � @iv et (�(x) (t)@tE) � @tv:

Il nous faut donc évaluer ces produits de convolution au point (0; x) alors d�une part,

la fonction v est telle que t 7�! t�v(t; :) est dans l�espace Lp(]0;+1[;W 1;p(RN)) ce qui
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implique que t�@iv est dans Lp(]0;+1[; Lp(RN)): D�autre part, la fonction t�@tv est aussi

dans ce même espace.

Les deux produits de convolution précédents peuvent donc s�écrire sous la forme

I = ( (t)�(x)@tE) � g et J = ( (t)�(x)rxE) � g:

Où la fonction g est telle que t�g(t; :) est dans l�espace Lp(]0;+1[; Lp(RN)):

Pour traiter I on note h(t; x) = �(x) (t)t(jxj2 + t2)�(N+1)=2 et on calcule le produit de

convolution qui exprime I au point (0; x)

(g � h) (0; x) =
Z

RN

Z +1

0

�(x� x
0
) (�t)tg(t; x0)�

jxj2 + t2
�(N+1)=2 dtdx

0
:

En utilisant l�inégalité de Hölder dans les intégrales en t, on majore (g � h) (0; x) par une

convolution G �H dans RN , les fonctions G et H étant dé�nies par

G (x) =

�Z +1

0

t�gp(t; x)dt

�1=p
; H (x) =

�Z +1

0

t�p
0
jh(t; x)jp

0

dt

�1=p0
:

La fonction H se majore ainsi par

j� (x)j k k1

 Z +1

0

t(1��)p
0

(t2 + x2)(N+1)p
0=2
dt

!1=p0
:

Comme cette dernière intégrale est à une constante près, la puissance de jxj d�exposant

1� � + 1=p
0 � (N + 1) = s�N , on obtient

H (x) � C j�(x)j jxjs�N :

Le produit G�H est donc majoré par la convolution en x d�une fonction de Lp à savoir par

hypothèse G et d�une fonction de la forme jxjs�N qui appartient à Lk avec k < N=(N�s):

Donc la fonction G � H appartient à Lr avec 1=p + 1=k = 1 + 1=r, c�est-à-dire pour

r < Np=(N � sp).

Pour traiter J on note hi(t; x) = �(x) (t)xi
�
jxj2 + t2

��(N+1)=2
.

On calcule le produit de convolution g � hi au point (0; x), toujours lorsque

tvg 2 Lp
�
]0;+1[� RN

�
: L�expression (g � hi) (0; x) peut être majoré, au moyen de
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l�inégalité de Hölder par

G �Hi(x) o�u Hi (x) =

0@Z +1

0

(�(x) (t))p
0 t��p

0
jxijp

0

�
jxj2 + t2

�(N+1)p0=2dt
1A1=p

0

:

produit de convolution qui peut aussi être majoré par C� (x) jxjs�N .

Cela termine le résultat pour I et J et on voit que le cas des deux termes (�2(t; x)@iE)�v;

(�3(t; x)@tE) � v sont également réglés.

On s�intéresse maintenant aux termes de la forme (�1E) � v ou (�4E) � @iv

ou (�5E) � @tv c�est-à-dire les termes qui ne font pas intervenir les dérivées

de E mais E lui-même.

Le procédé est analogue au précédent.

On considère par exemple un terme de la forme �1(x) 1(t)E(t; x) � v au point (0; x),

sachant que � et  sont dans D(RN) et D(R) respectivement on a

I1(x) =

Z
RN

Z +1

0

�(x� x
0
) (�t)v(t; x0)�

jx� x0j2 + t2
�(N+1)=2 dtdx0 :

En utilisant l�inégalité de Hölder dans les intégrales en t, en multipliant par t�t�� ; on

obtient que I1(x) est majorée en module par le produit de convolution de G1 � H1 dans

RN avec

G1 (x) =

�Z +1

0

t�vp(t; x)dt

�1=p
; H1 (x) =

0@Z +1

0

j�1(x) 1(�t)j
p
0

t��p
0�

jxj2 + t2
�(N+1)p0=2

1A1=p
0

:

La fonction H1 se majore par

k 1k1 j�1j (x)
Z +1

0

t��p
0�

jxj2 + t2
�(N+1)p0=2dt:

Donc par une fonction du type

C j�1(x)j jxj(1��p
0�(N�1)p0 )=p0 = C j�1(x)j jxjs�N+1 :

Le produit G1�H1 est donc la convolution d�une fonction de Lp et d�une fonction à support

compact multipliée par jxjs�N+1 laquelle appartient à Lk pour tout k < N=(N � s � 1).

51



3.1. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour 0 < s < 1

En particulier ce produit appartient à Lr pour tout r < Np=(N � (s+ 1)p), donc aussi à

LNp=(N�sp).

Les autres termes se traitent de façon analogue. Le cas sp < N est donc entièrement

traité.

Considérons le cas sp = N . En utilisant le corollaire 3:1:1 on a

W s;p(RN) ,! W s
0
;p(RN) pour tout s0 2 ]0; s[. On déduit en utilisant les injections continue

obtenues précédemment pour sp < N que

W s;p(RN) ,! LNp=(N�s
0
p)(RN)

Puisque Np=(N � s0p) est arbitrairement grand, on peut conclure que W s;p(RN) s�injecte

continûment dans Lq(RN) pour tout q 2 [p;1[:

On passe au cas sp > N . On utilise encore la solution élémentaire du Laplacien dans

RN+1. Comme dans le cas sp < N , on est amené à montrer l�appartenance à L1 de

sommes de produit de convolution du type �1E � v ou �5E � @tv ou �4E � @xv et en�n

�rE � rv:

Pour ce dernier terme, on note g(t; x) une fonction telle que

t�g(t; x) 2 Lp(]0;1[�RN) et h(t; x) = �(x) (t)t
�
jxj2 + t2

��(N+1)=2
où � est une fonction

régulière à support dans B(0; 1): On montre que pour sp > N , on a

x 7�! (h � g) (0; x) 2 L1(RN):

En e¤et

(h � g) (0 ; x ) =
Z

RN

Z +1

0

�(x� x
0
) (�t)tg(x0 ; t)�

jx� x0j2 + t2
�(N+1)=2dx 0dt :

� kt�gkp

0@Z
RN

Z +1

0

t(1��)p
0 �
�(x� x

0
) (t)

�p0�
jxj2 + t2

�(N+1)p0=2 dx
0
dt

1A1=p
0

:

� kt�gkp

0@Z
jx�x0j�1

��x� x
0��(1��)p0+1

jx� x0j(N+1)p
0 dx

0

1A1=p
0

� kt�gkp.

Car la dernière intégrale s�exprime par��
�(sp�N)=(p�1)

�1
0

�1=p0
:
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qui est borné, puisque sp > N . Pour majorer les fonctions du type �1E � v

ou �5E � @tv ou encore �4E � @xv: Il su¢ t de remarquer que l�un quelconque

de ces produits est majoré par un produit de convolution d�une fonction de Lp

et d�une fonction de Lp
0
; qui n�est autre que �i (x) jxjs�N+1 avec �i une fonction de D(RN).

Montrons à présent, que u est Hölderienne d�exposant s�N=p. Pour cela on montre qu�il

existe une constante C telle que

kukL1 � C kt�vk1���(N+1)=pp

t�r(t;x)v
�+(N+1)=p
p

:

En e¤et, soit u telle que v(0; x) = u(x): Par ce qui précède il existe des constantes C1 et

C2 telles que

kuk1 � C1 kt�vkp + C1
t�r(t;x)v


p
:

Soit v� dé�nie par v�(t; x) = v(�t; �x): Le calcul des normes fournit

kv�k1 (0; :) = kuk1 ; kt�v�kp = ����(N+1)=p kt�vkLp(RN�]0;+1[) ett�r(t;x)v�

p
= �1���(N+1)=p

t�r(t;x)v

p
:

Donc, en choisissant � =
�
kt�vkp

��t�r(t;x)v

p

��1
obtient l�inégalité

kuk1 � C kt�vk1���(N+1)=pp

t�r(t;x)v
�+(N+1)=p
p

: (7)

Soient h 2 R, i 2 f1; :::; Ng et h > 0. Par une inégalité classique on a

jv(t; x� hei)� v(t; x)j �
Z h

0

j@iv(t; x� sei)j ds:

En multipliant par t� puis en intégrant à la puissance d�exposant p et en utilisant l�inégalité

de Hölder on obtientZ 1

0

Z
RN
t�p jv(t; x� hei)� v(t; x)jp dxdt �

Z 1

0

t�php�1
Z h

0

Z
RN
j@ivjp (t ; x � se i)ds

� hp
Z 1

0

Z
RN
t�p jrvjp dxdt.

En élevant à la puissance 1=p on obtient

kt� (�hv � v)kp � 2 jhj kt�rvkp :

D�autre part t�r(t;x) (�hv � v)

p
� 2

t�r(t;x)v

p
:
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On obtient, en appliquant l�inégalité (7) à uh � u la majoration

kuh � uk1 � C jhj1���(N+1)=p
�
kt�vkp +

t�r(t;x)v

p

�
:

Puisque 1 � v � (N + 1)=p = s � N=p, il en résulte que u est Hölderienne d�exposant

s�N=p.

Le théorème est ainsi démontré pour 
 = RN :

Corollaire 3.1.2 Soit s 2 ]0; 1[ ; p 2 ]1;+1[ : Soit 
 un ouvert lipschitzien alors :

- Si sp < N; W s;p(
) ,! Lq(
) pour tout q � Np= (N � sp).

- Si N = sp; W s;p(
) ,! Lq(
) pour tout q <1.

- Si sp > N; W s;p(
) ,! L1(
) et plus précisément

W s;p(
) ,! C
0;s�N=p
b (
):

Théorème 3.1.3 (Injection compacte )

Soit 
 un ouvert borné de RN qu�est lipschitzien. Soient s 2 [0; 1[; p > 1 et N � 1 alors

- Si sp < N l�injection de W s;p(
) dans Lq(
) est compacte, pour tout q < Np= (N � sp).

- Si N = sp l�injection de W s;p(
) est compacte dans Lq(
) pour tout q <1.

- Si sp > N l�injection de W s;p(
) dans C0;�b (
) pour � < s�N=p est compacte.

Démonstration.

On commence par le cas sp < N:

Pour montrer l�a¢ rmation énoncée, il su¢ t de montrer que l�injection est compacte dans

L1: En e¤et, W s;p(
) ,! LNp=(N�sp)(
) et toute suite bornée dans Lq(
) avec q > 1 qui

converge dans L1 est convergente dans Lq
0
(
) pour q

0
< q (D�après le lemme 2:3:3).

On utilise donc le critère de compacité des bornés dans L1(Théorème 1:1:3).

Soit B un sous-ensemble borné dans W s;p(
): Soit u 2 B; i 2 [1; N ]; h > 0 et


h = fx 2 
n d(x; @
) > hg: Posons
!
h = hei et considérons l�intégrale

I!
h
=

Z

h

Z
B(x;h)

ju(x+ hei)� u(x)j dydx:

En premier temps l�intégrant ne dépendant pas de y. En désignant wN�1 le volume de la

boule unité :

I!
h
= wN�1 jhjN

Z

h

���u(x+ !
h)� u(x)

��� dx (8)
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En utilisant alors, pour x 2 
h et y 2 B(x; h) l�égalité

u(x+
!
h)� u(x) = u(x+

!
h)� u(y) + u(y)� u(x)

En posant � = (sp+N)=p; l�intégrale I!
h
peut être majorée par

I!
h
�
Z


h

Z
B(x;h)

���u(x+ !
h)� u(x)

������x+ !
h � y

����
���x+ !

h � y
���� dydx+Z


h

Z
B(x;h)

���u(x+ !
h)� u(x)

���
jx� yj� jx� yj� dydx:

= I
(1)
!
h
+ I

(2)
!
h
.

En les transformant au préalable, par translation sur y, en intégrales sur le domaine

Ah = 
h�B(0; h), on majore ces intégrales I(1)!
h
et I(2)!

h
au moyen de l�inégalité de Hölder.

Par exemple

I
(2)
!
h
=

Z
Ah

ju(x)� u(z + x)j
jzj� jzj� dzdx � (

Z
Ah

ju(x)� u(z + x)j
jzj� jzj� dzdx)

1
p (

Z
Ah

jzj�p
0

dzdx)
1

p
0 :

La première intégrale dans le deuxième membre, qui est égale àZ

h

Z
B(x;h)

ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dydx

est majorée d�après les hypothèses B(x; h) � 
h � 
 par l�intégraleZ

�


ju(x)� u(y)jp

jx� yjsp+N
dydx

qui est bornée lorsque u décrit B. Par ailleurs on a

(

Z
Ah

jzj�p
0

dzdx )
1

p
0� (mes
)1�

1
p (

Z h

0

�(
sp+N
p�1 +N�1)d�)1�

1
p :

� (mes
)1�
1
pC

0 jhjN+s.

(où la constante à droite ne dépend que de la semi-norme kuk
0

s;p).

On peut procéder de manière analogue pour l�intégrale I(1)!
h
.

Finalement, en utilisant l�inégalité (8) et les relations suivantes, on parvient à

jhjN
Z


h

���u(x+ !
h)� u(x)

��� dx � C jhjN+s

à savoir, la première condition du critère de compacité dans L1(
)Z

h

���u(x+ !
h)� u(x)

��� dx � C jhjs :

55



3.2. Espaces de Sobolev W s;p(
) pour s 2]0;+1[

D�autre part, comme l�ensemble B est borné dans Lp(
) et puisque 
 est borné on peut

trouver un compact K assez grand pour que pour tout u 2 B

on ait Z

�K

ju(x)j � (
Z


�K
ju(x)jp)

1
p ((mes(
�K))1�

1
p � ":

On a ainsi obtenu que B est relativement compact dans L1(
), donc dans

tous les Lq(
) avec q < pN=(N � sp):

Si s = Np on utilise W s;p ,! W s
0
;p avec s

0
< s; d�où la second a¢ rmation.

On suppose maintenant que sp > N . Soit B un sous-ensemble borné

dans W s;p(
): Pour montrer que B est relativement compact dans C(�
),

on utilise le théorème d�Ascoli. Or, une conséquence du théorème d�injection

continue 3:1:2 est la suivante : il existe une constante C > 0 telle que pour

tout u 2 B on a

kukL1(
) � C kukW s;p(
)

et comme, pour tout couple d�éléments (x; y) de 
, on a également

ju(x)� u(y)j � C kukW s;p(
) jx� yjs�
N
p :

On en déduit que l�ensemble B est borné dans L1 et qu�il est équicontinue

ce qui termine pour l�a¢ rmation si sp > N dans le cas de C(�
):

En�n, on conclut à la compacité dans des espaces Hölderiennes en utilisant

le théorème 3:1:2 et le lemme 2:3:4:

3.2 Espaces de Sobolev W s;p(
) pour s 2]0;+1[

Dé�nition 3.2.1 Soit [s] � 1; s =2 N: L�espace W s;p(
) est dé�ni par

W s;p(
) = fu 2 W [s];p(
)=Dju 2 W s�[s];p(
);8
!
j ;
���!j ��� = [s]g:

Il est claire que W s;p(
) est un espace de Banach lorsqu�il est muni de la norme

kuks;p = (kuk
p

W [s];p(
)
+
X

j;jjj=[s]

Z



Z



jDju(x)�Dju(y)jp

jx� yj(s�[s])p+N
dxdy)

1
p <1:
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Remarque 3.2.1 Il est facile de véri�er que les fonctions de D(RN) sont denses

dans W s;p(RN):

3.2.1 Théorèmes d�injection

Théorème 3.2.1 (Injections continues)

Soit 
 un ouvert lipschitzien alors

- Si sp < N; W s;p(
) ,! Lq(
) pour tout q � Np= (N � sp).

- Si N = sp; W s;p(
) ,! Lq(
) pour tout q <1.

- Si sp > N

- si s� N
p
=2 N; W s;p(
) ,! C

[s�N
p
];s�N

p
�[s�N

p
]

b (
):

- si s� N
p
2 N; W s;p(
) ,! C

s�N
p
�1;�

b (
) pour tout � < 1:

Démonstration.

Si sp < N , on fait une récurrence sur [s].

Si [s] = 0, c�est le théorème 3:1:2: Supposons montré le théorème pour [s] = m � 1 et

soit u 2 W s;p(
) avec [s] = m et sp < N . Alors ru 2 W s�1;p(
) et u 2 W [s];p(
);

donc en utilisant l�hypothèse de récurrence ru 2 Lr(
) avec r = Np=(N � (s � 1)p) et

u 2 LNp=(N�[s]p)(
):

En utilisant p � Np=(N � (s � 1)p) � Np=(N � [s]p), on obtient alors u 2 W 1;r(
):

Puisque rp < N on obtient u 2 LNr=(N�r)(
) = LNp=(N�sp)(
)

Supposons sp = N:

Alors [s]p < N et (s � 1)p < N . Si u 2 W s;p(
), en raisonnant comme précédemment

u 2 W 1;r(
) avec r = Np=(N � (s� 1)p) = N: Comme r = N , on en déduit u 2 Lq(
)

pour tout q <1:

Soit sp > N et j un entier tel que s� 1� N
p
< j < s� N

p
: Alors u 2 W s;p(
) et v = rju

véri�e v 2 u 2 W s�j;p(
); donc v et rv appartiennent à W s�j�1;p et (s � j � 1)p < N

entraîne que v et rv appartiennent à Lr(
) avec r = Np=(N � (s � j � 1)p). Ainsi

v 2 W 1;r(
) et r > N donc v 2 C0;1�
N
r

b (
) = C
0;s�N

p
�j

b (
):

Finalement, on obtient u 2 C [s�
N
p
];s�N

p
�[s�N

p
](
):
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Si s� N
p
= j 2 N, alors u 2 W s;p(
) entraîne

(Dj�1u;Dju) 2 (W s�j;p(
))2 = (W
N
p
;p(
))2: On en déduit Dj�1u 2 W 1;p(
) pour tout

q < 1 et donc Dj�1u 2 C0;�b (
) quel que soit � < 1: Finalement u 2 Cs�
N
p
�1;�

b (
) pour

tout � < 1:

Théorème 3.2.2 (Injections compactes)

Soit 
 un ouvert borné lipschitzien alors :

- Si sp < N , l�injection W s;p(
) ,! Lq(
) est compacte pour tous les exposants q tels que

q < Np=(N � sp).

- Si sp = N , l�injection W s;p(
) ,! Lq(
) est compacte pour tout q <1:

- Si sp > N

- si s� N
p
=2 N; l�injection W s;p(
) ,! C

[s�N
p
];�

b (
) est compacte pour tout

� < s�N
p
�[s�N

p
]:

- si s� N
p
2 N; l�injection W s;p(
) ,! C

s�N
p
�1;�

b (
) est compacte pour tout � < 1:

3.2.2 Dual de Wm;p
0 (
)

Le dual de Wm;p
0 (
) s�identi�é à l�espace W�m;p0 (
); mais dans notre étude on énonce le

théorème suivant pour m = 1 et le cas générale se déduit par récurrence sur m.

Théorème 3.2.3 Soit 1 � p < +1. Tout élément L du dual de l�espace W 1;p
0 (
)

lequel est noté W�1;p0 (
), s�identi�e à une distribution V conformément à la formule

8u 2 W 1;p
0 (
); L(u) = hV; ui :

où V est associée à un élément (vi) 2 (Lp
0
(
))N+1 par : V = [v0]�

PN
1 @i[vi]:

La norme de cet élément de W�1;p0 (
) est dé�nie par

kLk
W�1;p0 (
)

= minfkvkp0 nv 2 (Lp
0
(
))N+1g:
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Démonstration.

Soit L un élément de ce dual. Le théorème de Hahn-Banach permet de prolonger cet

élément avec conservation de la norme en une forme linéaire continue sur W 1;p
0 (
).

On déduit qu�il existe des éléments v0; v1; :::; vN , tous appartenant à (Lp
0
(
))N+1 tel

que

8u 2 W 1;p
0 (
); L(u) =

NX
1

h@iu; vii+ uv0:

Or, l�espace D(
) est dense dans W 1;p
0 (
). La formule précédente pouvant alors être util-

isée pour une suite ('n) convergente vers u, on obtient à l�aide de dérivations au sens

des distributions et de la continuité des crochets de dualité entre Lp et Lp
0

L(u) = lim
n!+1

[hv0; 'ni+
PN

1 hvi; @i'ni].

= lim
n!+1

hv0; 'ni �
PN

1 h@ivi; 'ni = hV; ui.

Le symbole V représentant la distribution V = [v0]�
PN

1 @i[vi]:

Il est aisé de voir, réciproquement qu�une telle distribution dé�nit un élément L du dual

de W 1;p
0 (
): La norme de L est toujours la borne inférieur précédente des normes dans

Lp
0
des (N + 1)-uplets (vi) qui servent à dé�nir V .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité quelques propriétés essentielles et avons présenté

des théorèmes incontournables concernant les espaces de Sobolev d�exposant entier et

d�exposant fractionnaire. Ces espaces jouent un rôle très important dans la résolution des

équations aux dérivées partielles modélisant des phénomènes physiques, mécaniques et

même biologiques. Ces sciences ont connu un essor vertigineux grâce en grande partie à la

meilleure compréhension des propriétés des solutions des équations aux dérivées partielles

obtenus dans des espaces de Sobolev ou dans d�autre espaces similaires.

En perspectives, nous envisageons de faire :

� Une autre approche pour dé�nir les espaces de Sobolev d�ordre fractionnaire à l�instar

de la méthode dite d�interpolation.

� L�étude des espaces de fonctions à dérivée mesure qui sont des espaces très proches

des espaces de sobolev classiques, ainsi que l�étude des espaces de Sobolev avec poids.
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