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Notations

(
, �, �) Espace mesuré de mesure �

M(
) L�ensemble des fonctions ��mesurables sur 
 à valeurs dans R

modulo la relation d�équivalence « = �� p:p »

p:p Presque partout

�A Indicatrice de A; �A(t) =

8<: 1 t 2 A

0 sinon

Lp (
) ff 2M(
) :
Z



jf (t)jp d� <1g

L1 (
) ff 2M(
) : 9� > 0, jf(t)j � � �� p:p: t 2 
g

� Fonction d�Orlicz

�� La fonction complémentaire de �

p La dérivée à droite de �

SC (�) L�ensemble des points de stricte convexité de �

a(�) sup fx � 0 : �(x) = 0g

b(�) sup fx > 0 : �(x) <1g

d(�) lim
x!1

�(x)
x

�� Modulaire d�Orlicz , �� (f) =
Z



� (f (t)) d�

�(f) sup
�
� > 0 : �� (�f) <1

	
La condition�42 Condition de croissance sur �

La condition�42 (1) Condition de croissance sur � dans le voisinage de 1

La condition�42 (0) Condition de croissance sur � dans le voisinage de 0

L� (
) Espace d�Orlicz
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Notations

B (L�) La boule unité fermée de L�

S (L�) La sphère unité de L�

Ext (B (L�)) L�ensemble des points extrêmes de B (L�)

Fext (B (L�)) L�ensemble des points fortement extrêmes de B (L�)

k:ko� Norme d�Orlicz

k:k� Norme de Luxemburg

k:kA� Norme d�Amemiya

Lo� (
) Espace d�Orlicz muni de la norme d�Orlicz

K (f) k 2 K(f), kfko� = 1
k

�
1 + �� (kf)

�
conv (A) L�enveloppe convexe de A

C Désigne la fermeture de C

�C Désigne l�intérieur de C

Supp(f) ft 2 
 : f (t) 6= 0g
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Introduction générale

En analyse fonctionnelle, les espaces d�Orlicz L� sont des espaces fonctionnels qui

généralisent les espaces de Lebesgue LP (1 � p � 1), les espaces Lp \ L1 (1 < p <1)

et les espaces d�interpolation L1+L1, L1 \L1. Ces espaces ont été dé�nis par W.Orlicz

au début des années trente en considérant des fonctions convexes, ayant des propriétés

semblables à celles de la fonction puissance. Dans la théorie des espaces d�Orlicz, trois

normes sont apparues : dans les années trente Orlicz a introduit la norme,

kfko� = sup
�Z




jf (t) g (t)j d� : g 2 L�� (
) , ��� (g)) � 1
�

dite d�Orlicz, puis Nakano (1950), Morse-Transue (1950) et Luxemburg (1955) ont con-

sidéré une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-Nakano mais

généralement dans la littérature, elle est appelée la norme de Luxemburg. Cette norme

est la fonction de Minkowski de la boule convexe
�
x : �� (x) � 1

	
où �� désigne une

modulaire convexe. C�est-à-dire,

kfk� = inff� > 0 : ��
�
f

�

�
� 1g.

Approximativement à la même époque, I. Amemiya a considéré la norme,

kfkA� = inf
k>0

1

k
[1 + �� (kf)]

dite d�Amemiya. Les inégalités suivantes k:k� � k:k
A
� � 2 k:k� et l�équivalence de la norme

de Luxemburg et la norme d�Orlicz k:k� � k:ko� � 2 k:k� ont suggéré que peut-être la

norme Orlicz et la norme d�Amemiya sont égales. E¤ectivement, l�égalité kfkA� = kfk
o
� a

lieu pour tout f 2 L� quand � est une N-fonction c�est-à-dire une fonction paire, convexe,

3



Introduction générale

continue, s�annule seulement en zéro et est �nie véri�ant lim
x!0

�(x)
x
= 0 et lim

x!1
�(x)
x
=

1 (voir [19]). Mais le problème d�égalité de ces deux normes dans le cas général d�une

fonction d�Orlicz (qui est continue à gauche et peut prendre des valeurs in�nies et ne véri�e

pas nécessairement lim
x!0

�(x)
x
= 0 et lim

x!1
�(x)
x
= 1) est resté longtemps ouvert jusqu�à

l�an 2000, problème résolu par H.Hudzik et L.Maligranda (voir [15]). Cette égalité est très

importante, car il est plus facile de manipuler la formule d�Amemiya qui utilise seulement

la fonction d�Orlicz, que la norme d�Orlicz qui fait appel à la fonction d�Orlicz � et sa

complémentaire ��.

La notion de points extrêmes est une notion clé très utilisée quand on étudie la

géométrie des espaces de Banach. Elle joue un rôle très important dans certaines branches

des mathématiques par exemple en optimisation. Pour justi�er cette importance, on peut

citer :

1. Le principe du maximum de Bauer : si K est un sous-ensemble convexe et com-

pact d�un espace vectoriel normé E et f une fonction convexe et semi-continue

supérieurement de K dans R. Alors,

sup
y2K

f (y) = f (x) avec x 2 Extr (K) .

2. La propriété de Krein-Milman : un espace de Banach X a la propriété Krein-

Milman; si tout sous-ensemble convexe, fermé et borné non vide de X possède

au moins un point extrême, et si un espace de Banach X n�a pas cette propriété

alors il n�est le dual d�aucun espace.

3. Caractérisation de la stricte convexité, la convexité uniforme locale, etc.

L�importance des points fortement extrêmes résulte du fait que tout point de S (X)

qui est un point fortement extrême de B (X) est un point extrême de B (X��).

En 1993 H. Hudzik et M. Wisla [16] ont donné des conditions nécessaires pour qu�un

point de S
�
Lo�
�
soit un point extrême de B

�
Lo�
�
. En 2003 Y. Cui, H. Hudzik et R.

Pluciennik [8] ont montré que les conditions présentées dans [16] sont également su¢ santes

4



Introduction générale

et ils ont appliqués ces résultats à la caractérisation des points extrêmes et fortement

extrêmes de la boule unité des espaces : L1, L1 + L1 et Lp \ L1 (1 � p <1).

L�objectif de ce travail est d�exposer les résultats de Y. Cui, H. Hudzik et R. Pluciennik

obtenus dans [8]

Ce travail contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions la notion de points extrêmes des espaces

normés avec quelques résultats importants.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les espaces d�Orlicz ainsi que leurs pro-

priétés fondamentales, une attention particulière est accordée à la norme d�Orlicz partic-

ulièrement à la formulation d�Amemiya.

Dans le troisième chapitre, on donne des conditions nécessaires et su¢ santes pour

qu�un point de S
�
Lo�
�
soit un point extrême et celles pour lesquelles il soit fortement

extrême, et on donne aussi des conditions su¢ santes sous lesquelles Ext
�
B(Lo�)

�
= ;.

En�n dans le quatrième chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre 3 pour

caractériser les points extrêmes et fortement extrêmes de la boule unité des espaces L1,

L1 + L1 et Lp \ L1 (1 � p <1).

5



CHAPITRE

1 Les points extrêmes des

espaces de Banach

1.1 Introduction

Soit (X, k:k) un espace de Banach. On note par B (X) et S (X) la boule unité fermée

et la sphère unité respectivement de X, à savoir :

B (X) = fx 2 X, kxk � 1g et S (X) = fx 2 X, kxk = 1g.

Les points extrêmes et fortement extrêmes sont des concepts élémentaires pour l�étude de

la géométrie des espaces de Banach. Un espace de Banach X est dit strictement convexe

si tout point de S (X) est un point extrême de B (X), et si l�ensemble de points fortement

extrêmes de B (X) est égal à S (X) alorsX est ditmidpoint locally uniformly rotund. Pour

motiver l�étude de points extrêmes, il y a une variété d�applications que nous pouvons

citer, par exemple : le principe du maximum de Bauer, le théorème de Krein-Milman et

le théorème de représentation intégrale de Choquet.

1.2 Dé�nitions et généralités

Dé�nition 1.2.1 Un sous-ensemble C d�un espace vectoriel E est dit convexe si,

8x, y 2 C, 8� 2 [0, 1] : �x+ (1� �) y 2 C.

6



1.2. Dé�nitions et généralités

Géométriquement, un ensemble C est convexe si tout segment reliant deux de ses points

est inclu dans C.

Dé�nition 1.2.2 Soit A un sous-ensemble d�un espace vectoriel normé E.

L�enveloppe convexe de A notée conv (A) est le plus petit ensemble convexe contenant

A.

De manière équivalente, l�enveloppe convexe de A est l�ensemble de toutes les combinaisons

convexes �nies d�éléments de A,

conv (A) =

(
kX
i=1

�ixi : k � 1, xi 2 A, �i 2 [0, 1] ,
kX
i=1

�i = 1

)
.

Dé�nition 1.2.3 Soit C un sous-ensemble convexe d�un espace de Banach X.

On dit que x 2 C est un point extrême de C si,

8y, z 2 C : x = 1

2
(y + z) =) x = y = z.

Cette dé�nition peut être donnée comme suit,

8y, z 2 C, 8� 2 [0, 1] : x = �y + (1� �) z =) x = y = z.

Géométriquement, un point x 2 C est extrême s�il n�est le milieu d�aucun segment en-

tièrement contenu dans C.

Dé�nition 1.2.4 Soit C un sous-ensemble convexe d�un espace de Banach X.

On dit que x 2 C est un point fortement extrême de C si,

8 (yn)n2N , (zn)n2N � X : x =
1

2
(yn + zn) 8n 2 N,

alors,

lim
n�!1

kyn � znk = 0.

Notation 1.2.1 On note par Ext (C) et Fext (C) l�ensemble des points extrêmes et forte-

ment extrêmes respectivement de C.

7



1.2. Dé�nitions et généralités

Exemple 1.2.1 .

Si R2 est muni de la norme Euclidienne k:k2 alors,

Ext
�
B
�
R2
��
= S

�
R2
�
.

Si R2 est muni de la norme k:k1 alors,

Ext
�
B
�
R2
��
= f(1,1) , (�1,1) , (1,� 1) , (�1,� 1)g .

Remarques 1.2.1 .

1) Tout point fortement extrême est un point extrême.

2) Si C est un compact alors, tout point extrême de C est fortement extrême (voir [21]).

3) Un espace de Banach X a la propriété Krein-Milman (KMP ), si tout sous-

ensemble convexe, fermé et borné non vide de X possède au moins un point extrême

(voir la section, Théorème de Krein-Milman).

4) Un espace de Banach X a la propriété Radon-Nikodym (RNP ), si pour n�importe

quelle norme équivalente sur X, B (X) possède au moins un point fortement extrême (voir

[17]).

8



1.3. Caractérisation des points extrêmes

1.3 Caractérisation des points extrêmes

Proposition 1.3.1 [20]

Soient C un sous-ensemble convexe d�un espace vectoriel E et x un élément de C. x est

un point extrême de C si et seulement si Cn fxg est convexe.

Démonstration.

La nécessité :

On raisonne par l�absurde. Supposons que x 2 Ext (C) et que l�ensemble Cn fxg ne soit

pas convexe.

Donc il existe y, z 2 Cn fxg (avec y 6= z) tels que,

1

2
(y + z) =2 Cn fxg c�est-à-dire

1

2
(y + z) = x.

Comme x est un point extrême de C, alors x = y = z. Contradiction avec le fait que

y 6= z.

La su¢ sance :

Supposons que Cn fxg soit convexe et considérons y, z 2 C tels que, 1
2
(y + z) = x.

Comme le point x n�appartient pas à Cn fxg alors, y ou z n�appartient pas à Cn fxg.

Donc,

x = y ou x = z.

Sans perte de généralité, supposons que x = y. Comme 1
2
(y + z) = x, alors x = y = z.

D�où, x est un point extrême de C.

Proposition 1.3.2 [20]

Aucun point de l�intérieur d�un sous-ensemble convexe d�un espace vectoriel normé E n�est

extrême.

Démonstration.

Soient C un sous-ensemble convexe d�un espace vectoriel normé E et x 2 �C (où �C désigne

l�intérieur de C). Montrons que,

9y, z 2 C : x = 1

2
(y + z) avec x 6= y 6= z.

9



1.4. Théorème de Krein-Milman

Comme x 2 �C alors, il existe r > 0 tel que la boule fermée de centre x et de rayon r,

notée B(x, r), est incluse dans C. Prenons,

y = (1� r

kxk)x et z = (1 +
r

kxk)x.

Alors, les points y et z appartiennent à B(x, r) et,

y + z = (1� r

kxk)x + (1 +
r

kxk)x

= x� rx

kxk +
rx

kxk + x

= 2x.

D�où, x n�est pas un point extrême de C.

D�après la proposition précédente, on donne la dé�nition d�un point extrême et forte-

ment extrême de la boule unité d�un espace de Banach X comme suit :

Dé�nition 1.3.1 On dit que x 2 S (X) est un point extrême de B (X) si,

8y, z 2 S (X) : x = 1

2
(y + z) =) x = y = z.

Dé�nition 1.3.2 On dit que x 2 S (X) est un point fortement extrême de B (X) si,

8 (yn)n2N , (zn)n2N � X : lim
n�!1

kynk = 1, lim
n�!1

kznk = 1 et x =
1

2
(yn + zn) 8n 2 N,

alors,

lim
n�!1

kyn � znk = 0.

1.4 Théorème de Krein-Milman

Dans ce paragraphe, nous commençons par étudier un résultat de M.G. Krein et D.

Milman. En 1940, ils ont caractérisé les ensembles convexes et compacts en fonction

de leurs points extrêmes. Ce résultat est une conséquence du principe du maximum de

Bauer.

10



1.4. Théorème de Krein-Milman

Théorème 1.4.1 (Principe du maximum de Bauer) [20]

Soient K un sous-ensemble convexe et compact d�un espace vectoriel normé E et f une

fonction convexe et semi-continue supérieurement de K dans R. Alors, f atteint son

supremum (sa borne supérieure) en, au moins,un point extrême de K, c�est-à-dire 9x 2

Extr (K) tel que,

sup
y2K

f (y) = f (x) . (1.4.1)

Théorème 1.4.2 (Krein-Milman) [20]

Tout sous-ensemble convexe et compact K d�un espace vectoriel normé E est la fermeture

de l�enveloppe convexe de l�ensemble de ses points extrêmes :

conv (Extr (K)) = K. (1.4.2)

En particulier, tout ensemble convexe compact non vide possède au moins un point ex-

trême.

Démonstration.

Soit K un sous-ensemble compact et convexe inclus dans E.

Puisque, conv (Extr (K)) � K et K est fermé et convexe alors, conv (Extr (K)) � K.

Pour montrer que K � conv (Extr (K)) on raisonne comme suit :

Soit x0 =2 conv (Extr (K)) on va montrer que x0 =2 K. D�après le théorème de Hahn-

Banach (deuxième forme géométrique), il existe un hyperplan fermé d�équation [f = �]

(où f est une forme linéaire continue sur E, non identiquement nulle et � 2 R) qui sépare

au sens strict conv (Extr (K)) et Knconv (Extr (K)). C�est-à-dire :

8y 2 conv (Extr (K)) : f (y) < � < f (x0) .

On pose,

G =

�
z 2 K : f (z) = sup

x2K
f (x)

�
.

Donc, G contient au moins un point p 2 Extr (K) (d�après le principe du maximum de Bauer).

Ainsi, p 2 conv (Extr (K)), ce qui implique que f (p) < �, mais :

f (p) = sup
x2K

f (x) ,

11



1.4. Théorème de Krein-Milman

alors,

8x 2 K, f (x) � f (p) < �.

Comme � < f (x0), d�où :

x0 =2 K.

Théorème 1.4.3 [11]

Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X �! Y une isométrie linéaire. Alors,

T conserve les points extrêmes de la boule unité, à savoir T (x) est un point extrême de

B (Y ) si et seulement si x est un point extrême de B (X).

Une question se pose alors naturellement : Est ce que les points extrêmes existent

toujours ?. Si K est un ensemble ouvert, clairement il n�a aucun point extrême, et nous

avons vu que si K est un ensemble convexe et compact d�un espace normé, alors par le

Théorème de Krein-Milman il possède toujours des points extrêmes. Dans le cas général

d�un espace de Banach, un ensemble convexe fermé et borné peut n�avoir pas de points

extrêmes comme on peut le voir sur l�exemple suivant : si

K =
�
f 2 L1 ([0, 1]) : kfkL1 � 1

	
= B

�
L1
�
,

alors, Extr (K) = ;. En e¤et,

Soit f 2 L1 ([0, 1]) avec kfkL1 = 1: On choisit x dans [0, 1] tel que,Z x

0

jf (t)j dt = 1

2
.

On pose,

h(t) =

8<: 2f(t) si t � x

0 sinon,

et,

g(t) =

8<: 2f(t) si t � x

0 sinon.

Alors,

khkL1 = kgkL1 = 1 et f =
1

2
(h+ g) avec f 6= g 6= h.

D�où, la boule unité fermée de L1 ([0, 1]) n�a aucun point extrême.
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1.5. Lien entre les points extrêmes et la stricte convexité

Théorème 1.4.4 [11]

Soit X un espace de Banach. Si B (X) n�a aucun point extrême alors X n�est le dual

d�aucun espace.

1.5 Lien entre les points extrêmes et la stricte con-

vexité

Dé�nition 1.5.1 Soit E un espace vectoriel normé: E est dit strictement convexe si,

8x, y 2 S (E) tels que x 6= y on a :
x+ y2

 < 1. (1.5.1)

Proposition 1.5.1 [3]

Soit E un espace vectoriel normé. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) E est strictement convexe.

2) Tout point de S (E) est un point extrême de B (E) : Extr (B (E)) = S (E) :

3) Si x, y 2 E satisfont, 2 kxk2 + 2 kyk2 � kx+ yk2 = 0 alors,

x = y.

4) Si x, y 2 En f0g satisfont, kx+ yk = kxk+ kyk alors,

x = �y pour un certain � > 0.

Démonstration.

(1) =) (2) : Supposons que E est strictement convexe alors,

8y; z 2 S (E) si
y + z2

 = 1 alors y = z.

On pose x = y+z
2
alors,

x 2 S (E) et x = y = z.

D�où, tout point de S (E) est un point extrême de B (E) :

(2) =) (1) : Supposons que tout point de S (E) est un point extrême de B (E) alors,

8x, y, z 2 S (E) : x = y + z

2
=) x = y = z.

13



1.5. Lien entre les points extrêmes et la stricte convexité

Si x 6= y 6= z alors,

x 6= y + z

2
c�est-à-dire

y + z2
 < 1.

D�où, E est strictement convexe.

(1) =) (4) : Supposons que E est strictement convexe et,

kx+ yk = kxk+ kyk ,

pour certains x, y 2 Enf0g.

On peut supposer sans perte de généralité que,

0 < kxk � kyk .

Ensuite, en utilisant l�inégalité triangulaire, x

kxk +
y

kyk

 �  x

kxk

+  y

kyk

 = 2,
et,  x

kxk +
y

kxk

 =

 x

kxk +
y

kyk +
y

kxk �
y

kyk

 (1.5.2)

�
 x

kxk +
y

kyk

+  y

kxk �
y

kyk

 .
De plus, d�après (1:5:2) on a : x

kxk +
y

kyk

 �
 x

kxk +
y

kxk

�  y

kxk �
y

kyk


=

�
1

kxk

�
kx+ yk � kyk

�
1

kxk �
1

kyk

�
(car kxk � kyk)

=

�
1

kxk

�
(kxk+ kyk)� kyk

�
1

kxk �
1

kyk

�
= 1 +

kyk
kxk �

kyk
kxk + 1

= 2.

Par conséquent,  x

kxk +
y

kyk

 = 2.
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1.5. Lien entre les points extrêmes et la stricte convexité

Et comme E est strictement convexe alors : x

kxk +
y

kyk

 = 2 =) x

kxk =
y

kyk ,

par suite,

x = �y avec � =
kxk
kyk .

(4) =) (3) : Supposons que (4) est satisfaite et,

2 kxk2 + 2 kyk2 � kx+ yk2 = 0.

Si x = 0, il est clair que y = 0 et vice versa. Nous pouvons donc maintenant supposer

que x, y 2 En f0g. Alors,

0 = 2 kxk2 + 2 kyk2 � kx+ yk2

� 2 kxk2 + 2 kyk2 � (kxk+ kyk)2

= 2 kxk2 + 2 kyk2 � kxk2 � 2 kxk kyk � kyk2

= (kxk � kyk)2 � 0.

Par conséquent, kxk = kyk et comme,

kx+ yk = kxk+ kyk ,

alors,

x = y.

(3) =) (1) : Supposons que (3) est satisfaite et x, y 2 S (E), alors :x+ y2
2 =

1

4
kx+ yk2 = 1

2
kxk2 + 1

2
kyk2

=
1

2

�
kxk2 + kyk2

�
= 1,

d�ou,

8x, y 2 S (E) si
x+ y2

 = 1 alors x = y.
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1.5. Lien entre les points extrêmes et la stricte convexité

Exemple 1.5.1 L�espace (R2, k:k2) est un espace strictement convexe, mais (R2, k:k1)

n�est pas strictement convexe.

Dé�nition 1.5.2 Si l�ensemble de points fortement extrêmes de B (X) est égal à S (X)

alors, X est dit midpoint locally uniformly rotund.
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CHAPITRE

2 Les espaces d�Orlicz

2.1 Introduction

Soit (
, �, �) un espace mesuré de mesure �. On note par M(
) l�ensemble des

fonctions ��mesurables sur 
 à valeurs dans R modulo la relation d�équivalence « =

�� p:p » . Les espaces Lp(
) (1 � p <1) sont dé�nis par,

Lp(
) = ff 2M(
) :
Z



jf (t)jp d� <1g.

Ils sont munis de la norme,

kfkLp =

0@Z



jf (t)jp d�

1A 1
p

.

Les espaces (Lp(
), k:kLp) sont des espaces de Banach. Dans leurs dé�nition même, elle

apparaît la fonction convexe � (x) = jxjp. En considérant des fonctions convexes ayant

des propriétés semblables à cette fonction, W. Orlicz a dé�ni en 1930 une classe d�espaces

fonctionnels qui généralise les espaces Lp et qui porte son nom « Espace d�Orlicz » .

L�objectif de ce chapitre est de présenter les éléments de base de la théorie des espaces

d�Orlicz utiles pour les chapitres 3 et 4.
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2.2. Les fonctions convexes

2.2 Les fonctions convexes

Dé�nition 2.2.1 Une fonction réelle d�une variable réelle est dite convexe si son graphe

est « tourné vers le haut » . Autrement dit, pour tous points a et b de son graphe, le

segment [a, b] est entièrement situé au-dessus du graphe. Donc, une fonction � dé�nie

sur un intervalle I de R est dite convexe si :

8x, y 2 I, 8� 2 [0, 1] : �(�x+ (1� �)y) � ��(x) + (1� �)�(y). (2.2.1)

Lorsque l�inégalité (2:2:1) est stricte (avec x 6= y et � 2 ]0, 1[ ), la fonction � est dite

strictement convexe. Les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont

une dérivée strictement croissante.

Dé�nition 2.2.2 Soit � une fonction convexe; un intervalle [a, b] de R est dit intervalle

de structure a¢ ne de � si � est a¢ ne sur [a, b] et elle ne l�est pas sur tout intervalle

[a� ", b] ou [a, b+ "] pour tout " > 0. On note par, f[ai, bi]gi la famille de tous les

intervalles de structure a¢ ne de �:

18



2.3. Les fonctions d�Orlicz

Dé�nition 2.2.3 Soit � une fonction convexe, on dit que z est un point de stricte

convexité de � si,

8x, y 2 R avec x 6= y et � 2 ]0, 1[ : z = �x+ (1� �) y,

alors,

� (�x+ (1� �) y) < �� (x) + (1� �)� (y) .

Notation 2.2.1 L�ensemble des points de stricte convexité de � est noté par :

SC (�) = Rn
n
[
i
[ai; bi]

o
. (2.2.2)

Remarque 2.2.1 Si � est strictement convexe sur R alors [
i
[ai; bi] = ;.

2.3 Les fonctions d�Orlicz

2.3.1 Dé�nitions et exemples

Dé�nition 2.3.1 Soit � : R �! [0, 1] telle que,

a) � est paire, convexe et continue à gauche sur [0, 1[

b) � (0) = 0 et � n�est pas identiquement nulle.

Une telle fonction � est appelée une fonction d�Orlicz.

Remarques 2.3.1 .

1) Les espaces d�Orlicz et leurs propriétés ont été initialement étudiées dans le cas d�une

N-fonction (voir [5], [23], [22] et [19]) c�est-à-dire, � : R �! [0, 1[ telle que :

a) � est paire, convexe, continue et � (0) = 0

b) � (x) > 0 pour tout x > 0

c) lim
x!0

�(x)
x
= 0 et lim

x!1
�(x)
x
=1.

2) Toute N-fonction est une fonction d�Orlicz.

Dans toute la suite de ce travail, on s�intéresse au cas des fonctions d�Orlicz. C�est-à-

dire, les cas des fonctions qui peuvent prendre des valeurs in�nies.
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2.3. Les fonctions d�Orlicz

Dé�nition 2.3.2 Pour toute fonction d�Orlicz � on pose,

a(�) = sup fx � 0 : �(x) = 0g

b(�) = sup fx > 0 : �(x) <1g

c (�) = lim
x!0+

� (x)

x

d (�) = lim
x!1

� (x)

x
.

Exemple 2.3.1 Les fonctions suivantes,

�1;1 (x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

jxj � 1 sinon.
et �p(x) = jxj

p (1 < p < +1) ,

sont des fonctions d�Orlicz. De plus, �p est une N-fonction et,

a(�1;1) = 1, b(�1;1) = +1 et d
�
�1;1

�
= 1

a(�p) = 0, b(�p) = +1 et d
�
�p
�
= +1.

Remarques 2.3.2 .

1) De la dé�nition de la fonction d�Orlicz nous avons,

a(�) � b(�), a(�) <1 et b(�) > 0.

2) La continuité à gauche de � sur [0,+1[ est équivalente à,

lim
x!b(�)�

� (x) = � (b(�)) .

3) Si � est une N-fonction alors, a(�) = 0, b(�) = +1.

4) Toute fonction d�Orlicz � est croissante sur [0,+1[.

En e¤et, si on prend 0 � x1 < x2 alors,

� (x1) = �

�
x2�x1
x2

� 0 + x1
x2
x2

�
� x2�x1

x2
� (0) +

x1
x2
� (x2)

� � (x2) .
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2.3. Les fonctions d�Orlicz

5) Si b(�) = +1 (resp. � (b(�)) < +1) alors, � est strictement croissante sur [a(�), b(�)[

(resp. sur [a(�), b(�)]).

En e¤et, si on prend a(�) � x1 < x2 alors,

x1 = �x2 + (1� �)a(�), 0 � � < 1.

Donc,

�(x1) � ��(x2) + (1� �)�(a(�)) < �(x2).

2.3.2 Fonction complémentaire d�une fonction d�Orlicz

Dé�nition 2.3.3 Soit � une fonction d�Orlicz. La fonction �� : R �! [0, 1], dé�nie

par :

��(y) = sup
x�0
fx jyj � �(x)g 8y 2 R, (2.3.1)

s�appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de � au sens de

Young.

Exemple 2.3.2 La fonction complémentaire de,

�1;1 (x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

jxj � 1 sinon,

est,

��1;1 (y) = �1;1 (y) =

8<: jyj si y 2 [�1, 1]

+1 sinon.

Remarque 2.3.3 Si � est une fonction d�Orlicz (resp. N-fonction) alors �� est aussi une

fonction d�Orlicz (resp. N-fonction).

Dé�nition 2.3.4 Le couple (�, ��) satisfait à l�inégalité suivante dite de Young,

xy � �(x) + ��(y) 8x, y � 0. (2.3.2)

Remarque 2.3.4 Si y = p (x) (où p est la dérivée à droite de �) alors, l�égalité dans

(2:3:2) à lieu (voir [18]) :

xp (x) = �(x) + ��(p (x)). (2.3.3)
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2.3. Les fonctions d�Orlicz

2.3.3 La condition�42

La condition�42 est une condition de croissance sur les fonctions d�Orlicz. Elle joue

un rôle très important dans l�étude de la géométrie des espaces d�Orlicz.

Dé�nition 2.3.5 Une fonction d�Orlicz � satisfait :

1) La condition�42 globalement (� 2 42), s�il existe k > 2 tel que,

� (2x) � k� (x) 8x > 0.

2) La condition�42 à l�in�ni (� 2 42 (1)), s�il existe k > 2 et x0 > 0 avec 0 < � (x0) <

+1 tel que,

� (2x) � k� (x) 8x � x0.

3) La condition�42 à zéro (� 2 42 (0)), s�il existe k > 2 et x0 > 0 avec 0 < � (x0) < +1

tel que,

� (2x) � k� (x) 8x � x0.

Évidemment, � 2 42 si et seulement si :

� 2 42 (1) et � 2 42 (0) .

Exemple 2.3.3 La fonction suivante,

�1;1 (x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

jxj � 1 sinon,

satisfait la condition�42 à l�in�ni
�
�1;1 2 42 (1)

�
; car il existe k = 3 et x0 = 2 tel que,

�1;1(2x) � 3�1;1(x), 8x � 2.

Remarque 2.3.5 Si � =2 42 (1), alors il existe une suite (xn)n2N de nombres réels

positifs croissante vers l�in�ni tel que :

� (2xn) > 2
n� (xn) 8n 2 N.
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2.4. Espace d�Orlicz L� (
)

2.4 Espace d�Orlicz L� (
)

Soit (
, �, �) un espace mesuré de mesure � (���nie, non atomique et complète). On

note par M(
) l�ensemble des fonctions ��mesurables sur 
 à valeurs dans R modulo la

relation d�équivalence « = �� p:p » .

Dans toute al suite, (�, ��) désignera un couple complémentaire de fonctions d�Orlicz.

Dé�nition 2.4.1 Soit � une fonction d�Orlicz. La fonctionnelle,

�� :M(
) �! [0, 1]

f 7�! �� (f) =

Z



� (f (t)) d�, (2.4.1)

est une modulaire convexe sur M(
) dite modulaire d�Orlicz c�est-a-dire �� véri�e,

1) �� (f) = 0() f 2 [0, a (�)]

2) �� (�f) = �� (f)

3) �� (�f + �g) � ��� (f) + ��� (g) où �, � 2 [0, 1] et �+ � = 1.

Dé�nition 2.4.2 On dé�nit l�espace d�Orlicz L� (
) par :

L� (
) =
�
f 2M(
) : �� (�f) <1 pour un certain � > 0

	
. (2.4.2)

Dé�nition 2.4.3 On dé�nit l�espace d�Orlicz E�(
) comme suit :

E�(
) =
�
f 2M(
) : �� (�f) <1 pour chaque � > 0

	
.

On a,

E�(
) � L�(
).

Si � (
) <1, on a : E�(
) = L�(
) si et seulement si � 2 42 (1).

2.5 Normes sur L�(
)

Dans les espaces d�Orlicz L�(
), ondé�nie trois normes, qui sont appelées la norme

d�Orlicz, norme de Luxembourg et norme d�Amemiya. Ces normes sont dé�nies comme

suit :
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d�Orlicz

Dé�nition 2.5.1 Soit f 2 L� (
) alors,

1)

kfko� = sup
�Z




jf (t) g (t)j d� : g 2 L�� (
) , ��� (g)) � 1
�
, (2.5.1)

est une norme sur l�espace L� (
) dite norme d�Orlicz.

2)

kfk� = inff� > 0 : ��
�
f

�

�
� 1g, (2.5.2)

est une norme sur l�espace L� (
) dite norme de Luxemburg.

3)

kfkA� = inf
k>0

1

k
[1 + �� (kf)], (2.5.3)

est une norme sur L�(
) dite norme d�Amemiya.

Proposition 2.5.1 [5]

L�espace d�Orlicz L�(
) muni de l�une de ces normes est un espace de Banach.

Théorème 2.5.1 [18]

La norme de Luxemburg et la norme d�Orlicz sont équivalentes plus précisément, on a :

kfk� � kfko� � 2kfk�.

Notation 2.5.1 Dans toute la suite on notera par :

Lo� =
�
L�; k:ko�

�
et L� =

�
L�; k:k�

�
.

2.6 Quelques résultats concernant la norme d�Orlicz

2.6.1 Egalité de la norme d�Orlicz et la norme d�Amemiya

Il est bien connu que dans le cas des N-fonctions la norme Orlicz et la norme Amemiya

sont égales (voir [10] et [12]). Récemment, Hudzik et Maligranda [4] ont montré que

l�égalité est également vraie lorsque � est une fonction d�Orlicz.

Théorème 2.6.1 [15]

Soit � une fonction d�Orlicz: Alors,

kfko� = kfk
A
� , 8f 2 Lo� (
) . (2.6.1)
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d�Orlicz

2.6.2 L�ensemble K(f)

Dé�nition 2.6.1 L�ensemble des k > 0 pour lesquels l�inf dans (2:5:3) est atteint, est

noté par K(f), c�est à dire :

k 2 K(f), kfkA� =
1

k

�
1 + �� (kf)

�
. (2.6.2)

Une question importante se pose « est-ce que l�inf dans (2:5:3) est toujours atteint

c�est-à-dire : est-ce que K(f) est toujours non vide ? » . Si � est une N-fonction la

réponse est toujours positive (voir [5]), mais dans le cas général c�est-a-dire � est une

fonction d�Orlicz, la réponse est négative.

Dans toute la suite � désignera une fonction d�Orlicz.

Dé�nition 2.6.2 8f 2 Lo� (
) n f0g on dé�nit,

k� = k� (f) = inf
�
k > 0 : ��� (p(k jf j)) � 1

	
(2.6.3)

k�� = k�� (f) = sup
�
k > 0 : ��� (p(k jf j)) � 1

	
. (2.6.4)

Evidemment, on a k� (f) � k�� (f) 8f 2 Lo� (
) n f0g, où p est la dérivée à droite de �.

Théorème 2.6.2 [12]

8f 2 Lo� (
) n f0g nous avons,

K(f) =

8>>>>>><>>>>>>:

; si k� =1

[k�, k��] si k�� <1

[k�, 1[ si k� <1 et k�� =1

fkg si k� = k�� <1.

(2.6.5)

2.6.3 Lien entre la norme d�Orlicz et l�ensemble K(f)

Dans cette section, on va donner quelques caractérisations de la norme d�Orlicz plus

exactement la norme d�Amemiya en fonction de l�ensemble K (f).

Proposition 2.6.1 [10]

Soit f 2 Lo� (
) n f0g. Si K (f) = ; alors,

kfko� = lim
k�!�(f)�

1

k

�
1 + �� (kf)

�
,
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où,

�(f) = sup
�
k > 0 : �� (kf) <1

	
. (2.6.6)

Démonstration.

En utilisant le Théorème 2:6:1
�
Egalité kfko� = kfk

A
�

�
. Alors, si K (f) = ; on a :

kfko� = lim
k�!+1

1

k

�
1 + �� (kf)

�
<1.

Comme la fonction,

g (k) =
1

k

�
1 + �� (kf)

�
,

est continue sur l�intervalle ]0, �(f)[ et lim
k!0+

g (k) = +1 alors,

lim
k�!�(f)�

g (k) = lim
k�!�(f)�

1

k

�
1 + �� (kf)

�
= kfko� .

D�où le résultat.

Corollaire 2.6.1 [10]

Si f 2 Lo� (
) et �(f) <1, alors K(f) 6= ;.

Démonstration.

On raisonne par l�absurde. Supposons que �(f) <1 et K(f) = ;. Alors, par la Proposi-

tion 2:6:1 et le lemme de Fatou nous avons,

1

�(f)

�
1 + �� (�(f)f)

�
� lim

k�!�(f)�
1

k

�
1 + �� (kf)

�
= kfko� <1,

c�est-à-dire K(f) 6= ;. Contradiction avec le fait que K(f) = ;.

Proposition 2.6.2 [13]

Soit f 2 Lo� (
) n f0g. Si d(�) = +1 alors, K(f) 6= ; où d (�) = lim
x!+1

�(x)
x
.

Remarque 2.6.1 D�après la Proposition 2:6:2 si � est une N-fonction alors K(f) 6= ;

pour tout f 2 L0�n f0g.
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Lemme 2.6.1 [24]

Soit f 2 Lo� (
). Si K(f) = ; alors,

kfko� =
Z



d (�) jf (t)j d�.

Démonstration.

Si K(f) = ; alors, il existe une suite croissante (kn)n�1 telle que,

lim
n�!1

1

kn

�
1 + �� (knf)

�
= kfko� avec lim

n�!1
kn =1.

Par le théorème de la convergence monotone, nous avons :

kfko� = lim
n�!1

1

kn

241 + Z



� (knf (t)) d�

35
= lim

n�!1

1

kn

2641 + Z
ft2
:f(t) 6=0g

� (knf (t)) d�

375
= lim

n�!1

Z
ft2
:f(t) 6=0g

� (knf (t))

kn jf (t)j
jf (t)j d�

=

Z
ft2
:f(t) 6=0g

lim
n�!1

� (kn jf (t)j)
kn jf (t)j

jf (t)j d�

=

Z



d (�) jf (t)j d�.

Lemme 2.6.2 [24]

Si K(f) se compose d�un seul élément alors,

kfko� <
Z



d (�) jf (t)j d�.

Démonstration.

Prenons k1 > k2 > 0 alors, nous avons

��
�
k1f�En

�
�
Z



k1
��f (t)�En�� p �k2 ��f (t)�En��� d�� ��� �p �k2 ��f�En����
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et,

��
�
k2f�En

�
=

Z



k2f
��(t)�En�� p �k2 ��f (t)�En��� d�� ��� �p �k2 ��f�En���� ,

d�après l�inégalité de Young et l�égalité dans l�inégalité de Young respectivement (voir

l�inégalité (2:3:2) et l�égalité (2:3:3), où :

En = ft 2 
 : k2 jf (t)j � n et p (k2 jf (t)j) � ng .

Il suit que,

1

k1

�
1 + ��

�
k1f�En

��
� 1

k2

�
1 + ��

�
k2f�En

��
=

k1 � k2
k1k2

�
k2

k1 � k2
�
��
�
k1f�En

�
� ��

�
k2f�En

��
� ��

�
k2f�En

�
� 1
�

� k1 � k2
k1k2

24 k2
k1 � k2

Z



(k1 � k2)
��f (t)�En�� p �k2 ��f (t)�En��� d�� �� �k2f�En�� 1

35
=

k1 � k2
k1k2

�
���
�
p
�
k2
��f�En����� 1� .

Si n �!1, alors on obtient :

1

k1

�
1 + �� (k1f�E)

�
� 1

k2

�
1 + �� (k2f�E)

�
� k1 � k2

k1k2

�
��� (p (k2 jf�Ej))� 1

�
,

où,

E = ft 2 
 : p (k2 jf (t)j) <1g .

Si,

p (k2 jf (t)j) =1 alors � (k1 jf (t)j) � � (k2 jf (t)j) =1.

Donc, nous avons :

1

k1

�
1 + �� (k1f)

�
� 1

k2

�
1 + �� (k2f)

�
� k1 � k2

k1k2

�
��� (p (k2 jf j))� 1

�
.

Par ailleurs, d�après la dé�nition de k� (voir 2:6:3) on a : 8k � k�, ��� (p (k jf j)) � 1.

Cela signi�é que la fonction,

g (k) =
1

k

�
1 + �� (kf)

�
,
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est croissante 8k � k�. Prenons une suite fkng1n=1 telle que,

0 < k1 < k2 < :::kn < :::.

Par le théorème de la convergence monotone, nous avons :Z



d (�) jf (t)j d� =

Z



lim
n�!1

� (kn jf (t)j)
kn jf (t)j

jf (t)j d�

= lim
n�!1

Z



� (kn jf (t)j)
kn jf (t)j

jf (t)j d�

= lim
n�!1

1

kn

Z



� (kn jf (t)j) d�

= lim
n�!1

1

kn

241 + Z



� (knf (t)) d�

35
>

1

k0

241 + Z



� (k0f (t)) d�

35
= kfko� ,

où K (f) = fk0g. D�où le résultat.

Théorème 2.6.3 [6]

Soit � une fonction d�Orlicz. S�il existe f 2 L0�n f0g tel que K(f) = ; alors la fonction,

R(x) = d (�) jxj � �(x), (2.6.7)

est bornée sur R.

Démonstration.

On raisonne par l�absurde. Supposons que K(f) = ; et R(x) n�est pas bornée. On pose,

g (k) =
1

k
[1 +

Z



� (kf (t)) d�] =
1

k

241 + Z



(d (�) jkf (t)j �R(kf (t))) d�

35
=

Z



d (�) jf (t)j d�+ 1
k

241� Z



R(kf (t))d�

35 , k > 0.
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D�après le Lemme 2:6:1 si K(f) = ; alors,

kfko� =
Z



d (�) jf (t)j d�.

Mais, comme on a supposé que R(x) n�est pas bornée alors,

1

k

241� Z



R(kf (t))d�

35 < 0, pour k assez grand. (2.6.8)

Donc (2:6:8) implique,

kfko� � g (k) <
Z



d (�) jf (t)j d�.

Contradiction avec le fait que,

kfko� =
Z



d (�) jf (t)j d�.

Remarque 2.6.2 La réciproque du Théorème 2:6:3 est vraie (c�est-à-dire, si R(x) =

d (�) jxj � �(x) est bornée sur R alors, il existe f 2 L0�n f0g tel que K(f) = ; ) pour plus

de détails voir [6]. De plus, si � est une N-fonction alors, R (x) n�est pas bornée.

2.7 Exemples d�espaces d�Orlicz Lo� (
)

Dans cette section, on s�intéresse à des exemples d�espaces d�Orlicz munis de la norme

d�Orlicz. Des résultats du même type sont obtenus dans le cas de la norme de Luxemburg

voir [18].

Exemple 2.7.1 Les espaces Lp (1 < p <1) sont les espaces d�Orlicz Lo�p avec,

�p (x) = jxj
p .

De plus,

kfko�p = !p kfkLp avec !p = p (p� 1)(
1�p
p ) .
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En e¤et,

Montrons que Lo�p (
) = L
p (
).

Lo�p (
) =

8<:f 2M(
) : 9� > 0,
Z



�p (�f (t)) d� <1

9=;
=

8<:f 2M(
) : 9� > 0, �p
Z



jf (t)jp d� <1

9=;
=

8<:f 2M(
) :
Z



jf (t)jp d� <1

9=;
= Lp (
) .

Calculons maintenant la norme d�Orlicz de f ,

kfko�p = inf
k>0

1

k

�
1 + ��P (kf)

�
= inf

k>0

1

k

241 + Z



jkf (t)jp d�

35
= inf

k>0

1

k

h
1 + kp kfkpLp(
)

i
.

Considérons la fonction g de variable k > 0 dé�nie par,

g(k) =
1

k

h
1 + kp kfkpLp(
)

i
.

La fonction g est dérivable sur ]0, 1[ et sa dérivée est de la forme,

g0(k) =
�1
k2
+ (p� 1)kp�2 kfkpLp(
) ,

de plus, 8>>>>><>>>>>:
g0(k) < 0 si k < 1

(p�1)
1
p kfkLp(
)

g0(k) = 0 si k = 1

(p�1)
1
p kfkLp(
)

g0(k) > 0 si k > 1

(p�1)
1
p kfkLp(
)

.

Cela signi�e que, g(k) est décroissante sur ]0, 1

(p�1)
1
p kfkLp(
)

[, et croissante sur ] 1

(p�1)
1
p kfkLp(
)

,

1[.
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Alors,

kfko�p = inf
k>0
g (k)

= g

0@ 1

(p� 1)
1
p kfkLp(
)

1A
= p (p� 1)(

1�p
p ) kfkLp(
) .

Exemple 2.7.2 [15]

L�espace de Banach L1 (
) des fonctions ��intégrables muni de la norme,

kfkL1 =
Z



jf (t)j d�,

n�est rien d�autres que l�espace d�Orlicz Lo�1 où,

�1 (x) = jxj .

De plus,

kfko�1 = kfkL1 .

En e¤et,

Premièrement, montrons que Lo�1 (
) = L
1 (
).

Lo�1 (
) =

8<:f 2M(
) : 9� > 0,
Z



�1 (�f (t)) d� <1

9=;
=

8<:f 2M(
) : 9� > 0, �
Z



jf (t)j d� <1

9=;
=

8<:f 2M(
) :
Z



jf (t)j d� <1

9=;
= L1 (
) .
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Deuxièmement, montrons maintenant l�égalité kfko�1 = kfkL1.

kfko�1 = inf
k>0

1

k

241 + Z



�1 (kf (t)) d�

35
= inf

k>0

1

k

241 + Z



jkf (t)j d�

35 = inf
k>0

1

k

241 + k Z



jf (t)j d�

35
= inf

k>0

1

k
+ kfkL1

= kfkL1 .

Exemple 2.7.3 L�espace L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1 avec, �1 : R �! R dé�nie par :

�1(x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

+1 sinon,

De plus,

kfko�1 = kfkL1 .

En e¤et,

On sait que L1 est l�espace des fonctions mesurables (modulo la relation d�équivalence «

= �� p:p » ) essentiellement bornées c�est-à-dire :

L1(
) = ff 2M(
) : 9� > 0, jf(t)j � � �� p:p: t 2 
g.

Il est muni de la norme,

kfkL1 = inf f� > 0 : jf(t)j � � �� p:p: t 2 
g = sup
t2


ess jf(t)j.

Premièrement, montrons que L1 (
) = Lo�1 (
).

Lo�1 (
) =

8<:f 2M(
) : 9� > 0,
Z



�1 (�f (t)) d� <1

9=;
=

8><>:f 2M(
) : 9� > 0,
Z

ft2
:j�f(t)j�1g

�1 (�f (t)) d�+

Z
ft2
:j�f(t)j>1g

�1 (�f (t)) d� <1

9>=>; .
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Comme,

9� > 0,
Z

ft2
:j�f(t)j�1g

�1 (�f (t)) d�+

Z
ft2
:j�f(t)j>1g

�1 (�f (t)) d� <1,

alors, on a nécessairement

� (ft 2 
 : j�f (t)j > 1g) = 0.

Ce qui donne,

Lo�1 (
) = ff 2M(
) : 9� > 0, j�f (t)j � 1 �� p:p: t 2 
g

=

�
f 2M(
) : 9� > 0, jf (t)j � 1

�
�� p:p: t 2 


�
= L1 (
) .

Deuxièmement, montrons maintenant l�égalité kfko�1 = kfkL1.

On sait que,

kfko�1 = infk>0

1

k
[1 + ��1 (kf)].

Comme,

jkf (t)j � 1 �� p:p: t 2 
,

alors,

jf (t)j � 1

k
�� p:p: t 2 
 =) kfkL1 �

1

k
=) 0 < k � 1

kfkL1
= �(f).

Par suite,

kfko�1 = inf
0<k� 1

kfkL1

1

k

2641 + Z
ft2
:j�f(t)j�1g

�1 (kf (t)) d�

375
= inf

0<k� 1
kfkL1

1

k

= kfkL1 .

Exemple 2.7.4 Les espaces Lp \ L1 (1 � p <1) sont les espaces d�Orlicz Lo�p;1 avec,

�p;1(x) =

8<: jxjp si x 2 [�1, 1]

+1 sinon.
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De plus,

kfko�p;1 = kfkLp\L1 =

8<: �(f)p�1 kfkLp + kfkL1 si �(f) � ( q
p
)
1
p

(p)
1
p (q)

1
q kfkLp si �(f) > ( q

p
)
1
p ;

où,

�(f) =
kfkLp
kfkL1

8f 6= 0 et
1

p
+
1

q
= 1.

En particulier, si p = 1

kfko�1;1 = kfkL1\L1 = kfkL1 + kfkL1 .

En e¤et,

Premièrement, montrons que Lp (
) \ L1 (
) = Lo�p;1 (
).

Lo�p;1 (
) =

8<:f 2M(
) : 9� > 0,
Z



�p;1 (�f) d� <1

9=; .
Comme,

9� > 0,
Z



�p;1 (�f) d� =

Z
ft2
:j�f(t)j�1g

�1 (�f (t)) d�+

Z
ft2
:j�f(t)j>1g

�1 (�f (t)) d� <1,

alors, on a nécessairement

� (ft 2 
 : j�f (t)j > 1g) = 0.

Ce qui donne,

=

8<:f 2M(
) : 9� > 0, �p
Z



jf (t)jp d� <1 et j�f (t)j � 1 �� p:p: t 2 


9=;
=

8<:f 2M(
) : 9� > 0,
Z



jf (t)jp d� <1 et jf (t)j � 1

�
�� p:p: t 2 


9=;
= Lp(
) \ L1(
).
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Deuxièmement, montrons maintenant l�égalité kfko�p;1 = kfkLp\L1.

kfko�p;1 = inf
k>0

1

k

241 + Z



�p;1 (kf (t)) d�

35
= inf

0<k� 1
kfkL1

1

k

241 + kp Z



jf (t)jp d�

35
= inf

0<k� 1
kfkL1

1

k
[1 + kp kfkpLp ] .

Considérons maintenant la fonction g de variable k > 0 dé�nie par,

g(k) =
1

k
[1 + akp] avec a > 0.

La fonction g est dérivable sur ]0, 1[ et sa dérivée est de la forme,

g0(k) =
�1
k2
+ a(p� 1)kp�2,

de plus, 8>>><>>>:
g0(k) < 0 si k < ( q

ap
)
1
p

g0(k) = 0 si k = ( q
ap
)
1
p

g0(k) > 0 si k > ( q
ap
)
1
p .

Ceci signi�e que g(k) est décroissante sur ]0, ( q
ap
)
1
p [ et croissante sur ]( q

ap
)
1
p , 1[.

En prenant a = kfkpLp, on obtient :

Si,
1

kfkL1
� 1

kfkLp
(
q

p
)
1
p =) �(f) � (q

p
)
1
p avec �(f) =

kfkLp
kfkL1

,

alors le seul nombre pour lequel l�inf est atteint est :

k0 =
1

kfkL1
= �(f),

et,

g (k0) = �(f)
p�1 kfkLp + kfkL1 .

Si,
1

kfkL1
>

1

kfkLp
(
q

p
)
1
p =) �(f) > (

q

p
)
1
p ,
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alors le seul nombre pour lequel l�inf est atteint est :

k0 =
1

kfkLp
(
q

p
)
1
p ,

et,

g (k0) = (p)
1
p (q)

1
q kfkLp .

Par conséquent,

kfko�p;1 = kfkLp\L1 =

8<: �(f)p�1 kfkLp + kfkL1 si �(f) � ( q
p
)
1
p

(p)
1
p (q)

1
q kfkLp si �(f) > ( q

p
)
1
p .

Exemple 2.7.5 [12]

L�espace d�interpolation L1 + L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1;1
avec,

�1;1 (x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

jxj � 1 sinon.

De plus,

kfko�1;1
= kfkL1+Lp = inffkgkL1 + khkL1 : g + h = f , g 2 L1, h 2 L1g.
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CHAPITRE

3 Les points extrêmes et

fortement extrêmes des

espaces d�Orlicz

3.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est de donner, des critères pour la caractérisation des points

extrêmes et des points fortement extrêmes de la boule unité des espaces d�Orlicz munis

de la norme d�Orlicz, et des conditions nécessaires et su¢ santes pour lesquelles l�espace

d�Orlicz Lo� est strictement convexe. Ainsi, nous allons donner des conditions su¢ santes

pour lesquelles, l�ensemble des points extrêmes de B
�
Lo�
�
est vide. C�est une observation

importante, parce que si un espace manque de la propriété de Krein-Milman, il n�est le

dual d�aucun espace.

Dans toute la suite � désignera une fonction d�Orlicz.
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3.2 Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

3.2.1 Caractérisation des points extrêmes des espaces d�Orlicz

Le théorème qui suit donne des conditions nécessaires et su¢ santes pour lesquelles f 2

S
�
Lo�
�
est extrême.

Théorème 3.2.1 [8]

f 2 S
�
Lo�
�
est un point extrême de la boule unité B

�
Lo�
�
si et seulement si :

a) L�ensemble K(f) se compose d�un seul élément (K(f) = fkg où k > 0).

b) kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
 c�est-à-dire,

� ft 2 
 : kf (t) 2 RnSC (�)g = 0.

Démonstration.

La nécessité :

Premièrement, montrons tout d�abord que K(f) 6= ;.

On raisonne par l�absurde. Supposons que f 2 S
�
Lo�
�
est un point extrême de B

�
Lo�
�
et

K(f) = ;. Alors il existe a > 0 tel que l�ensemble,


a = ft 2 
 : jf(t)j � ag ,

est de mesure positive et �nie.

On peut supposer sans perte de généralité que la mesure de l�ensemble,


0 = ft 2 
 : f(t) � ag ,

est aussi positive et �nie.

Prenons 
1 et 
2 deux sous-ensembles de 
0 tels que � (
1) = � (
2) > 0. On choisit

" 2 ]0, a[ et on pose,

f1 (t) = f (t)�
n(
1[
2) + (f (t) + ")�
1 + (f (t)� ")�
2

f2 (t) = f (t)�
n(
1[
2) + (f (t)� ")�
1 + (f (t) + ")�
2 ,
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donc,

f =
1

2
(f1 + f2) .

De plus, d�après le Lemme 2:6:1 nous avons :

kf1ko� �
Z



d (�) jf1 (t)j d�

=

Z



d (�)
��f (t)�
n(
1[
2) + (f (t) + ")�
1 + (f (t)� ")�
2�� d�

=

Z

n(
1[
2)

d (�) jf (t)j d�+
Z

1

d (�) jf (t) + "j d�+
Z

2

d (�) jf (t)� "j d�

=

Z

n(
1[
2)

d (�) jf (t)j d�+
Z

1

d (�) jf (t)j d�+
Z

2

d (�) jf (t)j d�+ "d (�) [�(
2)� � (
1)]

=

Z



d (�) jf (t)j d�

= kfko� = 1.

De la même manière, on obtient kf2ko� � 1. D�où,

f1; f2 2 B
�
Lo�
�
avec f1 6= f2 6= f et f =

1

2
(f1 + f2) .

Contradiction avec le fait que f est un point extrême: Donc K(f) 6= ;.

Deuxièmement, avant de montrer que K(f) se compose d�un seul élément; on montre

d�abord,

kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
.

On raisonne par l�absurde. Supposons que f 2 S
�
Lo�
�
est un point extrême de B

�
Lo�
�
et,

� ft 2 
 : kf (t) 2 RnSC (�)g > 0 avec k 2 K (f) .

Alors, il existe un intervalle [a, b] tel que 8" > 0,

� (A) > 0, où A = ft 2 
 : kf (t) 2 [a+ ", b� "]g ,

c�est-à-dire,

� (kf (t)) = �kf (t) + � 8t 2 A où �, � 2 R.
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Soit B, C deux sous-ensembles disjoints de A avec,

0 < � (B) = � (C) <1.

On pose :

g (t) = (f (t)� ")�B + (f (t) + ")�C + f (t)�
n(B[C)

h (t) = (f (t) + ")�B + (f (t)� ")�C + f (t)�
n(B[C),

donc,

f =
1

2
(g + h) .

De plus,

�� (kg) =

Z
B

(�k (f (t)� ") + �) d�+

Z
C

(�k (f (t) + ") + �) d�+

Z

n(B[C)

� (kf (t)) d�

=

Z
B[C

(�kf (t) + �) d�+

Z

n(B[C)

� (kf (t)) d�

=

Z
B[C

� (kf (t)) d�+

Z

n(B[C)

� (kf (t)) d�

= �� (kf) .

Comme k 2 K (f) alors,

kgko� �
1

k

�
1 + �� (kg)

�
=
1

k

�
1 + �� (kf)

�
= kfko� = 1.

De même, on obtient khko� � 1. D�où,

g; h 2 B
�
Lo�
�
avec g 6= h 6= f et f = 1

2
(g + h) .

Contradiction avec le fait que f est un point extrême. Donc,

kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
.

Troisièmement, démontrons maintenant que K(f) se compose d�un seul élément.

On raisonne par l�absurde. Supposons f 2 S
�
Lo�
�
est un point extrême et qu�il existe,

k1, k2 2 K(f) avec k1 6= k2.
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Comme �� est une modulaire convexe,

��

�
2k1k2
k1 + k2

f

�
= ��

�
k2

k1 + k2
k1f +

k1
k1 + k2

k2f

�
� k2

k1 + k2
�� (k1f) +

k1
k1 + k2

�� (k2f) ,

d�où,

2 = kfko� + kfk
o
� =

1

k1

�
1 + �� (k1f)

�
+
1

k2

�
1 + �� (k2f)

�
=

k1 + k2
k1k2

�
1 +

k2
k1 + k2

�� (k1f) +
k1

k1 + k2
�� (k2f)

�
.

On pose k = k1k2
k1+k2

,

2 =
1

k

241 + k2
k1 + k2

Z



� (k1f (t)) d�+
k1

k1 + k2

Z



� (k2f (t)) d�

35
� 2

2k

241 + Z



� (2kf (t)) d�

35 � 2 kfko� = 2.
Par conséquent, on obtient deux résultats,

i)

kfko� =
1

2k

241 + Z



� (2kf (t)) d�

35 c�est-à-dire 2k 2 K(f).

D�après la condition (b) on a,

2kf (t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
. (3.2.1)

ii)

� (2kf (t)) =
k2

k1 + k2
� (k1f (t)) +

k1
k1 + k2

� (k2f (t)) �� p:p: t 2 
. (3.2.2)

D�après (3:2:1) et (3:2:2) on obtient,

2kf (t) = k1f (t) = k2f (t) �� p:p: t 2 
,

d�où,

k1 = k2.

42



3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Contradiction avec le fait que k1 6= k2. Donc K(f) se compose d�un seul élément.

La su¢ sance :

Soient f , f1, f2 2 S
�
Lo�
�
avec f = 1

2
(f1 + f2) et montrons que sous les conditions (a) et

(b) f = f1 = f2.

Premièrement,

1) Montrons d�abord que, K(f1) 6= ; ou K(f2) 6= ;.

On raisonne par l�absurde. Supposons que K(f1) = ; et K(f2) = ;.

Alors d�après le Lemme 2:6:2 on a,

1 =

12 (f1 + f2)
o
�

<

Z



d (�)

����12 (f1 + f2)
���� d�

� 1

2

Z



d (�) jf1 (t)j d�+
1

2

Z



d (�) jf2 (t)j d�

=
1

2
kf1ko� +

1

2
kf2ko�

= 1.

Cette contradiction montre que K(f1) 6= ; ou K(f2) 6= ;.

2) Montrons maintenant que, K(f1) 6= ; et K(f2) 6= ;.

On raisonne par l�absurde. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

K(f1) 6= ; et K(f2) = ;.

2:i) Montrons d�abord que,

K(g) 6= ; 8g 2 [f1, f [ et K(g) = ; 8g 2 ]f , f2] ,

où,

[f1, f [ = f(1� �) f1 + �f : 0 � � < 1g

]f , f2] = f(1� �) f + �f2 : 0 < � � 1g .

Montrons que, K(g) 6= ; 8g 2 [f1, f [.

Supposons qu�il existe f3 2 [f1, f [ tel que K(f3) = ;: Alors il existe �3 2 [0, 1[ tel que,

f3 = (1� �3) f1 + �3f .
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3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Puisque f1 = 2f � f2 alors,

f3 = (1� �3) (2f � f2) + �3f = (2� �3) f � (1� �3) f2,

d�où,

f =
1

2� �3
f3 +

1� �3
2� �3

f2.

D�après le Lemme 2:6:2 on a,

1 = kfko�

<

Z



d (�) jf (t)j d�

=

Z



d (�)

���� 1

2� �3
f3 (t) +

1� �3
2� �3

f2 (t)

���� d�
� 1

2� �3

Z



d (�) jf3 (t)j d�+
1� �3
2� �3

Z



d (�) jf2 (t)j d�

=
1

2� �3
kf3ko� +

1� �3
2� �3

kf2ko�

� 1

2� �3
+
1� �3
2� �3

= 1.

Cette contradiction montre que,

K(g) 6= ; 8g 2 [f1, f [ .

Montrons que, K(g) = ; 8g 2 ]f , f2].

Supposons qu�il existe f4 2 ]f , f2] tel que K(f4) 6= ;: On peut trouver f5 2 [f1, f [ tel que,

f =
1

2
(f4 + f5) et f4 6= f5.

Donc, il existe k4 2 K(f4) et k5 2 K(f5) tel que,

kf4ko� =
1

k4

�
1 + �� (k4f4)

�
kf5ko� =

1

k5

�
1 + �� (k5f5)

�
.

44



3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Comme �� est une modulaire convexe alors,

��

�
k4k5
k4 + k5

2f

�
= ��

�
k4k5
k4 + k5

(f4 + f5)

�
= ��

�
k5

k4 + k5
k4f4 +

k4
k4 + k5

k5f5

�
� k5

k4 + k5
�� (k4f4) +

k4
k4 + k5

�� (k5f5) ,

d�où,

2 = 2 kfko�

� k4 + k5
k4k5

�
1 + ��

�
k4k5
k4 + k5

2f

��
� k4 + k5

k4k5

�
1 +

k5
k4 + k5

�� (k4f4) +
k4

k4 + k5
�� (k5f5)

�
=

1

k4

�
1 + �� (k4f4)

�
+
1

k5

�
1 + �� (k5f5)

�
= kf4ko� + kf4k

o
�

= 2:

Par conséquent, on obtient deux résultats,

kfko� =
k4 + k5
2k4k5

�
1 + ��

�
2k4k5
k4 + k5

f

��
,

et,

�

�
2k4k5
k4 + k5

f (t)

�
=

k5
k4 + k5

� (k4f4 (t)) +
k4

k4 + k5
� (k5f5 (t)) �� p:p: t 2 
. (3.2.3)

Par hypothèse K (f) = fkg Alors,

k =
2k4k5
k4 + k5

.

Et aussi par hypothèse,

kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
,

donc d�après l�égalité (3:2:3) on a,

k4f4 (t) = k5f5 (t) = kf (t) �� p:p: t 2 
.
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Puisque f4, f5, f 2 S
�
Lo�
�
, on obtient k4 = k5 = k ce qui donne,

f4 = f5 = f .

Contradiction avec le fait que f4 6= f5 donc,

K(g) = ; 8g 2 ]f , f2] .

2:ii) Prenons

fn =

�
1� 1

n

�
f +

1

n
f2 pour tout n 2 N�,

alors, (fn)n2N� est une suite décroissante de plus,

8n 2 N�, fn 2 ]f , f2] et lim
n�!+1

fn (t) = f (t) �� p:p: t 2 
.

D�où, K(fn) = ; et par le Lemme 2:6:1,

kfnko� =
Z



d (�) jfn (t)j d�.

Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue nous avons,

lim
n�!1

kfnko� = kfk
o
� ,

car :

lim
n�!+1

fn (t) = f (t) �� p:p: t 2 
 et jfn (t)j � jf (t)j �� p:p: t 2 
.

De plus, par le lemme de Fatou on a :

kfko� = lim
n�!1

kfnko� = lim
n�!1

Z



d (�) jfn (t)j d�

�
Z



d (�) jf (t)j d�

> kfko� car K(f) = fkg .

Cette contradiction montre que,

K(f1) 6= ; et K(f2) 6= ;.
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3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Ce qui termine la première étape.

Deuxièmement, montrons maintenant que f est un point extrême.

Dans (2:i), on remplace f4 et f5 par f1 et f2 respectivement, on obtient :

k1f1 (t) = k2f2 (t) = kf (t) �� p:p: t 2 
.

D�où, par le fait que f1, f2, f 2 S
�
Lo�
�
, on a k1 = k2 = k.

Et par conséquent,

f1 = f2 = f .

Donc f est un point extrême de B
�
Lo�
�
.

Remarque 3.2.1 Si � est une N-fonction alors, la démonstration du Théorème 3:2:1

devient très facile, car : K (f), K (f1) et K (f2) sont toujours non vide.

Le corollaire qui suit donne des conditions su¢ santes pour lesquelles B(Lo�) ne possède

pas de points extrêmes.

Corollaire 3.2.1 [8]

Si l�une des conditions suivantes,

a) ���(p(x0�
)) < 1 où x0 = supfx � a(�) : x 2 SC(�)g

b) CS(�)nf0g = ;,

est satisfaite. Alors,

Extr(B(Lo�)) = ;.

Démonstration.

On raisonne par l�absurde. On suppose que Extr(B(Lo�)) 6= ;.

Donc, d�après le Théorème 3:2:1, il existe f0 2 S(Lo�) un point extrême de B(Lo�) et un

unique k0 > 0 tel que,

k f0 ko�=
1

k0

h
1 + �

�
(k0f0)

i
et k0f0(t) 2 SC(�) �� p:p: t 2 
.

Puisque,

K(f0) = [k
�; k��] = fk0g ,
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3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

où,

k� = k� (f) = inf
�
k > 0 : ��� (p(k jf j)) � 1

	
k�� = k�� (f) = sup

�
k > 0 : ��� (p(k jf j)) � 1

	
,

et p est la dérivée à droite de �. Alors, k0 = k� = k��.

Premièrement, si la condition (a) est satisfaite alors,

k0 jf0 (t)j � x0 �� p:p: t 2 
,

et,

���(p(k0 jf0 (t)j)) � ���(p(x0�
)) < 1.

Et par conséquent l�ensemble,

fk > 0 : ���(p(k jf0 (t)j)) � 1g = ;,

c�est à dire,

K(f0) = ;.

D�après le Théorème 3:2:1, f0 ne peut pas être un point extrême de B(Lo�).

Contradiction avec le fait que Extr(B(Lo�)) 6= ;.

Deuxièmement, si la condition (b) est satisfaite alors, d�après le Théorème 3:2:1,

k0f0 (t) = 0, �� p:p: t 2 
.

Par conséquent,

f0 (t) = 0 �� p:p: t 2 
,

donc, f0 =2 S(Lo�).

Contradiction avec le fait que Extr(B(Lo�)) 6= ;. Ceci montre que Extr(B(Lo�)) = ;, ce

qui termine la démonstration.

Exemple 3.2.1 Comme l�espace L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1 avec, �1 (x) = jxj. Alors,

CS(�1) = f0g .
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3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Ce qui donne, Extr(B(L1)) = ;.

Par ailleurs on a,

x0 = supfx � a(�) : x 2 SC(�)g = 0, p (x) = 1 8x � 0,

et,

��1(x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

+1 sinon.

Donc,

���1(p(x0�
)) = 0 < 1.

Ce qui donne aussi, Extr(B(L1)) = ;.

3.2.2 La stricte convexité des espaces d�Orlicz

Le corollaire qui suit donne des conditions su¢ santes et nécessaires pour lesquelles l�espace

d�Orlicz Lo� soit strictement convexe.

Corollaire 3.2.2 [8]

L�espace d�Orlicz Lo� est strictement convexe si et seulement si,

a) � est strictement convexe.

b) lim
x!1

R(x) =1, où R(x) = d (�) jxj � �(x).

Démonstration.

La su¢ sance :

Pour montrer que Lo� est strictement convexe il su¢ t de montrer que toute f de S(L
o
�)

est un point extrême de B(Lo�) (voir Proposition 1:5:1).

D�après la condition (b), et le Théorème 2:6:3 on a,

K(f) 6= ;.

D�après la condition (a) on a,

kf(t) 2 SC(�) �� p:p: t 2 
.
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3.2. Les points extrêmes des espaces d�Orlicz

Par conséquent, en tenant compte du Théorème 3:2:1, f est un point extrême de B(Lo�).

La nécessité :

Premièrement, montrons d�abord que,

lim
x!1

R(x) =1.

On raisonne par l�absurde. Supposons que, lim
x!1

R(x) <1.

Soit f 2 S(Lo�), un point extrême de B(Lo�). Alors, d�après la Remarque 2:6:2 K(f) = ;.

Par conséquent, si

B � Supp(f) \ �1 et 0 < �(B) < �(Supp(f)) où �1 2 �,

alors,

K(f�B) = ; et K(f�B0 ) = ; où B
0
= Supp(f) nB.

D�après le Lemme 2:6:1 on a,

k f ko�=
Z



d (�) jf (t)j d�, k f�B ko�=
Z



d (�) jf (t)j�Bd�,

et,

k f�B0 ko�=
Z



d (�) jf (t)j�B0d�.

Donc,

kfko� =

Z



d (�) jf (t)j d�

=

Z



d (�) jf (t)j�Bd�+
Z



d (�) jf (t)j�B0d�

= k f�B ko� + k f�B0 ko�

= 1.

Pour,

� =k f�B ko� et � =k f�B0 ko� ,

nous avons,

�, � 2]0; 1[ et � + � = 1.
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De plus, pour

g =
f�B

k f�B ko�
et h =

f�B0

k f�B0 ko�
,

on a,

g, h 2 S(Lo�) et �g + �h = f�B + f�B0 = f .

Cela signi�e que,

f =2 Extr(B(Lo�)).

Contradiction avec le fait que Lo� est strictement convexe.

Deuxièmement, montrons maintenant que � est strictement convexe.

En utilisant la condition (b), dont la nécessité a été déjà démontrée alors,

K(f) 6= ;, pour tout f 2 Lo� n f0g.

De plus si f 2 S
�
Lo�
�
alors, f 2 Extr(B(Lo�)).

Par conséquent, d�après le Théorème 3:2:1, � est strictement convexe.

Remarque 3.2.2 Si � est une N-fonction alors, Lo� est strictement convexe si et seule-

ment si � est strictement convexe, car : R(x) est toujours non bornée.

3.3 Les points fortement extrêmes des espaces d�Orlicz

3.3.1 Points fortement extrêmes avec b (�) <1

Lemme 3.3.1 [9]

Soit � une fonction d�Orlicz avec b (�) <1 alors,

Fext(B(Lo�)) �
�
f 2 S(Lo�) : k jf (t)j = b(�) �� p:p: t 2 
 où fkg = K(f)

	
.

Démonstration.

On raisonne par l�absurde. Supposons que f 2 S
�
Lo�
�
est un point fortement extrême de

B
�
Lo�
�
avec,

b (�) <1 et k jf (t)j 6= b(�) �� p:p: t 2 
.
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Par le fait que ��(kf) <1, nous avons :

� (ft 2 
 : k jf(t)j > b(�)g) = 0,

alors, on a nécessairement :

k jf(t)j < b(�) �� p:p: t 2 
.

On dé�nit,

An =

�
t 2 
 : k jf(t)j < (1� 1

n
)b(�)

�
n 2 N�,

nous avons,

A1 � A2 � :::Ai � :::An et �(
n [1n=1 An) = 0.

Par conséquent, il existe m 2 N� tel que �(Am) > 0. On pose,

� =

r
1� 1

m
,

alors, k jf(t)j � �2b(�) pour tout t 2 Am.

On choisit une suite (Bn) de sous-ensemble mesurables de Am tels que :

lim
n�!+1

�(Bn) = 0.

Pour tout n 2 N on dé�nit,

gn = f +
(1� �)b(�)

2k
sign (f)�Bn

hn = f � (1� �)b(�)
2k

sign (f)�Bn.

Alors, on a :

gn + hn = 2f , 8n 2 N.

Comme, jgnj � jf j pour tout n 2 N, alors :

lim
n�!1

inf kgnko� � kfk
o
� = 1.
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De plus, on a :

kgnko� � 1

k

�
1 + ��(kgn)

�
=

1

k

�
1 + ��(kf�
nBn + kf�Bn + (1� �)

b(�)

2
�Bn)

�
� 1

k

h
1 + ��(kf�
nBn )

i
+
1

k

�
��(
�kf

�
�Bn + (1� �)

b(�)

2
�Bn)

�
� 1

k

�
1 + ��(kf)

�
+ ���(

k

�
f�Bn) + (1� �)�

�
b(�)

2

�
� (Bn)

�! 1

k
(1 + ��(kf)) = kfk

o
� = 1 quand n �!1.

Par conséquent,

lim
n�!1

sup kgnko� � 1,

d�où,

lim
n�!1

kgnko� = 1.

D�autre part, comme jhnj � jf j pour tout n 2 N, nous avons :

lim
n�!1

sup khnko� � kfk
o
� = 1.

Pour montrer que lim
n�!1

inf khnko� � 1, on raisonne par l�absurde.

Supposons que lim
n�!1

inf khnko� < 1, nous avons :

2 = k2fko�

= lim
n�!1

kgn + hnko�

= lim
n�!1

inf kgn + hnko�

� lim
n�!1

inf
�
kgnko� + khnk

o
�

�
= 1 + lim

n�!1
inf khnko�

< 2,

une contradiction. D�où,

lim
n�!1

inf khnko� � 1 ou encore lim
n�!1

khnko� = 1.
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Cependant, pour tout � > 1 nous avons :

��(
2�k

1� �(gn � f)) = ��(
2�k

1� �(f +
(1� �)b(�)

2k
�Bn � f))

= ��(�b(�)�Bn)

= �(�b(�))�(Bn) =1,

en particulier, on a :

��(
2�k

1� �(gn � f)) > 1,

d�où,

kgn � fko� � kgn � fk� (voir le Théorème 2:5:1)

= inff� > 0 : ��
�
1

�
(gn � f)

�
� 1g

� 1� �
2�k

6= 0.

Comme,

lim
n�!1

kgnk = 1, lim
n�!1

khnk = 1 et gn + hn = 2f 8n 2 N avec lim
n�!1

kgn � fko� 6= 0.

Contradiction avec le fait que f est un point fortement extrême.

Lemme 3.3.2 [9]

Si b (�) <1 et � (b (�)) =1 alors, Fext
�
B
�
Lo�
��
= ;.

Démonstration.

Supposons que f 2 S
�
Lo�
�
est un point fortement extrême de B

�
Lo�
�
, b (�) < 1 et

� (b (�)) =1.

Par le Lemme 3:3:1 nous avons :

k jf (t)j = b(�) �� p:p: t 2 
 où fkg = K(f).

De plus,

�� (kf) = �� (b(�)) = � (
)� (b (�)) =1,

c�est-à-dire : k =2 K(f), une contradiction. Alors, Fext
�
B
�
Lo�
��
= ;.
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Théorème 3.3.1 [9]

Soit � une fonction d�Orlicz avec � (b (�)) <1 alors,

Fext(B(Lo�)) =
�
f 2 S(Lo�) : k jf (t)j = b(�) �� p:p: t 2 
 où fkg = K(f)

	
.

Comme la démonstration de ce théorème nécessite beaucoup de calcul alors, on va

donner juste la première inclusion "�", pour plus de détails voir [9]:

Démonstration.

Si � (b (�)) <1 alors, on a nécessairement b (�) <1. Par le Lemme 3:3:1 on a,

Fext(B(Lo�)) �
�
f 2 S(Lo�) : k jf (t)j = b(�) �� p:p: t 2 
 où fkg = K(f)

	
.

3.3.2 Points fortement extrêmes avec b (�) =1

Lemme 3.3.3 [9]

Soit � une fonction d�Orlicz avec b (�) =1. Si Fext
�
B
�
Lo�
��
6= ; alors, � 2 42(1).

Démonstration.

On raisonne par l�absurde. Supposons que � =2 42(1), alors il existe une suite (xn)n2N
de nombres réels positifs croissante vers l�in�ni tel que :

� (2xn) > 2
n� (xn) 8n 2 N.

Prenant a > 0 tel que l�ensemble,


a = ft 2 
 : jf(t)j � ag ,

est de mesure positive, et supposons que pour tout n 2 N il existe 
n 2 � avec 
n � 
a
tel que :

� (
n) =
1

2n� (xn)
.

Pour tout n 2 N; on pose :

gn (t) = f (t)�
n
n (t) +
�
f (t) +

xn
k
sign f (t)

�
�
n (t)

hn (t) = f (t)�
n
n (t) +
�
f (t)� xn

k
sign f (t)

�
�
n (t)

fn (t) = f (t)�
n
n (t) +
xn
k
sign f (t)�
n (t) ,
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Alors, on a

gn + hn = 2f , 8n 2 N.

Par le fait que � (
n) �! 0 quand n �!1 nous avons,

lim
n�!1

kgn � fnk0� = lim
n�!1

kf�
nk
0
� � a lim

n�!1
k�
nk

0
� = 0.

Comme, jhnj � jgnj pour tout n 2 N nous avons,

lim
n�!1

sup khnk0� � lim
n�!1

sup kgnk0� (3.3.1)

= lim
n�!1

sup kfnk0�

= lim
n�!1

sup

�
inf
k>0

1

k

�
1 + �� (kfn)

��
� lim

n�!1
sup

1

k

�
1 + ��

�
kf�
n
n

�
+ ��

�
xn�
n

��
= lim

n�!1
sup

1

k

241 + �� �kf�
n
n�+ Z

n

� (xn) d�

35
� lim

n�!1
sup

�
1

k

�
1 + ��

�
kf�
n
n

��
+
1

k
� (xn)� (
n)

�
= 1 + lim

n�!1
sup

1

k
� (xn)� (
n)

= 1.

De plus,

0 = lim
n�!1

kf�
nk
0
� = lim

n�!1

f � f�
n
n0� ,
d�où,

lim
n�!1

f�
n
n0� = kfk0� = 1.
Ainsi par,

kgnk0� � khnk
0
� �

f�
n
n0� 8n 2 N,
nous avons,

lim
n�!1

inf kgnk0� � lim
n�!1

inf khnk0� � lim
n�!1

inf
f�
n
n0� = 1. (3.3.2)

D�après, (3:3:1) et (3:3:2) on a,

lim
n�!1

kgnk0� = lim
n�!1

khnk0� = 1.
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Cependant, nous avons pour tout n 2 N,

�� (2k (gn � f)) = ��

�
2k
h
f�
n
n + f (t)�
n +

xn
k
sign f�
n � f

i�
= ��

�
2xn�
n

�
=

Z

n

� (2xn) d�

= � (2xn)� (
n)

> 2n� (xn)� (
n) = 1,

d�où,

kgn � fk0� � kgn � fk� (voir le Théorème 2:5:1)

= inff� > 0 : ��
�
1

�
(gn � f)

�
� 1g

� 1

2k
6= 0.

Comme,

lim
n�!1

kgnk = 1; lim
n�!1

khnk = 1 et gn + hn = 2f 8n 2 N avec lim
n�!1

kgn � fko� 6= 0.

Contradiction avec le fait que f est un point fortement extrême. Donc � 2 42(1).

Lemme 3.3.4 [9]

Soit � une fonction d�Orlicz avec b (�) =1, a (�) = 0 et � (
) = +1.

Si Fext
�
B
�
Lo�
��
6= ; alors,

� 2 42 (� 2 42 (1) et � 2 42 (0)) .

3.3.3 Le résultat global

Théorème 3.3.2 [8]

f 2 S
�
Lo�
�
est un point fortement extrême de B

�
Lo�
�
si et seulement si :

a) L�ensemble K(f) se compose d�un seul élément (fkg = K(f) où k > 0).

b) kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
.

c) Ou bien : c1) �(b(�)) <1 et k jf (t)j = b(�) �� p:p: t 2 
 ou : c2) � 2 42(1) et au

57



3.3. Les points fortement extrêmes des espaces d�Orlicz

moins l�une des conditions suivantes,

i) �(
) <1

ii) a(�) > 0

iii) � 2 42(0).

Comme la démonstration de ce théorème est très longue alors, on va donner que

quelques éléments, pour plus de détails voir [8]:

Démonstration.

La nécessité :

Soit f 2 S
�
Lo�
�
un point fortement extrême de B

�
Lo�
�
. Comme les points fortement

extrêmes sont extrêmes, donc la nécessité des conditions (a) et (b) résulte du Théorème

3:2:1. Montrons maintenant la nécessité de la condition (c).

Premièrement, supposons b(�) =1 ou encore �(b(�)) =1 (c�est-à-dire : que la condition

(c1) n�est pas satisfaite); et nous montrons la nécessité de la condition (c2).

i) Nous devons d�abord montrer la nécessité de � 2 42(1) (voir Lemme 3:3:3).

ii) Montrons maintenant que si,

�(
) =1, a(�) = 0, b(�) =1 et � 2 42(1),

alors � 2 42 (0) toutes les fois que f est un point fortement extrême de B(Lo�) (voir

Lemme 3:3:4).

Deuxièmement, pour �nir la démonstration de la nécessité il ne reste a montré, la nécessité

de la condition (c1) (c�est-à-dire : �(b(�)) < 1 et kf (t) = b(�) � � p:p: t 2 
) (voir

Théorème 3:3:1).

La su¢ sance :

Soit f 2 S(Lo�). Par le Théorème 3:2:1 et les conditions (a) et (b), f est un point extrême

de B(Lo�). Nous montrerons que si de plus la condition (c) est satisfaite alors, f est un

point fortement extrême de B(Lo�).

Soit (gn)n�1 et (hn)n�1 deux suites de L
o
� telle que,

kgnko� , khnk
o
� �! 1, et gn + hn = 2f pour tout n 2 N,

nous devons montrer que, kgn � fko� �! 0.
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Remarque 3.3.1 Si � est une N-fonction alors, f 2 S
�
Lo�
�
est un point fortement

extrême de B
�
Lo�
�
si et seulement si :

a) L�ensemble K(f) se compose d�un seul élément (fkg = K(f) où k > 0).

b) kf(t) 2 SC (�) �� p:p: t 2 
.

c) � 2 42(1) et au moins l�une des conditions suivantes,

i) �(
) <1

ii) a(�) > 0

iii) � 2 42(0).

Car : b(�) est toujours égal à l�in�ni (b(�) =1).
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CHAPITRE

4 Quelques applications

4.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est d�appliquer les résultats du chapitre précédent pour carac-

tériser les points extrêmes et fortement extrêmes des espaces de Banach classiques comme

l�espace L1, les espaces L1 + L1 et les espaces Lp \ L1 (1 � p <1).

4.2 Les points extrêmes et fortement extrêmes de

B(L1)

Corollaire 4.2.1 [8]

Dans l�espace L1 les points extrêmes et les points fortement extrêmes de B(L1) coïnci-

dent, ces points sont les seuls points qui véri�ent :

jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

Démonstration.

L�espace L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1 (avec l�égalité des normes) où,

�1(x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

+1 sinon,

et,

a(�1) = b(�1) = 1, SC (�1) = f�1, + 1g .
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4.3. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B (L1 + L1)

Premièrement, soit f 2 S(L1) et jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

Calculons la norme de f ,

kfko�1 = inf
0<k� 1

kfkL1

1

k
= inf

0<k�1

1

k
,

ce qui implique que,

K(f) = f1g et kf (t) 2 SC (�1) �� p:p: t 2 
.

Par conséquent, les conditions (a) et (b) du Théorème 3:2:1 sont satisfaites. Donc,

f 2 Ext (B(L1)) :

Deuxièmement, comme

�1 (b(�1)) = 0 <1 et k jf (t)j = b(�1) = 1 �� p:p: t 2 
,

alors d�après le Théorème 3:3:2 tout point extrême est fortement extrême, ce qui termine

la démonstration.

4.3 Les points extrêmes et fortement extrêmes de

B
�
L1 + L1

�
Sur la base des Théorème 3:2:1 et 3:3:2 nous pouvons facilement caractériser les points

extrêmes et fortement extrêmes de la boule unité de l�espace d�interpolation L1 + L1.

Corollaire 4.3.1 [8]

Soit f 2 S(L1 + L1). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) f est un point extrême de B(L1 + L1).

b) �(
) > 1 et jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

c) f est un point fortement extrême de B(L1 + L1).

Démonstration.

L�espace L1 + L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1;1
(avec l�égalité des normes) où;

�1;1 (x) =

8<: 0 si x 2 [�1, 1]

jxj � 1 sinon,
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4.3. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B (L1 + L1)

et,

SC(�1;1) = f�1, 1g.

(a) =) (b) : Soit f un point extrême de B(L1 + L1).

i) Montrons d�abord que jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

Par la condition (b) du Théorème 3:2:1, il existe k0 > 0 tel que,

k0f(t) 2 SC
�
�1;1

�
�� p:p: t 2 
.

ce qui donne,

jk0f(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

On suppose que k0 6= 1 alors,

kfkL1+L1 =
1

k0
[1 +

Z



�1;1(k0f(t))d�] =
1

k0
6= 1,

ce qui signi�e que f ne peut pas être un élément de S(L1 + L1). Par conséquent,

K(f) = f1g et jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
.

ii) Montrons maintenant que �(
) > 1.

Comme on a montre que, jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
: Alors,

�1;1 (kf) = �1;1 (k) =

8<: 0 si x 2 ]0, 1]

k � 1 sinon.

Calculons la norme de f ,

kfkL1+L1 = inf
k>0

1

k

241 + Z



�1;1(k)d�

35
= min

�
inf
k2]0;1]

1

k
, inf
k2]1;1[

1

k
[1 + (k � 1)�(
)]

�
= min

�
1, inf

k2]1;1[
[
1

k
(1� �(
)) + �(
)]

�
.

Pour montre que �(
) > 1, on va raisonner par l�absurde.

Si �(
) < 1 : alors,

[
1

k
(1� �(
)) + �(
)],
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4.3. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B (L1 + L1)

est une fonction décroissante de la variable k. Par conséquent,

inf
k2]1;1[

[
1

k
(1� �(
)) + �(
)] = lim

k!1
[
1

k
(1� �(
)) + �(
)]

= �(
).

Donc,

kfkL1+L1 = minf1, �(
)g = �(
) < 1.

Ainsi,

f =2 S(L1 + L1).

Contradiction avec le fait que f est un point extrême.

Si �(
) = 1 : alors,

kfkL1+L1 = min

�
1, inf

k2]1;1[
[
1

k
(1� �(
)) + �(
)]

�
= min f1, 1g

= 1.

Par conséquent, K(f) = [1, 1[ alors la condition (a) du Théorème 3:2:1 n�est pas satis-

faite.

Contradiction avec le fait que f est un point extrême:

(b) =) (c) : Soit �(
) > 1 et jf(t)j = 1 �� p:p: t 2 
. Alors,

[
1

k
(1� �(
)) + �(
)],

est une fonction croissante de la variable k. D�où,

inf
k2]1;1[

[
1

k
(1� 1

k
)�(
)] = lim

k!1
[
1

k
(1� �(
)) + �(
)]

= �(
).

Par conséquent,

K(f) = f1g et kf 2 SC
�
�1;1

�
�� p:p: t 2 
,

donc les conditions (a) et (b) du Théorème 3:3:2 sont satisfaites. Nous observons que

�1;1 2 42(1) et a(�1;1) = 1 > 0,
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4.4. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B(L1 \ L1)

cela signi�e que la condition (c) du Théorème 3:3:2 est également satisfaite.

D�ou, f est un point fortement extrême.

(c) =) (a) : Cette implication est triviale, parce que dans n�importe quel espace de

Banach chaque point fortement extrême est un point extrême.

4.4 Les points extrêmes et fortement extrêmes de

B(L1 \ L1)

Nous pouvons facilement obtenir des critères pour les points extrêmes de B(L1 \L1)

en utilisant le Théorème 3.2.1. De plus, d�après le Théorème 3.3.2, on peut trouver une

caractérisation des points fortement extrêmes de B(L1\L1). Contrairement aux espaces

L1 et L1+L1, un point extrême de B(L1 \L1) n�est pas forcément un point fortement

extrême.

Corollaire 4.4.1 [8]

a) Un point f 2 S(L1 \ L1) est extrême si seulement si f est sous la forme,

�A
k

où A 2 �, �(A) <1 et k = 1 + �(A).

b) Les seuls points fortement extrêmes de B(L1\L1) sont les points extrêmes correspon-

dant à,

A = 
.

Démonstration.

Premièrement, L�espace L1 \L1 est l�espace d�Orlicz Lo�1;1 (avec l�égalité des normes)

où,

�1;1(x) =

8<: jxj si x 2 [�1, 1]

+1 sinon,

et,

SC(�1;1) = f�1, 0, 1g.
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4.4. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B(L1 \ L1)

La su¢ sance :

Supposons que,

jf j = �A
1 + �(A)

avec �(A) <1.

Alors,

kfko� = inf
k>0

1

k

h
1 + ��1;1 (kf)

i
= inf

k>0

1

k

241 + Z



�1;1 (kf (t)) d�

35
= inf

k>0

1

k

2641 + Z
ft2
:jkf(t)j�1g

�1;1 (kf (t)) d�+

Z
ft2
:jkf(t)j>1g

�1;1 (�f (t)) d�

375 ,
comme ��1;1 (kf) =

Z



�1;1 (kf (t)) d� <1, alors :

� (ft 2 
 : jkf (t)j > 1g) = 0 c�est-à-dire jkf (t)j � 1 �� p:p: t 2 
.

D�où,

kfko� = inf
k>0

1

k

241 + Z



�1;1

�
k

1 + �(A)
�A

�
d�

35
= inf

0<k�1+�(A)

1

k

241 + Z
A

���� k

1 + �(A)

���� d�
35 où 1 + �(A) = �(f)

= inf
0<k�1+�(A)

�
1

k
+

�(A)

1 + �(A)

�
= 1,

ce qui donne, k = 1 + �(A) = �(f) est le seul nombre pour lequel l�inf est atteint et

f 2 S(L1 + L1) :

K(f) = f1 + �(A)g,

et,

(1 + �(A))f(t) = ��A 2 SC(�1;1) �� p:p: t 2 
,

Donc, par le Théorème 3:2:1 f est un point extrême de B(L1 + L1).

La nécessité :
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4.4. Les points extrêmes et fortement extrêmes de B(L1 \ L1)

Supposons maintenant que f 2 S(L1 + L1) est un point extrême. D�après le Théorème

3:2:1

K(f) = fkg et kf(t) 2 SC(�1;1) = f�1, 0, 1g �� p:p: t 2 
.

Donc,

jkf(t)j = 1 �� p:p: t 2 Supp (f) = A.

Le seul k > 0 qui satisfait,

jkf(t)j = 1 �� p:p: t 2 A et
1

k

h
1 + ��1;1(kf)

i
= 1,

est,

k = 1 + �(A). (4.4.1)

En e¤et,

1 =
1

k

241 + Z
A

�1;1(1)d�

35 = 1

k
(1 + �(A)) ,

c�est-à-dire :

k = 1 + �(A).

D�où,

jf j = �A
k
où k = 1 + �(A).

Deuxièmement, il reste à donner une démonstration pour les points fortement extrêmes.

Puisque,

b(�1;1) = sup
�
x > 0 : �1;1 (x) <1

	
= 1,

alors,

�1;1(b(�1;1)) = 1 <1.

Par le Théorème 3:3:2, un point extrême f 2 B(Lo�1;1) est fortement extrême si de plus

la condition suivante est satisfaite,

k jf(t)j = b(�1;1) = 1 �� p:p: t 2 
 où K(f) = fkg. (4.4.2)

Comme on l�a déjà montré (voir l�égalité 4:4:1),

k = 1 + �(A) avec A = Supp (f) .
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Et puisque K(f) = fkg on a,

��1;1(kf) <1,

de plus,

��1;1(kf) =

Z



�1;1 (kf (t)) d� =

Z
Supp(f)

jkf (t)j d� = �(Supp (f)) <1.

Par conséquent, d�après (4:4:2) on a,

Supp (f) = 
 = A c�est-à-dire �(
) <1.

4.5 La stricte convexité des espaces Lp \ L1

Corollaire 4.5.1 [8]

L�espace Lp \ L1 est strictement convexe où 1 < p <1.

Démonstration.

L�espace Lp \ L1 est l�espace d�Orlicz Lop;1 (avec l�égalité des normes) où,

�p;1(x) =

8<: jxjp si x 2 [�1, 1]

+1 sinon,

et,

SC(�p;1) = [�1, 1].

Soit f 2 S (Lp \ L1). Calculons la norme de f (voir Exemple 2:7:4),

1 = kfkLp\L1 = inf
0<k� 1

kfkL1

1

k
[1 + kp kfkpLp ] .

Considérons maintenant la fonction g de variable k > 0 dé�nie par :

g(k) =
1

k
[1 + akp] avec a > 0.

La fonction g est dérivable sur ]0, 1[ et sa dérivé est de la forme :

g0(k) =
�1
k2
+ a(p� 1)kp�2,
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4.5. La stricte convexité des espaces Lp \ L1

de plus, 8>>><>>>:
g0(k) < 0 si k < ( q

ap
)
1
p

g0(k) = 0 si k = ( q
ap
)
1
p

g0(k) > 0 si k > ( q
ap
)
1
p .

Ceci signi�e que g(k) est décroissante sur ]0, ( q
ap
)
1
p [ et croissante sur ]( q

ap
)
1
p , 1[.

D�où, en prenant a = kfkpLp .

Si,
1

kfkL1
� 1

kfkLp
(
q

p
)
1
p ,

alors le seul nombre pour lequel l�inf est atteint est :

k0 =
1

kfkL1
.

Si,
1

kfkL1
>

1

kfkLp
(
p

q
)
1
p ,

alors le seul nombre pour lequel l�inf est atteint est :

k0 =
1

kfkLp
(
q

p
)
1
p .

Ainsi,

K(f) = fk0g et k0f(t) 2 SC(�p;1) = [�1; 1] �� p:p: t 2 
.

Donc, par le Théorème (3:2:1), f est un point extrême de B(Lp \ L1), cela montre que

l�espace Lp \ L1est strictement convexe:
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Conclusion

Ce travail nous a permis de comprendre les espaces de Lebesgue, qui sont des cas parti-

culiers des espaces d�Orlicz, et l�application des résultats de convergence de la théorie de

la mesure et d�intégration, ainsi que les espaces d�interpolation : L1 + L1 et L1 \ L1.

Nous estimons que la théorie des espaces d�Orlicz est un domaine très intéressant et trouve

beaucoup d�applications (Optimisation, EDP...) et comme il est d�actualité beaucoup de

questions sont encore posées.
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Annexe A

Quelques rappels d�analyse fonctionnelle

Fonction semi-continue supérieurement

Dé�nition 1

Une fonction f est dite semi-continue supérieurement en x0 si l�une des propriétés équiv-

alentes suivantes est véri�ée,

a) Pour tout " > 0; il existe un voisinage U de x0 tel que pour tout x 2 U :

f (x) � f (x0) + ".

b) lim
x!x0

sup f (x) � f (x0).

Exemple 1

La fonction f dé�nie par :

f(x) =

8<: 1 si x = 0

0 sinon,

est une fonction semi-continue supérieurement.

Théorème de Hahn-Banach (deuxième forme géométrique)

Dé�nition 2

Soit E un espace vectoriel normé. Un hyperplan est un ensemble de la forme :

H = fx 2 E : f (x) = �g ,

où f est une forme linéaire sur E, non identiquement nulle et � 2 R. On dit que H est

l�hyperplan d�équation [f = �].
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Proposition 1 [4]

L�hyperplan d�équation [f = �] est fermé si est seulement si f est continue.

Dé�nition 3

Soient A � E et B � E. On dit que l�hyperplan d�équation [f = �] sépare A et B au

sens strict s�il existe " > 0 tel que :

f (x) � �� " 8x 2 A et f (x) � �+ " 8x 2 B.

Théorème 1 [4]

Soient A � E et B � E deux ensembles convexes, non vides, disjoints: On suppose que

A est fermé et que B est compact: Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B

au sens strict:

Rappels de quelques notions de la théorie d�intégration

Soit (
, �, �) un espace mesuré.

Mesure (�-�nie, non atomique et complète)

Dé�nition 4

On dit que la mesure � est ���nie lorsqu�il existe un recouvrement dénombrable de


 par des sous-ensembles de mesure �nie, c�est-à-dire lorsqu�il existe une suite (
n)n2N

d�éléments de la tribu �, tous de mesure �nie, avec :


 =
[
n2N


n:

Dé�nition 5

Un ensemble A 2 � est dit un atome si, � (A) > 0 et pour tout sous-ensemble mesurable

B de A avec � (A) > � (B) alors, � (B) = 0.

Dé�nition 6

Une mesure est dite non atomique si pour tout ensemble mesurable A avec � (A) > 0,

il existe un sous-ensemble mesurable B de A tel que :

� (A) > � (B) > 0.
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C�est-à-dire : A n�est pas un atome.

Dé�nition 7

On dit que la mesure � est complète si, tout ensemble négligeable est mesurable. C�est-

à-dire, pour tout ensemble N 2 � véri�ant � (N) = 0 et pour toute partie A � N , alors

A 2 �, ou encore

A est négligeable () � (A) = 0.

Théorème de la convergence monotone (ou de Beppo-Levi)

Le théorème suivant est un résultat d�interversion limite-integrale dans le cadre de l�intégrale

de Lebesgue.

Théorème 2 [2]

Si (fn)n2N est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant vers f ,

alors :

lim
n�!1

Z



fnd� =

Z



fd�.

Lemme de Fatou

Le lemme de Fatou est un résultat important de la théorie de l�intégration de Lebesgue.

Ce lemme compare l�intégrale d�une limite inférieure de fonctions mesurables positives

avec la limite inférieure de leurs intégrales.

Théorème 3 [2]

Pour toute suite (fn)n2N de fonctions mesurables positives, on a :Z



lim
n�!1

inf fnd� � lim
n�!1

inf

Z



fnd�.

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue est l�un des théorèmes les plus im-

portants de la théorie de l�intégration. Il permet de résoudre, dans des conditions très

générales, le problème de passage à la limite sous le signe intégral.
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Théorème 4 [2]

Soit (fn)n2N une suite de fonctions mesurables véri�ant,

a) lim
n�!+1

fn (t) = f (t) �� p:p: t 2 


b) il existe une fonction ��intégrable g telle que :

8n 2 N, jfn(x)j � g(x) �� p:p: t 2 
.

Alors, f et fn sont ��intégrables et on a :

lim
n�!1

Z



fnd� =

Z



fd�.
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Espace d�interpolation

En analyse, un espace d�interpolation est un espace qui se trouve entre deux autres

espaces. L�idée essentielle est que l�on peut obtenir des renseignements sur des espaces ou

des opérateurs "intermédiaires" en fonction de renseignements sur des espaces ou opéra-

teurs "extrémaux". Par exemple, si une fonction linéaire est continue sur un certain espace

Lp et aussi sur un autre espace Lq, alors elle est aussi continue sur l�espace Lr, pour tout

r compris entre p et q. Pour une étude plus détaillée de la théorie d�interpolation et de

toutes les notions qui s�y rapportent se référer à [1]:

Dé�nition 1 (Couple d�interpolation)

On dit que deux espaces de Banach X et Y forment un couple d�interpolation si X et Y

s�injectent continûment dans un même espace vectoriel topologique séparé V .

Proposition 1 (Espaces intersection et somme)

Soient X et Y des espaces de Banach formant un couple d�interpolation. Alors

X \ Y et X + Y ,

sont des espaces de Banach si on les munit des normes respectives,

jkfkjX\Y = max(kfkX , kfkY ).

kfkX+Y = inf fkgkX + khkY : f = g + h, g 2 X, h 2 Y g : (4.5.1)

Remarque 1 Les normes suivantes sont aussi utilisées,

kfkX\Y = kfkX + kfkY . (4.5.2)
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jkfkjX+Y = inf fmax(kgkX , khkY ) : f = g + h, g 2 X, h 2 Y g :

Dé�nition 2 (Espace intermédiaire)

Soient X et Y deux espaces de Banach formant un couple d�interpolation. On appelle

espace intermédiaire entre X et Y tout espace de Banach E tel que,

X \ Y � E � X + Y ,

avec des injections continues.

Exemple 1 Les espaces Lp (1 � p � 1) sont des espaces intermédiaires entre L1 et

L1 c�est-à-dire,

L1 \ L1 � Lp � L1 + L1,

avec des injections continues.

Proposition 2

Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels normés. L�application kLkL(E1, E2) de L (E1, E2)

dans R+ dé�nie par,

kfkL(E1, E2) = sup
kxkE1�1

kf (x)kE2 ,

est une norme sur,

L (E1, E2) = ff : E1 �! E2, f linéaire et continueg .

Dé�nition 3 (Espace d�interpolation)

Soient X et Y deux espaces de Banach formant un couple d�interpolation, et soit E un

espace intermédiaire entre X et Y . On dit que E est un espace d�interpolation entre X

et Y si toute application linéaire de X + Y dans X + Y , continue de X dans X et de Y

dans Y , est continue de E dans E.

En d�autres termes, pour toute application linéaire f : X + Y �! X + Y ,

kfkL(X) < +1 et kfkL(Y ) < +1 =) kfk
L(E)

< +1.

Remarque 2 Les espaces X \ Y et X + Y sont aussi des espaces d�interpolation.
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Résumé

En analyse fonctionnelle, les espaces d�Orlicz L� sont des espaces fonctionnels qui

généralisent les espaces de Lebesgue LP (1 � p � 1), les espaces Lp \ L1 (1 < p <1)

et les espaces d�interpolation L1 + L1, L1 \ L1.

La notion de points extrêmes est une notion clé très utilisée quand on étudie la

géométrie des espaces de Banach. Elle joue un rôle très important dans certaines branches

des mathématiques par exemple en optimisation. Pour justi�er cette importance, on peut

citer : Le principe du maximum de Bauer, la propriété de Krein-Milman et la caractéri-

sation de la stricte convexité, la convexité uniforme locale.

Ce travail contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions la notion de points extrêmes des espaces

normés avec quelques résultats importants. Dans le deuxième chapitre, nous présentons

les espaces d�Orlicz ainsi que leurs propriétés fondamentales, une attention particulière

est accordée à la norme d�Orlicz particulièrement à la formulation d�Amemiya. Dans le

troisième chapitre, on donne des conditions nécessaires et su¢ santes pour qu�un point

de S
�
Lo�
�
soit un point extrême et celles pour lesquelles il soit fortement extrême, et on

donne aussi des conditions su¢ santes sous lesquelles Ext
�
B(Lo�)

�
= ;.

En�n dans le quatrième chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre 3 pour

caractériser les points extrêmes et fortement extrêmes de la boule unité des espaces L1,

L1 + L1 et Lp \ L1 (1 � p <1).


