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Introduction générale 

 

 

 De manière générale, la simulation permet d’étudier et expérimenter un système donné 

dont on connaît les interactions complexes, de mesurer les effets de certains changements 

dans les interactions sur le comportement du système, d’expérimenter de nouvelle situations. 

Remarquons de plus que si l’on cherche une représentation fidèle des phénomènes observés, 

on est rapidement confronté à des difficultés dues aux calculs non explicites. Les techniques 

de simulation vont nous permettre d’approcher numériquement ces calculs. 

 Effectuer une simulation consiste à générer des données qui sont des réalisations de 

variables déterministes ou aléatoires selon des lois données, afin d'étudier et de comprendre le 

fonctionnement de systèmes industriels, scientifiques, politiques, etc. 

 Le but de la statistique est de dégager les significations de données, numériques ou 

non, obtenues au cours de l'étude d'un phénomène. Il faut distinguer les données statistiques 

qui sont les résultats d'observations recueillies lors de l'étude d'un phénomène, et la méthode 

statistique qui a pour objet l'étude rationnelle des données [6]. 

 La méthode statistique comporte plusieurs étapes dont notre cas nous allons voir la 

statistique mathématique ou inductive, alors cette dernière c'est l'ensemble des méthodes qui 

permettent de faire des prévisions, des interpolations sur une population à partir des résultats 

recueillis sur un échantillon[6].  

 Cette statistique utilise des repères de référence qui sont les modèles théoriques (lois 

de probabilités). Elle nécessite la recherche d'échantillons qui représentent le mieux possible 

la diversité de la population entière. L'étude sur échantillon se justifie pour réduire le coût 

élevé et limiter la destruction d'individus pour obtenir la réponse statistique [6]. De 

nombreuse  méthodes d'échantillonnage existe la méthode Monte Carlo, hypercube latin 

(LHS), Quasi Monte Carlo, Quasi Monte Carlo randomisées, l'échantillonnage Descriptif 

(ED), l'échantillonnage Supercube Latin et l'échantillonnage Descriptif amélioré (EDA).   
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Introduction générale 

 

 

 Par ailleurs, la théorie des files d’attente est une technique de la Recherche 

opérationnelle qui permet de modéliser un système admettant un phénomène d’attente, de 

calculer et de déterminer ses caractéristiques pour aider les gestionnaires dans leurs prises de 

décisions. 

 Le but de notre travail est d'appliquer les deux méthodes LHS et EDA pour étudier les 

propriétés   monotonie du modèle  M/G/1 et comparer les résultats obtenues. 

 Ce mémoire est constitué  d’une introduction générale, de quatre chapitres, d’une 

conclusion générale et d’une bibliographie. 

  Le premier chapitre comprend les rappels et quelques théorèmes élémentaires de la 

théorie générale de statistique ainsi dans le second chapitre, on donne une explication 

détaillée sur les deux méthodes LHS et EDA, Le troisième chapitre est consacré au concepts 

et techniques de base de la théorie des files d’attente classiques. 

 Dans le quatrième chapitre, nous réalisons une application pour pouvoir faire une  

comparaison  entre LHS et EDA. Pour clore ce travail une conclusion générale sera présentée.  
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1.1.    Introduction  

        Certains paramètres d'entrée d'une simulation ne sont pas connus exactement, plusieurs 

méthodes sont envisagées.  

        Les  méthodes d'échantillonnage peuvent nous donner la possibilité de connaitre ces 

inconnus.  

        Les techniques d'échantillonnage étant parfois pareille et des fois le contraire, dans ce qui 

suit nous répertorierons les différentes particularités de ces techniques et nous parlerons de la 

simulation. 

 

1.2.    Notion d´échantillonnage 

      1.2.1.   Population et échantillon 

                 On appelle population la totalité des unités de n’importe quel genre prises en 

considération par le statisticien. Elle peut être finie ou infinie. 

Un échantillon est un sous-ensemble de la population étudiée. 

       1.2.2.   L'échantillonnage 

                  L'échantillonnage représente l'ensemble des opérations qui ont pour objet de 

prélever un certain nombre d'individus dans une population donnée. 

      1.2.3.    Avantages de l’´echantillonnage 

 Coût moindre. 

 Gain de temps. 

 

      1.2.4.   Méthodes d'échantillonnage 

a.  L'échantillonnage aléatoire (EA):  

          Dans cet échantillonnage chaque élément de la population à une probabilité d'être 

choisi. 

 

 L'échantillonnage stratifié :  

         Il s'agit de subdiviser une population hétérogène en strate (sous-groupe). Cette 

méthode consiste à retrouver dans l'échantillon les mêmes proportions pour chacune des 

strates selon les caractéristiques choisies pour l'étude dans la population visée. 
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Exemple:  

On a une population de 200 individus. 

Sexe Nombre d’individu 

Hommes 84 

Femmes 116 

Total 200 

 

Hommes: 84 ==> 42% de la population 

Femmes: 116 ==> 58% de la population 

84 + 116 = 200 individus de ma population 

On veut un échantillon de taille 50 et on veut qu'il représente fidèlement notre population.  

Donc on utilise les proportions pour obtenir un échantillon  représentatif. 

Hommes: 50 * 42% = 21 

Femmes: 50 * 58% = 29 

21 + 29 = 50 individus de mon échantillon 

Sexe Nombre d’individu Échantillon 

Hommes 84 21 

Femmes 116 29 

Total 200 50 

 

 L’échantillonnage aléatoire simple :  

Tous les individus ont la même probabilité de faire partie de l’échantillon.  

 

b. L’échantillonnage non aléatoire :  

        Chaque élément de la population n'a pas une chance égale d'être choisi. Cet 

échantillon  risque d'être moins représentatif de la population. 

 

 L’échantillonnage au jugé : 

          On utilise la méthode d'échantillonnage au jugé lorsqu'on prélève un échantillon en 

se fondant sur certains jugements au sujet de l'ensemble de la population. 

 

 



                                           Chapitre I:   Généralités sur l'échantillonnage et la   simulation 

 

 
12 

 

1.3.   Simulation 

      1.3.1.    Définition de  la simulation  

               La simulation est une technique de modélisation du monde réel. Elle permet de 

représenter le fonctionnement d'un système composé de différents centres d'activité, de mettre 

en évidence les caractéristiques de ceux-ci et les interactions entre eux, de décrire la 

circulation des différents objets traités par ces processus et enfin d'observer le comportement 

du système dans son ensemble et son évolution dans le temps [14].     

         Dans une étude de simulation, un modèle logique est construit et utilisé comme véhicule 

pour l'expérimentation. Le modèle est illustré à la figure 1. Les distributions des variables 

d'entrée sont supposés connues, tandis que les distributions des variables de sortie sont 

inconnus. Lorsque le problème est simulé, les variables aléatoires d’entrée sont remplacés par 

des échantillons. En conséquence, les variables de sortie sont également remplacés par des 

échantillons. 

          Par conséquent, des expériences sont réalisées sur le modèle et les paramètres inconnus  

de variables aléatoires de sortie d'intérêt sont estimées [9]. 

              Les variables d'entrées                                              Les variables de sorties  

                                 𝑋1                                                                               𝑍1 

                             𝑋2                                                                               𝑍2 

                             𝑋3                                                                               𝑍3 

                                                                                                                                       

                               ⋮                                                             ⋮ 

                      

               Figure 1.1  Présentation du modèle de simulation : un ensemble de variables 

aléatoires d'entrée est transformé en un ensemble de variables aléatoires de sortie. 

 

      1.3.2.    Les étapes d'une étude de simulation  

             La simulation, comme les autres techniques d'évaluation des performances, est 

souvent perçue comme une technique qui tient "autant de l'art que de la science" . De ce point 

de vue, le succès du procédé est largement lié à l'expertise du responsable de l'expérience. 

Cela dit, on constate l'existence d'une communauté fertile de spécialistes appliqués à faire 

évoluer la discipline. Un résultat immédiat de cette activité est le développement de 

méthodologies qui guident l'analyste en structurant les éléments dont on doit tenir compte 

dans une expérience de simulation. Les étapes de la méthodologie ne doivent pas être suivies 

Modèle 

de 

simulation 
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d'une façon rigide et séquentielle, mais comme un processus itératif qui s'adapte selon le type 

et l'évolution du système à étudier. Comme la simulation peut être utilisée pour faire des 

ajustements au niveau du modèle et du programme si c’est nécessaire alors la figure au-

dessous décrit les différentes étapes de simulation [11]. 
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                                                                            Figure 1.2.  Etapes de la simulations 

 

Formulation du 
problème 

Collecte des données 

Construction du modèle 

Vérification du modèle 

Validation du modèle 

Programmation 

Vérification du programme 

Simulation 

Analyse et interprétation des 
résultats 
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1.3.3.   Description de l’organigramme 

a) Formulation du problème 

Le concepteur se doit d’isoler et de comprendre les caractéristiques essentielles du 

problème. Il s’agit de déterminer la frontière entre le système et son environnement, élaborer 

les objectifs de l’organisation, identification les contraintes sur les activités possibles et établir 

les liens entre les entités du système et son environnement. 

b) Construction du modèle 

Le concepteur se doit de refléter le système réel avec le plus de fidélité, c’est à dire, 

capter l’essence du problème en gardant le modèle à sa plus simple expression. 

 Lors de  la construction du modèle, il faut éviter deux principaux dangers : 

premièrement s’empêtrer dans les détails et deuxièmement rendre le phénomène grossier. Il 

existe deux manières différentes d’aboutir à un modèle fidèle au système réel : 

 Démarrer d’un modèle simplifié pour l’améliorer au fur et à mesure jusqu’à aboutir 

au modèle final qui représentera au mieux le système étudié. 

 Segmenter le système en sous-systèmes, les modéliser indépendamment pour les 

combinés afin d’aboutir ainsi au modèle final. 

Le modèle se doit d’être le plus représentatif possible des paramètres sur les quels porte 

l’étude. 

c) Collecte des données  

Cette étape consiste à procéder à une identification précise des données nécessaires, 

puis de les collecter et de les ajuster par des distributions de probabilités connues. 

Le recueil des données doit être exécuté consciencieusement puisqu’il est impossible 

d’obtenir des résultats satisfaisants à partir de données erronées. 

d) Vérification du modèle 

Il s’agit d’évaluer les performances de notre programme en vérifiant si sa transcription 

informatique correspond bien au modèle. Le concepteur doit vérifier si la logique du système 

est conservée.  



                                           Chapitre I:   Généralités sur l'échantillonnage et la   simulation 

 

 
16 

 

 

e) Validation du modèle 

Cette étape consiste à tester le degré de correspondance entre les résultats du système 

réel et ceux du modèle de simulation. Il y a plusieurs aspects dans cette validation:  

 Validation du modèle écrit, sous les deux aspects de conformité du modèle écrit au 

modèle conçu, et de validation du produit logiciel.  

 Validation des données fournies (paramètres numériques, types des lois, etc.).  

 Validation des résultats (analyse statistique des résultats, pour fournir un intervalle de 

confiance). 

 

f) Programmation  

Cette étape consiste à d’écrire le programme de notre modèle.  

g) Vérification du programme  

Cette étape consiste à vérifier si le programme reflet la réalité de notre modèle. 

h)  Exécution de la simulation 

        Cette étape consiste à effectuer plusieurs exécutions et de recueillir les résultats obtenus.    

Durant ces exécutions, on peut réviser le modèle et le programme si cela s’avère nécessaire. 

i)  Analyse et interprétation des résultats 

Une fois la fiabilité des résultats prouvée, le concepteur pourra les interpréter et faire les 

recommandations aux décideurs.   

1.3.4.   Génération des nombres aléatoires 

Les générateurs de nombres aléatoires sont des dispositifs capables de produire une 

séquence de nombres dont on ne peut pas tirer facilement des propriétés déterministes. 

Il existe depuis très longtemps des méthodes pour obtenir de tels nombres, notamment 

utilisées dans les jeux de hasard, comme par exemple le lancement de dés ou le jeu de la 

roulette [11]. 
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 1.3.5.    Générateur des nombres pseudo-aléatoires  

On entend par suite de nombres pseudo-aléatoires, toute suite constructible dont les 

propriétés statistiques sont proches de celles de la suite (U1; U2; : : :) où les U𝑖 sont des 

variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0;1]: La génération de suite de 

nombres pseudo-aléatoires est une tâche complexe. Tous les générateurs pseudo-aléatoires 

sont basés sur des générateurs uniformes, c'est-à-dire des générateurs dans lesquels tous les 

nombres qui peuvent être produits ont une égale fréquence d'apparition.  

Les générateurs les plus utilisés sont des générateurs récurrents: l'obtention d'un nombre 

pseudo-aléatoire est fondée sur un ou plusieurs nombres préalablement obtenus. Parmi les 

algorithmes récurrents, le plus classique, inventé par Lehmer, s'appelle méthode 

congruentielle multiplicative [11]. 

 

     1.3.6.    Le générateur congruentielle 

         Les générateurs dits congruentiels ont été inventés en 1948 par D.H Lehmer. Ce sont des 

générateurs pseudo-aléatoires efficaces, simples et présentant de nombreuses qualités. On 

peut mener une étude mathématique assez complète de leurs propriétés ce qui est une garantie 

pour la qualité du générateur.  

Un générateur congruentiel est une suite de nombres entiers définie par un premier terme 𝑋0 arbitraire, 

notre germe, et par la relation de récurrence [5]: 

 

         {
       𝑿𝒏+𝟏 = 𝒂𝑿𝒏 + 𝒄(𝒎𝒐𝒅 𝒎)       𝒕𝒆𝒍𝒍𝒆 𝒒𝒖𝒆  𝒏 ≥  𝟎

 
𝑿𝟎 𝐝𝐨𝐧𝐧𝐞é 

 

Soient a, c, m et 𝑿𝟎 sont des entiers telle que: 

m : modulo m > 0 

a : multiplicateur   0 ≤ a < m 

c : l'incrément  0 ≤ c < m 

𝑿𝟎 = la valeur de départ  0 ≤  𝑿𝟎 < m 

 Dans le cas ou c=0 on obtient la méthode congruentielle multiplicative ou linéaire. 

 Le cas ou c≠0 on obtient la méthode congruentiel mixte[11]. 
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 1.3.7.    Qualités d'un bon générateur 

Qu'attend-on réellement d'un générateur de nombres pseudo-aléatoires? La réponse à 

cette question conditionne la méthode à choisir, car dans ce domaine comme ailleurs, tout est 

affaire de compromis. En général on privilégie deux critères: 

 

 la vitesse: il faut que le calcul du nombre pseudo-aléatoire suivant soit rapide. Il n'est 

en effet pas rare de devoir générer des millions de nombres. 

 la simplicité: une méthode très compliquée sera très difficile à programmer et surtout à 

tester. En général, on dit même en forme de boutade que plus l'algorithme est 

compliqué moins la séquence sera aléatoire [11]. 

1.4.    Simulation de variable aléatoires suivant une loi donnée 

       1.4.1.    Méthode d'inversion 

La méthode d'inversion appelé aussi méthode de transformation n'est utilisée que si la 

fonction de densité est connu analytiquement et peut être intégré facilement [11]. 

       Pour être plus précis, nous traitent comme exemple le cas de la loi exponentielle et le cas 

de loi uniforme 

 La loi exponentielle 

La loi exponentielle de paramètre 𝜆  a pour fonction de répartition F 

𝐹𝑋(𝑥) = {1 − 𝑒−𝜆𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
0          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 

L'inverse de cette fonction est facilement calculable , 𝑈 ∈]0,1[ 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑢 ⇔  𝑒−𝜆𝑥 = (1 − 𝑢) 

                                                                  ⇔ 𝑥 = 𝐹−1(𝑢) = −
1

𝜆
 log (1 − 𝑢) 

           On a 1-𝑒−𝜆𝑥  ↝  𝑈[0,1] alors  𝑥 =  −
1

𝜆
ln(𝑢), donc pour simuler une v.a 

exponentielle de paramètre𝜆 , il suffit de générer des nombres aléatoire  𝑈𝑖 de v.a uniforme 

sur [0,1] et puis en déduit les réalisations 𝑥𝑖 telle que 𝑥𝑖 =  −
1

𝜆
ln(𝑢𝑖) [11]. 
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 Loi Gamma 

 X↝loi d’Erlang (n, 𝜆)ou gamma (n, 𝜆) 𝜆 > 0 . 

 Soit Y une variable aléatoire ↝ exponentielle (𝜆). 

 On sait que la somme de n variables aléatoires indépendantes de même loi que Y suit 

la loi gamma (n, 𝜆). 

 La simulation de la loi exponentielle obtenue par la méthode d’inversion est :            

𝑦𝑖 =  −
1

𝜆
ln(u𝑖) tel que Ui ↝  U[0,1]. 

Puisque X=∑ y𝑖
𝑝
𝑖=1  alors 𝑥𝑖=∑ (−

1

𝜆
) ln(ui)

𝑝

𝑖=1
 =(−

1

𝜆
) ln(∏ ui

𝑝
𝑖=1 ) 

 La simulation de la loi gamma (p, 𝜆) par la méthode d’inversion est : 

𝑥𝑖=(−
1

𝜆
) ln(∏ ui

𝑝
𝑖=1 ) tel que Ui ↝  U[0,1]. 

Exemple : 

Générer deux observation de lois d’Erlang(2), elles sont obtenue par 𝑥𝑖 = -
1

𝜆
ln (∏ ui

2
𝑖=1 ) 

𝑢𝑖=0.44 - 0.58 - 0.11 - 0.87 

𝑥1= - 2ln (∏ ui
2
𝑖=1 ) = - 2ln (0.44× 0.58 ) = 2.73 

𝑥2= - 2ln (0.11× 0.87 ) = 4.69 

 Loi uniforme  

La loi uniforme [10] sur (𝑎, 𝑏)  a pour fonction de répartition F 

𝐹𝑋(𝑥) = {

0            𝑠𝑖        𝑥 < 𝑎
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
           𝑠𝑖         𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

1           𝑠𝑖        𝑏 ≤ 𝑥

 

 

L'inverse de cette fonction est facilement calculable , 𝑢 ∈]0,1[ 

𝐹(𝑥) = 𝑢 ⇔  𝑢 =
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 

                                                                  ⇔ 𝑥 = 𝐹−1(𝑢) = (𝑏 − 𝑎)𝑢 + 𝑎. 
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           Pour simuler une variable aléatoire uniforme sur [a,b], il suffit de générer des 

nombres aléatoires 𝑢 d'une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0,1] et on déduit 

les réalisations suivantes : 

                                              𝑥 = (𝑏 − 𝑎)𝑢 + 𝑎.        

 

1.4.2.    Méthode de rejet 

              Si l'on désire générer des valeurs d'une variable aléatoire avec une densité f(x), alors 

que ses propriétés ne sont pas connues, et sa fonction de répartition associée n'est pas 

inversible d'une manière explicite. La méthode de rejet est utilisée s'il existe une fonction g(x) 

ayant U domaine identique à celui de f et une constante c positive. 

 Normaliser le domaine de f (x) à l'aide d'un échelle c, de sorte que: 

g (x)= c[f (x)] ≤ 1, a ≤ x ≤ b 

 Définir X comme fonction linéaire de 𝑢 : 

x= 𝒂 + (𝒃 − 𝒂)𝒖 

 Générer une paire de nombres aléatoires (𝑢1, 𝑢2) 

 Chaque fois que l'on rencontre une paire de nombres aléatoires satisfaction: 

𝒖𝟐 ≤ 𝒄[𝒇(𝒂 + (𝒃 − 𝒂)𝒖𝟏] 

On accepte 𝑋 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑢1 comme variable aléatoire suivant f(x) [10]. 

1.5.   La simulation à événements discrets  

 Activité  

C’est un processus qui provoque un changement d’état dans un système est généralement 

appelle un événement.  

On appelle activité B (Bound) des activités qui sont exécutes à l’instant où elles sont 

prévus. 

On appelle activité C (conditionnel) des activités qui se produisent lorsque certaines 

conditions sont réunies 

1.5.1.   Définition  

   La simulation à événements discrets [11] est la simulation d’un système dont l’état ne 

peut changer que lors d’instants temporelles distincts. 

   En termes mathématiques nous pouvons dire que l’ensemble d’instants temporelles 

aux quels le système peut changer est dénombrable. 

Il existe 4 méthodes dans la simulation à événements discrets : 
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1. Approche des 3 phases. 

2. Approche orientée activités. 

3. Approche orientée évènement. 

4. Approche par interaction des processus.  

1.  Approche des 3 phases 

Cette méthode est présente par Tocher est décrite de la manière suivante : 

Phase A : déterminer quand l’évènement suivant se produit et avancé le temps simule à ce 

point. 

Phase B : exécuté toute les activités B qui doivent se produire à cet instant. 

Phase C : exécuté tous les activités C. 

D’où les conditions sont maintenant satisfaite dans cette méthode le temps simule est 

contrôler par la technique du prochaine évènement appelé méthode à pour variable  

Le temps avance lorsqu’un évènement se produit pouvant un changement d’état d’un 

système.   

2.  Approche orientée activités 

Lorsqu'on utilise cette approche, l'horloge est avancée par intervalle de temps discret 

uniforme et le système est examiné à chaque une des unités de temps de l'horloge pour voir 

c'est il ya des activités a exécuter. On d'autre terme à chaque unité de temps on vérifie si 

toutes les conditions requise pour qu'une activité soit exécutés sont satisfaites. Si elles le sont, 

on exécute l'action correspondante sinon on augmente l'horloge d'une unité et on 

recommence, ceci est une simulation à deux phases. On ne définie que les activités C pas 

d'activités B, donc toutes les activités on un test.      

2.  Approche orientée évènements 

Lorsque on utilise cet approche l'horloge est avancé au prochain événement. On doit 

garder une liste chronologique contenant le moment où il doit se produire et les changements 

d'état correspondant lorsqu’on change l'état, on engendre un nouveau événement qui doit à 

son tour être placé dans la liste. 

Lorsqu’un événement est passé on l'on lève de la liste, c'est une simulation à deux phases. 

Il n'ya pas des activités C seulement les activités B appelées événements.     
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3.  Approche par interaction des processus  

Cette approche se caractérise par: 

 La présence des séquences d'évènements ou des activités pour un type d'objet, définie 

sous forme de processus. 

 La description du fonctionnement du système complet par macro-représentation. 

 La gestion des conflits et la synchronisation entre processus par des règles 

d'interruption et de reprise. 

1.5.2.   Exemple de simulation 

Un exemple classique de système à événements discrets est une file d’attente, c.-à-d. un 

modèle qui représente l’accès séquentiel d’un ensemble d’utilisateurs (par exemple clients) à 

un nombre limité de ressources (par exemple les guichets d’une banque). 

Le terme générique client peut être utilisé pour dénoter des personnes, des machines, des 

voitures, des patients, des paquets des données, des emails. 

Le terme générique service peut être utilisé pour dénoter des employés, des dépanneurs, 

des mécaniciens, des docteurs, des routes, des grues. 

La théorie des files d’attente et/ou la simulation peuvent être utilisées pour prédire la 

performance du système (par exemple la moyenne du temps d’attente d’un client) en fonction 

des paramètres (par exemple le nombre des services, la loi des arrivées, la loi des services) qui 

sont sous le contrôle du concepteur du système. 

 

1.6.    Simulation de Monte Carlo 

 Le terme méthode de Monte-Carlo, ou méthode Monte-Carlo (MC), désigne toute 

méthode visant à calculer une valeur numérique en utilisant des procédés aléatoires, c'est-à-

dire des techniques probabilistes. Le nom de ces méthodes, qui fait allusion aux jeux de 

hasard pratiqués à Monte-Carlo, a été inventé en 1947 par Nicholas Metropolis , et publié 

pour la première fois en 1949 dans un article coécrit avec Stanislaw Ulam . 

 Les méthodes de Monte-Carlo sont particulièrement utilisées pour calculer des 

intégrales en dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour calculer des surfaces et des 

volumes). Elles sont également couramment utilisées en physique des particules, où 

des simulations probabilistes permettent d'estimer la forme d'un signal ou la sensibilité d'un 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_stochastique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Jeu_de_hasard
http://fr.wikipedia.org/wiki/Jeu_de_hasard
http://fr.wikipedia.org/wiki/Monte-Carlo
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nicholas_Metropolis
http://fr.wikipedia.org/wiki/Stanislaw_Marcin_Ulam
http://fr.wikipedia.org/wiki/Physique_des_particules
http://fr.wikipedia.org/wiki/Simulation_de_ph%C3%A9nom%C3%A8nes
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détecteur. La comparaison des données mesurées à ces simulations peut permettre de mettre 

en évidence des caractéristiques inattendues, par exemple de nouvelles particules. 

 La méthode de simulation de Monte-Carlo permet aussi d'introduire une approche 

statistique du risque dans une décision financière. Elle consiste à isoler un certain nombre de 

variables-clés du projet, tels que le chiffre d'affaires ou la marge, et à leur affecter 

une distribution de probabilités.  

 Pour chacun de ces facteurs, un grand nombre de tirages aléatoires est effectué dans 

les distributions de probabilité déterminées précédemment, afin de trouver la probabilité 

d'occurrence de chacun des résultats. 

1.6.1.    La méthode de Monte Carlo 

       1.6.1.1.    Présentation de la méthode 

 La méthode de Monte Carlo [11] est très utile pour approcher numériquement des 

calculs non explicites. Il peut s'agir par exemple de résoudre des équations aux dérivées 

partielles, des systèmes linéaires ou des problèmes d'optimisation.  

 Cette méthode consiste à approché  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 d'une fonction définie sur ]𝛼, 𝛽[, 

continue et éventuellement non borné sur cette intégrale I . 

En écrivant I sous la forme 𝐼 = (𝛽 − 𝛼) 𝐸(𝑓(𝑈)) et on approche (𝑓(𝑢)) . 

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]𝛼, 𝛽[ et  𝐸(𝑓(𝑈)) représente 

l'espérance mathématique de la variable aléatoire f (u). 

On a    𝐸(𝑓(𝑈)) =  ∫ 𝑓(𝑢)
𝛽

𝛼
∗ 𝑓𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 =  

1

𝛽−𝛼
 ∫ 𝑓(𝑥)

𝛽

𝛼
𝑑𝑥 =  

𝐼

𝛽−𝛼
 . 

 Si l'intégrale I est généralisée veut dire que f est non bornée alors, on suppose qu'elle 

est convergente; et on supposera aussi que ∫ 𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 est convergente. 

 Pour ce faire, on utilise la loi des grands nombres: si (𝑈𝑖)𝑖∈ℕ∗  est une suite de variable 

aléatoire mutuellement indépendantes et indépendantes de U, de loi U [𝛼, 𝛽] alors 

lim𝑛→+∞
1

𝑛
∑ 𝑓(𝑢𝑖) = 𝑛

𝑖=1  𝐸(𝑓(𝑈)). 

 Soit 𝐼𝑛 =
1

𝑛
 ∑ 𝑓(𝑢𝑖) 𝑛

𝑖=1  est une approximation de 
𝐼

𝛽−𝛼
  si (𝛽 − 𝛼) ∗ 𝐼𝑛 est 

l'approximation de l'intégral I.  Ou 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 sont des nombres tirées aléatoirement de  

http://fr.wikipedia.org/wiki/Distribution_de_probabilit%C3%A9s
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U [𝛼, 𝛽]. 

 1.6.1.2.   Vitesse de convergence 

 La vitesse de convergence [15] d'une estimation par la méthode de Monte Carlo est 

donnée par le théorème central limite.  

D’après le Théorème central limite   

1

𝑛
∑ 𝑓(𝑈𝑖)−𝐸(𝑓(𝑈))𝑛

𝑖=1
𝜎

√𝑛

  ↝ 𝑁(0,1).   

Ou G est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance 1. Par conséquent pour n 

suffisamment grand, l'écart 휀𝑛 =  
1

𝑛
∑ 𝑓(𝑈𝑖) − 𝐸(𝑓(𝑈))𝑛

𝑖=1  satisfait 

                                                            𝑃 (
√𝑛 

𝜎
휀𝑛 ≤ 1,96) = 0.95 

Et donc |휀𝑛| est avec une quasi-certitude de 95% inferieur à 
1.96

√𝑛
 . Par suite un intervalle de 

confiance pour 𝐸(𝑓(𝑈)) au niveau 0.95 est[
1

𝑛
 ∑ 𝑓(𝑈𝑖) − 𝜎

1.96

√𝑛
,𝑛

𝑖=1
1

𝑛
 ∑ 𝑓(𝑈𝑖) + 𝜎

1.96

√𝑛

𝑛
𝑖=1 ]. 

En général 𝜎 ne sera pas calculable et on l'approximera par une méthode de MC puisque 

1

𝑛
∑ 𝐸(𝑓2(𝑈𝑖))

𝑛

𝑖=1

− (
1

𝑛
∑ (𝐸(𝑓(𝑈𝑖)))

2
𝑛

𝑖=1

)  ↝  𝜎2 𝑝𝑟𝑒𝑐𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

Ce calcul sera mené en même temps que celui de l'espérance. 

 La vitesse de convergence est donc de l'ordre de 
𝜎

√𝑛
. Cette vitesse peut paraitre faible 

en petite dimension [10]. 

             1.6.1.3.   Calcul de la variance 

En note que 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟 (𝑓(𝑈)) = 𝐸[𝑓(𝑈) − 𝐸(𝑓(𝑈))]
2

= 𝐸(𝑓2(𝑈)) − (𝐸(𝑓(𝑈)))
2

. 

On générale la valeur de 𝜎2 n'est pas connue, l'approche de sa valeur en utilisant le 

rapprochement des E (f (U)) en fonction de la convergence suivant: 

0 ≤
1

𝑛
∑(𝑓(𝑢𝑖))

2
− 𝐼𝑛

2 =
1

𝑛
∑(𝑓(𝑈𝑖) − 𝐼𝑛)2

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

  →   𝜎2  quand 𝑛 → +∞  
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   1.7.1.4.   L'approximation des intégrales  

Pour n assez grand, la méthode le MC fournit [7]: 

 𝛿 = (𝛽 − 𝛼)𝐼𝑛   est une approximation de l'intégrale I. 

 �̂� =  √
1

𝑛
∑ 𝑓2(𝑈𝑖) − 𝐼𝑛

2𝑛
𝑖=1  une approximation de l'écart type 𝜎. 

 𝐸 = (𝛽 − 𝛼)�̂�
1.96

√𝑛
  est une approximation de l'erreur |𝛿 − 𝐼| à 95%. 

 

         1.6.1.5.   Exemple 

 Soit 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 est définie sur un intervalle ouvert et borné  ]0,1[ et f est continue, on 

peut donc utiliser l'approximation de MC . 

Alors ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥
1

0
 existe et ∫ (𝑒𝑥)2 𝑑𝑥

1

0
 existe. 

On a  𝐼𝑛 =
1

𝑛
 ∑ 𝑓(𝑢𝑖) 𝑛

𝑖=1  et en utilisant la suite de nombre aléatoire : 0.05 - 0.89 - 0.66 - 0.34. 

on obtient  𝐼4 =  
1

4
(𝑒0.05 + 𝑒0.89 + 𝑒0.66 + 𝑒0.34) = 1.706. 

 𝛿 = (1 − 0)𝐼4 = 𝐼4 = 1.706  est une approximation de I et de 𝐸(𝑓(𝑢)). 

 �̂� =
1

4
 [(𝑒0.05)2 + (𝑒0.89)2 + (𝑒0.66)2 + (𝑒0.34)2] − (1.706)2 = 3.19 − (1.706)2 =

0.28 est une approximation de 𝜎.  

 𝐸 = (1 − 0)
√0.28 ∗ 1.96

2
 = 0.52 est une approximation de l'erreur à 95%. 

 

         1.6.1.6.   Avantage de la méthode MC 

 construire un échantillon de loi connue permettant d'étudier les paramètres d'un 

échantillon de loi inconnue. 

 donner une estimation d'un paramètre, d'une constante, d'une intégrale. 

1.7.    L'échantillonnage descriptif  

 L'échantillonnage descriptif (ED) a été proposé par E. Saliby (1980 et 1990) est basé 

sur une sélection totalement déterministe de l'ensemble de l'échantillon d'entrée de valeurs et 

de leur permutation aléatoire. Soit discret ou continu ou même une distribution mixte peut être 

représentée, à condition que l'inverse respectif de la fonction de distribution n'est pas 

disponible.  

 Cette fonction inverse est toujours définie, bien que, dans la plupart des cas, une 

approximation numérique peut être nécessaire, comme dans le cas d'une distribution normale 
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(Ramberg et Schmeiser 1972). Formellement, l'échantillonnage descriptif lorsque la taille N 

de l'échantillon est connue, les valeurs d'échantillonnage sont définis pour l'entrée variable 

aléatoire X en utilisant la méthode de transformée inverse, tel que : 

Xi = F−1(ri)   pour   i = 1, …, N 

F−1 est la distribution d'entrée cumulée inverse et l'ensemble des nombres réguliers {ri, i = 1, 

2,. . . , N} est uniformément distribué sur [0, 1 [ est définie par ce qui suit [8]: 

ri =
i−0.5

N
     i = 1, 2, ..., N 

les variables d'entrées sont bien représenté avec ED par rapport a la méthode de MC. 

Exemple 1: 

Estimer la moyenne de la loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 2, ri =
i−0.5

N
 avec N = 6 . 

 

i 𝑟𝑖 𝑋𝑖 

1 0.083 1.244 

2 0.25 0.693 

3 0.417 0.437 

4 0.583 0.270 

5 0.75 0.144 

6 0.917 0.043 

Total  2.831 

                                                Table1.1.  Résultats obtenues de la méthode ED 

l'estimateur de la moyenne est:  �̂� =  
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

𝑁
𝑖=1 =

2.831

6
= 0.742. 

 

Exemple 2: 

Estimer la moyenne de la loi uniforme sur [0,1] , ri =
i−0.5

N
  avec N = 4 
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                                                Table 1.2. Résultats obtenues par la méthode ED 

L’estimateur de la moyenne est:  �̂� =  
1

𝑁
∑ 𝑋𝑖

𝑁
𝑖=1 =

2.05

4
= 0.5125. 

Les  avantages : 

 Représente mieux que la méthode de MC la variable d’entrée. 

Les  inconvénients : 

 La taille de l’échantillon doit  être connue au début de la simulation.   

1.8.    Conclusion  

 Des alternatives à la méthode de Monte Carlo ont été développées,  non seulement 

pour accélères la convergence des estimations, mais aussi pour assures que les domaines de 

variation des paramètres d'entrée soient bien échantillonnés.  

 En effet, placer quelque point au hasard dans un espace de grande dimension conduit 

le plus souvent à une mauvaise couverture de certaines dimensions [16]. Quelque méthodes 

développées pour contrecarrer ce problème ont été celle des hypercubes latin et 

échantillonnage descriptif améliorée qui seront présentés dans les chapitres suivant.       

i 𝑟𝑖 𝑋𝑖 

1 0.125 0.125 

2 0.375 0.375 

3 0.675 0.675 

4 0.875 0.875 

Total  2.05 
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2.1.   Introduction 

 Dans ce chapitre, nous allons détailler le principe de deux méthodes d’échantillonnag . 

 La première est basée sur l’échantillonnage descriptif amélioré et la deuxième sur 

l’échantillonnage par l'hypercube latin.   

 La procédure d'échantillonnage descriptif amélioré (EDA) est introduit par [Tari (2002 

et 2005)] consiste à réduire le risque d'un biais d'échantillonnage qui peut être généré par ED 

[13]. 

 L’échantillonnage par Hypercube latine (LHS) est proposé en 1979, McKay et al. 

comme une technique de réduction de la variance dans lequel la sélection de valeurs 

d'échantillon est fortement contrôlé, bien que toujours en leur permettant de varier. La base de 

LHS est une stratification complète de la distribution échantillonné avec une sélection 

aléatoire à l'intérieur de chaque strate. C’est un type d'échantillonnage aléatoire stratifié où les 

valeurs de l'échantillon sont mélangées aléatoirement parmi les différentes variables [1]. 

2.2.   Echantillonnage descriptif amélioré 

          2.2.1.   Principe d’EDA  

 Cette méthode est principalement concerné par un bloc de nombres premiers qui 

doivent être situés à l'intérieur d'un générateur visant à distribuer des échantillons de la 

variable d’entrée de taille premier 𝑝𝑗, 𝑝𝑗+1,... où j est choisit aléatoirement.  

 Les valeurs sont  générer à la demande de la simulation. Nous arrêtons le processus  de 

génération lorsque la simulation se termine. [8]. 

     𝑝1 = 79⏟    
1𝑒𝑟𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−é𝑐ℎ𝑎𝑡𝑖𝑙𝑙𝑜𝑛  

𝑝2 = 11⏟    
2é𝑚𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−é𝑐ℎ𝑎𝑡𝑖𝑙𝑙𝑜𝑛

……… 𝑝𝑚 = 7⏟    
𝑚é𝑚𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−é𝑐ℎ𝑎𝑡𝑖𝑙𝑙𝑜𝑛 ⏟                                        

𝐸𝐷𝐴 é𝑐ℎ𝑎𝑛𝑡𝑖𝑙𝑙𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒 𝑛

 

            Figure 2.1 : Illustration de l'échantillon EDA de taille n =∑ 𝑝𝑗
𝑚

𝑗
      [2]. 

𝑝1 = 79⏟    
1𝑒𝑟𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−ℎ𝑖𝑠𝑡𝑜𝑖𝑟𝑒 

𝑝2 = 11⏟    
2é𝑚𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−ℎ𝑖𝑠𝑡𝑜𝑖𝑟𝑒 

……… 𝑝𝑚 = 7⏟    
𝑚é𝑚𝑒𝑠𝑜𝑢𝑠−ℎ𝑖𝑠𝑡𝑜𝑖𝑟𝑒 ⏟                                    

𝑢𝑛 𝑏𝑙𝑜𝑐=𝐸𝐷𝐴 ℎ𝑖𝑠𝑡𝑜𝑖𝑟𝑒

 

Figure 2.2 : Illustration d'une histoire EDA    [2]. 
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Un échantillon descriptif amélioré de taille n=∑ 𝑝𝑗
𝑚

𝑗
 est défini par la m sous-

échantillons successifs appelés également des échantillons de taille descriptives 𝑝𝑗, j = 1, ... ,m 

comme illustré sur la Figure 1. 

Une expérience de simulation d'une histoire EDA est définie par m sous-histoire où la 

𝑗é𝑚𝑒sous-histoire utilise un échantillon descriptif de la taille 𝑝𝑗 comme illustré sur la figure. 2. 

Une expérience de simulation de N réplication définie par l'utilisation de N blocs 

de 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑁 sous-échantillons de nombres premiers tailles 𝑝𝑗𝑞, j = 1, 2, . . . ,𝑚𝑞 et  q = 

1, 2, . . . , N   [2]. 

          2.2.2.   Générer des valeurs avec EDA  

 Le procédé général de la transformée inverse produit des valeurs de la variable 

aléatoire d'entrée X qui sont donnés par : 

𝑋𝑖 = 𝐹−1(𝑟𝑖) pour i = 1, 2,...,𝑝𝑗, j = 1, 2,..., m 

Où 𝐹−1 est la distribution cumulative d'entrée inverse et 𝑟𝑖 suit U [0,1] tel que [8] 

                                               𝑟𝑖 =
𝑖−0.5

𝑝𝑗
     i = 1, 2,...,𝑝𝑗,      j = 1, 2,..., m 

  2.2.3.   Algorithme d'EDA  

            Structure de données  

On définit chaque variable aléatoire d'entrée comme suit: 

p     est un nombre premier pour définir la taille de la sous ensemble des numéros réguliers. 

R    est un tableau des nombre réels contenant le sous ensemble de numéros régulière. 

ip    nombre entier désignant le premier élément r disponible  à tirer. Si ip  = 1, aucun élément 

n'a encore été établi. Si ip  >  p , un sous-ensemble complet des numéros réguliers a déjà 

été établi.   

          début 

(a) L'initialisation de l'expérience. 

(𝑎1) Avant de lancer une simulation, générer une séquence de nombres premiers 

distincts. 

              (𝑎2) Choisissez au hasard sans remplacement un nombre premier p de cette séquence. 
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              (𝑎3) Générer le sous-ensemble de nombres régulière 𝑟𝑖, i = 1,2, ..., p et les stocker 

dans un tableau R. 

(b) Initialisation pour la sous-histoire. Au début de chaque sous-histoire, laisser ip: = 

1. 

(c) Échantillonnage sans remplacement durant la sous histoire: 

               (𝑐1)  Si ip > p  aller à (d). 

               (𝑐2)  Générer aléatoirement un entier iaux ∈ [ip, p]. 

               (𝑐3) Echanger r(ip) avec r(iaux). 

               (𝑐4) Générer une observation𝑋𝑖. 

Si une valeur de la sous-ensemble descriptive n'est pas nécessaire arrêter et recueillir les 

résultats  nombre premier trouve avant utilisé  aller à (e). 

                (𝑐5) Sinon, laisser ip: = ip + 1 et aller à (c₁). 

(d) Recueillir les résultats après chaque sous-histoire et aller à (a₂). 

(e) Recueillir les résultats après chaque exécution [8]. 

Fin. 

 

2.2.4.   La différence entre  EA, ED et EDA 

EA, ED et EDA sont toutes des méthodes d'échantillonnage qui peuvent être utilisés 

dans une étude de simulation pour générer des variables d'entrée connues. Chaque méthode a 

ses propres caractéristiques, mais dans toutes les méthodes d'échantillonnages, les valeurs 

d'entrée d'un échantillon de taille n est généré par la formule suivante: 

𝑋𝑖 = 𝐹−1(𝑢𝑖) pour i = 1, 2,..., n 

Où 𝑢𝑖 sont des: 

- Nombres aléatoires générées avec un certain générateur de nombres aléatoires pour 

l'utilisation d’EA. 

- Numéros réguliers générés par 

𝑟𝑖 =
𝑖 − 0.5

n
 

Lors de l'utilisation ED 

- Numéros réguliers générés comme dans ED, mais à partir d'échantillons successifs de taille 

nombre premier 𝑝𝑗 lorsque vous utilisez EDA. La taille de l'échantillon [8] EDA n est  

∑ 𝑝𝑗
𝑚

𝑗
.   
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 2.2.6.   Exemple 

         Le Sous-ensembles de nombres premiers de taille 𝑝1=11, 𝑝2 = 5 et 𝑝3= 7  pour une 

distribution uniforme de paramètre 0 et 1. 

 

i 𝐫𝒊 𝐱𝒊 I 𝐫𝒊 𝐱𝒊 i 𝐫𝒊 𝐱𝒊 

1 0.045 0.045 1 0.100 0.100 1 0.071 0.071 

2 0.136 0.136 2 0.300 0.300 2 0.214 0.214 

3 0.227 0.227 3 0.500 0.500 3 0.357 0.357 

4 0.318 0.318 4 0.700 0.700 4 0.500 0.500 

5 0.409 0.409 5 0.409 0.409 5 0.643 0.643 

6 0.500 0.500    6 0.786 0.786 

7 0.591 0.591    7 0.929 0.929 

8 0.682 0.682       

9 0.773 0.773       

10 0.864 0.864       

11 0.955 0.955       

 

                                                                  Table 2.1. Illustration de la méthode EDA. 

 

 𝒑𝟏 𝒑𝟐 𝒑𝟑 Moyenne 

global 

moyenne 0.516 0.402 0.5 0.473 

biais 0.016 -0.098 0 -0.027 

 

                Table 2.2. La moyenne observée d'une distribution uniforme en utilisant trois            

sous-ensemble de nombre premier. 

 

 Une fois que le sous-ensemble de numéros réguliers 𝐫𝒊  est calculé, elle est ensuite 

utilisée comme requis par la simulation. Lorsque la simulation est terminée, nous nous 

arrêtons de produire des valeurs de variable d'entrée et par conséquent nos nous cessons la 

production de nombres premiers. 

EDA méthode est illustré dans le tableau 1 prise p₁ = 11, p₂ = 5 et p₃ = 7 pour la distribution 

uniforme de paramètre 0 et 1  avec une moyenne 
1

2
 obtenue par 𝑥𝑖= 𝑟𝑖. Par conséquent, dans un  
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bloc donné, l'estimation de la moyenne et le calcule de biais sont obtenues comme suit: 

Y=
1

3
∑ 𝑦𝑖
3
𝑖=1 =0.473 

Biais(y)=
1

3
∑ Biais(𝑦𝑖)

3

𝑖=1
= - 0.027 

n=∑ 𝑝𝑖
3
𝑖=1 =23 

 

2.3.   Echantillonnage par Hypercube Latin 

         2.3.1.   Méthode Hypercube Latin 

 La méthode hypercube latin (LHS) (McKay et al , Stein) consiste à répartir les points 

de l'échantillon beaucoup plus uniformément que par Monte Carlo, sur toute l'étude du 

domaine de chaque variable d'entrée. Pour cela, l'intervalle de chaque entrée 𝑋𝑖 est découpé 

en N segment de probabilité égale à 1 𝑁⁄ ; puis une valeur est tirée aléatoirement dans chacun 

de ces segments. Ainsi, une fois qu'un point a été tiré aléatoirement dans un segments de 𝑋𝑖, 

aucun nouveau point ne peut y être placé. Les N valeurs ainsi obtenues pour 𝑋1 sont 

combinées de manière aléatoire aux N valeurs obtenues pour 𝑋2 et forment ainsi une matrice 

de taille  × 2 . 

 De même, les N valeurs obtenues pour 𝑋3 sont accolées à cette matrice et ainsi de suite 

jusqu'à la k-ième variable. 

On distingue l'échantillonnage par hypercube latin de deux notions très voisines définies ci-

dessous : le plan en hypercube latin et un échantillon en hypercube latin centrée uniforme 

[15]. 

 

        2.3.2.   Quelque définition sur LHD 

    Définition 1: 

 Un plan en hypercube latin (LHD, pour Latin Hypercube Design) pour N simulation et 

K  dont chaque colonne (sauf éventuellement la première) est une permutation aléatoire de 1, 

…, N. On le note LHD(N,K) [15]. 

Définition 2 : 

 Un échantillon en hypercube latin centré uniforme (noté cLHS, pour centered   Latin 

 

  Hypercube Sample ) pour N simulation et K facteurs est une matrice N × K dont chaque 

colonne (sauf éventuellement la première )est une permutation aléatoire de (1-0.5)/N   ,…,(N-

0.5)/N.  
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On le note cLHS (N,K) [15]. 

        2.3.3.   Principe de la méthode 

 Pour appliquer la méthode de l’hypercube latin (LHS),on peut procéder de la manière 

suivant: 

Etape 1 : Générer un plan en hypercube latin D=LHD(N,K) par K permutations aléatoires de 

1,…,N ; 

Etape 2 : Soit obtenir un hypercube latin centré cLHS(N,K) en calculant D’=(D-0.5)/N ; 

Etape 2bis soit obtenir un hypercube latin LHS(N,K) en soustrayant à chaque élément de D le 

résultat d’un tirage aléatoire indépendant dans la loi uniforme sur [0.1/N].Dans le cas général 

de variable aléatoires 𝑋1 ,…,𝑋𝐾 mutuellement indépendant et de fonction de répartition 

continues inversibles 𝐹1,…,𝐹𝐾 le 𝑖é𝑚𝑒échantillon de la𝑗é𝑚𝑒variable peut être créé par   

𝑥𝑗
(𝑖)
= 𝐹𝑗

−1 (
𝜋𝑗
(𝑖)
      −     𝜀𝑗

(𝑖)

𝑁
) 

 

Ou  (𝜋𝑗)𝑗=1,…,𝑘 sont des permutations aléatoires indépendantes des entiers {1, 2, …, N}, et 

𝜉𝑗
(𝑖)

𝑖=1,…,𝑁
 sont des réalisations U[0,1]  indépendantes entre elles, et indépendantes de 𝜋𝑗 . 

 Nous appellerons centrage l'étape 2 et brouillage l'étape 2bis (scrambling en anglais). 

Les résultats sont illustrés dans la figure 2.1, obtenue par centrage et brouillage du LHD du 

tableau 2.3. 

Indice i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑿𝟏 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑿𝟐 9 3 1 10 6 5 7 2 4 8 

 

                                                         Table 2.3. Plan en hypercube latin LHD(10,2) (transposé). 

 La méthode LHS garantit une couverture uniforme du domaine de chaque entrée 

évitant de sous-échantillonner certains segments et l'inverse d'un sur-échantillonner d'autres. 

Ainsi, elle permet de faire converger plus rapidement des statistiques associées au 

comportement global de la sortie Y que la méthode de Monte Carlo simple. Par contre, la 

méthode LHS au strict ne contrôle absolument pas la qualité de la répartition conjointe des 

échantillons lorsque l'on considère deux ou plus variable d'entrée [15]. 
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                                  Figure 2.3. Hypercube latin de taille 10 pour deux variables d'entrée 𝑋1 

et 𝑋2. Points blancs : hypercube latin centrée (cLHS). points noirs : hypercube latin non 

centrée (LHS). 

Exemple 2 : 

 Nous allons illustrer la construction d'un échantillonnage LHS dans le cas de la 

dimension 2 avec 6 points d'échantillonnage. Dans cet exemple, nous avons donc 2 variables 

X1 et X2. 

Le domaine de chacune de ces 2 variables est [-3 ; 3]. Comme le nombre de points désire dans 

l'échantillon est 6, on divise ces 2 intervalles en 6 sous-intervalles. Ceux-ci sont [-3 ; -2], [-2 ; 

-1], ..., [2 ; 3] dans chaque direction. La phase suivante pour obtenir l'échantillonnage de 

l'Hypercube Latin est de sélectionner des valeurs spécifiques de X1 et X2 dans les 6 

intervalles de chacune des dimensions. Ainsi, X1 et X2 possèdent maintenant 6 valeurs 

spécifiques.  

Ensuite, les valeurs sélectionnées de X1 et X2 sont aléatoirement couplées afin d'obtenir les 6 

coordonnées des points de l'échantillonnage souhaités.  

Dans le premier concept de l'Hypercube Latin, les couples étaient conçus en utilisant une 

permutation aléatoire des n premiers entiers. 

Dans notre exemple précédent, on considère deux permutations aléatoires des entiers (1, 2, 3, 

4,5,6) comme suit : 
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Permutation numéro 1 : (3, 1, 5, 2, 4, 6) 

Permutation numéro 2 : (2, 4, 1, 3, 5, 6) 

 En considérant que les nombres de ces permutations correspondent à des numéros 

d'intervalles pour X1 (permutation 1) et X2 (permutation 2), les couples suivants d'intervalles 

peuvent être formés : 

Point Numéro d'intervalle pour X1                       Numéro d'intervalle pour X2 

1 3 2 

2 1 4 

3 5 1 

4 2 3 

5 4 5 

6 6 6 

 

Pour le premier point, les coordonnées sont déterminées en sélectionnant la valeur spécifique 

de X1 de l'intervalle 3 ([-1 ; 0]) et en l'associant à la valeur spécifique de X2 de l'intervalle 2 

([-2 ; -1]). Les coordonnées des autres points sont obtenues de la même manière. La figure 

suivante (figure 2) montre un exemple d'échantillonnage d'Hypercube Latin. 

 On constate effectivement sur cet exemple que, grâce à cette technique, on obtient un 

seul point dans chaque sous-intervalle de X1 et de X2   [4]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          

 

Figure 2.4 . Exemple d'échantillonnage LHS pour 6 points en dimension 2     
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2.3.4.  Avantages  

 donne des échantillons uniformément répartis dés un faible nombre de simulation. 

          

        2.3.5.  Inconvénients  

 le choix de N est parfois délicat. 

 temps de calcul sont beaucoup plus importants que lors de simulations pseudo 

aléatoires classiques. 

 programmation délicate : parcourir tous les sous ensemble de [0,1] de manière 

efficace.  

 découpage de intervalles => simuler au moins une valeur par intervalle. 

2.4.   Conclusion  

 Nous avons vu dans ce chapitre toutes les définitions concernant les deux méthodes 

LHS et EDA, mais on veut savoir veut savoir la quelle parmi eux est meilleur pour cela nous 

proposons une application dans le chapitre suivant qui va nous aider à effectuer  un test pour 

décider laquelle des deux méthodes est meilleure. 
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           Chapitre      III 

 

Les systèmes de files d'attente (M/M/1, 

M/G/1) 
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3.1. Introduction  

           Le modèle général d’un phénomène d’attente, appelé aussi système d’attente, peut être 

résumé comme suit : des «clients» arrivent à un certain endroit et réclament un certain 

service. Les instants d’arrivée et les durées de service sont généralement des quantités 

aléatoires .Si un poste de service est libre, il prend dans une file d’attente dans laquelle les 

clients se rangent suivant leur ordre d’arrivée. 

 Un système d’attente comprend donc un espace de service avec une ou plusieurs 

stations de service montées en parallèle, et un espace d’attente dans lequel se forme une 

éventuelle file. Des phénomènes d’attente se manifestent sous des formes multiples dont voici 

quelques exemples : 

 Arrivée de voitures vers une station-service, 

 Fonctionnement d’un central téléphonique, 

 Vente de billets auprès d’un guichet, 

 Réparation de machines défectueuses par un mécanicien, 

 Exécution des tâches dans un centre de calcul, 

  Atterrissages des avions sur un aéroport, 

La théorie des systèmes d’attente a comme objectif d’en étudier les structures et de calculer 

des valeurs caractéristiques permettant de décrire les performances d’un système [3]. 

3.2.   Classification des systèmes d’attente  

         Pour identifier un système d’attente, on a besoin des spécifications suivantes. 

 La nature stochastique du processus des arrivées (ou flux d’entrée), qui est défini par 

la distribution des intervalles séparant deux arrivées consécutives. 

 La distribution du temps aléatoire de service. 

 Le nombre s de stations de service qui sont montées en parallèle ou en série. On 

admet généralement que les temps de service correspondants suivent la même 

distribution et que les clients qui arrivant forment une seule file d’attente. 

  La capacité N du système. Si N < ∞, la file d’attente ne peut dépasser une longueur 

de N – s unités. Dans ce cas, certains clients qui arrivent vers le système n’ont pas la  
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possibilité d’y entrer. 

 On suppose par ailleurs que toutes les variables aléatoires introduites pour décrire un 

phénomène d’attente sont indépendantes. 

 Pour la classification les systèmes d’attente, on recourt à une notation symbolique 

comprenant quatre symboles rangés dans l’ordre  

 A / B / s / N  

Où 

 A = distribution des temps entre deux arrivées successives, 

 B = distribution des durées de service, 

 s = nombre de postes de service en parallèle  

 N = capacité du système. 

 Le dernier symbole sera toutefois supprime si N = ∞. Pour spécifier les distributions A 

et B, on introduit les symboles suivants : 

 M = distribution exponentielle (qui vérifie donc la propriété de Markov), 

 𝐸𝑘 = distribution d’Erlang d’ordre k, 

G = distribution générale, 

En plus des notations introduites ci-dessus, on utilisera les grandeurs suivantes : 

 1/λ = intervalle moyen séparant deux arrivées consécutives, d’où 

   λ  = taux des arrivées, 

 1/μ = durée moyenne de service, d’où 

   μ  =  taux de service. 

 Dans le cas particulier des distributions exponentielles, les taux λ et μ sont identiques 

aux paramètres de ces distributions [3]. 

3.3. Intervalle entre deux événements 

 Soit {N(t) ; t ≥ 0} un processus de Poisson de paramètre λ et 𝑇𝑛  la durée séparent le 

(n-1)-ième et le n-ième événement. 
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Théorème : Les temps d'attente 𝑇𝑛 d'un processus de Poisson de paramètre λ sont des 

variables aléatoires indépendamment et distribuées identiquement selon une loi exponentielle 

de paramètre λ [3].     

3.4.    Caractéristiques d’un système d’attente  

 3.4.1.    Définitions, formules de Little  

 A partir de la distribution stationnaire de processus {X(t) ; t ≥ 0}, on peut calculer 

d’autre valeurs caractéristiques d’un système d’attente telles que : 

 L = E(X) = nombre moyen de clients dans le système, 

 𝐿𝑞 = nombre moyen de clients dans la file d’attente, 

 W = temps de séjour moyen d’un client dans le système,  

 𝑊𝑞 = temps d’attente moyen d’un client, 

 𝑊𝑞
∗ = temps d’attente moyen d’un client qui est obligé d’attendre. 

Ces  valeurs permettent de juger du comportement opérationnel d’un système d’attente. Elles 

ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les relations suivantes : 

 L  =  𝜆𝑒W 

 𝐿𝑞 =  𝜆𝑒𝑊𝑞 

 𝑊 =  𝑊𝑞+ 1 𝜇⁄  

 𝐿 = 𝐿𝑞+ 
𝜆𝑒
𝜇⁄  

Où  𝜆𝑒 est le taux d’entrée des clients dans le système. Si la capacité du système est illimitée, 

on a 𝜆𝑒 = λ. Dans le cas contraire, certains des clients doivent s’en aller sans être servis 

d’où 𝜆𝑒 <  𝜆. 

 Ces quatre relations sont valables dans des conditions assez générales, c’est-à-dire 

pour des systèmes d’attente du type G / G / s / N. Les deux premières relations, qui sont 

connues sous le nom de formules de Little [3], peuvent être vérifiées à l’aide du raisonnement 

intuitif suivant. D’après nos définitions, W représente le temps moyen qu’un client passe dans 

le système; d’autre part, 𝜆𝑒 est le nombre moyen de clients entrés dans le système par unité de 

temps. Il en résulte qu’à l’instant où un client quitte le système, il y a derrière lui en moyenne  
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𝜆𝑒W clients dans le système, d’où L = 𝜆𝑒W. 

3.5.   Système de file d'attente M/M/1 

       C'est le plus simple des systèmes de files d'attente. Dans ce système, le flux des arrivées 

est poissonien, de paramètre 𝜆, et la durée de service est exponentielle, de paramètre 𝜇. La 

capacité d'attente est illimitée et il y a une seule station de service [3] . 

 

          3.5.1.   Régime stationnaire du système 

Grâce aux propriétés fondamentales du processus de poisson et de la loi exponentielle, nous 

avons pour un petit intervalle de temps Δ𝑡 les probabilités suivantes: 

 P (exactement 1 arrivée pendant Δ𝑡) = 𝜆 Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

 P (aucune arrivée pendant Δ𝑡) = 1 − 𝜆 Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

 P (2 arrivée ou plus pendant Δ𝑡) = 0(Δ𝑡) 

 P (exactement 1 arrivée pendant Δ𝑡/𝑋(𝑡) ≥ 1) = 𝜇 Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

 P (aucune départ pendant Δ𝑡/𝑋(𝑡) ≥ 1) = 1 − 𝜇 Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

 P (2 départ ou plus  pendant Δ𝑡) = 0(Δ𝑡) 

  Ces probabilités ne dépendent ni du temps t ni de l'état X(t) dans lequel le système se trouve. 

Nous désignons maintenant par 𝑝𝑖𝑗(Δ𝑡) la probabilité (conditionnelle) que le processus X(t) 

fasse une transition de 𝑖 vers 𝑗 pendant la durée Δ𝑡: 

𝑝𝑖𝑗(Δ𝑡) = 𝑃(𝑋(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑋(𝑡) = 𝑖) 

où 𝑖, 𝑗 = 0,1,2, …  Ces probabilités de transition ne dépendent pas de l'instant t. 

Puisque les arrivées et les départs se produisent indépendamment les uns des autres, on a 

 𝑝𝑛,𝑛+1(Δ𝑡) = 𝜆Δ𝑡(1 − 𝜇Δ𝑡) + 0(Δ𝑡) = 𝜆Δ𝑡 + 0(Δ𝑡)     (𝑛 ≥ 0) 

 𝑝𝑛,𝑛(Δ𝑡) = 𝜆Δ𝑡 ∗ 𝜇Δ𝑡 + (1 − 𝜆Δ𝑡)(1 − μΔ𝑡) + 0(Δ𝑡)                 

                = 1 − (𝜆 + 𝜇)Δ𝑡 + 0(Δ𝑡)     (𝑛 ≥ 1) 

 

 

42 



                                                    Chapitre III: Les systèmes de files d'attente (M/M/1, M/G/1) 

 

 𝑝0,0(Δ𝑡) = 1 − 𝜆Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

 𝑝𝑛+1,𝑛(Δ𝑡) = (1 − 𝜆Δ𝑡)𝜇Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) = 𝜇Δ𝑡 + 0(Δ𝑡)     (𝑛 ≥ 0), 

tandis que 

𝑝𝑛,𝑚(Δ𝑡) = 0(Δ𝑡)  𝑝𝑜𝑢𝑟  |𝑚 − 𝑛| ≥ 2. 

A partir d'un état donné 𝑛, le processus ne peut donc que passer dans l'un des états voisin 

𝑛 − 1 et 𝑛 + 1. 

          Pour calculer les probabilités d'états 𝑝𝑛(𝑡) = 𝑃(𝑋(𝑡) = 𝑛), nous pouvons écrire, 

d'après le théorème des probabilités totales et pour 𝑛 ≥ 1: 

𝑝𝑛(𝑡 + Δ𝑡) =∑𝑝𝑖(𝑡)𝑝𝑖𝑛(Δ𝑡)

∞

𝑖=0

 

𝑝𝑛−1(𝑡)𝜆Δ𝑡 + 𝑝𝑛(𝑡)[1 − (𝜆 + 𝜇)Δ𝑡] + 𝑝𝑛+1(𝑡)𝜇Δ𝑡 + 0(Δ𝑡) 

D'où  

𝑝𝑛(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑝𝑛(𝑡)

Δ𝑡
= −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡) + 𝜇𝑝𝑛+1(𝑡) + 0(Δ𝑡)Δ𝑡. 

En faisant tendre Δ𝑡 vers 0, on trouve 

𝑝𝑛
′ (𝑡) =  −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑛(𝑡) + 𝜆𝑝𝑛−1(𝑡) + 𝜇𝑝𝑛+1(𝑡). 

    Une adaptation évidente de ce raisonnement nous donne  𝑝0
′ (𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜇𝑝1(𝑡). 

    Ces équations sont connue sous le nom d'équations différentielles  de Kolmogorov; elles 

permettent en principe de calculer les probabilités d'états 𝑝𝑛(𝑡) si l'on connait en plus les 

conditions initiales du processus, c'est-à-dire la distribution de 𝑋(0). On peut ainsi déterminer 

le régime transitoire du processus stochastique {𝑋(𝑡); 𝑡 ≥ 0} à partir des taux de transition 𝜆 

et 𝜇 [3] .  

           3.5.2.     Régime stationnaire 

Lorsque 𝑡 → ∞ dans le système d'équations de Kolmogorov, on peut montrer que les limites 

lim
𝑡→∞

𝑝𝑛(𝑡) = 𝑝𝑛 

existent et sont indépendantes de l'état initial du processus et que lim𝑡→∞ 𝑝𝑛
′ (𝑡) =

0  (𝑛 = 0,1,2, … ). 

A place d'un système d'équations différentielles, on obtient alors un système d'équations 

linéaire et homogènes 

𝜇𝑝1 = 𝜆𝑝0 

𝜆𝑝𝑛−1 + 𝜇𝑝𝑛+1 = (𝜆 + 𝜇)𝑝𝑛  (𝑛 = 0,1,2, … ). 

auxquelles il faut ajouter la condition 
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∑𝑝𝑛 = 1.

∞

𝑛=0

 

Sa résolution est élémentaire; en additionnant les 𝑛 + 1 premières équations, on obtient 

𝜇𝑝𝑛+1 = 𝜆𝑝𝑛 

d'où 

𝑝𝑛 = 𝑝0 (
𝜆

𝜇
)
𝑛

   (𝑛 = 0,1,2, … ) 

En se servant du fait que les 𝑝𝑛 définissent une distribution de probabilité, on obtient 

finalement 

𝑝𝑛 = (1 −
𝜆

𝜇
) (

𝜆

𝜇
)
𝑛

  

à condition que  𝜆 < 𝜇; le régime stationnaire du système d'attente M/M/1 est donc gouverné 

par la loi géométrique de paramètre (1 −
𝜆

𝜇
).            

       3.5.3.     Caractéristiques du système M / M / 1  

a) Le nombre moyen de clients dans le système  

L  =   E(X)   = ∑ 𝑛 𝑝𝑛
∞
𝑛=0   =  ∑ 𝑛(1 −  𝜌) 𝜌𝑛∞

𝑛=0 = (1- 𝜌)∑ 𝑛 𝜌𝑛∞
𝑛=0    avec  𝜌 =

λ

μ
 

                                                                           = 𝜌(1 −  𝜌)∑ 𝑛 𝜌𝑛−1∞
𝑛=1  

                                                                                 = 𝜌(1 −  𝜌)(∑  𝑝𝑛∞
𝑛=0 )′ 

                                                                                  = 𝜌(1 −  𝜌) [
1

(1− 𝜌)2
] 

           𝐿 =
𝜌

(1 −  𝜌)
 

b) Le nombre moyen de clients dans la file 

𝐿𝑞 =∑(𝑛 − 1)𝑝
𝑛
=∑  𝑛𝑝

𝑛
−∑  𝑝

𝑛

∞

𝑛=1

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                              = ∑ 𝑛 𝑝
𝑛

∞
𝑛=0 − [∑  𝑝

𝑛
∞
𝑛=0 − 𝑝

𝑛
] 

=
𝜌

(1 −  𝜌)
− [1 − (1 −  𝜌)] 

=
𝜌 − 𝜌(1 − 𝜌)

(1 −  𝜌)
 

𝐿𝑞 =
𝜌2

(1 − 𝜌)
 

 
44 



                                                    Chapitre III: Les systèmes de files d'attente (M/M/1, M/G/1) 

 

    On peut obtenir maintenant le temps moyen de séjour et le temps moyen d'attente dans 

la file (W et 𝑊𝑞) soit d'après les formules de Little, soit directement à partir de la 

distribution stationnaire du système.  

 

c) Le temps moyen de séjour dans le système 

𝑊 =
1

𝜆
 𝐿 =

1

𝜇−𝜆
. 

 

a) Le temps moyen d'attente dans la file 

𝑊𝑞 =
1

𝜆
𝐿𝑞 =

𝜆

𝜇(𝜇−𝜆)
  . 

3.6.    Système d'attente M/G/1 

          Ce système est formé d'une file FIFO à capacité illimitée, d'un seul serveur. Le  

processus des arrivées est supposé poissonien de taux 𝜆, mais le temps de service est 

distribuée selon une variable aléatoire de loi générale X qui n'est plus exponentielle pouvant 

être uniforme, gamma, normale, constante,… 

On est ainsi amené à considérer des système d'attente  du type M/G/1. De nombreuses 

méthodes ont été développées pour les étudier; nous nous limiterons ci-après à la présentation 

d'une approche connue sous le nom de chaine de Markov induite [3].  

            3.6.1.    Chaine de Markov induite 

             Soit donc un système d'attente du type M/G/1;  le processus des arrivées est 

poissonien de paramètre 𝜆 et le temps de service Y est réparti suivant une loi quelconque 

𝐵(𝑡). Pour des raisons de commodité, nous admettrons que Y est continu,  sa densité sera 

notée  𝑏(𝑡) et son espérence mathématique 𝐸(𝑌) =  
1

𝜇
 . Nous nous proposons de déterminer la 

distribution stationnaire et les caractéristiques usuelles du processus {𝑋(𝑡); 𝑡 ≥ 0}  où  𝑋(𝑡) 

est le nombre de clients dans le système à l'instant 𝑡. 

A cet effet, nous considérons le processus 𝑋(𝑡) aux instant 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, …  où des clients 

terminent leur service et quittent le système. On définit ainsi un processus stochastique à 

temps discret :  { 𝑋𝑛 = 𝑋(𝑡𝑛);     𝑛 = 1,2, … } 
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où 𝑡𝑛  est l'instant juste après le départ du n-ième client. Pour vérifier que cette suite de 

variables aléatoires est une chaine de Markov à temps discret, on considère le nombre 𝐴𝑛 de 

clients qui entrent dans le système pendant que le n-ième client est servi [3]. 

Les variables aléatoires 𝐴𝑛 sont indépendantes entre elles; leur distribution commune est: 

𝑃(𝐴𝑛 = 𝑘) = 𝑎𝑘 = ∫
𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝑡)𝑘

𝑘 !
 𝑏(𝑡) 𝑑𝑡 

∞

0

 

où  𝑎𝑘 > 0 (𝑘 = 0,1,2, … ). Alors  

𝑋𝑛+1 = {
𝑋𝑛 − 1 + 𝐴𝑛+1      𝑠𝑖             𝑋𝑛  ≥ 0
   𝐴𝑛+1                    𝑠𝑖            𝑋𝑛 = 0 

  

(𝑛 = 1,2, … ), relation qui s'écrit également  

𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 − 𝛿𝑛 + 𝐴𝑛+1 

𝛿𝑛 = {
1 𝑠𝑖 𝑋𝑛 > 0
0 𝑠𝑖  𝑋𝑛 = 0

 

La suite de variables aléatoires {𝑋(𝑛); 𝑛 ≥ 1}  s'appelle chaîne de Markov induite [1] du 

processus {𝑋(𝑡); 𝑡 ≥ 0}.  Ses probabilités de transition sont: 

𝑝𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗 /𝑋𝑛 = 𝑖 ) 

Se calculent par 

                             𝑝0𝑗 = 𝑎𝑗             𝑠𝑖 𝑗 ≥ 0 

                             𝑝𝑖𝑗 = 𝑎𝑗−𝑖+1     𝑠𝑖 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 + 1  

                             𝑝𝑖𝑗 = 0              𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠, 

et la matrice des probabilités de transition prend la forme  

(

 
 

𝑎0 𝑎1
𝑎0 𝑎1

𝑎2 𝑎3 ⋯

𝑎2 𝑎3 ⋯

0 𝑎0
0
.

0
.

𝑎1 𝑎2 ⋯
𝑎0
.

𝑎1
.

⋯
⋯)

 
 

 

Puisque on peut passer de chaque état vers n'importe quel autre état, il s'agit d'une chaîne de  
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 Markov irréductible dont on peut montrer quelle converge vers une distribution limite si 

𝜌 =
𝜆

𝜇
< 1. 

 

           3.6.2.     Régime stationnaire du système 

Supposons que 𝜌 <  1, et soit  Π = (π1, π2, π3, … )  la distribution stationnaire de la chaîne de 

Markov induite. 

Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution Π elle-même, mais nous 

pouvons calculer la fonction génératrice correspondante Π (z) . 

 

On a d'après la définition de la distribution de probabilité discrète stationnaire par rapport à 

une matrice stochastique P:     Π P = Π 

où                                  π𝑗 = ∑ 𝑝𝑖𝑗π𝑖 
∞
𝑖=0  (𝑗 = 0, 1, 2, …) 

ce qui s'écrit également  

π𝑗 = 𝑎𝑗𝜋0 + ∑ 𝑎𝑗−𝑖+1π𝑖
𝑗+1

𝑖=1
 

                                                         = 𝑎𝑗𝜋0 + ∑ 𝑎𝑗−𝑖+1π𝑖
𝑗+1
𝑖=0 − 𝑎𝑗+1π0    (𝑗 = 0, 1, 2, … )      

Si l'on multiple cette équation par 𝑧𝑗 et si l'on somme sur j, on a 

∑𝜋𝑗𝑧
𝑗

∞

𝑗=0

= 𝜋0∑𝑎𝑗𝑧
𝑗 +

1

𝑧
∑𝑐𝑗+1𝑧

𝑗+1 −
𝜋0
𝑧
∑𝑎𝑗+1𝑧

𝑗+1

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

 

où   𝑐𝑗+1 = ∑ 𝑎𝑗−𝑖+1𝜋𝑖
𝑗+1
𝑖=0    est le terme général du produit de convolution des deux 

distributions 𝐴 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )et Π. 

En introduisant les fonctions génératrices: 

Π(z) = ∑ πiz
i∞

i=0  , 

𝐴(𝑧) =∑ 𝑎𝑖𝑧
𝑖

∞

𝑖=0
 

et  

𝐶(𝑧) = ∑ 𝑐𝑗𝑧
𝑗∞

𝑗=0 = Π(z)A(z), 
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on obtient 

Π(z) = 𝜋0𝐴(𝑧) +
1

𝑧
[𝐶(𝑧) − 𝑐0] −

𝜋0
𝑧
 [𝐴(𝑧) − 𝑎0] 

d'où  

Π(z) =
𝜋0𝐴(𝑧)(𝑧−1)

𝑧−𝐴(𝑧)
. 

De la relation  

𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 − 𝛿𝑛 + 𝐴𝑛+1 

 

on tire, puisqu'on se trouve en régime stationnaire,  

𝐸(𝐴𝑛+1) = 𝐸(𝛿𝑛) = 𝑃(𝛿𝑛 > 0) = 𝑃(𝑋𝑛 > 0) = 1 − 𝑃(𝑋𝑛 = 0). 

D'où    𝜋0 = 1 − 𝜌  

et la fonction génératrice de la distribution stationnaire s'écrit  

Π(z) =
(1−𝜌) 𝐴(𝑧)(𝑧−1)

𝑧−𝐴(𝑧)
 cette formule est appelée la formule de Pollaczek-Kinchin [3]. 

 

           3.6.3.     Caractéristiques du système M/G/1  

a) Le nombre moyen de clients dans le système:  

pour calculer le nombre moyen de clients dans le système en régime stationnaire, 

𝐿 = 𝐸(𝑋),  on pourrait s'appuyer sur la relation    𝐸(𝑋) = lim𝑧→1∏ ′(𝑧). 

           Ce calcul s'avérant plutôt pénible. Par contre, en utilisant la relation           

                            𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 − 𝛿𝑛 + 𝐴𝑛+1. 

 

𝐿 = 𝐸(𝑋𝑛) = 𝜌 +
𝜌2 + 𝜆2𝑉𝑎𝑟(𝑌)

2(1 − 𝜌)
 

           Où Y est la durée de service. 

b) Le nombre moyen de clients dans la file est : 

𝐿𝑞 = 
𝜌2 + 𝜆2𝑉𝑎𝑟(𝑌)

2(1 − 𝜌)
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c) Le temps moyen de séjour dans le système : 

𝑊 =
1

𝜇
+ 𝜆 

𝑉𝑎𝑟(𝑌) +
1
𝜇2

2(1 − 𝜌)
 

 

d) Le temps moyen d'attente dans la file : 

𝑊𝑞 = 𝜆
𝑉𝑎𝑟(𝑌) +

1
𝜇2

2(1 − 𝜌)
 

 

3.7.    Conclusion 

 

        Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et technique de base de la 

théorie de file d'attente classiques. Plus précisément, on a exposé quelques modèles d'attente 

particuliers et on a donné leurs principales caractéristiques, tout en abordant les files 

markoviennes et les files non markoviennes. 
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 4.1.   Introduction  

Générer une séquence de variable d'entrée suivant une loi donnée pour un modèle de 

simulation cela entraine une génération de nombre aléatoire suivant une loi uniforme sur [0,1] 

ce dernier peut se faire avec le logiciel MATLAB 

Dans ce travail nous voulons faire cette génération avec les deux méthodes suivantes : 

 hypercube latin 

 descriptif améliorée       

La génération en utilisent la méthode descriptif améliorée ce fait avec un générateur intègre 

ou MATLAB et le générateur de hypercube latin est disponible sous MATLAB. 

Pour utiliser les deux méthodes nous proposons un problème de file d’attente M / G / 1, le 

flux des arrivées est Poissonien de paramètre 𝜆, et la durée de service suit une loi générale. 

Nous ferons la simulation a l’aide de la méthode inversion.  

Afin de comparer entre LHS et EDA on applique l'erreur absolue entre les résultats théorique  

et celui de la simulation , après on a appliquer aussi le critère de la variance pour les résultats 

obtenus dans le problème de file d’attente M / G / 1. 

4.2.   Présentation de MATLAB 

MATLAB est un système interactif de programmation scientifique, pour le calcul numérique 

et la visualisation graphique, basé sur la représentation matricielle des données. Le nom 

dérive de cette représentation : MATLAB = MATrix LABoratory. 

Matlab permet de faire des calculs mathématiques ‘semi-formels’. Il connaît un grand nombre 

d'opérations ou de fonctions mathématiques : fonctions usuelles, calcul matriciel, fonctions 

plus spécifiques du signal, etc. 

MATLAB étant disponible sur différentes plateformes matérielles, on accède au 

logiciel en lançant l'exécutable matlab suivant la procédure habituelle de l'environnement 

concerné. On se retrouve alors dans un environnement dit fenêtre de commande dans lequel 

on peut écrire des commandes ou exécuter des fonctions. La sortie du logiciel s'effectue en 

tapant quit ou exit. Sur les systèmes qui permettent le multi-fenêtrage, on peut travailler sous 

MATLAB dans une fenêtre et conserver son éditeur de texte dans une autre afin de modifier 

simplement les fonctions ou 'programmes matlab'  à mettre au point. 
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4.3.  Comment générer des variables avec la méthode LHS  

Pour générer un échantillon X de LHS nous utilisons la fonction lhsdesign(n,k)  

Tel que n est le nombre de valeur sur chacun des k variable. 

Nous exécutons lhsdesign pour n=20 et k=1 comme suit :                              

>> x = lhsdesign(20,1) 

x = 

    0.4703 

    0.0989 

    0.6287 

    0.1344 

    0.4419 

    0.5411 

    0.1789 

    0.3453 

    0.6701 

    0.2765 

    0.8152 

    0.9650 

    0.7181 

    0.3983 

    0.5966 

    0.0340   

    0.9235  

 
52 

 



                                                                                      Chapitre IV: Application et comparaison 
 

0.8673     

0.7796 

0.2090  

4.4.   Comment générer des variables avec la méthode EDA  

 Pour générer une variable avec EDA nous ferons appelle à une fonction quand on a 

programmée sous MTLAB qui s’appelle RDSN ( ), cette fonction est faite spécialement pour 

des variables à une dimension. 

A travers cet exemple, nous allons voir les résultats obtenue par  la fonction RDSN ()  

Dès l’exécution du RDSN (), Matlab nous donne la main pour introduire la taille n de 

l’échantillon X.  

>> X=RDSN()  

On considère que  n=20 et on obtient le résultat suivant :   

X= 

0.0366    0.0610    0.0854    0.1098    0.1341    0.1585    0.1829    0.2073    0.0122    0.2317    

0.2561    0.2805    0.3049    0.3293    0.3537    0.3780   0.4024    0.4268    0.4512    0.4756 

4.5.  Problématique  

 Une clinique dispose d'un service de neurologie tenu par  un seul médecin. Les 

malades se présentent selon un processus de poisson et la durée moyenne entre deux arrivées 

successives est 1/𝜆 minute, et les durées des soins sont indépendantes et suivant une loi 

générale G  pour chaque malade. 

 Les malades sont soignés dans le cabinet du médecin suivant leur ordre d'arrivée et il 

n'y a pas de limitation de place dans le service de neurologie. 

 Ce problème considère 5 variables de sortie ayant chacune au paramètre à estimer qui 

est la moyenne considères par les caractéristiques suivantes: 

a) Le temps moyen de séjour (Le temps d'attente dans le système) noté �̅�. 

b) Le temps moyen d'attente dans la file 𝑊𝑞
̅̅ ̅̅ . 

 
53 

 



                                                                                      Chapitre IV: Application et comparaison 
 

a) Le nombre moyen de malades dans le système noté �̅�. 

b) Le nombre moyen de malades dans la file d'attente noté 𝐿𝑞
̅̅ ̅. 

c) Le pourcentage d'utilisation des places noté �̅�. 

D’après l’énonce on constat que on a faire à un phénomène  de file d’attente simple à un 

serveur  

 

Arrivée des                      file d’attente                              serveur 

 malades départ des malades 

 

         Système d’attente  

    

                                                                             Figure 4.1. File d’attente simple à un serveur  

4.6.   Résolution avec la simulation  

 Dans la résolution par simulation à événements discrets nous utilisons l’approche par 

événements 

C’est l’approche de base : 

– Identification des différents types d’événements possibles au cours de la durée de vie du 

système. 

– Description de la logique de fonctionnement entre événements : déterminer les changements 

d’états correspondant à chaque événement et les événements qui en résultent. 

–L'utilisation de calendrier d’événements ou échéancier : liste des événements et leurs dates 

d’occurrence 

Notre but est de simuler mais on fournit des échantillons avec les deux méthodes LHS et 

EDA. 

Afin de réaliser notre objectif  nous avons crée une fonction mmain ( ) qui rend comme les 

résultats suivants: 

Le nombre moyen de malades dans le système et dans la file d'attente, le temps moyen 

d'attente dans le système et le pourcentage d'utilisation des places. 
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mmain() a son tour fait appel à des fonctions qui produisent des échantillons LHS et EDA. 

Pour pouvoir exécuter la fonction mmain( ) plusieurs fois ; on a crée une autre fonction 

nommer final( ) qui peut exécuter  N histoires de mmain() , elle renvoie la moyenne et la 

variance de ses exécutions pour chacune  des caractéristiques de la file M/G/1 . 

4.7.   Résultats de simulation pour différent lois générale 

 Lors de la simulation on considère N réplications de simulation où chaque réplication 

considéré un nombre de  malades = 1000 comme une période de simulation (temps d'arrêt) . 

       4.7.1.   En utilisant le critère de la variance 

 Nous avons considéré le cas où le système n'est pas chargé (𝜌 = 0.3) et le cas où le 

système est chargé (𝜌 = 0.9) . 

 G suit une loi Uniforme [𝜶, 𝜷] 

 Deux expérience sont effectuées avec différent paramètres d'une loi Uniforme (𝛼, 𝛽). 

Les paramètres de la loi Uniforme (𝛼, 𝛽) sont choisis tels que 𝛼 = 1 et  𝛽 = 3. Les valeurs 

théorique du problème étudiée sont  W =  2.4643 , Wq =  0.4643  , L =  0.3696 , Lq = 0.0696 

et pour 𝛼 = 0 et  𝛽 = 2 ; les valeurs théorique du problème étudiée sont W = 7.00, Wq = 6.00  

, L =  6.30, Lq = 5.40 . 

 Pour le cas d'une loi Uniforme avec 𝛼 = 1 ,  𝛽 = 3 et 𝜌 = 0.3, le résumé des résultats 

de la file M/G/1 sont présentées dont les tableaux suivant: 

Estimateur 
LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.4297     0.4019     0.3952     0.3957     0.4114     0.4061     

Temps moyen dans 

le système 
2.4262     2.4027     2.3898     2.3956     2.4121     2.4057     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0703     0.0633     0.0620     0.0626     0.0656     0.0642     

Nombre moyen 

dans le système 
0.3958     0.3779     0.3743     0.3780     0.3838     0.3798     

L'utilisation  du 

serveur 
0.3177 0.3146 0.3123 0.3154 0.3182 0.3156 

                         Table 4.1. La moyenne des paramètres estimer par la simulation en utilisant  LHS       
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Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.4555     0.4750     0.4574     0.4554     0.4585     0.4588     

Temps moyen dans 

le système 
2.4496     2.4817     2.4542     2.4557     2.4569     2.4605     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0684     0.0710     0.0688     0.0684     0.0686     0.0691     

Nombre moyen 

dans le système 
0.3676     0.3700     0.3684     0.3683     0.3666     0.3697     

L'utilisation  du 

serveur 
0.2991 0.2990 0.2996 0.2999 0.2980 0.3006 

                              Table 4.2. La moyenne des paramètres estimer par la simulation en utilisant  EDA  

Interprétation 

 Les résultats de la simulation par LHS et EDA  qui sont données dans le tableau 4.1 et 

tableau 4.2 sont proche  aux  valeurs théoriques, mais avec EDA, on obtient des valeurs plus 

proche des valeurs théoriques. 

 

Estimateur 
LHS  

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.0010 0.0049 0.0027 0.0021 0.0030     0.0024     

Temps moyen dans 

le système 
0.0012 0.0067 0.0031 0.0033 0.0040     0.0027     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001     0.0001     

Nombre moyen 

dans le système 
0.0001 0.0004 0.0002 0.0002 0.0003     0.0003     

L'utilisation  du 

serveur 
0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 

                                                             Table 4.3.  La variance des estimateurs obtenue par LHS 

où 𝜌 = 0.3  
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Estimateur 
EDA  

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.0016     0.0026     0.0011     0.0020     0.0017     0.0017     

Temps moyen dans 

le système 
0.0014     0.0035     0.0013     0.0015     0.0021     0.0021     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0001     0.0001     0.0000     0.0001     0.0001     0.0001     

Nombre moyen 

dans le système 
0.0004     0.0002     0.0001     0.0002     0.0003     0.0002     

L'utilisation  du 

serveur 
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 

                                                                Table 4.4.  La variance des estimateurs obtenue par EDA 

où 𝜌 = 0.3  

Interprétation 

 On remarque que les variances calculées dans les tableaux 4.3 et 4.4 soit avec la 

méthode de LHS ou EDA sont presque proches, mais celle de  EDA sont plus petite que LHS 

alors on peut dire que la meilleure méthode pour réduire la variance est celle de EDA. 

 

 Les résultats obtenues de M/G/1 où G suit une loi Uniforme avec les paramètres 𝛼 = 0 

,  𝛽 = 2 et 𝜌 = 0.9 sont présentés dans les tableaux suivant:  

Estimateur 
LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
6.9513     7.3028     6.8930     6.6704     7.9797 7.6254     

Temps moyen dans 

le système 
7.9516     8.2936     7.8911     7.6643     7.9776     8.6316     

Nombre moyen 

dans la file 
6.5975     7.0188     6.5262     6.3943     6.5824     7.2228     

Nombre moyen 

dans le système 
7.5354     7.9563     7.4619     7.3394     7.5242     8.1409     

L'utilisation  du 

serveur 
0.9180 0.9375 0.9357 0.9451 0.9218 0.9180 

Table 4.5. La moyenne des paramètres estimer par la simulation en utilisant  LHS 

où 𝜌 = 0.9 
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Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
4.9212     5.9690     4.9105     5.4013     5.2285     5.2891     

Temps moyen dans 

le système 
5.9121     6.9663     5.9083     6.4028     6.2303     6.2887     

Nombre moyen 

dans la file 
4.4946     5.4914     4.4458     4.9153     4.7119     4.7753     

Nombre moyen 

dans le système 
5.3878     6.3951     5.3381     5.8130     5.6070     5.6686     

L'utilisation  du 

serveur 
0.8932 0.9037 0.8924 0.8978 0.8951 0.8933 

                               Table 4.6. La moyenne des paramètres estimer par la simulation en utilisant  

EDA où 𝜌 = 0.9 

 

Interprétation 

 Les résultats de la simulation par LHS et EDA  qui sont données dans le tableau 4.5 et 

tableau 4.6 sont proche  aux valeurs théoriques, mais avec EDA on obtient des valeurs plus 

prés des valeurs théoriques. 

 

Estimateur 
LHS  

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
1.4440     2.3573     2.1627     4.3930     2.3195     

4.2511     

 

Temps moyen dans 

le système 
1.4723     2.3871     2.1864     4.4102     2.3426     4.2783     

Nombre moyen 

dans la file 
1.2263     2.1248     1.9939     4.3245     2.0804     3.7537     

Nombre moyen 

dans le système 
1.2611     2.1703     2.0394     4.4305     2.1396     3.8241     

L'utilisation  du 

serveur 

0.0004 

 

0.0005 

 

0.0005 

 

0.0010 

 

0.0008 

 
0.0006 

Table 4.7.  La variance des estimateurs obtenue par LHS 

où 𝜌 = 0.9 
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Estimateur 
EDA  

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
1.3247     1.1120     1.1609     1.3247     1.5436    4.6487     

Temps moyen dans 

le système 
1.3210     1.1103     2.2026     1.3210     1.5893     4.5834     

Nombre moyen 

dans la file 
1.3368     1.2679     1.7514     1.3368     1.6402     4.6308     

Nombre moyen 

dans le système 
1.3497     1.3465     1.8324     1.3497     2.7053     4.6156     

L'utilisation  du 

serveur 

0.00001 

 

0.0002 

 

0.0001 

 

0.0001 
 

0.0002 0.0000 

Table 4.8.  La variance des estimateurs obtenue par EDA 

où 𝜌 = 0.9 

Interprétation  

 On remarque que les variances des estimateurs dans les tableaux 4.7 et 4.8 soit avec la 

méthode de LHS ou EDA sont presque proche, mais celle de  EDA sont plus petite que LHS, 

alors on peut dire que la meilleure méthode pour réduire la variance est celle de EDA. 

 

 G suit une loi Gamma (𝜶, 𝜷) 

             Deux expérience sont effectuées avec différent paramètres d'une loi de Gamma 

(𝛼, 𝛽). Les paramètres de la loi Gamma (𝛼, 𝛽) sont choisis tels que (𝛼, 𝛽) = (2,5) pour une 

faible utilisation et (𝛼, 𝛽) = (3,3) pour un  système  chargé. les valeurs théorique pour le 

premier cas sont 𝑊𝑞 = 0.1286 , 𝑊 =  0.5286, 𝐿𝑞 =  0.0964, 𝐿 = 0.3964 , et pour le 

deuxième cas les valeurs théorique sont 𝑊𝑞 = 6.00 , 𝑊 = 7.00 , 𝐿𝑞 = 5.40 , 𝐿 = 6.30 . 

   Le résumé des résultats de la file M/G/1 est présentée dont les tableaux suivant: 

    Pour une loi de gamma de paramètre  𝛼 = 2 , 𝛽 = 5 et  𝜌 = 0.3 . 
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Estimateur 

LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.0997 0.0959 0.0937 0.0972 0.0943     0.0957     

Temps moyen dans 

le système 
0.4786 0.4760 0.4748 0.4755 0.4721     0.4755     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0805 0.0760 0.0740 0.0772 0.0748     0.0758     

Nombre moyen 

dans le système 
0.3857 0.3768 0.3740 0.3773 0.3738     0.3762     

L'utilisation du 

serveur 

0.3052 

 

0.3008 

 

0.3000 

 

0.3001 

 

0.2990 

 

0.3003 

 

                                                Table 4.9. Les résultats de simulation d'une file M/G/1 par LHS 

 

Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.1208 0.1255     0.1304     0.1262     0.1290     0.1273     

Temps moyen dans 

le système 
0.5174 0.5262     0.5327     0.5251     0.5283     0.5273     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0902 0.0939     0.0982     0.0947     0.0975     0.0956     

Nombre moyen 

dans le système 
0.3857 0.3936     0.4004     0.3930     0.3985     0.3952     

L'utilisation du 

serveur 

0.2955 

 

0.2998 

 

0.3022 

 

0.2983 

 

0.3010 

 

0.2996 

 

                                            Table 4.10. Les résultats de simulation d'une file M/G/1 par EDA 

 

Interprétation 

 Les résultats de la simulation par LHS et EDA  qui sont données dans le tableau 4.9 et 

tableau 4.10 sont proche  aux valeurs théoriques, mais avec EDA, on obtient des valeurs plus 

prés du valeurs théoriques. 
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Estimateur 
LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.0001705 0.0002937     0.0002315     0.0002153     0.0002036     0.0002336     

Temps moyen dans 

le système 
0.0002631 0.0004969     0.0003538     0.0004345     0.0003237     0.0003858     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0001175 0.0001592     0.0001711     0.0001626     0.0001521     0.0001704     

Nombre moyen 

dans le système 
0.0002790 0.0003773     0.0004824     0.0005210     0.0004792     0.0005114     

L'utilisation du 

serveur 

0.0000634 

 

0.0001292 

 

0.0001179 

 

0.0001339 

 

0.0001489 

 

0.0001367 

 

                                                         Table 4.11. La variance des estimateurs obtenue par LHS 

où 𝜌 = 0.3  

 

Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.0001577 0.0000853 0.0001187 0.0001548 0.0001399     0.0001429     

Temps moyen dans 

le système 
0.0002320 0.0002062 0.0002510 0.0002891 0.0002618     0.0002836     

Nombre moyen 

dans la file 
0.0001231 0.0000654 0.0001003 0.0001099 0.0000998     0.0001124     

Nombre moyen 

dans le système 
0.0002558 0.0002482 0.0004590 0.0003084 0.0002782     0.0004103     

L'utilisation du 

serveur 

0.0000489 

 

0.0000788 

 

0.0001804 

 

0.0000912 

 

0.0000835 

 

0.0001319 

 

Table 4.12. La variance des estimateurs obtenue par  EDA 

où 𝜌 = 0.3  

 

Interprétation 

 On constate que les variances calculées dans les tableaux 4.11 et 4.12 soit avec la 

méthode de LHS ou EDA sont presque proche, alors on peut dire que la meilleure méthode 

pour réduire la variance est celle de EDA.   
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  Pour une loi de gamma de paramètre  𝛼 = 3 , 𝛽 = 3 et  𝜌 = 0.9 . 

 

Estimateur 
LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
5.6403 5.1864 5.8473 5.9235 5.4623 5.2296     

Temps moyen dans 

le système 
5.5945 6.1354 5.7930 5.8693 5.4078 6.1763     

Nombre moyen 

dans la file 
4.4423 5.0238 4.6381 4.7337 5.2969 5.0385     

Nombre moyen 

dans le système 
5.3347 5.9216 5.5232 5.6179 5.1956 5.9335     

L'utilisation du 

serveur 

0.8924 

 

0.8978 

 

0.8851 

 

0.8842 

 

0.8987 

 

0.8950 

 

Table 4.13. Les résultats de simulation d'une file M/G/1 par LHS 

où 𝜌 = 0.9 

 

Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
5.7545 5.1607 5.5882 4.9687 5.2793 5.4295 

Temps moyen dans 

le système 
6.7595 6.1570 6.5890 5.9670 6.2783 6.4308 

Nombre moyen 

dans la file 
5.1564 4.6904 5.1039 4.5021 4.7923 4.9466 

Nombre moyen 

dans le système 
6.0410 5.5836 5.9979 5.3943 5.6832 5.8441 

L'utilisation du 

serveur 

0.8847 

 

0.8932 

 

0.8941 

 

0.8922 

 

0.8909 

 

0.8975 

 

                                                      Table 4.14. Les résultats de simulation d'une file M/G/1 par 

EDA où 𝜌 = 0.9 

 

Interprétation 

 Les résultats de la simulation par LHS et EDA  qui sont données dans le tableau 4.9 et 

tableau 4.10 sont proche  aux valeurs théoriques, mais avec EDA on obtient des valeurs plus 

prés du valeurs théoriques. 
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Estimateur 
LHS 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
3.5571 6.9462 4.5212 3.1436 7.2654 4.9348     

Temps moyen dans 

le système 
3.5547 6.9821 4.5458 3.1717 7.3005 4.9587     

Nombre moyen 

dans la file 
3.1605 6.3314 4.5847 2.9023 6.8733 4.7173     

Nombre moyen 

dans le système 
3.2195 6.4456 4.7051 3.0014 6.9613 4.8184     

L'utilisation du 

serveur 

0.0008 

 

0.0010 

 

0.0012 

 

0.0012 

 

0.0006 

 

0.0009 

 

Table 4.15. La variance des paramètres obtenue par LHS 

où 𝜌 = 0.9 

 

Estimateur 
EDA 

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

Temps moyen dans 

la file 
0.7169 2.2491 1.4331 3.1714 3.5913 2.9151     

Temps moyen dans 

le système 
0.7347 2.2543 1.4437 3.1963 3.6230 2.9469     

Nombre moyen 

dans la file 
0.7129 2.5599 1.4426 3.3844 3.8113 2.8656     

Nombre moyen 

dans le système 
0.7471 2.6417 1.4853 3.4817 3.9129 2.9335 

L'utilisation du 

serveur 

0.0005 

 

0.0008 

 

0.0006 

 

0.0011 

 

0.0010 

 

0.0007 

 

Tab 4.16. La variance des paramètres obtenue par EDA 

où 𝜌 = 0.9 

  

Interprétation 

 On constate que les variances calculées dans les tableaux 4.11 et 4.12 soit avec la 

méthode de LHS ou EDA ne sont pas proche, alors déduit que la meilleure méthode pour 

réduire  la variance est celle de EDA. 
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       4.7.2.   En utilisant le critère de la valeur absolue 

 Nous considérons les différents lois de service considérés avec le critère de la variance 

et on utilise le critère de la valeur absolue pour comparer nos estimateurs. 

Les formules utilisées sont les suivantes: 

𝑊∗ = |�̅� − 𝑊|,  𝑊𝑞
∗ = |𝑊𝑞

̅̅ ̅̅ − 𝑊𝑞|,  𝐿∗ = |�̅� − 𝐿|,  𝐿𝑞
∗ = |𝐿𝑞

̅̅ ̅ − 𝑙𝑄|,  𝜌∗ = |�̅� − 𝜌|. 

 

G suit la 

loi 

Erreur 

absolue 

      

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=100 

U
 (1

,3
) 

𝑾𝒒
∗  0.0088 0.0107 0.0069 0.0089 0.0058 0.0055 

𝑾∗ 0.0147 0.0174 0.0101 0.0086 0.0074 0.0038 

𝑳𝒒
∗  0.0012 0.0014 0.0008 0.0012 0.0010 0.0005 

𝑳∗ 0.0020 0.0004 0.0012 0.0013 0.0030 0.0001 

𝝆∗ 0.0009 0.0010 0.0004 0.0001 0.0020 0.0006 

U
(0

,2
) 

𝑾𝒒
∗  1.0788 0.0310 1.0895 0.5987 0.7715 0.7109 

𝑾∗ 1.0879 0.0337 1.0917 0.5972 0.7697 0.7113 

𝑳𝒒
∗  0.9054 0.0914 0.9542 0.4847 0.6881 0.6247 

𝑳∗ 0.9122 0.0951 0.9619 0.4870 0.6930 0.6314 

𝝆∗ 0.0068 0.0037 0.0076 0.0022 0.0049 0.0067 
G

a
m

m
a
 (2

,5
) 

𝑾𝒒
∗  0.0078 0.0031 0.0018 0.0024 0.0004 0.0013 

𝑾∗ 0.0112 0.0024 0.0041 0.0035 0.0003 0.0013 

𝑳𝒒
∗  0.0062 0.0025 0.0018 0.0017 0.0011 0.0008 

𝑳∗ 0.0107 0.0028 0.0040 0.0034 0.0021 0.0012 

𝝆∗ 0.0009 0.0010 0.0004 0.0001 0.0020 0.0006 

G
a

m
m

a
 (3

,3
) 

𝑾𝒒
∗  0.2455 0.8393 0.4118 1.0313 0.7207 0.5705 

𝑾∗ 0.2405 0.8430 0.4110 1.0330 0.7217 0.5692 

𝑳𝒒
∗  0.2436 0.7096 0.2961 0.8979 0.6077 0.4534 

𝑳∗ 0.2590 0.7164 0.3021 0.9057 0.6168 0.4559 

𝝆∗ 0.0153 0.0068 0.0059 0.0078 0.0091 0.0025 

                                                            Table 4.17. Les valeurs empiriques des erreurs absolues 

obtenues  par EDA 
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G suit la 

loi 

Erreur 

absolue 

      

N=10 N=20 N=30 N=40 N=50 N=60 

U
 (1

,3
) 

𝑾𝒒
∗  0.0346 0.0624 0.0691 0.0686 0.0529 0.0582 

𝑾∗ 0.0381 0.0616 0.0745 0.0687 0.0522 0.0586 

Lq 0.0007 0.0063 0.0076 0.0070 0.0040 0.0054 

𝑳∗ 0.0262 0.0083 0.0047 0.0084 0.0142 0.0102 

𝝆∗ 0.0177 0.0146 0.0123 0.0154 0.0182 0.0156 

U
(0

,2
) 

𝑾𝒒
∗  0.9513 1.3028 0.8930 0.6704 1.9797 1.6254 

𝑾∗ 0.9516 1.2936 0.8911 0.6643 0.9776 1.6316 

Lq 1.1975 1.6188 1.1262 0.9943 1.1824 1.8228 

𝑳∗ 1.2354 1.6563 1.1619 1.0394 1.2242 1.8409 

𝝆∗ 0.0180 0.0375 0.0357 0.0451 0.0218 0.0180 

G
a
m

m
a
 (2

,5
) 

𝑾𝒒
∗  0.0289 0.0327 0.0349 0.0314 0.0343 0.0329 

𝑾∗ 0.0500 0.0526 0.0538 0.0531 0.0565 0.0531 

Lq 0.0159 0.0204 0.0224 0.0192 0.0216 0.0206 

𝑳∗ 0.0107 0.0196 0.0224 0.0191 0.0226 0.0202 

𝝆∗ 0.0052 0.0008 0 0.0001 0.0010 0.0003 

G
a
m

m
a
 (3

,3
) 

𝑾𝒒
∗  0.3597 0.8136 0.1527 0.0765 0.5377 0.7704 

𝑾∗ 1.4055 0.8646 1.2070 1.1307 1.5922 0.8237 

Lq 0.9577 0.3762 0.7619 0.6663 0.1031 0.3615 

𝑳∗ 0.9653 0.3784 0.7768 0.6821 1.1044 0.3665 

𝝆∗ 0.0076 0.0022 0.0149 0.0158 0.0013 0.0050 

     Table 4.18. Les valeurs empiriques des erreurs absolues 

obtenue par  LHS 

Interprétation 

 On remarque que les erreurs absolues   dans les tableaux 4.17 et 4.18  sont proches  de 

zéro, mais avec EDA on obtient des valeurs plus petite que LHS. 
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            Conclusion général  

 

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire est l’étude et l’analyse du 

comportement des file d’attente M/G/1 théoriquement et par simulation. 

Pour simuler nous avons utilisé le générateur LHS sous MATLAB et  amélioré le 

générateur RDS sous MATLAB en intégrant le nombre d'histoire et le nombre de réplications 

pour pouvoir l'utiliser dans notre application.  

Dans notre application, nous avons comparé  les deux méthodes d'échantillonnage 

LHS et EDA en appliquant deux critères celui de la variance  et celui de l'erreur absolue. Les 

distributions du temps de service du système de file d'attente examinés sont la loi uniforme et 

la loi gamma. Nous avons considéré le cas où le système est chargé, 𝜌 = 0.9, et le cas où le 

système est fluide (non chargé), 𝜌 = 0.3.  

Dans tous les tableaux, nous remarquons que  la variance dépend du taux d'utilisation 

du système 𝜌. Lorsque 𝜌 augmente la variance augmente et lorsque 𝜌 diminue la variance 

diminue. Nous remarquons que la variance est réduite dans les différents cas étudiés.  

 On constate aussi que lorsque le système est chargé, l'utilisation du serveur est  de 

l'ordre de 90% en général, donc le serveur est utilisé à plein temps, il ya donc, un 

encombrement  dans le système.  Par conséquent, on suggère de rajouter d'autre serveurs pour 

améliorer et diminuer le  taux l'utilisation du serveur. Par ailleurs, quand le système n'est pas 

chargé, on a donc pas besoin d'ajouter d'autre serveurs. 

Vu les résultats des variances et des erreurs absolues obtenus à travers la simulation de 

la file d’attente M/G/1, on conclue que la méthode  EDA est meilleure que LHS, soit lorsque 

G suit la loi Uniforme ou la loi Gamma. 
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PERSPECTIVES 

 

 Comparer EDA avec d'autres méthodes d'échantillonnage, par exemple les méthode 

de QMC 

 Etudier d'autre loi de G pour notre système de file d'attente considéré, par exemple, 

Weibull. 

 Appliquer les méthodes d'échantillonnage étudiées sur d'autres cas. 
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Annexe A 

 

L'exécution du programme final() pour une loi Gamma (2,5) avec N=10 donne : 
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