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Introduction

Grâce au progrés spectaculaire des moyens de calcul o¤erts par l�informatique moderne,

l�analyse spectrale des processus a connu récemment une évolution exceptionnelle. Les

recherches dans ce domaine sont motivées par le fait que la théorie spectrale fournit un

moyen incontournable pour explorer les caractéristiques statistiques des processus stochas-

tiques étudiés. En e¤et, ces techniques ont prouvé leur e¢ cacité dans l�étude de nombreux

domaines non seulement de la nature comme en physique nucléaire et en astronomie mais

aussi en traitement du signal et d�image, en économétrie dans la prédiction et l�explication

de certains phénoménes liés à la variation des indices de prix...etc. La densité spectrale

ou plus généralement la mesure spectrale est l�outil fondamental de l�analyse spectrale.

En e¤et, elle représente la distribution, selon la fréquence, de l�énergie portée par le signal

(processus). Ainsi, une valeur maximale de la densité, a une fréquence donnée, explique

la présence d�un phénoméne se répétant à la même fréquence.

Cette fonction, révélatrice de la structure de tous les composants du signal, a suscité

la curiosité des probabilistes et statisticiens qui lui ont accordé un grand intérét. Dans

la pratique, il est impossible d�expliciter d�une maniére exacte la densité spectrale d�un

processus stochastique. C�est pourquoi les chercheurs se sont penchés sur les techniques

d�estimation de la densité spectrale à l�aide d�un nombre �ni d�observations du processus.

Parmi les travaux les plus fondamentaux dans ce domaine, on trouve les travaux pilotes

de Parzen [5; 22], dans le cas des processus stationnaires, Anderson[23]. Dans le cas des

processus non stationnaires on trouve les travaux de Gladyshev[6], Preistley[12], Doukhan

Lii et Rosenblatt[10] ...etc.
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Introduction

La densité spectrale est un outil mathématique permettant de représenter les dif-

férentes composantes spectrales d�un signal et d�en e¤ectuer l�analyse harmonique. Elle

est utilisée en particulier en physique, en ingénierie et en traitement du signal

L�analyse spectrale pour une série chronologique stationnaire est baseé sur l�estimation

de la densité spectrale, qui cette deriviere dépend de la distribution asymptotique de

périodogramme (IX (!1) ::::; IX (!n)) : Sous les conditions plutôt générales, les IX (!n),

i = 1; :::; n sont asymptotiquement indépendants de loi exponentielle de moyenne 2�f (!i)

où f est la densité spectrale du processus (Xt) [21] :

Le travail proposé dans ce mémoire consiste à l�étude de la densité spectrale qui intro-

duite les années 30, en parallèle aux Etats-Unis par Norbert Wiener (�generalised harmonic

analysis �, 1930) et en Union Soviétique par Khintchine (�kncorrelations theorie dersta-

tionaren stochastichen prozesse�, 1934). Le but est de mettre une relation bijective entre

la fonction d�autocovariance d�un processus stationnaire, et sa densité spectrale.

.fX (!) = 1
2�

X
h2Z

 (h) ei!h ou  (h) =

�Z
��

fX (!) e
�i!hd!

Ce travail comprend trois chapitres. Le chapitre I est consacré, dans la première partie

aux rappels de quelques notions de processus stochastique, ( stationnarité, invisibilité,

Fonction d�autocovariance, Fonction d�autocorrélation). Dans la deuxième partie nous

donnons l�essentiel sur les processus .bruit blanc, AR(p), MA(q), ARMA(p,q).

Dans le chapitre II, nous avons introduit la densité spectrale, donner quelques notions

de transformé de Fourier et déterminer la densité spectrale des processus cités dans le

chapitre I.

Le troisième chapitre est consacré à l�estimation de la densité spectrale et les propriétés

asymptotiques. Pour cela nous introduit le périodogramme et , Quelques notions et

propriétés de espace vectoriel Cn, permettant d�introduire la notion de périodogramme.

Ensuite l�estimation à fenêtre de la densité spectrale et quelques fenêtres . En�n on

termine notre travail par une conclusion et perspective.
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CHAPITRE

1 Processus stochastique

1.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre, dans une première partie quelques notion du processus

stochastique. Dans la seconde partie on donne la dé�nition du quelques processus aléa-

toires stationnaires AR(p);MA (q) ; ARMA (p; q) et leurs caractéristiques, qui serviront

dans notre travaille.

1.2 Processus stochastique

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique (Xt)t2T est une suite de variables aléatoires

indexées par un paramètre t 2 T et sont dé�nies sur un même espace de probabilité

(
,T ,P ). T est dit espace des temps.

La variable Xt représente l�etat du processus à l�instant t et l�ensemble de toutes les

valeurs possibles pour cette variable et appelée l�espace des états du processus.

Si T = R; le processus est dit à temps continue.

Si T = Z; le processus est dit à temps discret.

Dans tout ce travail nous sommes intéressé aux processus à temps discret.

3



1.3. Processus stationnaire

1.3 Processus stationnaire

Dé�nition 1.3.1 Un processus (Xt)t2Z est dit stationnaire au second ordre si :

1) 8 t 2 Z E(Xt) = �, constante indépendante du temps.

2) 8 t; s 2 Z cov (Xt; Xs) = (t � s); dépend uniquement de la di¤érence entre les

instants t; s. En d�autre terme, invariant par translation dans le temps .

Si noté par h = t � s alors cov(Xt; Xt+h) dépend uniquement de retard h, on pose

alors

cov(Xt; Xt+h) =  (h)

1.4 Invérsibilité

Un processus (Xt)t2Z est dit inversible s�il peut s�écrire comme combinaison linéaire des

valeurs d�un autre processus (bruit blanc) , c�est à dire qu�il existe une suite ( i; i 2 Z)

et un processus ("t)t2T tels que

8t 2 T; Xt =
X
i2T

 i"t

1.5 Fonction d�autocovariance

Dé�nition 1.5.1 Soit (Xt)t2T un processus dé�ni sur un espace de probabilité (
,T ,P ),

la fonction d�autocovariance de (Xt)t2T est donneé par la fonction

e : Z� Z! R

(t; s)! cov(Xt; Xs) = E[(Xt�E (Xt))(Xs�E(Xs))] = e (t; s)
Propriétés

La fonctoin d�autocovarince  (:) véri�e les propriétés suivante:

1)  (0) � 0

2) j (h)j �  (0)

3)  (h) est un fonction symétrique, i.e h 2 N;  (�h) =  (h)

4



1.6. Fonction d�autocorrélation

4)  (h) est une fonction semi-dé�nie positive, i.e

8n 2 N�;8 (ai)i2f1;::::;ng 2 Rn :
nX
i=1

nX
j=1

aiaj (i� j) � 0

1.6 Fonction d�autocorrélation

Dé�nition 1.6.1 Soit (Xt)t2Z un processus stochastique, on appelle fonction d�autocorrélation

simple du processus (Xt)t2Z la fonction dé�ni

� (t; s) : Z� Z! [�1; 1]

(t; s)! � (t; s) = cov(Xt;Xs)p
var(Xt)var(Xs)

Remarque 1.6.1 Dans le cas d�un processus stationnaire on pose h=t� s, �t;s = �(h)

�(h) = cor(Xt; Xt�h) =
 (h)

 (0)

=
cov(Xt; Xt�h)

var (Xt)

Propriétés

1) �(0) = 1

2) j�(h)j � 1

3) �(h) est une fonction symetrique, 8h 2 N : �(h) = �(�h)

4) �(h) est une fonction semi-dé�nie positive,

8n � 0;8 (ai)i2f1;::::;ng 2 Rn :
nX
i=1

nX
j=1

aiaj� (i� j) � 0

Dé�nition 1.6.2 On appelle matrice d�autocorelation de (Xt:::Xt�h+1) avec 8h 2 N� une

matrice donnèe par

Rh =

26666664
1 �(1) ::: �(h� 1)

�(1) 1 ::: :::

::: ::: ::: �(1)

�(h� 1) ::: ::: 1

37777775
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1.7. Opérateur retard

1.7 Opérateur retard

L�operateur L décale le processus d�une unité de temps vers le passé

LXt = Xt�1

Si on applique h fois cet opérateur, on décale le processus de h unité de temps

L(L (:::L (Xt) :::)) = Lh (Xt) = Xt�h

Remarque 1.7.1 dans ce travail nous limitons au processus stationnaires.

1.8 quelques modèles de processus stochastique usuels

1.8.1 Bruit blanc

Un processus stationnaire ("t) t2Z est dit bruit blanc si les variables aléatoires ("t) t2Z sont

identiquement distribuées, independant de moyenne nulle et de même variance.

E("t) = 0

 (h) = E("t; "t+h) =
�2 si h = 0

0 si h 6= 0

1.8.2 Processus AR(p)

Dé�nition 1.8.1 Un processus (Xt) t2Z est dit autorégressif d�ordre p (p 2 N�) s�il véri�e

une relation de la forme

Xt � �1Xt�1�; :::;��pXt�p = "t (1.8.1)

�1:::�p sont des constantes réeles, ("t) t2Z est un bruit blanc de (E("2t ) = �2 <1)

c.à.d. tout innovation est combinaison linéaire des réalisations du processus jusqu�à

l�instant t-p

Considerons l�opérateur de retard L dé�ni par

LjXt = Xt�j j 2 N� , t 2 Z

6



1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

On peut alors écrire l�équation (1:7:1) sous forme

Xt � �1LXt � �2L
2Xt�; :::;��pLPXt = "t , t 2 Z

�p(L)Xt = "t

�p est un polynôme de degré p à coe¢ cients �1:::�p:

Exemple 1.8.1 Processus AR(1) autoregressif d�ordre 1 est véri�e l�equation stochastique

(Xt � �1Xt�1) = "t

qui on peut écrire

(1� �1L)Xt = "t t 2 Z

Théorème 1.8.1 Un processus autoregrissif AR(p) est stationnaire si et selement si son

polynôme � (z) admet des racine en dor le disque unite

c-à-dire jzj � 1 .

En d�autre mots , toutes les racines de � (z) sont de norme plus grand que 1.[19]

Fonction d�autocovariance et d�autocorrelation

Soit ("t)t2Z un bruit blanc faible de variance �
2 et (Xt)t2Z un processus AR(p) canonique

Xt =
Pp

i=1 �iXt�i + "t pour t 2 Z et � = (�1; :::; �p) 2 Rp

Lemme 1.8.1 on a  (0) = �2

1�
Pp
i=1 �i�(i)

et � (h) =
Pp

i=1 �i� (h� i) pour tout h 2 N�

7



1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

Preuve.

 (0) = cov(Xt; Xt)

= cov(Xt;

pX
i=1

�iXt�i + "t)

=

pX
i=1

�icov(Xt; Xt�i) + cov(Xt; "t)

=

pX
i=1

�i (i) + cov(

pX
i=1

�iXt�i + "t); "t)

=

pX
i=1

�i� (i)  (0) + cov("t; "t)

=

pX
i=1

�i (0) � (i) + �2

On a de même :

Preuve.

8h 2 N� :  (h) = cov(Xt; Xt�h)

= cov(

pX
i=1

�iXt�i + "t; Xi�h)

=

pX
i=1

�i (h� i)

On obtient �nalement le systéme suivant, appelé équations de Yule-Walker

 (0) = �2

1�
Pp
i=1 �i�(i)

0BBBBBBBBB@

� (1)

:

:

:

� (p)

1CCCCCCCCCA
=

26666666666664

1 � (1) : : : .� (p� 1)

� (1) 1 : : : :

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :

.� (p� 1) : : : : 1

37777777777775

0BBBBBBBBB@

�1

:

:

:

�p

1CCCCCCCCCA
= Rp
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1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

Les autocorrélations simples sont solution d�une équation de récurrence linéaire simple

d�ordre p.

1.8.3 Processus MA(q)

Dé�nition 1.8.2 Un processus (Xt) t2Z est dit moyenne mobile d�ordre q (q 2 N�) s�il

veri�e l�equation stochastique suivante

Xt = "t � �1"t�1�; :::;��q"t�q pour tout t 2 Z

En utilisant l�opérateur retard L cette équation s�écrire:

Xt = "t � �1L"t � �2L
2"t�; :::;��qLq"t

A tout instant t, Xt est la somme des inovations passées.

Xt = �q (L) "t

Avec �q est un polynôme de degré q à coe¢ cients �1:::�q.

Exemple 1.8.2 Le processus MA(1) est dé�ni par la relation

Xt = "t � �1"t�1

Xt = (1� �1L)"t

Théorème 1.8.2 Un processus à moyenne mobile MA(q) est inversible si et selement si

son polynome � (z) est telque

� (z) 6= 0 avec z 2 C tel que jzj � 1

On note la ressemblance de cet énoncé avec le théoréme de stationnarité et de causalité

pour les processus autorégressifs.[19]

Dé�nition 1.8.3 Un processus est dit causale s�il existe une suite (ak) réel telque
P1

k=0 jakj

<1 et que

Xt =

1X
k=0

ak"t�k

9



1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

parfois, lorsque l�on parle d�un processus causale, on dit que celui a une répresentation

MA(1) :

Remarque 1.8.1 Tout processus MA(q) est causale.

Fonction d�autocovariance

(h) = E(Xt; Xt�h)

= E(("t � �1"t�1 � :::� �q"t�q) ("t�h � �1"t�h�1 � :::� �q"t�h�q))

En posant h = 1 puis h = 2; h = q

(h) =

8>>>>>><>>>>>>:

(��1 + �1�2 + :::+ �q�1�q)�
2
" si h = 1

(��2 + �1�2 + :::+ �q�2�q)�
2
" si h = 2

� �q�
2
" si h = q

0 si h > q

Lorsque h = 0

(0) = E(y2t ) =
�
1 + �21 + :::+ �2q

�
�2"

Fonction d�autocorrelation

�(h) =
(h)

(0)

8<:
��h+�1�h+1+:::+�q�h�q

1+�21+:::+�
2
q

si h = 1; :::; q

0 si h > q

Notion de �ltre de moyenne mobile

L�opérateur de convolution au �ltre linéare
�PP

j=0 ajL
j
�
véri�e 

PX
j=0

ajL
j

!
Xt =

PX
j=0

ajXt�j = Yt (1.8.2)

e¤ectuée par le �ltre moyenne (aj)0�j�p sur le processus X au cours du temps se

représente à l�aide de l�operateur de retard L

10



1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

LYt = Yt�1

à

Yt =
PX
j=0

ajL
jXt = A (L)Xt

Ou A (L) désigne le polynôme L

A (L) =

PX
j=0

ajL
j

Dé�nition 1.8.4 Soit U=[��; �[ ; dé�nie par :

R : U ! C

! ! R (!) =
PP

j=0 aje
�ij! = A(e�j!)

R (!) est appelé fonction réponce du �ltre moyenne mobile (aj)0�j�p : De plus si Y

traverse un �ltre moyenne de moyenne de polynôme

C (L) =

p
0X

j=0

CjL
j;

le processus image Z dé�nie par

Zt =

p0X
j=0

Yt�j = C (L)Yt

S�exprime à partir de X comme suite

Zt = (A:C)LXt

à l�aide du produit des deux polynome A et B

1.8.4 Processus ARMA (p, q)

Dé�nition 1.8.5 Les modèle ARMA (p, q) sont une combinaison des modèles autoré-

gressif et moyen mobile.
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1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

Un processus (Xt) t2Z est un processus ARMA (p,q) s�il veri�e l�equation stochastique

suivant

(1� �1L� �2L
2�; :::;��pLp)Xt =

�
1� �1L� �2L

2�; :::;��qLq
�
"t

�p(L)Xt = �q (L) "t

pour �p et �q deux polynomes de degré respective p; q et à coe¢ cient �1; ::; �q et

�1; ::; �q respectivement.

Propriétés

stationnairité

� admette une inverse)module des racines de � di¤érent de 1

Xt = �(L)
�1 � (L) "t =

+1X
j=�1

 j"t�j avec
+1X
j=�1

 j <1

Invisibilité

c�est-à-dire que la forme AR (1) soit tournée vers le passé) module des racines de �

strictement supérieur à 1

"t = � (L)�1� (L)Xt =
+1X
j=0

�jXt�j avec
+1X
j=�1

�j <1

Xt peut s�écrire en fonction de son passé et de "t

causalité

c�est-à-dire que la forme MA(1) soit tournée vers le passé ) module des racines de

� strictement supérieur à 1

Xt = �(L)
�1 � (L) "t =

+1X
j=�1

 j"t�j

Alors, "t est le processus d�innovation de Xt

Fonction d�autocovariance

Autocorrélations d�un processus ARMA(p,q), on obtient à l�aide de la représentation

MA(1) :
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1.8. quelques modèles de processus stochastique usuels

 (h) = cov(Xt; Xt�h)

= cov("t +
+1X
j=1

 j"t�j; "t�h +

+1X
j=1

 j"t�h�j)

= �2
+1X
i=0

 j j+h ou  0 = 1

on a

Xt � �1Xt�1 � :::� �pXt�p = "t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q

D�où

 (h)� �1 (h� 1)� :::� �p (h� p)

= cov ("t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q; Xt�h)

= cov

 
"t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q;

+1X
j=0

 j"t�h�j

!

=

8<: �2
P+1

j=0 �h+j j h = 1; :::; q

0 si h > q

les autocorrélations simples décroissent vers 0

*si p > q la décroissance est de type exponentiel ou sinusoidal

*si q � p; les q � p � 1 premiére valeurs ont un comportement quelconque et les

suivantes décroissent.
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CHAPITRE

2 Densité spectrale

2.1 Introduction

La densité spectrale contient la même information que la fonction d�autocovariance, mais

elle est dé�nie dans le domaine des fréquences plutôt que dans le domaine du temps.

Ce chapitre décrit les notions de base sur la densité spectrale et la densité spectrale de

quelques processus usuelles.

Avant d�introduire la densité spectrale, nous avons besoin de la notion Transformée

de Fourier et ses propriétes.

2.2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est particulièrement adaptée aux signaux stationnaires

8j 2 f0; :::; n� 1g �!ej =
1p
n

0BBBBBBBBB@

1

ei!j

e2i!j

:

e(n�1)i!j

1CCCCCCCCCA
ou !j =

2�j
n
; i imaginaire n 2 N�

14



2.2. Transformée de Fourier

Proposition 12.1 (�!e0 ,...,��!en�1) forment une base orthonormée de Cn qui est appelée

la base de Fourier discréte (ou parfois base de Fourier �nie).

Dé�nition 2.2.1 On appelle Fnx (:) transformée de Fourier discréte d�un vecteur x =

(x0; ::; xn�1) de Cn; le produit scalaire de x avec un élement de la base Cn :

8j 2 f0; :::; n� 1g ; Fnx (j) = h �!ej ; xi =
1p
n

n�1X
t=0

e
2ij�t
n xt

Quand il n�y a pas de risque de confusion avec un estimateur, on notera bx (:) à la place
de Fnx (:).

On a donc la formule d�inversion :

8j 2 f0; :::; n� 1g Fnx (j) = h�!ej ; xi =
1p
n

n�1X
t=0

e
2ij�t
n x̂ ((j))

Propriétés

La transformée de Fourier discréte posséde quelques propriétés remarquables.

1. Fréquence nulle

bx (0) = pn 1
n

n�1X
t=0

xt

!
2. si x 2 Rn alors bx (j) = bx (n� j) j 2 f0; :::; n� 1g

3. si q = n
q
divise n et que x 2 Cn est périodique de période q alors :

8j 2 f0; :::; n� 1g j =2 f0; q; 2q; :::; (k � 1) qg ) bx (j) = 0
4. Retard.

8j 2 f0; :::; n� 1g
�
\� (L)x

�
(j) = bx (j) ��e�2�ijn

�
alors

8j 2 f0; :::; n� 1g cLx (j) = bx (j) e�2�ijn

15



2.3. Densité spectrale

et pour tout polynome � :

8j 2 f0; :::; n� 1g
�
\� (L)x

�
(j) = bx (j) ��e�2�ijn

�
Un exemple est celui de la dérivée discréte

On note r = Id� L l�opérateur de di¤érentation discrète :

8t 2 f0; :::; n� 1g ( rx) = xt � xt�1

Alors

8j 2 f0; :::; n� 1g crx (j) = bx (j)�1� e
�2�ij
n

�
5. Convolution. On dé�nit la convolution x � y de deux vecteurs x et y de Cn par :

(x � y)t =
1p
n

n�1X
s=0

x (s) y (t� s)

alors

8j 2 f0; :::; n� 1g [x � y (j) = bx (j) y

2.3 Densité spectrale

Dé�nition 2.3.1 Soit (Xt) t2Z un processus stationnaire de fonction d�autocovaince  (h) :

On appelle densité spectrale de (Xt)t2Z la transformation de Fourier discrète, f ,de la suite

des autocovaince (lorsque elle existe).

fX (!) =
1

2�

X
h2Z

 (h) ei!h (2.1)

Proposition 2.3.1 réciproquement si fX (!) et la densité spéctrale de (Xt)t2Z

 (h) =

�Z
��

fX (!) e
�i!hd!

16



2.3. Densité spectrale

Propriétés

1) dé�nie fonction génératrice des moments la fonction de z 2 C

� C! Z

z ! �(z)

=
+1X
h=�1

 (h) zh

2) Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire de la forme Xt = m+

+1X
j=0

aj"t�j où ("t)t2Z et

un bruit blanc et
+1X
j=0

jajj < +1 ,

alors
P

h2Z  (h) < +1

3) f est réelle

4) f est une fonction paire, continue, périodique de periode 2�. [1]

5) Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire au seconde ordre, (Cj)0�j�q un �ltre de

moyenne mobile et (Yt)t2Z le processus dé�nie par

Yt =

qX
j=0

CjXt�j

Alors la densité spéctrale de Y est

fY (!) = jR (!)j2 fX (!) =
��C �e�i!���2 fX (!)

où R (!) est la fonction réponse du �ltre (Cj)0�j�q et fX la densité spectrale. [1]

Preuve. 1

fX (!) =
1

2�

+1X
h=�1

 (h) ei!h

=
1

2�

X
h

 (h) zh

=
1

2�
�
�
ei!
�

17



2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

Preuve. 2 X
h2Z

jX (h)j =
X
h2Z

�����X
j;k

ajak" (h+ j � k)

�����
Or,comme ("t)t2Z est un bruit blanc,

" (h+ j � k) =

8<: 0 si h+ j � k 6= 0

�2" si h+ j � k = 0

et donc,

X
h2Z

jX (h)j =
X
h2Z

������2"X
j

ajaj+h

����� � �2"
X
j;h

jajj jaj+hj = �2"

 X
j

aj

!2
< +1

Preuve. 3On a

 (�h) =  (h)

f (!) =
1

2�

"
 (0) +

1X
h=1

 (h)
�
ei!h + e�i!h

�#
on a

ei!h + e�i!h = 2 cos!h

d�où

f (!) =
 (0)

2�
+
1

�

1X
h=�1

 (h) cos!h

=
1

2�

1X
h=�1

 (h) cos!h

2.4 Densité spectrale de quelques processus usuelles

2.4.1 bruit blanc

Proposition 2.4.1 La densité spectrale d�un bruit blanc est constante est donnée par
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2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

f"(!) =
�2

2�

Preuve.

 (h) = E("t"t�h) = �2 si h = 0

f"(!) =
1

2�

X
h2Z

�2ei!h =
�2

2�

X
h2Z

ei!h

on a X
h2Z

ei!h =
X
h�1

(ei!h + e�i!h) = 1

Proposition 2.4.2 Si la densité spéctrale d�un processus (Xt)t2Z est constante (Xt)t2Z

est un bruit blanc

Preuve.

 (h) =

�Z
��

f" (!) e
i!hd! = k

�Z
��

ei!hd!

Proposition 2.4.3 La densité spectrale du processus (Xt)t2Z est dé�nie par:

fX (!) =
1
2�

X
h2Z

X (h) e
i!h = 1

2�

X
h2Z

X (h) cos(
!h)

Preuve.

fX (!) =
1

2�

"
 (0) +

X
h>0

 (h) ei!h +
X
h<0

 (�h) ei!h
#

=
1

2�

"
 (0) +

X
h>0

 (h) ei!h +
X
h>0

 (�h) e�i!h
#

=
1

2�

"
 (0) +

X
h>0

 (h)
�
ei!h + e�i!h

�#
telle que 2 cos(!h) =

�
ei!h + e�i!h

�
=
1

2�

"
 (0) +

X
h 6=0

 (h) cos(!h)

#
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2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

Proposition 2.4.4 Avec les notations précédentes, on a le théorème d�injectivité suivant

8h 2 Z  (h) =

�Z
��

f (!) e�i!hd! =

�Z
��

f (!) cos(!h)d!

Preuve.
�Z

��

f (!) e�i!hd! =
1

2�

�Z
��

 X
h2Z

 (k) ei!k

!
e�i!hd!

=
1

2�

X
h2Z

 (k)

0@ �Z
��

ei!(k�h)d!

1A
d�aprés Fubini

�Z
��

ei!(k�h)d! =

8<: 0 si k 6= h

2� si k = h

=  (h)

2.4.2 La densité spectrale de AR(p)

Proposition 2.4.5 Soit (Xt)t2Z processus un AR(p), alors la densite spectrale de (Xt)t2Z ;

et donnée par

fX (!) =
�2"
2�

1

j� (eiw)j2

Preuve. On a � (L)Xt = "t la densité spéctrale de (Xt)t2Z d�après la propriété, (5) :

� (L)Xt = "t

fX (!)
��� �ei!���2 = f" (!)

=
�2"
2�

fX (!) =
�2"
2�

1

j� (eiw)j2
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2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

Cas d�un AR(1):

Soit (Xt)t2Z AR(1) dé�nit par :

Xt = �Xt�1 + "t

On a

� (L) = 1� �L

La densité spéctrale et donc donnée par

f (!) =
�2"
2�

�
1� �ei!

��1 �
1� �e�i!

��1
=

�2"
2� (1� 2� cos! + �2)

Remarque 2.4.1 1) Pour � < 1 f
0
(!) � 0 ) f croissante.

2) Pour � > 1 f
0
(!) � 0 ) f décroissante.

f 0(!) =
�2"
2�

(�2� sin!)
(1� 2� cos! + �2)2

telle que ! 2 [0; �] :

2.4.3 La densité spectrale de MA(q):

Proposition 2.4.6 Soit (Xt)t2Z un processuce stationnaire MA(q), (Xt)t2Z l�équation

stochastique:

Xt = �q (L) "t

d�après la proprieté (5) , on a

f (!) =
�2"
2�

��� �ei!���2
21



2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

Cas d�un MA(1):

Soit (Xt)t2Z un processus MA(1), donneé par l�équation stochastique soit ! 2 [0; �]

Xt = "t � �"t�1

= (1� �L)"t

On a d�aprés la propriéte (5)

f X (!) =
��1� �ei!

��2 f" (!)
Alors

f X (!) =
�2

2�

�
1� �ei!

� �
1� �e�i!

�
=
�2

2�
(1� �(ei! + e�i!) + �2)

=
�2

2�
(1� 2� cos! + �2)

Remarque 2.4.2 1) pour � < 0 , f
0
(!) � 0 ) f croissante.

2) pour � < 0 , f
0
(!) � 0 ) f décroissante

f 0 (!) =
�2"
2�
(2� sin!)

2.4.4 La densité spectrale de ARMA(p,q)

Dé�nition 2.4.1 Soit (Xt)t2Z un processuse ARMA(p,q) p,q2 N

�q (L)Xt = �q (L) "t

La densité spéctrale est

fX (!) =
�2"
2�

j�(eiw)j2

j� (eiw)j2
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2.4. Densité spectrale de quelques processus usuelles

Preuve. d�apres la propriéte (5)

��� �ei!���2 fX (!) = f" (!)
��� �ei!���2

fX (!) = f" (!)
j�(eiw)j2

j� (eiw)j2

d0ou fX (!) =
�2"
2�

j�(eiw)j2

j� (eiw)j2

Soit (Xt)t2Z un processus ARMA(1,1) dé�nie par

Xt � �Xt�1 = "t + �"t�1 8t 2 Z

(1� �L)Xt = (1� �L) "t

Xt =
(1� �L)

(1� �L)
"t

f (!) =
1� 2� cos! + �2

1� 2� cos! + �2
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CHAPITRE

3 Estimation de la densité

spectrale et propriétés

asymptotiques

3.1 Introduction

Parmi les outils les plus utilisés dans les techniques d�estimation spectrale, on trouve le

périodogramme qui représente un outil important pour l�estimation de la densité spec-

trale : ce qui revient à estimation des coe¢ cients de Fourier à partir des observations

d�un processus d�une serie chronologique . Le périodogramme a été introduit à la �n du

19éme siècle et a été utilisé pour détecter les périodicités cachées dans les observations des

fameuses taches solaires. Parmi les travaux les plus in�uents en matière d�estimation spec-

trale des processus du second ordre stationnaires, nous trouvons Parzen [5], Rosenblatt,

Anderson, Masry, Priestley.[2]

D�autres méthodes ont été developper dans l�estimation de la densité spectrale, citons

la methode d�estimation de la fenétre [21] :

3.2 Le périodogramme

v = (v1; :::; vn) et u = (u1; :::; un)
0
sont dé�nit le produit scalaire de v et u par:

24



3.2. Le périodogramme

hv; ui =
nX
i=1

vi�ui pour u; v 2 Cn (3.1)

Considérons un processus stationnaire (Xt)t2Z et (X1; :::; Xn) une réalisation de longueur

n de (Xt) , à valeurs dans C:

On pose (X1; :::; Xn) le vecteur n dimensionnel dans l�espace Cn:

X1; :::; Xn est dite série choronologique stationnaire

En supposant que les données X1; :::; Xn sont des valeurs d�une fonction de période

n, chacune des valeurs Xt peut s�écrire sous la forme

Xt =
1p
n

X
j2Fn

aje
it 2�j

n (3.2)

Fn =

�
j 2 Z � � <

2�j

n
� �

�
=

�
�
�
n� 1
2

�
; :::;

hn
2

i�
avec [X] la partie entiére de X :

Les fréquences !j =
2�j
n
, avec �� < !j � � sont appelées les fréquences de fourie

de la suit (X1; :::; Xn) :

la représentation (3.2) peut s�écrire sous forme vectorielle comme suit:

X =
X
j2Fn

ajej (3.3)

ej =
1p
n

�
ei

2�j
n ,...,ein

2�j
n

�
j 2 n (3.4)

Remarque 3.2.1 On véri�e facilement que les vecteurs donnés par (3.4) constituent une

base orthonormale dans Cn:

Soit X 2 Cn

X =
X
j2Fn

ajej (3.5)

On pose
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3.2. Le périodogramme

aj = hX; eji (3.6)

On a

aj =
1p
n

nX
t=1

Xte
�it 2�j

n j 2 Fn

La suite (aj)j2Fn est la transformée de Fourie discréte de X 2 Cn:

Dé�nition 3.2.1 :On appelle le périodogramme de (X1; :::; Xn)
0
en !j =

2�j
n
; ; j 2 Fn

la quantité Ij(!j) donnée par

I (!j) =
1

n

�����
nX
t=1

Xte
�it!

�����
2

(3.7)

Remarque 3.2.2 1
n
j
Pn

t=1Xte
�it!j2 = jhX; ejij2 = jajj2

Où aj est la transformée de fourrier discréte de (X1; :::; Xn)
0
:

Remarque 3.2.3 puisque

jjXjj2 =
X
j2Fn

jhX; ejij2 (3.8)

=
X
j2Fn

I (!j)

L�expression du périodogramme peut également s�écrire en fonction de la fonction

d�autocovariance empirique de la série stationnaire.

En e¤et

b (h) = 1

n

n�hX
t=1

�
Xt+h � �X

� �
Xt � �X

�
h = 0; 1; :::; n� 1 (3.9)

avec �X =
1

n

nX
t=1

Xt et b (h) =  (�h) pour h < 0

Proposition 3.2.1 Soit X = (X1; :::; Xn)
0
2 Cn ; b (h) la fonction d�autocovariance

empirique d�ordre h dé�nie par (3.9).

26



3.2. Le périodogramme

Si !j sont les fréquences de Fourier, alors le périodogramme de (X1; :::; Xn)

I (!j) =
X
jkj<n

b (h) e�ih!j (3.10)

Preuve. par dé�nition:

I (!j) =
1

n

�����
nX
t=1

Xte
�it!j

�����
2

=
1

n

 
nX
t=1

Xte
�it!j

! 
nX
s=1

Xse
is!j

!

Par ailleur

nX
t=1

e�it!j =

nX
s=1

e�is!j = 0 si !j 6= 0

ainsi

I (!j) =
1

n

nX
t=1

nX
s=1

�
Xt �X

� �
Xs �X

�
e�i(t�s)!j

=
X
jhj<n

b (h) e�ih!j en posant h = t� s

Remarque 3.2.4 si  (h) et la fonction d�autocovariance d�ordre h d�un processus sta-

tionnaire (Xt)t2Z avec
X
h

j (h)j < 1 , alors sa densité spectrale peut être écrite sous

la forme:

f (!) =
1

2�

1X
h=�1

 (h) e�ih!j � � < ! < �

Ainsi, d�aprés l�expression (3.10), I(!j)
2�

peut être pris comme estimateur naturel de

f (!j)
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3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

3.3 Propriétés asymptotiques du périodogramme

L�objet de cette partie est de donner les propriétés asymptotiques du périodogramme

de la serie (X1; :::; Xn) extraite processus stationnaire du second ordre de moyenne � et

de fonction d�autocovariance  (:) absolument sommable . Sous ces conditions, (Xt)t2Z a

une densité spectrale continue, donnée par :

f (!) =
1

2�

1X
�1

 (h) e�ih!j � � < ! < � (3.11)

Le périodogramme de (X1; :::; Xn) est dé�ni en !j =
2�j
n
2 [��; �] (Férquence de

Fourier), par

In (!j) =
1

n

�����
nX
t=1

Xte
�ih!j

�����
2

à la fréquence !0 = 0, le périodogramme s�écries

In(0) =
1

n

�����
nX
t=1

Xt

�����
2

=
1

n

��nX��2 = n
��X��2

On a alors

8<: n
��X��2 si j = 0

1
n

��Pn
t=1Xte

�ih!j
��2 sinon

(3.12)

X =
1

n

nX
t=1

Xt

b (h) = 1

n

n�hX
t=1

�
Xt �X

� �
Xt+h �X

�
Proposition 3.3.1 Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire du second ordre de moyenne

� et de fonction d�autocovariance  (:) absolument sommable (
P

k j (h)j <1) ; alors,

quand n!1 on a
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3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

i)E (In(0))� n�2 ! 2�f (0)

ii)E (In (!j))! 2�f (!j) si !j 6= 0

Remarque 3.3.1 Si � = 0 alors E (In (!j)) converge uniformement vers 2�f (!j) ;8!j 2

[��; �] .

Preuve. De la proposition 3.3.1

i)D�aprés la relation (3.12) on a

In(0) = n
��X��2

et

In (!j) =
1

n

X
jhj�n

b (h) e�ih!j !j 6= 0

Donc

E (In(0)) = nE
���X��2�

= n
h
var

�
X
�
+
�
E
�
X
��2i

= n var
�
X
�
+ n�2

Où encore

E (In(0))� n�2 = nvar
�
X
�

On a

var( �X ) =
1

n2
var

 
nX
j=1

Xt

!

=
1

n2

nX
i=1

var (Xt) +
2

n2

nX
i=1

nX
j=1

cov(Xi; Xj)

=
�2

n
+
2

n2

nX
i=1

nX
j=1

cov(Xi; Xj) et i 6= j

Par ailleur
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3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

n var
�
X
�
=
1

n

nX
i=1

nX
j=1

cov (Xi; Xj)

=
X
jhj<n

�
1� jhj

n

�
 (h)

Si
P+1

�1 j (h)j <1 alors d0après le théorème de convergence dominé, on a

lim
n!1

nV ar
�
X
�
= lim

n!1

X
jhj<n

�
1� jhj

n

�
 (h)

=
+1X
h=�1

 (h)

= 2�f (0)

D�après (3,11)

Preuve. De la proposition ii)

D�après la relation (3.11)

Si !j 2 ]��; �], pour montre la propriété asymptotique de In (:) ; nous allons remplacer

dans (3,10) ̂ par son expresion donneé en (3,9) on obtient:

In (!j) =
X
jhj<n

1

n

24n�jhjX
t=1

�
Xt � �X

� �
Xt+jhj � �X

�35 e�ih!j
Ainsi

E (In (!j)) =
X
jhj<n

1

n

24n�jhjX
t=1

(Xt � �)
�
Xt+jhj � �

�35 e�ih!j
on a

E
��
Xt �X

� �
Xt+h �X

��
= E (Xt:Xt+h)�

�
E
�
X
��2

= E (Xt:Xt+h)� �2 = cov(Xt:Xt+h) =  (h)

E (In (!j)) =
X
jhj<n

1

n
(n� jhj)  (h) e�ih!j

=
X
jhj<n

1

n

�
1� jhj

n

�
 (h) e�ih!j

30



3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

Comme
P+1

�1 j (h)j <1 et d�aprés, le théoreme de convergence dominé on a:

lim
n!1

E (In (!j)) =
1X
�1

 (h) e�ih!j

= 2�f (!j)

Remarque 3.3.2 Notons que le périodogramme In (!j) et peut se s�écrire sous la forme

In (!j) =
1

2

�
�2 (!j) + �2 (!j)

�
j = 1; 2; :::;

�
n� 1
2

�
8>>><>>>:

� (!j) =
q

2
n

nX
t=1

Xt cos (!jt) , t = 1; 2; :::;
�
n�1
2

�
� (!j) =

q
2
n

nX
t=1

Xt sin (!jt) , t = 1; 2; :::;
�
n�1
2

� (3.13)

Donc si (Xt)t2Z est un bruit blanc gaussien de variance �
2, alors les variables aléatoires

� (!j) et � (!j) sont indépendantes de loi normale N (0; �2) ; car
�
Cj; Sj; j = :::;

�
n�1
2

�	
,

est une base orthonormale dans Rn; où

Cj =

r
2

n
(cos!j; cos 2!j; :::; cosn !j)

0

et

Sj =

r
2

n
(sin!j; sin 2!j; :::; sinn !j)

0

0
Ainsi la suite de périodogrammes

In (!j) =
1

n

�
�2 (!j) + �2 (!j)

�
j = 1; 2; :::;

�
n� 1
2

�
est une suite de variable aléatoire indépendants de loi exponentielle de moyenne �2 =

2�fX (!j) où fX est la densité spectrale du processus (Xt)t2Z :

Le même résultat peut être établi dans le cas où les variables Xt sont i.i.d de moyenne

nulle et de variance �2 formulé dans la proposition suivante.
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3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

Proposition 3.3.2 soit (Xt)t2Z un processus de bruit blanc i.i.d de moyenne nulle et de

variance �2 et In (!j) le périodogramme de (X1;:::; Xn):

i)pour tout j = 1; :::; n:

le vecteur aléatoire(In (!1) ; In (!2) ; :::; In (!n))
0
converge en loi vers un vecteur de vari-

ables aléatoires indépandantes de même loi exponentielle de moyenne �2: ( l�orsque n!1)

ii) Si E (X4
1 ) = ��4 <1 et pour j = 0; :::; n

var (In (!j) ) =

8<: 1
n
(� � 3)�4 + 2�4 si !j = 0 ou �

1
n
(� � 3)�4 + 2�4 si 0 < !j < �

cov(In (!j) ; In (!h)) =
1

n
(� � 3)�4 si !j 6= !h

Remarque 3.3.3 X1 ! N (0; �2) ; alors � = 3; Ainsi In (!j) et In (!h) non corrélées

pour j 6= h

Preuve. Proposision (3:3:2)

i) Soit !j =
2�j
n
2 ]0; �[ j = 1; :::; n puisque

In (!j) =
1

2

�
�2 (!j) + �2 (!j)

�
Où � (!j) et � (!j) sont doneés par (3.13) il su¢ t de montrer que(� (!1) ; � (!1) ; :::; � (!n) ; � (!n))

est un vecteur asymptotiquement normale centré et de matrice de variance �covariance

�2 I2m, avec I2m la matrice identité (2m� 2m) on a

nX
t=1

cos2
�
2�ht

n

�
=
n

2

pour tout 0 < h < n
2

var ( � (!j)) = �2
2

n

nX
t=1

cos2 (!jt)

= �2
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3.3. Propriétés asymptotiques du périodogramme

et pour tout " > 0

1

n

nX
t=1

E
�
cos2 (!jt)X

2
t 1fjcos(!jt)Xtj>"�png

�
� 1

n

nX
t=1

E
�
X2
t 1fjXtj>"�png

�
= E

�
X2
t 1fjXtj>"�png

�
! 0 quand n!1

Ce qui entraine, d�après la condition de Lindeberg, que � (!j) suit asymptotiquement

une loi normale N (0; �2) quand n!1:

De même, en utilisant le fait que

nX
t=1

sin2
�
2�ht

n

�
=
n

2

pour tout 0 < h < n
2
; et

nX
t=1

sin

�
2�ht

n

�
cos

�
2�ht

n

�
= 0

Pour tout h; j = 1:::n

On montre que � (!j) également asymptotiquement une loi normale N (0; �2) ; quand

n!1 que la matrice des covariances de (� (!1) ; � (!1) ; :::; � (!n) ; � (!n))
0
et �2I2m :

Ainsi, d�après le principe de Cramer-Wold, on a la convergence en loi de (� (!1) ; � (!1) ; :::; � (!n) ; � (!n))
0
vers

un vecteur de variables aléatoires dont chacune des composantes suit une loi exponentielle

de moyenne �2:ii)Par dénition

In (!j) =
1

n

�����
nX
t=1

Xte
�it!j

�����
2

=
1

n

nX
t=1

�
Xse

�is!j
� �
Xte�it!j

�
Donc

In (!j) =
1

n

nX
s=1

nX
t=1

XsXte
i!j(s�t)
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3.4. Extension à un processus linéaire

ainsi

E(In (!j) In (!h)) =
1

n2

nX
s=1

nX
t=1

nX
u=1

nX
v=1

E (XsXtXuXv) e
i!j(s�t)ei!h(u�v)

Or E (XsXtXuXv) =

8>>><>>>:
��4 si s = t = u = v

�4 si t 6= u = v

0 si s 6= t,s 6= v

E(In (!j) ; In (!h)) =
1

n
(� � 3)�4 + �4

0@1 + 1

n2

�����
nX
t=1

ei(!j+!h)t

�����
2

+
1

n2

�����
nX
t=1

ei(!j�!h)t

�����
2
1A

Par ailleurs

E(In (!j)) =
1

n

nX
s=1

nX
t=1

E(XsXt)e
i!j(s�t)

=
1

n

nX
t=1

E(X2
t )

= �2

Donc

cov(In (!j) ; In (!h)) =
1

n
(� � 3)�4 + �4

n2

0@1 + �����
nX
t=1

ei(!j+!h)t

�����
2

+

�����
nX
t=1

ei(!j�!h)t

�����
2
1A

Ce qui entraine les expressions de var (In (!j)) et de cov(In (!j) ; In (!h)) donnée en ii)

de la proposition (3:3:2)

3.4 Extension à un processus linéaire

Les résultats de la proposition (3:3:2) peuvent être étendus à un modèle linéaire de la

forme

Xt =

+1X
�1

 j"t�j (3.14)

Où ("t)t2Z est un processus de bruit blanc et tel que
+1X
j=�1

j jj <1
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3.4. Extension à un processus linéaire

Les modèles AR, MA, ARMA peuvent se mettre sous la forme (3.14), sous certaines

conditions sur paramètres.

On sait que la densité spectrale fX (:) du processus (Xt)t2Z est reliée à celle du proces-

sus f" (:) de bruit blanc par

fX (!) =
���e�i!���2 f" (!) -� < ! < �

 (Z) =

+1X
�1

 jZ
j

f" (!) =
�2

2�

Par ailleurs,

I�n (!) =
1

2�
In (!)

=
1

2�

X
jhj<n

b (h) e�ih!
d�après la relation (3.12), est qui peut être considérée comme une version empirique

de la densité spectrale

f (!) =
1

2�

+1X
�1

 (h) e�ih! -� < ! < �

I�n (!j) peut être dé�ni comme étant «le périodogramme modi�é» (ou simplement

périodo-gramme lorsqu�il n�y a pas de confusion).

Il serait donc intéressant d�établir une relation similaire à celle de (3.15) qui relie le

périodogramme de (Xt)t2Z et celui de ("t)t2Z .

Nous allons maintenant donner dans le théorème suivant la loi asymptotique du vecteur

aléatoire (In (!) ; In (!2) ; :::; In (!n))
0
, où In (!1) est le prédiodogramme d�un processus

linéaire donné par la relation (3.14).

Théorème 3.4.1 Soit (Xt)t2Z un processus linéaire de la forme (3.14). On note par

In;X (!) et In;" (!) les périodogrammes respectivement de (X1; :::; Xn); ("1; :::; "n)
0
:
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3.4. Extension à un processus linéaire

i) Si !h = 2�h
n
2 [0; �] , on a alors

In;X (!) =
�� �e�i!j���2 In;" (!h) +Rn (!h)

Où

max
!h2[0;�]

E jRn (!h)j ! 0 quand n!1

Si en plus
+1X
j=�1

j jj jjj
1
2 <1 et E

��"41�� <1
Alors

max
!h2[0;�]

E jRn (!h)j2 = O

�
1

n

�
ii) Si la densité spectrale du processus (Xt)t2Z ; f (!) > 0 pour tout ! 2 [��; �] et si

0 < !1 < ::: < !n < � alors le vecteur aléatoire des péiodogrammes (In;X (!) ; :::; In;X (!m))
0
converge

en loi vers un vecteur aléatoire ("1; :::; "n)
0
dont les composantes "t; i = 1; :::;m sont in-

dépendantes et de loi exponentielle avec "t de moyenne 2�f (!i), i = 1; :::;m .

Preuve. i) soit !h = 2�h
n
!; JX (!h) et J" (!h) les transformées de Fourier discrètes

respectivement de (Xt)t2Z et , ("t)t2Z :

c�est-à-dire

JX (!h) =
1p
n

1X
t=1

Xte
�it!h

et

J" (!h) =
1p
n

1X
t=1

"te
�it!h
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3.4. Extension à un processus linéaire

On a

JX (!h) =
1p
n

1X
j=�1

 je
�ji!h

 
nX
t=1

"t�je
�i(t�j)!h

!

=
1p
n

1X
j=�1

 je
�ji!h

 
n�jX
t=1�j

"te
�it!h

!

=
1p
n

1X
j=�1

 je
�ji!h

 
n�jX
t=1�j

"te
�it!h + Snj

!

Snj =

n�jX
t=1�j

"te
�it!h �

nX
t=1

"te
�it!h

la transformée de Fourier discrète JX (!h) s�écrit encore sous la forme

JX (!h) =  
�
e�i!h

�
J" (!h) + Zn (!h)

Où

Zn (!h) =
1p
n

1X
j=�1

 je
�ji!hSnj

Remarquons que si jjj < n, alors Snj est une somme de 2 jjj variables aléatoires indépen-

dantes, tandis que si jjj � n, Snj est une somme de 2n variables aléatoires indépendantes.

Ce qui entraine que

E jSnjj2 � 2min (jjj ; n)�2

Donc

E jZn (!h)j2 �
 
1p
n

1X
j=�1

j jj
q
E jSnjj2

!2
(3.17)

� 2�2
 
1p
n

1X
j=�1

j jj
p
min (jjj ; n)

!2
:

Soit m un nombre entier positif �xé, on a pour tout n > m

1p
n

1X
j=�1

j jj
p
min (jjj ; n) � 1p

n

X
jjj�m

j jj jjj
1
2 +

X
jjj>m

j jj

Donc

lim
n!1

sup
1p
n

1X
j=�1

j jj
p
min (jjj ; n) �

X
jjj>m

j jj
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3.4. Extension à un processus linéaire

m etant choisi arbitraire, il s�ensuit d�après (3.17) que E jZn (!h)j2 !1 quand n!1:

Par ailleurs, on a

In;X (!) = JX (!h) JX (�!h)

et

In;" (!) = J" (!h) J" (�!h)

et d�après (3.16)

In;X (!) =
�� �e�i!j���2 In;" (!h) +Rn (!h)

Où

Rn (!h) =  
�
e�i!j

�
J" (!h)Zn (�!h) +  

�
e+i!j

�
J" (�!h)Zn (!h) + jZn (!h)j2

Puisque �� �e�i!j��� � 1X
j=�1

j jj <1;

E jJ" (!h)j2 = E (J"; n (!h)) = �2

Et que la borne dans la relation (3.17) ne dépend pas de !h d�aprés l�inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a

max
!h2[0;�]

E (Rn (!h))! 0

quand n!1 par ailleurs si

E
�
"41 <1

�
et

1X
j=�1

j jj jjj
1
2 <1

E jSnjj4 � 2 jjjE
�
"41
�
+ 3(2 jjj�)2

Alors

E jZn (!h)j2 �
 
1

n2

1X
j=�1

j jj
�
2 jjj2E

�
"41
�
+ 12 jjj2 �4

� 1
4

!4
= O

�
1

n2

�
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3.5. Estimation à fenêtre de la densité spectrale

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwaz et la Proposition 3.3.2 à chaque terme de

Rn (!h) on obtient

max
!h2[0;�]

E
�
jRn (!h)j2

�
= O

�
1

n

�
ii) D�après le résultat précédent i), on a

In;X (!) =
�� �e�i!j���2 In;" (!h) +Rn (!h)

avec Rn (!h) ! 0 quand n ! 1 or la densité spectrale du processus (Xt)t2Z est reliée

à la densité spectrale du processus de bruit blanc "t, d�après la relation (3.15) par

fn;X (!h) =
�� �e�i!j��� f" (!h)

pour tout ! 2 [��; �] ;avec f" (!) = �2

2�
donc la relation reliant In;X et In;" peut encore

s�écrire

In;X (!) =
�2

2�
fX (!) In;"+Rn (!h)

avec Rn (!h)
P�! 0 quand n!1

En utilisant (i) de la proposition (3:3:2), C�est-à-dire que (I";n (!1) ; :::; I";n (!m))
0
con-

verge en loi vers un vecteurs aléatoire (�1; :::; �m)
0
dont les composantes �i sont indépen-

dantes et que �i suit une loi exponentielle de paramètre 1
�2
(ou de moyenne �2)

Et en utilisant le fait que Rn (!h)
P�!0 quand n!1, en déduit que le vecteur aléatoire

((In;X (!1) ; :::; In;X (!m))
0
converge en loi vers un vecteur aléatoire (�1; ::; �m)

0
dont les

composants �i sont indépendantes et que �i suite une loi exponentielle de paramètre 1
2�f(!i)

(où de moyenne 2�f (!i), i = 1, . . . ,m.

3.5 Estimation à fenêtre de la densité spectrale

Considérons le processus linéaire (Xt)t2Z, dé�nir par:

Xt =

+1X
�1

 j"t (3.18)
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3.5. Estimation à fenêtre de la densité spectrale

Où ("t)t2Z est bruit blanc dont les coe¢ cients véri�e la condition

+1X
j=�1

j  j jj j j
1
2<1:

Nous avons, vu dans les sections précédentes que le périodogramme de X1; :::; Xn au

fréquances !j =
2�j
n
peut se mettre sous la forme8<: n j X j si !j = 0P

jhj<n b (h) e�ih!j si !j 6= 0 (3.19)

où

X =
1

n

nX
t=1

Xt

Et d�aprés (3:9)

La quantité

I�n (!j) =
1

2�
In(!j) (3.20)

=
1

2�

X
jhj<n

b (h) e�ih!j ;
Qui considéré comme une version empirique de la densité spectrale du processus (Xt)

f (!) =
+1X
h=�1

 (h) e�i!h; � � � ! � �:

Remarque 3.5.1 On remarque que I�n (!j) et f (!) s�écrivent essentiellement avec la

même fonction respectivement des autocovariances b (h) et des autocovariances théorique
 (h), mais paradoxalement n�est pas un I�n (!j) estimateur consistantant de f (!) :

Certains auteurs expliquent la non consistance par le fait que I�n (!j) tient compte de

toutes les autocovariances empiriques b (h) d�ordre h = 0 à h = (n� 1), mais b (h) pour
h proche de (n� 1) ne contiennent pas assez d�informations sur l�échantillon (X1; :::; Xn):

Pour cela, on considère un estimateur tronqué de la forme

bf0 (!) = 1

2�

mX
h=�m

b (h) e�i!h; m 2 N (3.21)
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3.5. Estimation à fenêtre de la densité spectrale

Où m est un entier naturel inferieur strictement à n-1:

Un tel estimateur bf0 (!) est appelé « périodogramme tronqué » et m appelé « point

de troncature» .

Notons que (voir Peiestly (1981), chapitre 6)

E
�bf0 (!)� = 1

2�

mX
h=�m

�
1� j h j

m

�
 (h) e�i!h

Quand m!1;

E
�bf0 (!)�! f (!)

Et que

V ar
�bf0 (!)� = O

�m
n

�
:

Ainsi, si nous posons m = m(n) tel que m ! 1 quand n ! 1 avec la condition
m
n
! 1, quand n ! 1, alors le biais et la variance de l�estimateurt bf0 (!) tendant vers

zéro quand n!1. il su¢ t de prendre m =
p
n ou plus genéralement m = na

avec 0 < a < 1

L�estimateur bf0 (!) peut être considéré comme un cas particulier de l�estimateur plus
général

bf (!) = 1

2�

X
jhj<n

� (h) b (h) e�i!h (3.22)

Où

� (h) =

8<: 1 si jhj � m

0 si jhj > m
(3.23)

Les estimateurs de la forme générale (3.22) sont introduits par Grenander et

Rosemblatt(1953).

Il y a di¤érentes forme de la fonction � (h) : [12]

Apartir de l�expression de

I�n (!j) =
1

2�

X
jhj<n

b (h) e�ih!
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3.6. Quelques fenêtres usuelles

Et par un argument d�inversion, on a pour j h j< n

b (h) = Z �

��
I�n (�) e

�ih!d� (3.24)

En remplaçant l�expression de b (h) dans celle de bf (!) de (3.22) , on obtient
bf (!) = Z �

��
I�n (�)

8<: 1

2�

X
jhj<n

� (h) e�ih(!��)

9=; d�

C�est-à-dire

bf (!) = Z �

��
I�n (�)W (! � �) d� (3.25)

Où

W (�) =
1

2�

X
jhj<n

� (h) e�ih(�) (2.26)

Ainsi, l�estimateur bf (!) s�écrit comme une intégrale pondérée de I�n (�), la où fonction
poids W (�) est la transformée de Fourier de la suite f� (h)g. On utilise, en générale, la

fonction W (�) fortement concentrée autour de � = 0.

Dans l�expression de bf (!) de la relation (3.22), la suite f� (h)g est appelée « fenêtre
de décalage » où le terme utilisé dans la littérature onglo -saxonne « Lag window »

qui peut être simplement considérée comme une « suite de poids » et qui agit sur le «

décalage » (ou « l�ordre » ) (« lag » ). Le mot fenêtre est introduit pour la premier fois

par Bachmanet Tukey(1959).

3.6 Quelques fenêtres usuelles

3.6.1 La fenêtre « périodogramme tronqué » (ou fenêtre rec-

tangulaire)

La « suite de poids » f� (h)g est la forme
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3.6. Quelques fenêtres usuelles

� (h) =

8<: 1 si j h j� m;

0 si j h j> m;

où m<n-1, Le « paramètre fenêtre » est la valeur de la troncature dans la somme de

la relation (2.21).

La fenêtre spectrale W (�) correspondante est donné par

W (�) =
1

2�

mX
h=�m

e�ih�

1

2�

sin
�
m+ 1

2

�
�

sin( �
2
)

= Dm (�) (3.27)

La fonction Dm (�) est appelée « le noyau de Dirichlet » .

on a , quand n!1, ( Voir Brochwelle et david (1991) , chapitre 10)

var
� bf (!)� ' 2m

n
f 2 (!) ; pour 0 < ! < �:

3.6.2 La fenêtre de Bartlett(ou fenêtre triangulaire)

Bartlett(1950) a proposé un estimateur de la densité spectrale f (!) avec une fenêtre � (h)

de la forme

� (h) =

8<: 1� jhj
m
si j h j� m;

0 si j h j> m:

La fenêtre spectrale correspondante est donnée par le noyau de Fejer d�ordre m,

W (�) =
1

2�m

sin(m�
2
)

sin( �
2
)
= Fm(�): (3.28)

PuisqueW (�) � 0 , cette fenêtre donne toujours un estimateur de la densité spectrale

no négatif.

En plus, quand n!1, on a

var
� bf (!)� ' 2m

3n
f 2 (!) ; 0 < ! < �: (3.29)
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3.6. Quelques fenêtres usuelles

La variance asymptotique est donc plus petite que l�estimateur utilisant la fenêtre

rectangulaire.

3.6.3 La fenêtre de Daniel

Daniel (1946) est l�un des premières auteur à considérer le problème de l�estimateur de la

densité spectrale en suggérant que l�on peut estimer f (!) ; on prenant la moyenne sur un

petit intervalle centré en !; c�est-à-dire
�
! � �

m
; ! + �

m

�
:

L�estimateur f (!) proposer par Daniel est donné par

bfD(!) = m

2�

Z !+ �
m

!� �
m

I�n (�) d�: (3.30)

(Pour les valeur proche de �� , on fait une extension I�n (�), en utilisant sa périodicité

de période 2�).

La fenêtre spectrale correspondante W (�) est périodique de période 2�, est sur ,

]��;+�[, la fonction W (�) a la forme rectangulaire

W (�) =

8<: m
2�

si ��
m
� � � �

m
;

0 sinon :

A partir de la relation (3.26), on peut écrire la fenêtre

� (h) =

Z �

��
W (!) e�ih!d!;

=

Z �
m

��
m

m

2�
e�ih!d!

� (h) =
m

2�
sin

�
h�

m

�
; j h j� m:

La variance asymptotique de l�estimateur de la densité spectrale basée sur cette fenêtre

est donnée par

var
� bf (!)� � m

n
f 2 (!) ; 0 � ! � �
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3.6. Quelques fenêtres usuelles

3.6.4 La fenêtre de Backman �Tukey

Tukey avec Bartlett et Daniell fut l�un des pionniers de la théorie spectrale, a suggéré un

estimateur basé sur la fenêtre

� (h) =

8<: 1� 2a+ 2a cos
�
�h
n

�
j h j� m ;

0 j h j> m:

La fenêtre spectrale correspondante est une combinaison linéaire pondérée des noyaux

de Dirichlet,

W (�) =
1

2�

mX
h=�m

�
(1� 2a) + a

�
eih

�
m + e�ih

�
m

��
e�ih�

= aDM

�
� � �

m

�
+ (1� 2a)Dm (�) + aDm

�
� +

�

m

�
;

Où le noyaux de Drichlet Dm est dé�nit par (3.27).

La variance asymptotique de l�estimateur de la densité spectrale correspondant est

var
� bf (!)� � 2m

n

�
1� 4a+ 6a2

�
f 2 (!) ; 0 < ! < �

Les fenêtres de Balackman-Tukey, avec a = 0:23 et a = 0:25 sont, en générale, appelées

les fenêtres respectivement de Tukey-Hamming et Tukey Hanning.

3.6.5 La fenêtre de parzen

parzen (1961 b) propose la fenêtre

� (h) =

8>>><>>>:
1� 6

�
h
m

�2
+ 6

�
jhj
m

�3
si j h j� m

2
;

2
�
1� jhj

m

�
3 si m

2
�j h j� m :

0 si j h j > m :

La fenêtre spectrale de parzen correspondante est donnée par (en supposant m paire).
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3.7. Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre de la densité spectrale

W (�) =
1

2�

8<:
m
2X

h=�m
2

"
1� 6

�
h

m

�2
+ 6

�
j h j
m

�3#
cosh � + 2

X
m
2
<h�m

�
1� j h j

m

�3
cosh �

9=; ;

=
3

8�m3

 
sin
�
m�
4

�
1
2
sin
�
�
2

�!4 �1� 2
3
sin2

�
�

2

��
;

(Voir parzen (1963 a))

Pour m grand, le second terme est négligeable par rapport au premier terme au voisi-

nage de � = 0, ce qui donne un approximation de W (�) donnée par

W (�) �
 
sin
�
m�
4

�
sin
�
�
2

� !4 :
La variance asymptotique de l�estimateur de la densité spectrale correspondant est

var
� bf (!)� � 0:539m

n
f 2 (!) ; 0 < ! < �

3.7 Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre

de la densité spectrale

Considérons un estimateur bf (!) de la densite spectrale de la forme donnée par (3.22)
C�est-à-dire bf (!) = 1

2�

X
jhj<n

� (h) b (h) e�i!h (3.31)

qui peut encore s�écrire d�après (3 .25) sous la forme

bf (!) = Z �

��
I�nWn (! � �) d�; (3.32)

Où

Wn (�) = bf (!) = 1

2�

X
hj<n

�n (h) e
�i�h

On attache l�indice n aux fonction � (h) et W (�) pour souligner la dèpendance de ces

fonction de n.
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3.7. Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre de la densité spectrale

Supposons que �n (h) est une suite paire, pour tout n, ainsi Wn (�) est egalement une

fonction paire de �.

Supposons, en autre, que �n (h) est telle que les conditions suivantes véri�ées;

1. Wn (�) � 0 8n; �

2.
R �
��Wn (�) d� = 1

3.
R �
��W

2
n (�) d� <1;8n

4. 8 " > 0; Wn (�)!1 uniformément quand n!1 pour j � j> ";

5.
P
hj<n

jhj
n
�2n(h)P

hj<n �
2
n(h)

! 0 quand n!1:

La condition (4) assure que, quand n!1 Wn (�) devient de plus concentrée autour

de � = 0 et la condition (2), Wn (�) a une forme limite d�une fonction de Dirac. [12]

on a

E
� bf (!)� � Z �

��
f(�)Wn (! � �) d� = ef(!): (3.33)

Par ailleurs ,en utilisant le fait que (Voir Piestley(1981)) ,page 418), si f satisfait la

condition de Lipchitz d�ordre 1,

(j f (!1)� f (!2) j<j !1 � !2 j quand j !1 � !2 j)! 0;

E (I�n (!)) =

Z �

��
f (!)Fn (� � !) d� (3.34)

= f(!) +O

�
log n

n

�
;

Où

Fn(�) =
1

2�n

 
sin
�
n�
2

�
sin
�
�
2

� !2
O
�
log n
n

�
réperesenté le biais de l�estimateur I�n (!). et si f (!) a une dérivée bornée,

on a

E
� bf (!)� = Z �

��
f(�)Wn(! � �)d� +O

�
log n

n

�
(3.35)
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3.7. Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre de la densité spectrale

Puisque f est supposé continue pour tout �, les conditions (1) et (4) sur (Wn (�))

donnent

lim
n!1

E
h bf (!)i = f(!);8! (3.36)

Montrant que bf (!) est asymptotiquement sans biais.[12]
Par ailleurs

var
� bf (!)� � (1 + �!;0;�) f 2 (!) 1

n

X
hj<

�2n (h) : (3.37)

Où

�!;0;� =

8<: 1 si ! = ��;

0 si ! 6= ��;

3.7.1 Expressions approximatives du bais

Posons

b (!) = E
� bf (!)� f (!)

�
:

puisque Z �

��
Wn (�) d� = 1

d�aprés(3.35),on a

b (!) =

Z �

��
[f(�)� f (!)]Wn (! � �) d� +O

�
log n

n

�
: (3.39)

Le second terme O
�
logn
n

�
est le biais du au periadogramme lui-même, il est, en général,

plus petit que le premier terme qui représente le bais du au lissage.

Donc, tenant compte uniquement du premier terme, on obtient

b (!) �
Z �

��
[f (! � �)� f (!)]Wn (�) d�: (3.40)

Supposons que f (!) est deux fois di¤érentiable avec une second dérivée bornée, et

pour � proche de zéro,
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3.7. Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre de la densité spectrale

f (! � �) � f (!)� �f 0 (!) +
�2

2
f 00 (�) +O

�
�2
�
: (3.41)

En remplaçant (3.41) dans (3.40),on obtient

b (!) � 1

2
f 00 (�)

Z �

��
�2Wn (�) d�: (3.42)

On peut utiliser une autre approche du biais, en remplaçant �n (h) = �
�
h
m

�
dans la

relation (3.22) c�est à dire

bf(!) = 1

2�

X
jhj<n

u

�
h

m

�b (h) e�i!h
et en prenant l�espérance,ona

b(!) =
1

2�

X
jhj<n

�
u

�
h

m

��
1� jhj

m

�
� 1
�
 (h) e�i!h � 1

2�

X
jhj�n

 (h) e�i!h

=
1

2�

X
jhj<n

�
u

�
h

m

�
� 1
�
 (h) e�i!h � 1

2�n

X
jhj<n

jhju
�
h

m

�
 (h) e�i!h � 1

2�

X
jhj�n

 (h) e�i!h

soit r le plus grand entier positif tel que

u(r) = lim
x!0

�
1� u (h)

jxjr
�

existe, �nie et non nulle.

Supposant que
P+1

h=�1 jhj
q j (h)j <1 pour q � r et que n

mr ! 0 quand n! 0

Alors, en prenant la limite de l�expression pour b(!) , quand n! 0 , on remarque que

le osecond et troisième termes tendent vers zéro de l�ordre O
�
1
mr

�
;uniformément en !,

tandis que le premier terme est asymptotiquement

�u(r)m�rf(r) (!)

où

f(r) (!) =
1

2�

+1X
h=�1

jhjr  (h) e�i!h
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3.7. Propriétés asymptotiques de l�estimateur à fenêtre de la densité spectrale

appelé par Parzen « la ri�eme dérivée généralisée » de f (!) :

Ce qui entraîne que

lim
n!1

(mr) b(!) = �u(r)f(r) (!)

Le biais asymptotique et donneé par

b(!) w �u(r)
mr

f(r) (!) (2.43)
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Conclusion

Nous avons présenté la densité spectrale d�un processus aléatoire stationnaire, et par la

suite nous avons déterminé pour les modèles AR(p), MA(q), ARMA(p,q ) comme nous

avons donnée des exemples et démonstrations.

Nous avons aussi présenté l�estimation de la densité spectacle et ses propriétés asymp-

totiques a l�aide d�un périodogramame In (!j).

L�expression du périodogramme peut s�écrire en fonction de la fonction d�autocovaince

empirique de la série stationnaire, ainsi I(!j)
2�

peut être pris comme estimateur naturel de

f (!j) .

E (In (!j)) Converge uniformément vers 2� f (!j) si u = 0, 8 !j 2 [��; �]

Nous avons cité les modèles de quelques fenêtre usuelle (Backman �Tukey, Daniel,

Bartlett, parzen ) pour estimer la densité spectrale est étudier les propretés asymptotiques

de l�estimateur à fenêtre de densité spectrale, en donnant une expression approximative

du bais.
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Perspectives

Dans notre travail, nous avons étudié la densité spectrale des processus stationnaires de

courte mémoire. Il serait intéressant d�élargir cette notion aux processus fractionnaires et

fractionnaire périodiques (qui ne sont pas stationnaires).

L�estimateur à fenêtre dépend du paramètre de lissage h il est intéressant de considère

h=h(n) avec n la longueur de la série.
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