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Introduction générale

Plusieurs phénomeénes naturels de la vie réelle s’expriment mathématiquement sous forme
d’équations différentielles non linéaires. La théorie et les applications des équations non
linéaires dans le cadre topologique et algébrique nécessitent naturellement d’investir dans
la branche de la théorie du point fixe. De nombreuses questions, liées & 'existence et
a l'unicité de solutions de certains types d’équations (par exemple, les équations dif-
férentielles, les équations intégrales) peuvent étre ramenées a la question d’existence et
d’unicité d’un point fixe pour une application appropriée définie sur un espace métrique.

Les théorémes du point fixe dans la topologie et I'analyse non linéaire sont souvent
basés sur certaines propriétés (telles que la continuité compléte, la monotonicité, la con-
traction,...) que l’application considérée doit satisfaire. Les théorémes du point fixe les
plus importants sont le théoréme du point fixe de Banach et celui de Schauder. Rappelons
que le principe de Banach affirme qu’une contraction sur un espace métrique complet dans
lui méme a un point fixe unique, et le théoréme de Schauder affirme qu'une application
compacte (complétement continue) définie sur un ensemble fermé, borné, convexe d’un
espace de Banach dans lui méme, a un point fixe.

Plusieurs problémes en analyse peuvent se mettre sous la forme :
T=A+ B,

ou A est une application contractante et B est une application compacte. Cependant, T’
n’hérite pas de ces propriétés, ce qui empéche I'application des théorémes du point fixe de
Banach et de Schauder, d’otu la nécessité de developper des théoréemes du point fixe pour
I'opérateur somme 7'. Le principal théoréme dans cette direction est le théoréme du point

fixe de Krasnoselskii. Selon Smart [11], Krasnoselskii étudia en 1958 un article de Schauder
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et formula le principe suivant : "L’inversion d’un opérateur différentiel perturbé génére la
somme d’une contraction et d’une application compacte". Il combina le théoréme du point
fixe de Banach et celui de Schauder et établi un théoréme du point fixe hybride qui porta
son nom. Ce théoréme de Krasnoselskii est captivant et il a initié de nombreuses études et
a été étendu dans des directions différentes en modifiant certaines de ses hypothéses. Ce
théoreme possede aussi de nombreuses applications intéréssantes en analyse non linéaire.

Ce travail est réparti en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a quelques définitions et résultats préliminaires in-
dispensables a la compréhension de la suite du travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point
fixe, & savoir le théoréme du point fixe de Banach et le théoréme de Schauder. Plusieurs
généralisations de ces deux théorémes sont aussi présentées dans ce chapitre.

Dans le troisieme chapitre, on se penche, particulierement sur 'un des outils impor-
tants d’existence de solutions en analyse non linéaire, en ’occurrence le théoréme de
Krasnoselskii. Finalement, dans le dernier chapitre on donne quelques applications de ces

résultats théoriques.



CHAPITRE

Préliminaires

1.1 Généralités sur les espaces métriques

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous

seront utiles dans la suite de notre travail.

Définition 1.1.1 (Espace métrique) Un espace métrique (X,d) est un ensemble X

munt d’une application d : X x X — R, appelée distance ou métrique, vérifiant :
1.Ve,ye X 1 d(z,y) =0z =y.
2. Ve,ye X : d(z,y) =d(y,z) (la symétrie).
3. Vz,y,z€ X 1 d(z,y) <d(x,z) +d(z,y) (I'inégalité triangulaire).
Exemple 1.1.1

1. Dans R, on peut considérer la distance d suivante dite distance naturelle de R ou

bien la distance usuelle :

d(l’,y) = ]x—y],Vx,yER.

2. Dans R" :

doo (1'7y) = max {|$1 - yz‘}

1<i<n

n P
dyp (z,y) = <Z |z; — yilp) pour p > 1
i=1



1.1. Généralités sur les espaces métriques

3. Dans C°([a,b],R) = {f :[a,b] — R continue}, (a,b € R,a < b) et pour f,g €
C°([a, 4], R)

doo (f,9) = sup |f () — g (1)

t€[a,b]

&y () = FIF () — g (8) dt

b
ds (z,y) = \/f (f(t) =g () dt
4. On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, posant pour z,y € X
Osiz=y

pd(z,y) = ' on appelle métrique discréte.
lsiz#y

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace (E, ||.||) est dit espace vectoriel

normé sur le corps k = R ou C s’il est muni d’une application ||.|| : B — Ry qui vérifie :

1. Ve e B, ||z]| =0 <z =0.

2.VA €k, x € E, ||\|| = |\ ||z]| ou |.| désigne respectivement la valeur absolue si

k =R ou le module si k = C.
3. Ve,y € E, |lz+y| <|z||+ ||yl (Iinégalité triangulaire).
Si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé, on définit la distance associée & une norme
par dy (z,y) = [z =yl -
Exemple 1.1.2
1. Dans R ou C toutes les normes sont de la forme :
|lz|| = kx|, k > 0.

e En général, on prend k = 1.
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2. Dans R" ou C"

n
llly = 22 [l
i=1
1

]|, = (Z || ) (lorsque p = 2 c’est la norme euclidienne),
ol = e {lei}.

3. Dans C°([a,b] ,R)

/1l = f|f )| dt,
b
flly =/ [ (f (£))* dt,
1/l = sup [f(£)].
tela,b]

Définition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel normé. Deux normes ||.||, et |.||, de E sont

dites équivalentes s’il existe ¢y, co > 0 tels que, pour tout x € F :

allzlly < llzlly < ezl -
Proposition 1.1.1 En dimension finie toutes les normes sont équivalentes.
Remarque 1.1.1 Ce résultat n’est plus valable en dimension infinie.

Contre exemple en dimension infinie:
Dans C° ([0,1] ,R) soit fe(z) = max (1 — £,0),
Ona:

1
1l = f\fe )| dt = /

t
1— 2
€

1— 2

t €
at— [
0

€

1— =

t 1
e [

€

dt

I
| — |

~

|
|H~
(V)
| S
[0

I

a

|
|m
(V)
Im

1l = sup I (8)] = sup [1—f] 1

t€[0,1] t€[0,1] €

On voit bien que ces normes ne sont pas équivalentes dans C° ([0,1],R). Car sinon

<1<p55,

l\DIm
wlm

Ve>0=0<1<0=1=0 absurde.
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Définition 1.1.4 (Boule) Soit (X, d) un espace métrique, a un point de X et r >0, on

définit la boule (ouverte) de centre a et rayon r par :
B(a,r)={r e X |d(a,x) <r}.

Définition 1.1.5 (Sous-ensemble ouvert) Le sous ensemble U de l’espace métrique

(X,d) est dit ouvert si
Ve e U, Ir > 0 tel que B (x,r) C U.

Définition 1.1.6 (Sous-ensemble fermé) Le sous ensemble F de l'espace métrique

(X,d) est dit fermé si son complementaire C% est ouvert.

Définition 1.1.7 (Limite d’une suite) Soient (X,d) un espace métrique et (v,),-,

une suite de X. On dit que cette suite converge vers a € X si
Ve >0, 3 N, tel que n > N. = d(x,,a) < €.

et on écrit alors : lim =z, = a, ou encore x,, — a quand n — +oQ.

n—o0

Théoréme 1.1.1 Soit (X,d) un espace métrique, F C X, x € X,

F est fermé < [V(x,), C F, lim z, =z]|=x € F.

n—-+o0o
Définition 1.1.8 (Limite d’une application) Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces
métriques f : X — Y wune application a € X et b € Y. On dit que f(z) tend vers b
lorsque x tend vers a si
Ve >0, 3 9. tel que dx (x,a) < 0. = dy (f(z),b) < e.
et on écrit alors : lim f(z) = b, ou encore f(x) — b si x — a.

Définition 1.1.9 (Suite de Cauchy) On dit que la suite (x,), dans lespace métrique
(X,d) est de Cauchy si

Ve >0, 3 N. >0 tel que n,m > N, = d(x,,x,) < €.

on écrit alors

d(xn, Tm) — 0, quand n, m — +oo.
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Remarques 1.1.2

e Toute suite convergente est de Cauchy.

e Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.1.10 (Espace métrique complet) L’espace métrique (X,d) est dit com-

plet si toute suite de Cauchy dans X converge dans X .

Définition 1.1.11 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach, un espace vec-

toriel mormé complet.
Soit E un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de ’espace vectoriel E.

Définition 1.1.12 (Ensemble borné) On dit que A est un sous ensemble borné de E
St,

aM >0, |z|| < M, Vz € A.
Définition 1.1.13 (Ensemble convexe) On dit que A est conveze si,
Ve,y € AVA€[0,1], Az + (1 — Ny € A.

Définition 1.1.14 (Enveloppe convexe) Soit A C E, lintersection de tous les con-
vezres contenant A est un convexe et c’est le plus petit convexe contenant A. On [’appelle

l’enveloppe convexe de A et on le note conv A.
p p
convA:{xEE:m:Z)\iai,pEN, a; €A, N\ €ERY g Z/\izl}'
i=1 =1

Définition 1.1.15 (Ensemble compact) Soit (X, 7) un espace topologique séparé, A C
X. On dit que A est compact si de tout recouvrement de A (par des ouverts de A) on
peut extraire un sous recouvrement fini.
(A C UOZ) = (3J CI,J fini, A C U 0;), O; une famille d’ouverts de A.
iel jed
Remarque 1.1.3 Dans un espace métrique, on peut caractériser la compacité, qui est

une propriété topologique, avec des suites.
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Théoréme 1.1.2 Pour une partie A d’un espace métrique (X,d), les trois assertions

suivantes sont équivalentes :
a. A est compacte.

b. Propriété de Bolzano- Weierstrass : Toute partie infinie de A admet un point d’accumulation

dans A.

c. De toute suite (xy), .y d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergeant

dans A.

Définition 1.1.16 (Ensemble relativement compact) Une partie Y d’un espace topologique

(X, 7) est dite relativement compacte s’il existe un compact K de X tel que Y C K.

Remarque 1.1.4 Lorsque X est séparé, Y est compact si son adhérence Y est compact.

1.2 Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E ; on rappelle que A est (séquen-
tiellement) compacte si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui

converge. Dans le cas ol E est un espace de dimension finie,
A est compacte <= A est fermée bornée

et

A est relativement compacte <= A est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +o0o. Le théoreme de Riesz nous dit
que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé E est compacte si et seulement si
la dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas £ = C([a, b] ,R), espace vectoriel normé de dimension infinie,
et on voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée
une suite de fonctions de £ = C([a, b] , R), sous quelles hypothéses peut-on en extraire une
sous-suite qui converge ? Une condition nécessaire évidente est que la partie considérée

soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée).
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Théoréme 1.2.1 Soit (X,d) un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H
un sous ensemble de C(X,Y) muni de la norme sup : ||.||. Alors H est relativement

compact si et seulement si :
1. H est uniformément borné, i.e.

Vo € X, l'ensemble {f(x): f € H} est borné dans Y.

2. H est équicontinu, i.e. ’ensemble
H(xo) = {f(w0), f € H}
est équicontinu pour tout xg € H c’est a dire
Ve > 0,3V C V(xg),Vz € X Vfe HzeV =|f(x)— flzo)ly <e.

Remarque 1.2.1 5 X = [a,b] CR et Y =R, H C C([a,b],R) est dit équicontinu sur

Uintervalle compact [a,b] si :
Ve > 0,30 > 0,YVf € H,Vt1,ty € [a,b] : [t —ta| <0 = |f(t1) — f(t2)] <e.
Lemme 1.2.1 Soit (fn),cy C C ([a,b],R) une suite de fonctions vérifiant :
L. (fn)nen €St uniformément bornée, i.e.

dK >0,Vn e N: ||f,]| < K.

2. (fn)nen €8t équicontinue, i.e.
Ve > 0,30 =0(¢),Vx,y € [a,b] : |z —y| <0 =|fu(z) — fuly)| <e,¥n eN.

Alors, (fn),en admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy),cn €St relativement

compacte.)

Corollaire 1.2.1 Si la suite de fonctions (fy)nen est bornée dans C*([a,b],R) (i.e. Les
suites (fn),en € (f,’l)neN sont bornées dans C([a,b],R)) alors elle admet une sous-suite

convergente dans C([a,b] ,R). Autrement dit : C*([a,b] ,R) s’injecte d'une fagon compacte

dans C([a,b] ,R).
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Remarque 1.2.2 En général C*([a,b]) s’injecte d’une fagon compacte dans Ck,([a,b])

avec k > k'

Preuve.

o (fn)nen est bornée dans C([a,b]) implique que la premiére condition du lemme 1.2.1

est satisfaite.

° (f;)neN est bornées dans C([a, b)) donne la deuziéme condition du lemme 1.2.1 . En

effet, pour tout x,y € |a, b, on a

Fal@) = £a@)| = |£20)| l2 =yl € € Joyl et neN

done, il suffit de prendre 6 = . ™

1.3 Mesure de non-compacité

Introduction
Rappelons qu’un sous-ensemble ) d’un espace de Banach F est relativement compact,
si pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ¢ tels que leurs union

recouvre 2. Si ) est seulement borné, il y a une limite inférieure positive de tel réel e.

1.3.1 Notion de la mesure de non-compacité

Définition 1.3.1 Soit E un espace de Banach et A la famille de tous les sous-ensembles
bornés de E. Une fonction ¢ définie de A dans [0, +o0| est appelée mesure de non-

compacité (MNC) sur E si elle vérifie les propriétés suivantes:
1. ¢(A) =0 <= A est relativement compacte.
2. ¢(A)=¢(A),VA e A

3. ¢(A1 U Ag) = Imax {¢ (Al) s qb(Ag)}, VAl,AQ € A
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Exemple 1.3.1
1. La fonction 7 : A — [0, +oo[ définie par :

7 (A) =inf {e > 0 : A admet un recouvrement fini par des boules de rayon < ¢}

est appelée M.N.C de Hausdorff.

2. La fonction ¢ : A — [0, 400] telle que :

0, si A est relativement compact
¢ (A) =

1, sinon

est une mesure de non-compacité. En effet,
o ¢ (A) =0 <= A est relativement compacte (évidente).

o 0(A)=0¢ (Z) , car A est relativement compact <= A est compact.
Aj est relativement compact;

e (A} UA,) relativement compact <= ¢ et

Ag est relativement compact.

Alors, dans tous les cas on trouve ¢ (A; U Ay) = max {¢ (A1),¢ (A2)}.

1.3.2 Mesure de non-compacité de Kuratowski

Définition 1.3.2 (la mesure de non-compacité de Kuratowski) Soient E un espace
de Banach, A la famille de tous les sous-ensembles bornés de E. La mesure de-non

compacité au sens de Kuratowski est ['application o : A — R définie par :

) d > 0 tel que A admet un recouvrement finie d’ensembles
a(A) = inf
de diamétre inférieur ou égal a d
c’est a dire
a(A) = inf {d >0 tel que 3 Ay, Ay, ..., A, CE; A C UA"’ diam (A;) < d; Yi=1, ,n} ,
i=1

ov  diam(A;) =sup|lz — vy, Vz,y € A; et diam(D) = 0.

10
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Remarque 1.3.1 1. La définition de la mesure de mon-compacité de Kuratowski est

2.

3.

significative non seulement pour les espaces de Banach mais également pour les

espaces métriques arbitraires.
0<a(A) <diam(A) < oo, VA € A.

A est fini = a(A) = 0.

Voici quelques propriétés élémentaires de la mesure de non-compacité de Kuratowski

Proposition 1.3.1 Soient E un espace de Banach et A la famille des ensembles bornés

de E. Alors, la mesure de non-compacité de Kuratowski o a les propriétés suivantes :

1.

2.

10.

Régularité : a(A) =0 < A est compact.

Monotonie : AC B=— a(A) < a(B), i.e a est croissante.

Invariance par passage a la fermeture : « (Z) =a(A).

Semi-additivité : o (AU B) = max{a(A),a(B)}, VA, B € A.

a(ANB) <min{a(A),a(B)}, VA, Bec A.

Semi-homogénéité : a (AA) = |Ma(A), VAeER A€ A.

Semi-additivité algébrique : a(A+ B) < a(A)+«a(B), VA B e A
Invariance par translation : a«(A+z)=a(A), VA€ AVx € E.

Invariance par passage a l’enveloppe convexe : o (convA) =« (A), VA € A.

la(A) —a(B)| <a(B(0,1)) Hy (A, B) ot Hy (A, B) = max (supd(a, B) ,supd (b, A))
acA beB
est la distance de Hausdorff entre A et B.

Remarque 1.3.2 a. Les propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique

nous donnent que la MNC de Kuratowski o est une semi-norme sur E.

b. Ce n’est pas facile de déterminer la valeur explicite de a(A) pour un ensemble borné

A d’un espace de Banach.

11
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1.4 Quelques classes d’applications

1.4.1 Contractions, contractions non linéaires et applications

non-expansives

Définition 1.4.1 (Application continue) Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques

f: X =Y une application et a € X, on dit que f est continue au point a st

lim / (2) =  (a)
c’est a dire :

Ve>0,35>0, Ve € X, dy (z,a) <d=dy (f(x),f(a) <e.

Définition 1.4.2 (Application lipschitzienne) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces
métriques, f : X — Y une application. On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0
telle que :

Vo,y € Xody (f (2), f (y) < kdx (z,y) . (1.4.1)

o Le plus petit réel k qui vérifie 1.4.1 est appelé constante de Lipschitz.
e Si k€ [0,1], Uapplication f est dite contractante (contraction).
e Si k=1, l'application f est dite non-expansive.

Définition 1.4.3 (Application Contractive) Soit (X, d) un espace métrique, l'application

f: X — X est dite contractive si

d(f(x), f(y) <d(z,y), Vo,y € X avecx #y

Définition 1.4.4 (Contraction non linéaire) Soit F un espace de Banach, f : E —
E une application. L’application [ est dite contraction non linéaire s’il existe une

fonction continue croissante ¢ : Rt — RT tels que ¢(r) < r,¥r >0 et

1 () = FWI < o(llz —yl), Vo, y € E.

12



1.4. Quelques classes d’applications

a. Si ¢(r)=kr,0<k <1, f est une contraction.
b. Si ¢(r) =1, [ est une application non-expansive.

c. Si ¢(r) =1 et inégalité précédante est stricte, f est contractive.
Remarques 1.4.1

e Une application non-expansive n’admet pas nécessairement un point fixe par ex-
emple l'opérateur de translation dans un espace de Banach x +— x + v pour v non

1dentiquement nulle.

e Le point fixe d’une application non-expansive n'est pas nécessairement unique (ex-

emple lidentité).

Exemple 1.4.1 (Application contractante) On considére l’espace de Banach

E ={x:[0,400[ = R™ z borné} muni de la norme
|z||; = supe " |z(t)| ot a >0 est a choisir.
>0

Soit f : [0,4+00[ x R" — R" wune application continue et k—lipschitzienne. Soit A

Papplication définie par

An(t) = / F(s,2(s))ds.

On voit que Yz € E, A(x) € E et donc A: E — E.
L’application A est une contraction si 0 < k < «. En effet, pour x1, xo € F tels que

X1 # To, ON Q

|Azy — Azl = sup e |(Azy — Axg)(t)|pn
t>0

t

—supe | [(£(s,(5) = fs,22(5))ds

< sup e‘at/ease_ask |[21(8) — () |gn ds

t>0
0

k —Q Qo
—e (e — 1) [|oy — 22|

k

o |21 —5U2HE-

IA

IA
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1.4. Quelques classes d’applications

1.4.2 Applications compactes

Définition 1.4.5 Soient E un espace de Banach et Q) C E, f: E — E une application.

a. On dit que f est compacte si f(2) est compact.

b. L’application f est dite totalement bornée si f(A) est relativement compacte

pour tout sous ensemble borné A de E.

c. L’application f est dite complétement continue si [ est continue et totalement

bornée.

Remarque 1.4.2 Toute application continue et compacte est complétement continue. La

réciproque est vraie si £ est borné.
Le résultat suivant est une application immédiate du théoréme d’Ascoli-Arzéla.

Proposition 1.4.1 Soient l’espace de Banach X = C([0,T],R), muni de la norme de
la convergence uniforme et f : [0,T] x R — R wune application continue. L’opérateur F
défini par :

F: C([0,7],R) — C([0,T],R)

y — Fy(x) = [ f(t,y(t))dt

C—=s

est complétement continue.
Preuve. F est continue sur X. En effet, soit (y,)nen une suite de X convergente vers

une limite y € X . On a

T

Fy(z) = / F(tyn(8))dt, Vo € [0, 7).

0

D’une part, la continuité de f entraine que

ft,ya(t) — f(t,y(t), Vt € [0,T] quand n — +o0.

14



1.4. Quelques classes d’applications

D’autre part, on a pour tout = € [0,7] :

x

@< [ 17t (o) d

0

T
< max |f(z,yn(z |/dt
0

z€[0,T

< MT

< 0.

Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(voir Annexe ), et

| Fy, — Fy|| — 0 quand n — +oc.

Alors (F'y,) converge vers F'y, ceci montre la continuité de F' dans X.
Montrons que 'image de tout borné par F' est un sous ensemble relativement compact,

soit (Y, )nen une suite bornée dans X,
36 >0, |lynl| <6, ¥n e N.

Posons,

M= sup |f(zy)l-

0<z<T, |lyl|<é
Vr €[0,T],Vn € N, on a

x

Funa)| < [ 11t on(0))] e

0

z€[0,T]

T
< max | f(z, yu(z I/dt
0
< MT.

D’ou, (F'y,(r))nen est uniformément bornée dans X.
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1.4. Quelques classes d’applications

F est équicontinue. En effet, V(xy,z,) € [0,T]% (21 < 22), on a

2 xr1

F(ya)(22) — Fyn) ()] = / £t ya (1))t — / £t ya(8))dt]

0 0

T2

_ / Ft,yn(t))dt + / [ yn(t))dt

0

_ / F(t, ()| < M |25 — 1]

1

Par suite, quand z7 — x2, F(y,)(22) — F(yn)(x1) ¥n € N. D’apres le théoréme d’Ascoli

Arzéla, I'application F' est complétement continue. m

1.4.3 Contractions strictes d’ensembles et applications conden-

santes

Définition 1.4.6 Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une application

continue et bornée (i.e. [ transforme les bornés de E en des bornés de F).

a. On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que

a(f(A)) <ka(A),VA borné de E.

b. L’application [ est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction

stricte d’ensembles) si 0 < k < 1

c. L’application f est dite condensante si

a(f(A) <a(A),VA borné non relativement compact (o (A) > 0).

Remarque 1.4.3 Il est évident que toute application f complétement continue, est une k-
contraction stricte d’ensembles et toute k-contraction stricte d’ensembles est condensante.

De plus on a:

1. f est k—lipshitzienne= f est une k—contraction d’ensembles.
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1.4. Quelques classes d’applications

2. f est condensante = [ est une 1-contraction d’ensembles.
3. f est complétement continue <= f est une 0-contraction d’ensembles.

4. f est k—contraction et g est compacte=- (f+ ¢g) est une k—contraction d’ensembles.

Preuve.
a. f est k—lipshitzienne= f est une k—contraction d’ensembles.
Soit g = a(A) (MNC de Kuratowski de A). Par définition de ag, on a :

Ve > 0, Eido > O, H{Ai}lgign CA: A= U Al et dlam(AZ) < do < Qg + €.

=1

-

Donc Vi € [1,n], diam(A;) < apg + € et f(A) = |J f(A;). Comme f est k-lipshitzienne,

=1

ona: Vi€ |[ln],
diam(f(A;)) < kdiam(A;). (1.4.2)

En effet,
Vay,x2 € A || f(@1) = fla2) [[S k|| 21 — 22 [|< kdiam(A;)

d’otul I'inégalité 1.4.2 par passage au sup.

On en déduit que Vi € [1,n], diam(f(A;)) < k(o + €) avec {f(A;)}1<i<n recouvrement
de f(A).

D’apreés la définition de a(f(A)), on en déduit que

a(f(A)) < k(ag +¢€),Ve >0

et donc
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CHAPITRE

Quelques résultats de la

théorie du point fixe

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe, a
savoir les théorémes du point fixe de Banach et de Schauder.

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contrac-
tion de Banach ou théoréme du point fixe de Picard, est apparu pour la premiére fois en
1922 dans le cadre de la résolution d’'une équation intégrale. Notons que ce théoréme est
une abstraction de la méthode classique des approximations successives introduite par Li-
ouville (en 1837) et développée par la suite par Picard (en 1890). A cause de sa simplicité
et de son utilité, ce théoréme est largement utilisé dans plusieurs branches de 'analyse
mathématique, en particulier, dans la branche des équations différentielles. Le théoréme
du point fixe de Banach a connu de diverses généralisations dans différents espaces.

Le théoréeme du point fixe de Schauder, établi en 1930, est plus topologique et affirme
qu’une application continue sur un convexe, compact admet un point fixe, qui n’est pas
nécessairement unique. Il n’est donc pas nécessaire d’établir que la fonction est lipschitzi-
enne, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas
qu’avec le théoréeme de Banach. Par contre, ce théoréme ne donne aucun des avantages

du théoréme précédent, a savoir 'unicité et 'approximation du point fixe.
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Les théorémes du point fixe les plus importants dans ’analyse non linéaire sont le
théoréme de Schauder et celui de Banach. Ces deux théorémes sont complétement in-
dépendants I'un de l'autre. Dans le théoreme de Banach, 'opérateur doit diminuer les
distances en utilisant la contraction, alors que dans le théoréme de Schauder I'opérateur
peut agrandir les distances. Il s’avére, cependant, que les deux théorémes peuvent étre
considérés comme des cas spéciaux d’un autre théoréme du point fixe, "construit comme
un pont" entre les deux théorémes, c’est le célebre théoréme du point fixe de Darbo [9]

établi en 1955 dans le cadre de la mesure de non compacité de Kuratowski.

2.1 Théorémes du point fixe des contractions et al-

ternative non linéaire

2.1.1 Théorémes du point fixe des contractions de Banach

Théoréme 2.1.1 (Principe de contraction de Banach, 1922) Soient (X, d) un espace

métrique complet et f : X — X une application contractante de constante de contraction

k. Alors :

a. f admet un unique point fire o € X.

b. Pour tout v € X, a= lim f"(z) ou f'(x) ==z et f"(z)= f (" (2)).

n—-+o0o

c. La vitesse de convergence peut étre estimée par :

n

1—-k

d(f" (z), ) < d(z, f(x)).

Preuve. i) Existence : Soit (x,), .y la suite définie par :

neN

To € X

Tpt1 = f(xn)7 n € N.

Montrons que (x,)nen est de Cauchy. Soit € > 0, on cherche ng € N, Vp,q € N

(p>mng et g > ng) = d(zy,z,) <e.
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Soient p,q € N, (p < ¢q par exemple). On a :

d(xzqu) < (wznxp-kl) + d(xp—kla xq)

IN

d
d(@p, Tpi1) + d(Tps1, Tpr2) + d(Tpi2, )
d

IA

(@p, Tpt1) + A(Tps1, Tpi2) + .o+ d(Tg-1, Tg)

< (P + kP L+ R Y d (g, 7).
Donc
d(zp, 24) < (P + KP4+ L+ BTN d (20, 7).
Mais
kP + fpt1 4. - kp(l _ kq_p) — kP (1 kq—p)
o B 1-k 7~ 1-k '
D’ou
kP
d(zp, zq) < - k:<1 — kT7P)d(zg, 21).
On a
1— kTP <1,
donc
kP
d(zp, zq) < - kd(xo,xl).
Supposons que d(xg, x1) # 0, pour que d(z,, z,) < €, il suffit que :
kP
- kd(xo,xl) <€,
ce qui donne
1—k 1

d(zg, 1) Ink’
Il suffit de prendre :

no = max (0, E <ln (;&;ﬁ;) mlk> + 1) .

Alors (x,,), est de Cauchy dans X et comme (X, d) est complet, donc la suite (x,), est

convergente dans X.

Soit « = lim x,, @ € X. Montrons que « est un point fixe de f.
n—-+00
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Montrons que f(a) = «. D’apres la continuité de f, on a

Vn € N7 Tpt1 = f(wn)

> A ren = Bn o)
= a= lim f(r,)=f( lim z,)= f(a).

D’oll a est un point fixe de f.
ii) Unicité :
On suppose 3 ay, as € X, oy # o, avec f(ag) = aq et f(ag) = as.
On a
d(f(ea), faz)) < kd(ax, as)
= d(ag,az) < kd(ag, az)

= 1<k,

contradiction car k € ]0, 1].
D’ou 'unicité.

Si d(zg, 1) =04 21 =29 = f(x0) = 1o = o est le point fixe cherché. m

Remarque 2.1.1 Les hypothéses du théoréme du point fixe de Banach sont réelement
nécessaire si nous en négligeons seulement une, alors il se peut que le point fixe n’existe

pas.

1. Si X n’est pas stable par f: f(x) = Va2 + 1sur X =[0,1]. On a X est fermé dans R
donc il est complet (car R est complet). De plus [’ (z) = \/ﬁ < 1, ce qui implique
que m[ax] |/ (z)| < 1, donc f est contractente sur [0, 1]. Mais X n’est pas stable par

z€|0,1
fear £([0,1]) = [1,v/2] ¢ [0,1]. Les conditions suffisantes du théoréme de Banach

ne sont pas toutes remplies. On vérifie, par 'absurde, que f n’admet pas un point

fixe.

2. Si f n’est pas contractante : f (x) = +vax2 + 1 sur X = [0, +00[.

On a f ([0, +0o0[) C [0, +00[ et X est un fermé dans R. Alors X est complet (fermé

dans un complet est complet). Mais f n’est pas contractante, car sup |f’ (z)| = 1.
z€[0,+00[
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

3. Si X n’est pas complet : f(x) = Sl% sur X = }(), ﬂ .

On a f (}0, %]) = ]0, \/Ti] C }O, ﬂ et n]lax] | f () |= % < 1, alors f est contrac-
z€|0,7
tante. Mais X n’est pas fermé dans R donc X n’est pas complet. Les conditions

suffisantes du théoréme de Banach ne sont pas toutes satisfaites. Par I’absurde, on

vérifie facilement que f n’admet pas de point fixe.

Il existe diverses versions modifiées (extensions) du théoréme de contraction de Banach
dans la littérature. Généralement, si I'une des hypotheéses est affaiblie les autres doivent
étre renforcées. La complétude de I'espace est généralement indispensable. Dans ce qui

suit, on présente quelques variantes du principe de contraction de Banach.

Théoréme du point fixe pour une application dont une itérée est contractante

Si f est une application continue (pas nécessairement une contraction) mais 'une des

itérées fP est une contraction, alors f admet encore un point fixe et un seul.

Exemple 2.1.1 (Exemple de motivation) Soit X = C ([0,b],R). L’application
f: X — X définie par

f () (1) = / 2(s)ds

n’est pas contractante, si b > 1 alors que 'application

1
(n+1)!

e (@) () = — / (t — sy La(s)ds

est contractante pour n assez grand.
Le théoréme suivant étend un peu les possibilités d’applications du théoréme de con-

traction de Banach.

Théoréme 2.1.2 Soient X un espace métrique complet et f : X — X wune application
dont une itérée fVN est contractante. Alors f admet un unique point fize o et Vo € X

lim f"(x) = a.

n—oo
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Preuve. En appliquant le théoréme de contraction de Banach & f%, on obtient que

I~ posséde un unique point fixe a et lim f"(z) = o, Vo € X. Mais on a :

P () = Y (@) = (Y (@) = f(a),

ce qui entraine que f(a) est aussi point fixe de fV, donc f(a) = a. Ce point fixe de f est

unique, car tout point fixe de f est aussi point fixe de fV. m

La version locale du théoréme de Banach

Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout I’espace X mais juste dans le voisinage

d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Théoréme 2.1.3 Soit (X,d) un espace métrique complet et soit
B(zg,r)={r e X : d(x,x0) <71} ouxyg€ X etr>0.
Supposons que [ : B (xg,r) — X est contractante de constante de contraction k, avec
d(f (zo),z0) < (L—k)r.
Alors f admet un unique point fize dans B(xq,r).

Preuve. 1l existe ry avec 0 < rg < r, tel que d (f (zo),20) < (1 — k) ry. On montre

que f: B (xqg,r9) — B (xg,70). Soit z € B (g, 1) alors

d(f(z),m0) < d(f (), f(z0)) +d(f (x0),70)
< kd (z,x0) + (1 = Ek)rg
Sk’?“o—i—(l—k)?“o

S To.

Donc l'application f : B (zg,79) — B (20,70) est contractante avec B (zg,7() est un
espace complet. Par suite, I'application du théoréme de contraction de Banach a f assure

qu’elle admet un unique point fixe dans B(zg,7). =
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Extension d’Edelstein

Une autre tentative naturelle d’étendre le théoréme de contraction de Banach serait de
supposer que f est contractive, c’est a dire d (f(x), f(y)) < d(z,y), Vz,y € X avec x # y.
Dans ce cas f n’admet pas nécessairement un point fixe. Par exemple f (x) = In (1 + e%)

et X = R d’une part, on a :
[f(x) = f(y)] = IIn(1+€") —In(1+e)|
S| 1+ef

|l‘_y|7€€R

<l|z—1y.
D’autre part, on a
flx)=2 ©h(l+e")=2
S 1+e*=¢"
< 1 =0, (impossible).
Cependant, en compensant par d’autres hypothéses supplémentaires (avec une hypothése

forte sur I'espace ) Edelstein a obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.1.4 (Théoréme d’Edelstein) Soient (X, d) un espace métrique compact

et f: X — X une application contractive. Alors

a. f admet un unique point fire o € X.

b. Pour tout x € X, a = lim f" (x).

n—-4o00

Preuve.

1. L’existence : Soit I'application continue = — d (z, f(z)). = point fixe de f est équiv-
alent a dire que d (z, f (x)) = 0. Comme X est un compact alors ’application

x+— d(z, f (z)) atteint son minimum. Donc il existe a € X tel que
Ve e X, d(a, f(a)) <d(z, f(2)).

On va montrer par ’absurde que « est un point fixe de f. Si a # f(a) on

ad(f(a),f(f(a)) < d(a,f(a)) ce qui contredit la définition de . D’ou
a=f(a).
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

2. L’unicité :
Soient «, a’ deux points fixes de f tels que o # o, alors

(o) = (101 () < o).

ce qui est impossible. Alors o = o

3. Pour tout x € X, a = lim f"(z). En effet, soit o € X et on définit la suite (z,,)

n—-+o0o

dans X par x, = f" (x), n € N. Comme

n

0<d(z,.,a)=d(f (), f(@) <d(@.,ao),

alors la suite des nombres réels (d (zy,,®)), est décroissante et positive. Donc il existe

une limite positive, notée [, telle que

0<Il= limd(zp,a).

n—oo

Supposons que [ > 0. Gréce a la compacité de X, la suite (z,), admet une sous-suite
convergente dans X, notée (z,,),, telle que z,,, — y € X, quand n; — oo. Constatons
que

0<l= lim d(z,,a)=d(y,a),

n—-+00

c’est a dire y # a. Comme la fonction f est contractive, alors

l= lim d(z,,,,a)=d(f(y),a) <d(y,a) =1L,

n—-+o00

ce qui est absurde. Donc [ = 0 c’est a dire y = a. Ce qui montre que toute sous suite

de (x,), doit converger vers «. Par conséquent, la suite (x,,), converge vers .
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Extension de Boyd et Wong

Le théoréme des applications contractantes de Banach a connu diverses extensions. On
va présenter, maintenant sans démonstration une généralisation de ce théoréeme, dans

laquelle la constante de contraction k est remplacée par une fonction réelle.

Théoréme 2.1.5 (Boyd et Wong, 1969 ([2], page 184)) Soit E espace de Banach,
C C E un sous ensemble borné fermé conveze et f : C — C' une contraction non linéaire.

Alors f admet un unique point fixe dans C.

2.1.2 Alternative non linéaire

Dans cette sous-section on va voir la propriété d’existence du point fixe pour les applica-
tions homotopiques (homotopes) contractantes. Soit (X, d) un espace métrique complet

et U un sous-ensemble ouvert de X.

Définition 2.1.1 Soient F: U — X et G : U — X deux applications contractantes,
ot U est la fermeture de l'ouvert U C X. On dit que F et G sont homotopique (homotopes)

s’il existe une application H : U x [0,1] — X qui verifie les propriétés suivantes :
a. H(.,0)=G et H(.,1)=F.
b. x # H (z,t) pour x € OU avec t € [0,1] (OU est le bord de U) .

c. Il existe une constante notée a avec 0 < o < 1 telle que :

d(H (z,t),H (y,t)) < ad(z,y), Yo,y €U ; t €[0,1].

d. Il existe une constante notée M avec M > 0 telle que :

d(H (xz,t),H (x,8)) < M|t—s|, Ve eU; t,s€[0,1].

Théoréme 2.1.6 ([1])Soient (X,d) un espace métrique complet et U un ouvert de X.
Supposons que F : U — X et G : U — X soient deux applications contractantes

homotopes et que G admet un point fixe. Alors F' admet un point fixe.
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2.1. Théorémes du point fixe des contractions et alternative non linéaire

Maintenant, nous présentons l’alternative de type Leray-Schauder pour les applications

contractantes.

Théoréme 2.1.7 (Agarwal, Meehan et O’Regan, 2001) Soit E un espace de Ba-
nach, 0 € Q C E un ensemble ouvert, f : Q — E une contraction avec f() borné.

Alors

a. ou bien, f admet un point fixe dans €0,
b. ou bien, il existe v € 0, A € [0,1] : © = Af(z).

Preuve. Supposons que (b) n’a pas lieu et f n’a aucun point fixe sur 992 (sinon la

preuve est terminée). Alors
u # Af(u) pour tout u € 02 et X € [0,1].

Soit H : U x [0,1] — X donnée par : H(x,t) = tf(z), ot G est la fonction nulle (voir
la, définition 2.1.1). L’application G' admet un point fixe dans U (en effet, 0 = G(0)) et
f et G sont deux applications contractantes homotopiques. Maintenant, on applique le
théoréme 2.1.6 pour déduire 'existence de x € U avec x = f(z), d’ou le résultat cherché.

Corollaire 2.1.1 Soit 0 € Q2 C C C E avec ) un sous ensemble ouvert d’un ensemble
conveze dans un espace de Banach E. Supposons que f : Q — FE est une contraction
bornée (f(Q)) est bornée) telle que pour tout x € OQ l'une des conditions suivantes est

satisfaite :

a. [[f(@)] <l
b. [[f(2)[l < llz = f(2)],
e IF @I < llal* + llz = f)].

Alors, f admet un point fize.

Preuve. Montrons le résultat en supposant que (a) est satisfaite.
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Si f n’admet pas de point fixe, alors d’apres le théoréme 2.1.7 il existerait un certain

€ 0 et A €]0,1] tel que z = Af(x). Sila condition (a) est satisfaite alors :

LF @) < M@

c’est a dire que A > 1, ce qui est absurde.
Montrons le résultat en supposant que (b) est satisfaite.
Si f n’admet pas de point fixe, alors d’apres le théoréme 2.1.7 il existerait un certain

€ 0Qet A €]0,1] tel que z = Af(x). Si la condition (b) est satisfaite alors,

LF @) < [[Af(2) = f(2)]

et alors,

contradiction avec le fait que :
(1-X)<1,¥A€]0,1].

Montrons le résultat en supposant que (c) est satisfaite.
Si f n’admet pas de point fixe, alors d’apres le théoreme 2.1.7 il existerait un certain

€ 00 et A €]0,1] tel que z = Af(x). Si la condition (c) est satisfaite alors,

£ @)1 < M@+ [Mf(2) — f)]

et alors,

1< A2+ (1- )3

contradiction avec le fait que :

M+ (1T=A2<A+(1-))=1,vr€]0,1].
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2.2. Théoréme du point fixe de Schauder et alternative non linéaire

2.2 Théoréme du point fixe de Schauder et alterna-
tive non linéaire

Théoréme du point fixe de Brouwer (en dimension finie)
En 1912, Brouwer a énoncé son célebre théoréme qui est bien connu dans la théorie

du point fixe.

Théoréme 2.2.1 Soient X un espace vectoriel normé de dimension finie, C C X un
sous ensemble non vide, fermé, borné, convexe et f : C' — C une application continue.

Alors [ admet au moins un point fixe dans C.

Une différence fondamentale entre les espaces vectoriel normés de dimension finie et

ceux de dimension infinie est donnés par :

Proposition 2.2.1 Soit B la boule unité ouverte d’un espace vectoriel normé X.

(dim X < x0) & (toute application continue f : B — B admet au moins un point ﬁxe) .
Preuve.

e L’une des implications n’est rien d’autre que le théoréme du point fixe de Brouwer.

e Pour montrer 'implication inverse, il suffit de montrer que si dim X = oo alors il

existe f : B — B une application continue et n’admet pas un point fixe dans 5.
n n 2
Soit X = [y = {x = (T1, Ty o0y Ty ) 2 D T2 < oo} muni de la norme ||z|| = (Z x?)
=1 _ _ i=1
et B={z €ly:|z] <1}. On définit f: B — 0B C B par
2
f(l‘) = ( 1- HxH y L1y L2, )

La fonction f est continue, mais elle n’admet pas de point fixe, car sinon il existerait

z € Btel que z = f(x) ce qui entrainerait que ||z|| = ||f(z)|| = 1,21 = /1 — ||z]|* =

0 et x; = z9 = x3 = ... = 0, contradiction avec ||z| = 1.

De la proposition 2.2.1, nous déduisons que, dans un espace de dimension infinie, la
continuité de la fonction f ne suffit pas pour obtenir I’existence du point fixe. Nous avons

besoin d’une hypothése plus forte.
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2.2. Théoréme du point fixe de Schauder et alternative non linéaire

2.2.1 Théoréme du point fixe de Schauder

Schauder a prolongé le théoréme du point fixe de Brouwer au cas de la dimension infinie,
en utilisant le fait qu’une application compacte en dimension infinie est approchable par

des applications continues de rangs finis.

Définition 2.2.1 Soient X, Y deux espaces vectoriels normés. L’application f: X — Y

est dite de rang fini si f(X) est contenue dans un sous espace vectoriel de'Y de dimension

finie.

Théoréme 2.2.2 (Approximation de Schauder ([1], pages 36,37)) Soient C' un sous
ensemble convexe d’un espace vectoriel normé (E, ||.||) et f : E — C une application com-
pact. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble fini A = {aq,aq,...,a,} C f(E) CC et

une application continue de rang finie f.: E — C tel que

a. [[fe(z) — f(2)]| <e,VaeX.
b. f.(F) C conv(A) C C.

Avant de prouver le théoréme de Schauder, on introduit la notion de e—point fixe.
Soient E un espace de Banach, C' C E une partie non vide, fermé convexe et f : C' — C

une application.

Définition 2.2.2 On dit que f admet un e—point fixe dans C' si la condition suivante est
satisfaite :

Ve>0, 3z, € C:|f(ze) — x| < e

Proposition 2.2.2 Soit f une application non-expansive alors, f admet un e—point

fize dans B(0, R).

Preuve. On pose C' = B(0, R).
Soit r € 10, 1[, alors I'application rf est une contraction et elle admet un point fixe,

noté x,, dans C. En effet ; V z, y € C, on a

lrf(x) =rf@)ll =rlf(z) = F) <7lle =yl (car f est non -expansive).
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2.2. Théoréme du point fixe de Schauder et alternative non linéaire

Ce qui entraine que

0<|f(zr) =2l = [ f(27) = rfla)l = X =r)[[f(z)] < (1 = r)R.

Par passage a la limite lorsque r — 17, on obtient que f admet un e—point fixe. =

Proposition 2.2.3 Soit ' C E un sous ensemble fermé. Soit f : F' — E une application

continue. Supposons que :

a. f(F) est compact,

b. f admet un e—point fize dans F.

Alors, f admet un point fixe dans F.

Preuve. On considére une suite (z,)neny C F, f admet un e—point fixe dans F' donc

VneN,dzx, € F:

I —1,]| = 0.
Jim [ (n) = 2] = 0

Posons G := f(F), (yn)nen = f(@n)nen C G.
D’une part, on a G est compact ce qui entraine que, d’aprés Bolzano Werstress, de

toute suite infinie de points on peut extraire une sous suite (y,, ) = f(z,, )ren convergente

dans G telle que

D’autres part, on a
= [[f(z0) — zol|

D’ou, il existe zg € F avec xg = limy_, o @y, €t f(x9) = x¢ car f est continue. m
Maintenant, nous somme prétes & prouver le théoréme de Schauder et certaines de ses

variantes.

Théoréme 2.2.3 ( Schauder, 1930) Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné
et convere d’un espace de Banach E. Supposons que f : C' — C' une application continue

et compacte. Alors f admet un point fize dans C'.
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2.2. Théoréme du point fixe de Schauder et alternative non linéaire

Preuve. On a F(C) est compact, d’aprés la proposition 2.2.3 il suffit de montrer que
f admet un e—point fixe dans C.

Fixons un € > 0, le théoréme d’approximation de Schauder garentit 1’existence d’une
application continue de rang finie f, : C — C avec ||f. (z) — f(z)]] < ¢V x € C et
fe(C) C conv(A) C C pour un certain ensemble fini A C C.

conv(A) est fermée bornée et f.(conv(A)) C conv(A), en appliquant le théoréme de
Brouwer, on déduit l'existence d'un x, € conv(A) avec z. = f(z.). m

Une conséquence immédiate est donnée par :

Corollaire 2.2.1 Soient C' un ensemble non vide, compact, convexe d’un espace de Ba-
nach X et f : C — C une application continue. Alors f admet au moins un point fize

dans C'.

Corollaire 2.2.2 Soient C' un ensemble non vide, fermé, convexe (non nécéssairement

borné) d’un espace de Banach X et f: C — C une application continue vérifiant
f(C) est inclu dans un sous-ensemble compact de C.
Alors, f admet au moins un point fize dans C'.

Preuve. Il existe un sous-ensemble compact A C C tel que f(C') C A C C. Posons
Ap = conv (A). Nous avons A est un ensemble convexe, compact et f(Ag) C A C Ao,
donc f admet un point fixe dans Aj.

D’ou f admet un point fixe dans C' (car Ag C C). =

2.2.2 Alternative non linéaire

Pour appliquer le théoréme de Schauder, ou bien I'un des corollaires précédents, on a
besoin d’une application définie sur un fermé, convexe dans lui méme ; et ceci est difficile

a obtenir. Dans cette section on va traiter le cas ou cette condition n’a pas lieu.

Théoréme 2.2.4 (Alternative non linéaire) Soient E un espace vectoriel normé et

B := B(0, R) une boule fermée. Soit f : B — E une application continue et compacte.

Alors
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2.2. Théoréme du point fixe de Schauder et alternative non linéaire

a. ou bien, f admet un point fize dans B,

b. ou bien, il existent A € [0,1] et x € OB tels que x = \f(x).

Preuve. Soit r : E — B une retraction, définie comme suit :

rsix e B,
R* siz ¢ B.

lll

r(z) =

L’application 7o f : B — B est compacte (la composition d’une application compacte
et d’une application continue est compacte).

D’apres le théoréme de Schauder r o f admet un point fixe dans B, c’est a dire :

dr e B, (ro f)(z) =r(f(zx)) ==

On distingue deux cas :
1" Cas : f(x) € B.
Si f(z) € B, alors :
z=(rof)(x) =r(f(x)) = f(x).
C’est a dire f admet un point fixe dans B.
2¢me Cas : f(x) ¢ B.
Si f(z) ¢ B, alors :

flx
= rif(e) = Ry
Ce qui veut dire :
il existent « € OB (car ||z|| = HR%H =R)et A= m € [0,1] tel que z = Af(x).

Théoréme 2.2.5 (Alternative non linéaire de Leray-Schauder, 1955) Soient E un

espace de Banach et f : E — E une application continue, compacte. Alors

a. ou bien, f admet un point fire dans F,

b. ou bien, Pour tout X € [0,1], l'ensemble {x € E : x = \f(x)} n’est pas borné.
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Notons que ce théoreme est appelé aussi le théoreme de Schaefer. La version suivante

de ce résultat est tres utile dans les applications.

Théoréme 2.2.6 ([1], pages 48,49)Soit C C E un sous ensemble fermé, convexe d’un
espace de Banach E, p € Q C C ot Q est un ensemble ouvert. Soit f : Q — C continue,

compacte. Alors
a. ou bien, f admet un point five dans €,
b. ou bien, 3 € 0Q, IN € [0,1], x = Af(z) + (1 — N)p.

Remarque 2.2.1 En générale on prend p =0 € Q.

2.3 Généralisations du théoréme de Schauder

Dans cette partie on présente quelques généralisations du théoréme du point fixe de
Schauder pour de nouvelles classes d’applications définies par la mesure de non compacité
de Kuratowski.

Théoréme du point fixe de Darbo

Proposition 2.3.1 Soit E un espace de Banach et {A,}, une suite de sous-ensembles

fermés bornés et non vides de E tels que:
A; DAy D A3 D ..
Si a(A,) — 0 quand n — oo, alors A= (| A, # 0 et A est compact.
n=1

En 1955, Darbo a formulé la généralisation suivante du théoréme de Shauder.

Théoréme 2.3.1 (G.Darbo, [9]) Soient E un espace de Banach, C un sous-ensemble
non vide, fermé, borné et convexe de E et f : C' — C une k-contraction stricte d’ensembles,

alors f admet au moins un point fire dans C'.
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2.3. Généralisations du théoréme de Schauder

Preuve. Soit la suite des ensembles (C,,),, définie par :
Co=C et Cpy1 =vconv f(C,), Yn > 0.

Evidemment, (C),) est une suite décroissante de sous ensembles, convexes, fermés et véri-

fiant f (C,) C C,, Vn. Par conséquent C' = () C,, est un convexe fermé. Alors

n=1

a(Cpy1) = a(econv f(C,)) =a(f(Ch)) <ka(C,) <..<k"a(Cy) — 0 quand n — oo.

D’apres la proposition 2.3.1, C est compact. De plus, f : C' — C est continue. Par
conséquent, le corollaire 2.2.1 entraine que f admet un point fixe x € C C C. Dot le
résultat. m

Théoréme du point fixe de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théoréme de Darbo pour les applications conden-

santes.

Théoréme 2.3.2 (Sadovski, [7]) Soient C' un ensemble non vide, fermé, borné et con-
vere d’un espace de Banach E et f: C'— C une application condensante.

Alors, f admet un point fixe dans C.

Preuve. Choisissons m € C et notons par Y ’ensemble de tous les sous ensembles
convexes fermés K de C vérifiant m € K et f (K) C K.
Posons B = [\ K et Q =conv (f (B)U{m}). On trouve que

KeXx

B=Q. (2.3.1)

En effet,
d’une part, on am € B et f(B) C B, alors Q = conv (f (B) U{m}) C convB = B.
D’autre part, @ C B implique que f (Q) C f(B) C @, donc @) € X, et par conséquent,
B C Q. Do,

a(B) = a(Q) = a(conv (f (B)U {m})) = max { a(f(B)),a({m}) | =a(f(B)).

(2.3.2)
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Comme f est une application condensante, (2.3.1) et (2.3.2) entrainent que o (B) = 0,
ce qui implique que B est compacte et convexe.

Par conséquent, le corollaire 2.2.1 entraine que f admet un point fixe z € C. =

Théoréme 2.3.3 (O’Regan, 1995 [8]) Soient E un espace de Banach, C C E un
fermé, borné et conveze tel que 0 € C. Soit f : C — E wune application condensante

satisfaisant

Si {(Tn, An) b5 est une suite dans 9C x [0, 1]
(FP)< qui converge vers (z,\) avec v = \f (z) et 0 < A <1,

alors A\ f (z,) € C pour n suffisamment grand.

Alors, f dmet un point fixe dans C.
Remarque 2.3.1 La condition (FP) est appelée condition de Furi Pera.

Théoréme 2.3.4 (Agarwal, Meehan et O’Regan, 2001) Soient C C E un sous-ensemble
fermé, convere d'un espace de Banach E et 0 € Q C C tel que f(Q) est borné. Soit

f:Q — C une application condensante. Alors

a. ou bien, f admet un point fize dans <,

b. ou bien, il existent x € Q et A € ]0,1] tel que x = \f(x).
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CHAPITRE

Somme d’une application
compacte et d’une

application contractante

3.1 Théoréme du point fixe de type Krasnoselskii

Introduction

En 1958, Krasnoselskii (voir [11]) a observé que dans un bon nombre de problémes,
I'intégration d’un opérateur différentiel perturbé donne naissance a une somme de deux
applications, une contraction et une application compacte. Pour mieux comprendre cette
observation de Krasnoselskii, on considére I’équation différentielle perturbée suivante

I

z (t)=—a(t)x(t)—g(t,x(t)), (3.1.1)

ota(t+T)=a(t)et g(t+T,x)=g(t,x) pour un certain 7" > 0. On peut transformer

cette équation sous une autre forme en écrivant,
t t t
' (t) exp /a (s)ds | = —a(t)z(t)exp /a (s)ds | —g(t,x)exp /a (s)ds
0 0 0
Par conséquent,

!

t t

x(t)exp/a(s) ds | =—g(t,x(t))exp /a(s) ds

0 0
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3.1. Théoréme du point fixe de type Krasnoselskii

Une intégration de ¢t — 7" & ¢ donne

t u t U

/ x(u)exp/a(s)ds du:—/g(u,x(u)) exp/a(s)ds du.

t=T 0 t=T 0
Ainsi,
t t

z(t)=x(t—T)exp —/ta(s)ds —/g(u,x(u))exp —/a(s)ds du (3.1.2)

-T u

Si on suppose que exp [ — [ a(s)ds | :=a <1, et si (X, ].]|) est I'espace de Banach de
T—t
fonctions ¢ : R — R continues et T'—périodiques, alors ’équation (3.1.2) peut se mettre

sous la forme
¢ (t) = (Bo) (t) + (A9) (1) ,

avec B est une contraction de constante o < 1 et A est une application compacte. Cet
exemple montre bien la naissance de I'application P¢ := B¢ + A¢ qui s’identifie & une
somme d’une contraction et d’une application compacte. La recherche d’une solution pour
(3.1.2) exige donc un théoréme adéquat qui s’applique a cet opérateur hybride P et qui
peut donner I'existence d’un point fixe qui sera, a son tour, solution de ’équation initiale
(3.1.1). Krasnoselskii trouva la solution en combinant les deux théorémes de Banach et

celui de Schauder en un seul théoréeme hybride mais puissant qui porte son nom.

Théoréme 3.1.1 ( Krasnoselskii , 1958) Soient C' un sous ensemble non vide, fermé,

convexe d’un espace de Banach E et f,q:C — E deux applications telles que :
a.Vz,yel, f(x)+gly) € C.

b. f est continue, compacte.

c. g est une contraction de constante k < 1.

Alors, il existe un certain x* € C' tel que (f + g)(z*) ==

Remarque 3.1.1 e Si f est identiquement nulle alors ce théoréme coincide avec le

principe de contration de Banach.
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3.1. Théoréme du point fixe de type Krasnoselskii

e Si g est identiquement nulle il coincide avec le théoréme de Schauder.
Les détails de la preuve reposent sur le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé et C' un sous ensemble non
vide de E. Soit g : C — E une contraction. Alors (I —g) : C — (I — g)(C) est un

homéomorphisme, ot I désigne l’identité.
Preuve. L’application I — g est continue. En effet, Vx,y € F, on a

I = 9)(x) = (I = g) @) < llz = yll + llg(=) — 9(¥)]]
< lz =yl + kllz =yl

<A +k)z =yl

De plus,

(I —=g)(@) — (I —g)Wl = (z —y) — (g9(x) — g())]l
> [lz =yl = [lg(x) — g9(y)]|
> ||z —yl| = kllz -yl

>(1—=Fk)|lz—yl, (0<k<1).

Ceci montre que(I — g)~" existe et est continue . ®

Preuve. (démonstration du théoréme de Krasnoselskii)

Soit y € C fixé, d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, ’application ¢ : C' — C'
définie par :

o(x) = g(z) + f(y).

admet au moins un piont fixe dans C.
L’application :
h: ¢ — C
v — h()=(I—g) "o f(x)
est continue, compacte et envoie C' dans lui méme. En effet,
h est une composition d’'une application continue et compacte avec une application

continue ((I — g)~! est continue d’aprés le lemme précédent), donc compacte.
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3.1. Théoréme du point fixe de type Krasnoselskii

Par le théoréeme du point fixe de Schauder, h admet un point fixe dans C :

1= h(r) & a - g(z) = fa) < v = f(x) + g(x). m

Remarque 3.1.2 En 1998, Burton (voir [4]) constate que le théoréme du point fize de

Krasnoselskii reste valable st on remplace la premiére condition par :
VyeC (z=fly) +9(z) =2z€C).

Théoréme 3.1.2 Soient E un espace de Banach, C C E un fermé, borné et conveze.

Supposons que :

a. L’application f: C — FE, est compacte et continue.
b. L’application g : C' — E, est une contraction non linéaire.

c. Va,yeC, f(x)+g(y) € C. Alors, f +g admet un point fixe dans C.

Preuve. f + g est condensante. En effet,

soit A un sous ensemble borné de C' C E, on a :

al(f+9)(A) <a(f(A) + a(g(A)) (car « est sous-additive)
= a(g(A)) (car f est compact).

Montrons que a(g(A)) < ¢(a(A)), avec (pour y € C fixé)

op: C — C
r = ¢(r)=g(r)+ fy)

N

N N
Soit ¢ > 0 et A C |J A; avec diam(A;) < a(A) +e Ona g(4) C U g(4)=U Y.
=1 i=1

—_

7
Soient yi, yo dans Y; pour un certain indice i, il existe x1, x5 € A; tels que g(x1) = y; et

1=

9(1’2) = Y2.
On a

lg(z1) = g(2) [l < ¢(llz2 — 21]l) < ¢((A) +€),

alors

diam(Y;) < ¢p(a(A) +¢€) = a(g(A)) < ¢(a(A) +€),Ve > 0,
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e — 0,a(g9(A4)) < o(a(A))

donc a((f + 9)(4)) < ¢ (a(A)) < a(A), dapres le théoreme 2.3.2 f + g admet un

point fixe dans C. m

Théoréme 3.1.3 (O’Regan, 1995 [8] ) Soient E un espace de Banach, C C E un

fermé, borné et convexe tel que 0 € C. Supposons que :

a. L’application f: C — E est compacte et continue.
b. L’application g : C' — E est une contraction non linéaire.

c. Si {(zn,A\n)},>, est une suite dans OC x [0,1] qui converge vers (x,)\) avec x =
AMf+gx et 0 < XA <1, alors A\, (f +9)z, € C pour n suffisamment grand.
Alors, f +g admet un point fize dans C'.

La démonstrastion de ce théoréme découle du théoréeme 2.3.3, car (f + g) est une

application condensante.

3.2 Alternative non linéaire

Corollaire 3.2.1 (Burton, 1998) Soient E un espace de Banach et f |, g: F — E deux

applications telles que f est compacte et g est une contraction. Alors

a. ou bien, f + g admet un point fize,

b. ou bien, l'ensemble {x € E ; x = Af(x) + Ag(5), A €]0,1[} est non borné.

Preuve. Il suffit de montrer que si g est une k-contraction, alors \g (%) est une

k-contraction, VA € ]0,1][. m

Théoréme 3.2.1 (O’Regan, 1995) Soient E un espace de Banach, C C E fermé et

convexe et ) un sous ensemble ouvert de C' tel que 0 € Q. Supposons que

i. f:Q — E est complétement continue.
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3.2. Alternative non linéaire

ii. g:Q — F est une contraction non linéaire,
iii. (f +9)(Q) est borné dans E.

Alors :

a. ou bien, f + g admet un point fixe dans €,

b. ou bien, il existent x € 9Q et A € |0, 1] tels que x = A(f + g)(z).

Théoréme 3.2.2 (Agarwal, Meehan et O’Regan, 2001) Soient E un espace de Ba-

nach, C C E un conveze, fermé et 2 C C un ouvert qui contient xq. Supposons que

i. f:Q — C est complétement continue.
ii. g:Q — C est une contraction non linéaire,

iii. (f +g)(Q) est borné dans C.
Alors, on a lalternative :

a. Ou bien, f + ¢ admet un point fixe dans ) .

b. Ou bien, Il existe x € 9Q et A € (0,1) tels que x = A(f + g)(z) + (1 — X)zo.
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CHAPITRE
4 Applications

4.1 Applications utilisant les théorémes de type Ba-

nach

4.1.1 Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale

dans L!

On considére I'espace de Banach L'([0,1]). Soit K € L'([0,1] x [0,1],R). On munit
LY([0,1] x [0,1],R) de la norme ||.||, définie par
y€[0,1]

1
K|, = sup /\K(y,x)\dx.
0

On définit pour tout u dans L'([0, 1]), I'opérateur lin¢aire A de L'([0,1]) dans lui méme

par

(Au)(x) = / K(y,x)u(y)dy.
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

Montrons que A est continu

1
Al = / (Au)(a)] da

/ /K y, x)u(y)dy| dx
//|Ky, ) Ju(y) | dyda

0
1

-/ / K (y, )] [uly)| dady
_ / ()| / K (y, )| dudy
< / u(y)| 1K), dy

= LK [l o -
Ceci signifie que A est continu. De plus, A est || K || -lipschitzien. En effet,
JAu = Av]ly < K1, Ju— o]l vu,v € LX([0,1]).

D’apres le théoréme de contraction de Banach pour tout A € R tel que |\ > || K|,

I'équation Au + \u = f avec f € L posséde une solution unique. En effet, I'opérateur

g: LN0.1) —  L(0.1)
u e gl = 4(f - Au)

est une ”| “‘ —contraction.

En partant de ug € L(]0, 1]), les approximations successives s’écrivent :

f(z) = Auy(2)
A

Upi1(z) = Vx e [0,1].
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

4.1.2 Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale

de Fredholm

Soient [a,b] C R, K : [a,b] X [a,b] — R une fonction continue et £ = C([a,b],R) l'espace
de Banach des fonctions continues sur [a, b] muni de la norme de la convergence uniforme.
Soient ¢ € E et A € R. On veut trouver une fonction ¢ — u(t) dans E telle que

b
Vt € [a,b], u(t) = )\/K(t s)u(s)ds + ¢(t).

a

Soit A I'application définie par

Aut) = A / K(t, s)u(s)ds + o(t).

On voit que Yu € E, A(u) € E et donc A: E — E.

Soient u,v € E tels que u # v. Estimons ||Au — Av|| :

[Au — Av]| = max [A(u)(t) — A(v)(?)]

a<t<b
b

~ max |2 / K(t, s)u(s)ds + o(t) — A / K(t, s)o(s)ds — (#)

a<t<b
a

a<t<b

= max |\| /K(t,s)(u(s) —v(s))ds

a<t<b

< |\ max / |K(t,s)||u(s) — v(s)|ds.

Comme K est continue sur le compact [a, b] X [a, b], alors IM > 0 tel que

|K(t,s)| < M, ¥(t,s) € [a,b] X [a,b].
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

Donc

b
[Au — Av]| < IAlggSXb/ [K(t,8)] uls) —v(s)| ds

b
< |A|M||u—v||/ds
— N MG —a)llu—v].

Pour que A soit contractante, il faut que

1

Dans ce cas I’équation admet une solution unique grace au théoréeme de contraction de

Banach. De plus, en partant de ug € E, les approximations successives s’écrivent :

WEMHWHNFJ/K@$W@%+Mﬂ

Ce qui donne, lorsque n — 400, la solution w.

4.1.3 Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale

de Volterra

Sous les mémes hypothéses que dans le paragraphe précédent, on veut trouver u telle que

wEmﬂ,mwzg/K@@mwu+ww
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

On procede de la méme maniére que dans I’équation de Fredholm, on obtient

[Au — Av[| = max [A(u)(t) — A(v)(1)]

a<t<b

a<t<b

~ max |A / K(t, s)u(s)ds + o(t) — A / K(t, s)o(s)ds — (#)

= max |\| /K(t,s)(u(s) —v(s))ds

a<t<b

< |\ max / Kt 5)] [u(s) — v(s)| ds

a<t<b
a

a<t<b

t
< |A| M max / lu(s) —v(s)|ds
t

< [\ M lu— o Hgggb/ds
a_ —_
a

< A M ||u — || max (t — a)
a<t<b
< [A[M(b—a)|lu—of.

On a aussi

a<t<b

HA2u - A2v|| = max |\| /K(t,s)Au(s) — Av(s)ds

a<t<b

— |\ max / Kt 5)| [Au(s) — Av(s)| ds
< \)\|M/\Au(s) — Av(s)| ds

t
< |A|M/|A|M<s—a> lu— o]l ds

(t—a)’
2

< [A[° [ =

De méme on trouve

(t—a)®

N3
it — ] < P 22 = ae U

- o]
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

Ainsi, par récurrence, on obtient

47 @)(e) — A < AP a2

b_ n
Ju—ol < AP a2y,

Donc, pour tout A € R, il est possible de choisir un n assez grand pour que

(IA[M(b—a)")
n!

< 1.

Par conséquent, il existe n € N tel que A™ est une contraction et d’aprés le théoréme
2.1.2,

VA € R, ’équation intégrale admet une solution unique.

4.1.4 Existence de solutions d’un probléme aux limites

Soit le probléme de Dirichlet du second ordre suivant :

v =f(t,y. y),telal]
y(a) =y () =0

ou f : [a,b] x R? — R est continue. Nous considérons, pour A € |0, 1], la famille des

problémes :
y' =M (ty,y), t € la,]

(P),
y(a) =y (b) = 0.

On définit 'opérateur

F: C'(a,b],R) — C'([a,b],R)

ou la fonction de Green est donnée par :

D0 <t <s <,
Gt s) = ¥

D) g < s <t <.

On peut montrer que les points fixes de F' sont les solutions du probléme (P) et inverse-

ment.
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4.1. Applications utilisant les théorémes de type Banach

Théoréme 4.1.1 Soit f : [a,b] x R? — R une application continue, vérifiant

il existe un sous-ensemble D C R? et deux constantes Ky et K,

telles que |f<t7y7yl) - f(t,Z,ZI)| < K0|y - Z| + K1|y/ - Z/|, Vt € [aub] x D

et

(b —a)? (b—a)
g T

Supposons qu’il existe un ensemble ouvert borné de fonctions, U C C*[a,b] avec 0 € U tel

Ky <1. (4.1.1)

que

u € U implique que tout (u(t),v'(t)) € D pour tout t € [a, b] (4.1.2)
et
y est solution de (P)y pour un certain A € |0,1] implique que y ¢ OU. (4.1.3)
Alors le probléme (P) admet une unique solution dans U.
Preuve. Soit X = C' ([a,b],R) muni de la norme :
lyll = Kolylo + Kily'lo ot [ylo = sup |y (t)] et [ylo = sup |y’ (t)]
tefa,b) t€fa,b]

L’application F' : U — C'[a,b] est cotractante. En effet, d’aprés les propriétés de la

fonction f et la condition (4.1.2), pour tout y et z dans U et t € [a, b] nous avons

|((Fy = Fz)(1)] = /G (t,5) [f (5,5 (5), 9/ (s)) = [ (s,2(5), 2 ()] ds

<y,
puisque .
tlél[gflf]/m(t, s)|ds = max Gl t)S(t —9) _ (b;a)2.
Alors
Py —Felo < L=y .
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4.2. Applications utilisant les théorémes de type Schauder

Ainsi que, pour tout y et z dans U, nous avons | (Fy — Fz)'|o < @ |ly — z||, puisque

b
B G-t +(t—a)?® (b—a)
e A

Par conséquent,

(b—a)

+ K, 5

ly — 2|l ¥y, 2 € U. (4.1.4)

b— 2
1Py Fol < [P

Ensuite, la condition (4.1.1) entraine la contraction de F'. Finalement, la condition (4.1.3)
entraine que la proposition (b) dans le théoréme 2.1.7 n’est pas vérifiée. D’ou 'existance

et 'unicité d’une solution du probléme (P). =

4.2 Applications utilisant les théorémes de type Schauder

4.2.1 Probléme de Dirichlet homogéne d’ordre deux

Théoréme 4.2.1 Soit f : [a,b] x R? — R une fonction continue et bornée :
I > 0, |f(2,y.2] < M,¥(,y.2) € [a,] x B2

Alors le probléeme
y' (@)= f(z,y,y) ;a<z<b
y(a) =y () =0,

admet au moins une solution y € C*([a,b]). De plus on a les estimations suivantes sur la

(4.2.1)

solution y et sa dérivée :

M(b—a)?
Va € [a,b], |y(@)| < % (4.2.2)
/ M —
Vo € [a,b], |y (:U)‘ < %. (4.2.3)
Preuve. (Par le théoréme du point fixe de Shauder)
Soit X = C*([a,b]) muni de la norme |uly = max(sup |u(z)],252 sup |u'(z)]).
z€[a,b] z€[a,b]

C’est une norme équivalente & la norme du sup; X est donc un espace de Banach pour

cette norme aussi.
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4.2. Applications utilisant les théorémes de type Schauder

e Le probléme (4.2.1) est équivalent a ’équation intégrale
b
— [ Glas)(s.(s).0/ ())ds

ou la fonction de Green est donnée par :

G el g <x<s<b;
(z,5) = _madlon) << <D

b—a ?
On définit maintenant ’opérateur 7' par :
T: X —- X

b

y o Tylo) = [Glz,5)f(s,y(s),y (5))ds

a
1. T est bien défini car la fonction G est définie de maniére unique et f est continue et

bornée.

On considére, dans X, la boule fermée de rayon M @ :

b— 2
B {uex, Jul, <Y,

Montrons que 7" envoie B dans B : Soit y € B et Y =Ty. Comme f est bornée par M,

on a les estimations suivantes :

()| < ml _8“)2 ot ‘y’(;p)‘ <M

donc

Y| x = max( sup |Y(z)], sup ‘Y ‘ =M
x€|a,b] z€[a,b]

D’ou Y € B et donc T envoie B dans B ( en fait 7" envoie tout l'espace X dans B).

2. T est continue sur X. En effet, soit (y,)nen une suite de X convergente vers une limite

ye X etY,="Ty,.

Ty, (z /G (5,9n(5), 4., (5))ds, Yz € [a,b].
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4.2. Applications utilisant les théorémes de type Schauder

D’une part, la continuité de f entraine que
F(5,9n(8),9a(5)) = f(5,9(s),y (5)), Vs € [a,0] quand n — +oo.

D’autre part, on a pour tout z € [a,b] :

b
7,0 < [ 16 5)|[£(5,30(5). 37 ()] ds

b

< |1 (0). 37 2)] [ 16 9)]ds

M(b— a)?

<
- 8

€ L' [a,b].

Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(voir Annexe ),

Ty, — Tyl — 0 quand n — +oc.
Alors (Y;,),, converge vers Y = T'y, ceci montre la continuité de 7" dans X.
3. T est borné sur X. En effet, soit y € C1([a, b)), alors

Tyn(a)) < M=

< g < 00, Vx € [a,b)].

et
M(b—a)

() (@) < =5

< 00,V € [a,b].

4. T est compact. En effet, soit (y,),eny une suite bornée de X. T étant bornée, donc
(TYn)nen lest aussi dans X. Alors la suite (T, )nen est bornée dans C'([a, b]) et
méme dans C2([a,b]) , car (Fy,) (2) = f(2,yn,y,) et f est continue.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla, la suite (F'y,), .y admet une sous suite convergente

dans C'([a,b]), d’ou la compacité de ’application 7.

Par conséquent, le théoréme du point fixe de Schauder entraine que 1" admet un point

fixe y qui est solution du probleme (4.2.1).
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4.2. Applications utilisant les théorémes de type Schauder

e Montrons les estimations (4.2.2) et (4.2.3). On pose

M = max )f(x,y(ff) ,?J, (z))],

z€[a,b]
alors
b
via)| < [ |Gla,s)] ds
On a
b (s —a) (w —b) (&~ a)(s— 1)
s—a)(x— z—a)(s—
/|G($,S)|d$—/ - d / — ds
_l(x—b) 5 1(z—a) 9
2 b—a (v~ a) 2 b—a ( b)
B (x —a)(x—0>)
— 5 7
et comme
i (x —a)(x—0) :(b—a)2
a<z<b 2 8
Alors ,
N2
/|G(a:,s)]ds§ (b SC‘) .
On a également I’éstimation suivante :
110G Fs—a), . [(b—s)
5 — -5
/ %(x,s) ds:/ P— ds+/ b—ads
1 1
=55 [@—a)’ +(b—2)’]

Comme le maximum de la fonction 8(z) = (x — a)® + (b — z)° est atteint au extrémités

a ou b alors

Par conséquant
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4.3. Application utilisant 'alternative non linéaire de type Krasnoselskii

Enfin,

4.3 Application utilisant 1’alternative non linéaire de
type Krasnoselskii

Soit le probléme de Dirichlet du second ordre suivant :

v +uf(tyy)=0pptel01]
y(0) =y (1) =0,

(4.3.1)

ou f:]0,1] x R — R est une application de Carathéodory et p € R™.

Théoréme 4.3.1 Supposons que f :[0,1] x R — R une fonction qui admet une décom-
position

f(tau) = f1<t>u) + f2<t7u)>

ot f1 et fo sont deux applications de Carathéodory vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout ensemble borné Q@ C C ([0, 1],R), et pour tout t € [0,1], I’ensemble :

t 1

(1-— t)/sfl(s, y(s))ds + t/(l —8)fi(s,y(s))ds : y € Q » est relativement compact.

0 t
2. 1l existe ¢ € (L'[0,1],R), avec ¢ > 0 p.p dans [0,1] et une fonction continue,

croissante ¢ : [0, +oo[ — [0, +00| satisfaisant ¢(z) < z pour z > 0 tels que

‘f? (tvul) - f2 (t7u2>’ < Q(t)(b(’ul - uQD pOUT‘t € [07 1] et Uy, Uz € R

1

wsup | (1— t)/sq(s)ds —|—t/(1 —8)q(s)ds | <1. (4.3.2)

[0,1]
t
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4.3. Application utilisant 'alternative non linéaire de type Krasnoselskii

2. Il existe une fonction continue croissante 1 : [0, +oo[ — [0, 00| satisfaisant (u) >

0 pour u > 0 et une fonction n € (L'[0,1],R) avec n > 0 p.p dans [0, 1] tels que

[f ()l < n()¢(|ul) dans [0,1] x R.

Soit

Qo =sup | (1 —1) / ds—i—t/(l—s)n(s)ds :
[0,1]
0 ¢

et ug tels que

sup

xXr
2€[0,400[ (MoQow(z)) - b

Alors, si 0 < u < po, le probléme (4.3.1) admet une solution.

Preuve. Soient p < g et My > 0 tels que

My
pQov (Mo)

Soit y une solution de la famille des problémes

> 1. (4.3.3)

®), Y+ Auf (t,y) =0,t€[0,1] £34)

y(0) =y (1) =0.

Pour0<A<lette0,1],ona:

1

yl0) = | (1=0) [sfs.utsds + (1= )G p(s)as |

t

et alors la condition (3) nous donne

t 1

MY <1—t>/sn<s>w<\y<s>|>ds+t/<1—s)n(swuy(s)wds

0 t

S :L“vb (HyHO) QU; vVt € [07 1] )

ou |lyll[, = sup ||y (¢)||. Par conséquant,

7ot () = (4:3.5)
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4.3. Application utilisant 'alternative non linéaire de type Krasnoselskii

Soit U = {u e C([0,1],R) : [Jull, < Mo}, et soit I'opérateur N : U — C ([0,1],R)

défini par :
t 1

Ny(t)=p {1 -1) /Sf(syy(S))dS + t/(l —s)f(s,y(s))ds | = Ny (t) + Nay (t) ,

Constatons que toute solution du probléme (4.3.1) est un point fixe de 'opérateur N et

inversement.
t 1

Ny (0) =n | (=) [ shis.uleDds+ ¢ [(1=9)psponds | i =12
0 t
N7 et Ny sont bien définis et continus car f; et f; sont deux applications de Carathéodory,

la, condition (1) combinée avec le
théoréme d’Ascoli-Arzéla entraine que N7 est complétement continue. Donc ’opérateur
N, :U — C([0,1],R) est compact.

Pour u, v € U et t € [0,1], de la condition (2), on a
t

[Nau (t) = Nav ()] < o | (1 - t)/SQ(S)¢(|U(8) — v (s)]))ds +

0

(1= 5)q(s)¢ (lu(s) — v (s)])ds

(1 —s)q(s)ds

1
t/
t 1
<nQ(Juvly) swp | (=) [sa(s)ds+¢ [

te(0,1]
0 t
et d’aprés I'inégalité (4.3.2)
[Naw = Novllg < & (Jlu—vl]g) -

Donc lopérateur Ny : U — C' ([0, 1], R) est une contraction non linéaire.

Si la condition (b) du théoréme 3.2.2 est satisfaite, alors il existe A € ]0,1[ et y € OU
avec y = ANy. Donc y est une solution de la famille des probémes (4.3.4) avec ||y||, = Mo.
Donc l'inégalité (4.3.5) implique que

My

1Qoy (Mo)
Ce qui contredit (4.3.3). Enfin du théoréme 3.2.2, opérateur N admet un point fixe.

<1

D’ou, le probléme (4.3.2) admet une solution. =

Remarque 4.3.1 Notons que ce résultat a été démontré par O’Regan, en 1995, dans

Uarticle [8] pour f :[0,1] x E — E ou E est un espace de Banach abstrait.
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Conclusion

La théorie du point fixe est d’'une importance capitale dans 1’étude de l'existence de
solutions pour les problémes non linéaires. De cette théorie découlent plusieurs appli-
cations qui constituent un domaine trés actif de la recherche. Dans notre travail, on a
présenté quelques théorémes du point fixe a savoir les théorémes classiques de Banach et
de Schauder, en combinant ses deux résultats Krasnoselskii a obtenu, en 1958, un résul-
tat hybride. Ce théoréme est captivant et posséde un domaine d’applications trés vaste.
Comme perspectives on pense a appliquer le théoreme de Krasnoselskii ou 'une de ses

extensions pour établir I'existence de solutions de certains problémes aux limites.
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Annexes

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Soit (X, ) un espace mesuré ou X est un ouvert de R™ et p la mesure de Lebesgue

définie sur la tribu borélienne.

Théoréme 4.3.2 (de la convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,), une suite de

fonctions mesurables sur X a valeurs dans R telle que
falz) — f(x), quand n — 400, presque partout dans X,

et telle qu’il existe une fonction g sur X a valeurs dans R, , intégrable telle que [’on
ait
|fu(2)] < g(x), presque partout dans X.

Alors f est intégrable et 'on a

/ = fldp — 0, quand n — +oc.
X

! fuddpt — )[ fd.

Le théoréeme de convergence dominée existe aussi en version LP.

En particulier

Théoréme 4.3.3 Soit p € [1,+00[ et (f,), une suite de fonctions de LP(X, ) telle que
fo(z) — f(x), quand n — 400, presque partout dans X,
et telle qu’il existe une fonction g € LY (X, 1) a valeurs dans R, telle que 'on ait

|fu(2)| < g(x), presque partout dans X.
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Alors f € LY (X, ) et l'on a
an - fHLp — 0, quand n — +00.
Application de Carathéodory

Définition 4.3.1 Soit Q un ouvert borné dans R™, on dit que f : 2 x R" — R est une

fonction Li-Carathéodory si

a. L’application t — f (t,x) est mesurable pour tout © € R™,
b. L’application x — f (t, ) est continue pour tout t € €,

c. pour tout v > 0, il existe une fonction positive h, € L1 () telle que si ||ul|g. < 7 on

a|f(t,x)| < he(t), pp t € Q.
Equations intégrales

Définition 4.3.2 Une équation intégrale est une équation dont l'une des indéterminées

est une intégrale.
1. Equation de Fredholm du premier type

L’une des équations intégrales les plus simple est I’équation intégrale de Fredholm du

premier type :
b
flo) = [ Koo

ou ¢ est la fonction inconnue, f est une fonction connue et K une autre fonction connue
a deux variables, souvent appelée le noyau de I'opérateur intégral. Les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équation de Fredholm.

2. Equation de Fredholm du second type
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Annexes

Si la fonction inconnue apparait a la fois a l'intérieur et a 'extérieur de l'intégrale,

alors il s’agit de I’équation intégrale de Fredholm du second type :

o(z) = f(x) + )\/K(x,t)qﬁ(t)dt.

Le parameétre \ est un facteur inconnu, qui joue le méme role que la valeur propre en

algebre linéaire.
3. Equation de Volterra du premier et du second type

Si 'une des bornes d’intégration est variable, il s’agit d’une équation intégrale de

Volterra. Les équations de Volterra du premier et du second type sont de la forme :

mwz/wawww

o(a) = §(o) + A [ Ka.t)ole)dr

Caractéristiques

Si la fonction connue f est identiquement nulle, ’équation intégrale est alors appelée
"équation intégrale homogéne" et dans le cas contraire I’équation est dite "équation
intégrale non-homogeéne".

Ces équations sont classées selon trois dichotomies :
1. Limites d’intégration

e Les deux fixées : équation de Fredholm.

e [’une variable : équation de Volterra.
2. Place de la fonction inconnue

e Seulement a l'intérieur de l'intégrale : premier type.

o A lintérieur et a 'extérieur de l'intégrale : second type.
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3. Nature de la fonction connue f

e Identiquement nulle : homogene.

e Non identiquement nulle : non-homogene.
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Résumé

Dans le vaste champ de la physique relativiste, le groupe de Poincaré qu’on présen-
tera au chapitre 2 occupe une place considérable. Les premiers travaux sur ce groupe sont
dus au mathématicien et physicien frangais, Henri Poincaré. Ce groupe a été introduit
pour simplifier les études de 'un des piliers de la physique moderne. En effet dés qu’on
parle du changement de référentiels et de la covariance des lois de la physique, toutes les
considérations cédent leurs places a la théorie de la relativité (restreinte ou générale). La
théorie de la relativité restreinte d’Einstein est venue remplacer la relativité de Galilée-
Newton, vu la remise en cause de cette derniére par les observations expérimentales telles
que l'expérience de Morley-Michelson et aussi son incompatibilité mathématique avec les
équations de Maxwell qui régissent les phénomeénes d’électromagnétisme.

Ainsi on a introduit la théorie qui veut régler ces problémes, qui est la théorie de
relativité doublement restreinte qu’on désigne par DSR qui est basée sur le k-groupe de
Lorentz qui est une extension du groupe de Lorentz qu’on verra au chapitre 3.

Le résultat le plus remarquable des théories DSR est la modification des transforma-

2 cependant une

tions de Lorentz et la relation de dispersion énergie-impulsion £ = mc
autre approche a vu le jour celle-ci est basée sur une autre extension : le R-groupe de
Lorentz qui est la transformation de Fock qu’on verra au chapitre 4.

Ce mémoire consistera a présenter en premier lieu le groupe de Lorentz et plus générale-
ment le groupe de Poincaré, ensuite on présentera deux extensions de ce groupe. On com-
mencera par rappeler quelques notions sur la théorie des groupes et on présentera le groupe
de Poincaré au deuxiéme chapitre. Ensuite nous exposerons la DSR (kappa-algebre). Le
troisieme chapitre y est dédié. Et nous présenterons la deuxiéme extension qui est la

transformation de Fock (R-algébre) au quatriéme chapitre. Enfin, nous terminons par

une application en deux parties et une conclusion.



