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Résumé

Dans ce mémoire, nous prouvons l’applicabilité de la méthode de stabilité forte à

l’étude de système de files d’attente GI/M/1 avec vacances exponentielles lorsque celui-

ci est soumis à des perturbations dans le taux de vacances.

Nous montrons que sous certaines conditions, la châıne de Markov induite associée

au système GI/M/1 est fortement υ- stable, après perturbation de taux de vacances et

écriture des deux opérateurs sous la même structure matricielle à bloc-Jacobi. Ceci revient

à clarifier les conditions pour lesquelles les caractéristiques stationnaires du GI/M/1 avec

vacances exponentielles peuvent être approximées par celles correspondantes du système

GI/M/1 classique modifié. Nous obtenons ainsi les inégalités de la stabilité, avec un calcul

exact des constantes.

Afin de mesurer les performances de la méthode de stabilité forte et estimer la précision

de l’erreur d’approximation, nous proposons une approche de simulation pour confirmer

les résultats obtenus.

Mots clés: Système d’attente avec discipline hystérétique, Vacance, Inégalité de sta-

bilité, Perturbation, Stabilité forte, Simulation.

Abstract

In this memory, we prove the applicability of the strong stability method being studied

of queueing system GI/M/1with exponential vacation when this one is subjected to a

perturbation in the rate of vacation.

We show that under some conditions, embedded Markov chain associated the system

GI/M/1 is strongly -v- stable, after perturbation of rate of vacation and we express the

transition matrix of the embedded Markov chain as a block-Jacobi form.

This amount clarifying the conditions for which the stationary characteristics of GI/M/1

with exponential vacation can be approximated by those corresponding of the modified

queueing system GI/M/1 .We obtain the stability inequalities with an exact computation

of constants.

In order to measure the performances of the strong stability method and to estimate the

precision of the error of approximation, we propose an approach of simulation to confirm

the results obtained.

Key words: Queueing system with hysteretic policy, Vacation, Stability inequalities,

Perturbation, strong Stability, Simulation.
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Table des matières 3

Liste des figures 4

Liste des tableaux 1

Introduction générale 1
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3.3 Inégalités de stabilité forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4 Estimation de l’erreur d’approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.1.1 Approche algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.1.2 Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.1.3 Validation du simulateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Application Numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.2.1 Cas d’approximation par le Système M/M/1 modifié . . . . . . . . 58
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Introduction générale

”Une mesure exacte vaut l’avis d’un millier d’experts.”
**Grace Hopper**

Il y a beaucoup de raisons de vouloir évaluer la performance d’un système. Pour le

développement d’un nouveau système, la modélisation est la seule façon de déterminer si

les spécifications de performance seront respectées. Quand un système doit être configuré

pour une tâche spécifique, modéliser est le moyen le plus économique de limiter la recherche

parmi les innombrables configurations possibles.

La plupart des systèmes rencontrés dans différents domaines de la vie apparaissent en

plusieurs situations en apparence très diverses, mais la majorité de ces derniers relèvent

néanmoins du schéma descriptif général suivant:

Des clients arrivent à des intervalles aléatoires dans un système comportant un ou plusieurs

serveurs auxquels ils vont adresser une requête. La durée du service auprès de chaque

serveur est elle-même aléatoire. Après avoir été servis, les clients quittent le système; d’où

la nécessité de faire appel à la théorie des files d’attente qui s’attache à modéliser et à

analyser ce genre de problèmes.

Quelques modèles dans la théorie des files d’attente classique offrent deux possibilités

pour résoudre le conflit qui apparâıt lorsqu’un client arrive dans un système et trouve le

serveur occupé ou en vacance. Soit il quitte le système sans avoir reçu le service, soit il

attend jusqu’à ce que le serveur soit disponible.
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Plusieurs modèles de files d’attente ont été étudiés depuis Erlang, et plusieurs for-

mules ”élégantes” ont été élaborées et proposées comme étant des solutions analytiques

de certains types de problèmes de files d’attente. Néanmoins, il arrive que la complexité

de ces formules ne permette pas de les exploiter dans la pratique. Par exemple, la formule

de Pollaczek-Khintchine exige une inversion numérique de la transformée de Laplace pour

déterminer la distribution de la durée d’attente. Et dans plusieurs cas, même la trans-

formée de Laplace ou la fonction génératrice ne sont pas disponibles sous forme explicites

(c’est la cas, par exemple, du système d’attente GI/GI/1). En général, quand le serveur

prend des vacances ( par exemple lorsqu’ il y a moins de clients dans le système), ceci

mène à minimiser le coût. Mais également réduit l’efficacité opérationnelle du système

et cause la perte et le mécontentement des clients. Comment pouvons nous résoudre ce

problème et faire en sorte que le système puisse opérer plus efficacement?

C’est pour cela que, lors de la modélisation d’un système réel, on est souvent amené à

remplacer les éléments stochastiques réels jugés rigoureux mais compliqués gouvernant le

système, par d’autres éléments plus simples. Ces derniers sont supposés être, dans un cer-

tain sens, proches des éléments réels. Le modèle ainsi utilisé représente une ”idéalisation”

du système réel. Alors le point capital est d’évaluer ainsi l’erreur commise par cette ap-

proximation, d’où l’apparition du problème de ”stabilité”.

Le problème de stabilité en théorie de files d’attente permet de délimiter le domaine

dans lequel le modèle idéal peut être utilisé comme une bonne approximation du système

réel et occupe une place remarquable dans la théorie qualitative et quantitative des

systèmes dynamiques, ainsi que dans celle des systèmes stochastiques. Pour mieux définir

ce concept de stabilité, considérons un système de files d’attente comme une application

F : X → Y , où l’ensemble X représente les paramètres du système (les éléments stochas-

tiques gouvernant le système). Les paramètres du système peuvent être: la distribution

du flux des arrivées, la loi du service, la structure du système, etc. L’ensemble Y est l’en-

semble des caractéristiques du système. Ces dernières peuvent être: le nombre moyen de

clients dans le système, le taux d’occupation du système, etc. La notion de stabilité en

théorie de files d’attente est identique à celle de continuité de l’application F .

”Un système de files d’attente est dit stable, lorsqu’une petite perturbation dans ses

paramètres (entrées) entrâıne une petite perturbation dans ses caractéristiques (sorties).”

Par conséquent, la déviation des caractéristiques correspondantes de deux systèmes de

files d’attente stables, varie en fonction de la déviation des paramètres d’entrée. En général,

les valeurs des paramètres d’un système de files d’attente ne sont connues qu’approxima-

tivement (elles sont obtenues à l’aide des méthodes statistiques [77]), ce qui conduit à
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des erreurs pour le calcul des caractéristiques recherchées. C’est pourquoi, en pratique,

on utilise les inégalités de stabilité pour estimer numériquement l’erreur de définition des

caractéristiques en question.

Parmi les méthodes d’approximation qui ont été développées sur la stabilité des

modèles stochastiques, on trouve celles obtenus par Rossberg [123], Gnedenko [62] et Fran-

ken [59]. Par la suite, sont apparus les travaux de Kenedy [88], Borovkov [32] (méthode de

renouvellement), Stoyan [129] (méthode de convergence faible), Kalaschnikov et Tsitsia-

chvili [78] (méthode des fonctions tests), Zolotariev [148] (méthode métrique), Klebanov

[87], Aı̈ssani et Kartashov [19] (méthode de stabilité forte), Rachev [121], Ipsen et Meyer

[70] (méthode de stabilité absolue). Tous ces travaux ont considéré différentes positions et

différentes approches du problème. Ainsi, un système peut être stable par rapport à une

approche et ne pas être stable par rapport à une autre approche. Par ailleurs, la plupart

de ces méthodes constituent aujourd’hui l’une des principales activités de recherche dans

divers domaines scientifiques, tels que l’économie, les finances, la recherche opérationnelle,

la théorie de la décision, etc. En particulier, elles jouent un rôle important dans l’analyse

des problèmes complexes de files d’attente et leurs applications en télécommunications,

systèmes de production, etc.

Réellement, les besoins de la pratique orientent ces chercheurs vers l’obtention des

estimations quantitatives et surtout vers la mesure de performance des méthodes.

La méthode de stabilité forte, connue également sous le nom ”méthode des opérateurs

de la théorie de stabilité”, a été élaborée au début des années 1980 par Aı̈ssani et Kar-

tashov [19]. Les auteurs ont notamment étudié la propriété de stabilité de la distribution

stationnaire de la châıne de Markov récurrente au sens de Harris dans des espaces de phase

quelconques. Cette méthode nous permet à la fois de réaliser une analyse qualitative et

quantitative de certains systèmes complexes. Elle permet également de rechercher l’ergo-

dicité et la stabilité des caractéristiques stationnaires et non stationnaires des châınes de

Markov induites [8, 15]. À la différence des autres approches, on suppose que la pertur-

bation du noyau de transition est petite par rapport à une certaine norme d’opérateurs.

Cette condition, beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, permet d’obtenir es-

sentiellement de meilleurs approximations pour les distributions stationnaires perturbées.

De plus, sur la base de cette méthode, il est possible d’obtenir des inégalités de stabilité

avec un calcul exact des constantes. Les résultats fondamentaux de cette méthode ont fait

l’objet de la publication en 1996 d’une monographie de Kartashov [81].

Cette méthode est applicable à tous les modèles stochastiques de recherche opérationnelle

pouvant être régis par une châıne de Markov. Elle a été principalement appliquée aux:

modèles d’attente classiques (Aı̈ssani et Kartashov [20], Aı̈ssani [8], Bouallouche-Medjkoune
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et Aı̈ssani [39, 40] et Benaouicha et Aı̈ssani [23]), modèles d’attente avec rappels (Berd-

joudj et Aı̈ssani [26]), modèles d’attente avec vacances (Rahmoune et Aı̈ssani [122]),

modèles d’attente avec impatiences (Mouhoubi et Aı̈ssani[110]), modèles d’attente avec

avec arrivées négatives (Abbas et Aı̈ssani[1]), modèles d’attente à serveur non fiable([4]),

modèles d’attente avec priorités (Bouallouche-Medjkoune et Aı̈ssani [41] et Hamadouche

et Aı̈ssani [64]), modèles d’attente avec arrivées par groupes (Boukir et al. [42]), réseaux

de files d’attente (Lekadir et Aı̈ssani [94, 95]), modèles stochastiques de gestion des stocks

(Rabta et Aı̈ssani [120, 118, 117]), (Mouhoubi et Aı̈ssani [109]) et modèles de risques (Be-

nouaret et Aı̈ssani [25, 24]). En outre, des précisions et des compléments à des résultats

sur l’estimation de la vitesse de convergence et de la stabilité pour le cas apériodique ont

été apporté par Mouhoubi [102] et Mouhoubi et Aı̈ssani [104, 103]. De même, Rabta et

Aı̈ssani [119] ont récemment obtenu des bornes de perturbation des châınes de Markov

discrètes à espace d’états fini ou dénombrable. Toutefois, l’applicabilité de la méthode de

stabilité forte, du point de vue théorique, est loin d’être évidente, notamment pour les

systèmes complexes. En effet, en plus de l’identification du paramètre à perturber (flux

des arrivées, structure du système, intensité du service, etc), les difficultés se situent dans

l’écriture des noyaux de transition et surtout dans le choix des normes poids. Par ailleurs,

elle nécessite souvent la réalisation d’une série de recherches intermédiaires, qui ont un

intérêt particulier. Dans la théorie des files d’attente la politique par hystérétique signifiée

que la paire des taux d’arrivée et de service (λ,µ) est choisie parmi un ensemble de choix

qui s’offrent à chaque arrivée ou fin d’un service selon le nombre de clients dans le système.

Donc, il est à noter que dans le cas des systèmes d’attente avec pannes actives

et réparations, les périodes de pannes ou de réparations peuvent-être vues comme des

périodes de vacances. De même, les systèmes de files d’attente avec rappels peuvent-être

considérées comme cas particulier de ce type de systèmes, où la période de vacance com-

mence à la fin de chaque temps de service et dure jusqu’à ce que serveur soit réactivé par

l’arrivée d’un client primaire ou secondaire [57]. Par ailleurs, il est important de signaler

que les caractéristiques de la théorie des systèmes d’attente avec rappels sont différentes

de celles corrèspondantes aux systèmes avec vacances [57].

L’étude des systèmes de files d’attente avec vacances est très riche. Les recherches sont

principalement concentrées sur l’étude complète des modèles M/G/1: citons par exemple

les travaux de Fuhrmann [60], Keilson et Ramaswamy [86], Kleinrock [96], Yechiali [97],

Scholl et Kleinrock [124], et Tian [137, 138]. Bien que Doshi [50, 51, 52], Keilson et Servi

[85] aient considéré le GI/G/1 avec vacances du serveur, ils n’ont donné que quelques

résultats de décomposition du temps d’attente.

Cependant, Naishou Tian, Daqing Zhang and Chengxuan Cao ont étudié le modèle
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GI/M/1 avec vacances exponentielles. Ils ont choisi les temps d’arrivées en tant que

points inclus. Cependant, ni les points de départ, ni les points finaux des vacances appar-

tiennent à l’ensemble constitué par ces points inclus. Ceci fait que le modèle GI/M/1 est

plus difficile à analyser.

Dans ce travail, nous prouvons pour la première fois l’applicabilité de la méthode de

stabilité forte aux systèmes de files d’attente avec vacances exponentielles où l’opérateur

de transition est écrit sous forme d’une matrice à bloc-Jacobi. Naishou Tian, Daqing

Zhang and Chengxuan Cao [139] ont utilisé l’approche de la matrice géométrique pour

déterminer les probabilités stationnaires de la châıne de Markov associée à ce modèle. Dans

un premier temps, nous nous intéressons à l’étude de la méthode de stabilité forte dans le

système de files d’attente considéré, avec vacances exponentielles, et ceci en perturbant le

taux de vacances. Nous mettons en évidence les conditions pour lesquelles il sera possible

d’approcher les caractéristiques du système perturbé par celles correspondantes du modèle

idéal. Après avoir prouvé le fait de stabilité forte, nous obtenons les inégalités de stabilité,

avec un calcul exact des constantes. Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés

à la mesure de performance de la méthode de stabilité forte du système complexe de files

d’attente, GI/M/1 avec vacances exponentielles après perturbation de son paramètre de

vacances. Notons que c’est la première fois que l’analyse de performance de la méthode de

stabilité forte est considérée pour ces types de systèmes. Pour cela, nous avons construit,

à partir des résultats de la méthode de stabilité forte, un algorithme permettant d’estimer

l’erreur due à l’approximation ainsi que la norme par rapport à laquelle l’erreur est établie.

De plus, nous avons élaboré un simulateur dont l’objectif est de valider les résultats

obtenus par un procédé algorithmique.

Ce mémoire est structuré de la manière suivante:

• Le premier chapitre comprend les définitions et les concepts de base de la théorie

de files d’attente ainsi qu’une synthèse bibiographique sur les systèmes de files d’attente

avec discipline hystérétique. Le but de ce chapitre est d’introduire les éléments essentiels

permettant d’aborder le problème de stabilité forte dans les systèmes de files d’attente.

• Dans le deuxième chapitre, nous présentons la méthode de stabilité forte ainsi que

ses propriétés telles qu’elles ont été introduites en théorie des châınes de Markov [82, 81].

Ainsi, on a axé notre présentation principalement sur les éléments essentiels permettant

d’aborder le problème de stabilité forte dans les systèmes de files d’attente avec vacances

exponentielles.

• Le troisième chapitre concerne l’étude de la stabilité forte de la distribution sta-

tionnaire de la châıne de Markov incluse dans le système de files d’attente GI/M/1 avec
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vacances exponentielles, après perturbation du paramètre de vacances. Pour cela, nous

construisons la fonction test, puis nous écrivons l’opérateur de transition du système idéal,

i.e GI/M/1 modifié, sous la structure du système perturbé, puis nous vérifions le critère de

stabilité forte. Nous clarifions par la suite les conditions pour lesquelles les caractéristiques

du système GI/M/1 avec vacances exponentielles peuvent être approximées par celles cor-

respondantes du système GI/M/1 modifié. Ainsi, nous obtenons les inégalités de stabilité

avec un calcul exact des constantes. Nous estimons l’écart de déviation de l’opérateur de

transition et celui de la distribution stationnaire de la châıne de Markov induite, après

perturbation du paramètre associé aux vacances exponentielles.

• Le quatrième chapitre représente la partie pratique de la thèse. Nous nous intérèssons

à la mesure de performance de la méthode de stabilité forte dans le modèle de files d’at-

tente GI/M/1 avec vacances exponentielles après perturbation du paramètre de vacances.

Pour cela, nous discutons les résultats numériques concernant l’estimation de borne de

perturbation, ainsi que ceux obtenus par simulation. À cet effet, une comparaison entre

les résultats algorithmiques et de simulation est effectuée.

Le travail s’achève par une conclusion mettant l’accent sur les perspectives de re-

cherche induites par les résultats obtenus.



CHAPITRE 1

Les modèles d’attente avec discipline

hystérétique

Introduction

Les origines de la théorie des files d’attente remontent à 1909 à l’époque où A. K.

Erlang en a posé les bases dans ses recherches sur le traffic téléphonique. Ses travaux ont

par la suite été intégrés à la recherche opérationnelle.

1.1 Formalisme des files d’attente

La théorie des files d’attente s’attache à modéliser et à analyser de nombreuses si-

tuations différentes en apparence. Un système de files d’attente général peut être vu

comme une bôıte noire dans laquelle les clients arrivent suivant un processus quelconque,

séjournent pour recevoir un ou plusieurs services et finalement quittent le système. Ce

système pourra être composé d’une file simple ou d’un ensemble de files appelé réseau de

files d’attente.
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Fig. 1.1 –: Description d’une file d’attente

Un système de files d’attente est l’abstraction mathématique d’un sujet qu’on peut

décrire par les éléments suivants:

1. Le flot des arrivées des clients.

2. La source des clients.

3. La loi de la durée de service de chaque client.

4. La discipline de service.

5. Le nombre de serveurs.

6. La capacité de la file.

Notation de Kendall

Pour la classification des systèmes d’attente, on a recours à la notation symbolique

introduite par Kendall au début des années cinquante. Cette notation comprend quatre

symboles rangés dans l’ordre

A/B/S/N

où

A = distribution des temps entre deux arrivées successives,

B = distribution des durées de service,

S = nombre de postes de service en parallèle,

N = capacité du système
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On peut toutefois faire abstraction du dernier symbole lorsque N =∞. Pour spécifier les

distributions A et B, les symboles suivants sont utilisés:

M = arrivées markoviennes,

Ek = distribution d’Erlang d’ordre k,

Hk = distribution hyperexponentielle d’ordre k,

G = distribution générale,

D = cas déterministe.

Notion de classes de clients

Une file d’attente peut être parcourue par différentes classes de clients. Ces différentes

classes se distinguent par:

– des processus d’arrivée différents;

– des temps de service différents;

– un ordonnancement dans la file d’attente en fonction de leur classe.

Pour définir une file multiclasse, il y a lieu de préciser pour chaque classe de clients le

processus d’arrivée et la distribution du temps de service associé ainsi que la manière dont

les clients des différentes classes s’ordonnent dans la file.

1.2 Analyse mathématique des systèmes de files d’at-

tente

L’étude mathématique d’un système d’attente se fait le plus souvent par l’introduc-

tion d’un processus stochastique défini de façon appropriée. En général, on s’intéresse au

nombre X(t) de clients se trouvant dans le système à l’instant t (t ≥ 0). En fonction des

quantités qui définissent la structure du système, on cherche à calculer

? les probabilités d’état pn(t) = P (X(t) = n) qui définissent le régime transitoire du

processus {X(t)}t≥0; les probabilités pn(t) doivent évidemment dépendre de l’état

initial ou de la distribution initiale du processus.

? le régime stationnaire du processus stochastique, défini par

pn = lim
t−→∞

pn(t) = P [X(+∞) = n] n = 0,1,2, . . .

A partir de la distribution stationnaire du processus {X(t)}t≥0, il est possible d’obtenir

d’autres caractéristiques d’exploitation du système.
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1.3 Analyse opérationnelle des systèmes de files d’at-

tente

Cette analyse, plus connue sous le nom de l’évaluation de performances, consiste au

calcul des caractéristiques de performances d’un système. Cette opération s’impose dès

lors où l’on souhaite connâıtre les performances d’un système réel et que l’on ne peut

effectuer de mesure directe sur celui-ci. Les paramètres de performances que l’on souhaite

obtenir sont de différents ordres en fonction des systèmes considérés. C’est ainsi que dans

les systèmes de production, le paramètre de performance important est le débit en pro-

duits finis. Tandis que pour le cas d’un guichet, le paramètre de performance qui intéresse

l’usager est le temps d’attente alors que la direction quand à elle s’intéresse au nombre de

clients en attente au guichet.

Les caractéristiques de performance

Les caractéristiques d’exploitation du système auxquelles on s’intéresse le plus souvent

sont:

• Le nombre moyen de clients dans le système.

• La durée de séjour d’un client dans le système.

• La durée d’attente d’un client.

• Le taux d’occupation des postes de service.

1.4 Étude du Système GI/M/1 classique

Description du modèle

Considérons le système de files d’attente GI/M/1(FIFO,∞) classique. Ce système

est décrit comme suit: Soit τn représentant le point d’arrivée du nème client avec τ0 = 0,

les temps des inter-arrivées {Tn,n ≥ 1} sont indépendants et identiquement distribués

(i.i.d) avec une fonction de distribution générale A(t) = P (τn − τn−1 < t), de moyenne

λ−1 = E(τn−τn−1) et la transformée de Laplace Stieltjes (TLS) A∗(s). Les temps de service

Sn sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d) avec une fonction de répartition

B(t) = P (Sn < t) = 1 − e−µt. Ce système a été tranditionellement représenté par le

symbole GI/M/1 (GI−General Independent) et nous employons la représentation sym-

bolique G/M/1 par symétrie avec le système M/G/1.
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Soit Q(τ) le nombre de clients dans le système à l’instant τ et on définie comme étant

Q(τn−0) = Qn, n = 1,2,... le nombre de clients dans le système juste après la nème arrivée.

Soit Zn le nombre de service potentiel complété durant la période des inter-arrivés Tn.

Le mot ”potentiel” indique qu’il n y a pas Zn services effectués, si le nombre de clients

dans le système après Q(τn) est inférieur à ce nombre.

Soit

bk = P (Zn = k) =

∫ ∞

0

(µt)k

k!
e−µtdA(t) (1.1)

Maintenant, considérons la relation entre Qn et Qn+1. On a

Q n+1 =

{
Qn + 1− Zn+1 Si Qn + 1− Zn+1 > 0;

0, Sinon.

Notons que Zn+1 est définie comme étant le nombre de départs,

Qn + 1− Zn+1 peut être < 0.

Il est clair que Qn+1 ne dépend que des variables aléatoires indexées par n ( en d’autres

termes, il ne dépend pas du passé).

Par conséquent, {Qn,n = 0,1,2,....} est une châıne de Markov induite à espace des

états dénombrable.

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la châıne de Markov induite {Qn,n = 0,1,2,....} sont

données par

Pij = P(Qn+1 = j|Qn = i) (1.2)

Pij =


P(Zn+1 = i− j + 1) Si j > 0, i ≥ 0;

P(Zn+1 ≥ i + 1) Si j = 0, i ≥ 0;

0 Sinon;

(1.3)
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Pij =


bi−j+1 Si 1 ≤ j ≤ 1 + i;
∞∑

n=i+1

bn Si j = 0, i ≥ 0;

0 Sinon;

(1.4)

Le diagramme des probabilités de transition est donné dans la figure(1.2) suivante

Fig. 1.2 –: Le diagramme des probabilités de transition

L’opérateur de transition est donné sous la forme suivante:

P =



∞∑
n=1

bn b0

∞∑
n=2

bn b1 b0

∞∑
n=3

bn b2 b1 b0 . . .

...
...

...
...

...


(1.5)

D’après la structure de P, la châıne de Markov associée est irréductible et apériodique.

Soit

A∗(s) =

∞∫
0

e−stdA(t), (1.6)
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la transformée de Laplace Stieltjes (TLS) de A(.). La fonction génératrice des {bj} est

B(z) =
∞∑

j=0

bjz
j (1.7)

=

∞∫
0

e−(µ−µz)tdA(t) (1.8)

= A∗(µ− µz) (1.9)

On définit l’intensité du traffic ou bien la charge du système par (Taux des arrivées/Taux

de service)

% = λ/µ (1.10)

Il est clair que la châıne de Markov est positive récurrente si % < 1, nulle récurrente si

% = 0 et transitoire si % > 1. Les probabilités de transition à la nième étape P
(n)
ij de la

châıne de Markov {Qn} sont obtenues comme des éléments de la nième puissance de P.

Les observations faites sous M/G/1 concernant le comportement de P se tient aussi bien

dans le cas G/M/1 . Pour des expressions analytiques de P
(n)
ij le lecteur peut se rapporter

aux mêmes références, Takács [1962], Prabhu et Bhat [1963], et Prabhu [1965].

cependant, dans la pratique, l’éspace des états peut être limité à la capacité de l’ordinateur

à cause des multiplications successives de P .

Régime stationnaire

Soit π = (π0,π1,π2,...) le vecteur des probabilités limites vérifiant πP = π,

où πj = lim
n−→∞

P
(n)
ij . Cette distribution limite existe si la châıne de Markov associée

est irréductible apériodique et récurrente positive, i.e (% < 0). Nous avons le système

d’équations suivant:


πj =

∞∑
i=0

πiPij Si j = 0,1,2,...;

∞∑
j=0

πj = 1
(1.11)

En utilisant (1.5), nous obtenons


π0 =

∞∑
i=0

πi(
∞∑

n=i+1

bn)

πj =
∞∑

n=0

πj+n−1bn j ≥ 1
(1.12)
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Si le système d’équations considéré admet une solution, l’équation

πj =
∞∑
0

πj+n−1bn, j ≥ 1

peut alors s’écrire:

πj = Cσj =
∑

k≥j−1

Cπkbk+1−j, j ≥ 1 (1.13)

avec σ 6= 0 et C 6= 0

σ =
∑

k≥j−1

σk+1−jbk+1−j =
∑
k≥0

σkbk =
∞∫
0

e−µt(1−σ)dA(t) = A∗(µ(1− σ))

σ est donc solution de l’équation

σ = A ∗ (µ(1− σ)) (1.14)

Si de plus (λ/µ) < 1, elle est unique.

Comme σ < 1 et
∑
j

πj = 1, on obtient

∑
j

πj = C
∑
j

σj = C
1−σ

= 1

Donc

C = (1− σ) (1.15)

Substituant ceci de nouveau dans (1.13), nous obtenons

πj = (1− σ)σj ∀j ≥ 0 (1.16)

comme distributions stationnaires du système dans la file d’attente GI/M/1.

Avec la structure géométrique de la distribution stationnaire (1.16), la moyenne et la

variance de la variable Q sont facilement obtenues. Nous avons

L = E(Q) = σ
1−σ

, V (Q) = σ2

1−σ
.

La distribution limite du nombre de clients dans le système

Notons que pj = lim
t−→∞

P [Q(t) = j], où Q(t) est le nombre de clients dans le système

à l’instant quelconque t. Prabhu (1965) et Bhat (1968) arrivent à l’expression explicite

suivante pour la distribution limite de {pj, j = 0,1,2...}, quand % < 1

p0 = 1− % (1.17)

pj = %(1− σ)σj−1 j ≥ 1 (1.18)
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Nous obtenons les caractérisstiques suivantes:

– Le nombre moyen de clients dans le système L:

L =
%

1− σ
(1.19)

– Le nombre moyen de clients dans la file Lq:

Lq =
%σ

1− σ
(1.20)

Temps d’attente

Pour déterminer la distribution du temps d’attente d’un client, nous avons besoin de

distribution du nombre de clients dans le système à l’instant de son arrivée. Les temps de

service des clients dans le système sont exponentiels avec un taux µ. Sans entrer dans les

détails de leur dérivation, nous pouvons écrire,

Wq = E[Tq] =
σ

µ(1− σ)
(1.21)

Le temps T passé par le client (le temps de séjour) dans le système est obtenu en ajoutant

le temps de service à Tq (le temps d’attente). Nous obtenons

W = E[T ] = E[Tq] +
1

µ
=

1

µ(1− σ)
(1.22)

Cycle d’activité

Un cycle d’activité d’une file d’attente G/M/1, une fois modélisé comme étant une

châıne de Markov incluse, est le nombre de transitions que le processus prend pour aller

de l’état 0 à l’état 0 pour la première fois. Cet intervalle est également connu comme

période de récurrence (répétition) de l’état 0.

Le cycle d’activité (cycle d’occupation) inclut la période d’activité quand le serveur est

occupé (sans interruption de service) , et la période à vide (vacance), quand il n’y a aucun

client dans le système.

La longueur moyenne du cycle d’occupation (notée CA) est obtenue comme

produit ( nombre de transitions prévues) × (la moyenne des inter-arrivées).

E[CA] =
E(T )

(1− σ)
(1.23)
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Exemple

Prenons comme exemple le système de files d’attente M/M/1. Soit A(t) = 1−e−λt (t ≥
0). Alors, on a

A∗(θ) =
λ

λ + θ
(1.24)

A∗(µ− µz) =
λ

λ + (µ− µz)
(1.25)

Donc, la solution de l’équation z = A∗(µ− µz) est

z =
λ

λ + (µ− µz)
(1.26)

−µz2 + µz − λ = 0 (1.27)

Cette équation quadratique a deux racines 1 et λ
µ

= %.En remplaçent ces valeurs

dans (1.19) - (1.20) -(1.21)-(1.22)-(1.23), nous obtenons la distribution limite ainsi que les

caractéristiques de performance de la file d’attente M/M/1.

1.5 Synthèse bibliographique sur les systèmes d’at-

tente sous discipline hystérétique

la théorie des files d’attente la politique par hystérétique signifiée que la paire des taux

d’arrivée et de service (λ,µ) est choisie parmi un ensemble de choix qui s’offrent à chaque

arrivée ou fin d’un service selon le nombre de clients dans le système.”

Les systèmes de files d’attente qui comportent des arrivées par groupes, service par

groupes et des vacances du serveur appartiennent à des modèles d’attente avec discipline

hystérétique.

Cette politique d’entrer et de quitter le système en période d’activité signifie que, initiale-

ment, le serveur quitte le système sur une ou plusieurs vacances chaque fois que le système

est inférieur à un seuil r, et reprend le service lorsque la file d’attente atteint un nombre

N de clients. Donc, le mode actif ou inactif dépendra de l’information, par conséquent, si

la file d’attente franchit le seuil r ou pas.

Les sytèmes de files d’attente avec discipline hystérétique comprennent deux politiques

selon les situations.

La première politique est spécifiée par le seuil de contrôle r. Elle est généralement

utilisée pour les modèles d’attente avec arrivées par groupe et connue sous le nom ”la

règle r”, si la capacité du serveur notée R est supérieure à 1. Des exemples très communs
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de cette situation sont service de courriers par groupe et le transport( dans lequel les ma-

chines doivent charger un certain pourcentage minimum de leur capacité de démarrage).

Des travaux dans cette voie ont été développés par Muh [112].

La deuxième discipline est spécifiée par le niveau de contrôle N , appelée généralement

par la” N-politique ” où N ≥ r. Elle a été étudiée par Yadin et Noar dans leur article cité

en [147]. En réalité, N devrait être sensiblement supérieur à R pour éviter la file oscillant

autour du seuil R, ce qui apporterait des changements non désirés entre le mode actif et

inactif. Par la suite, plusieurs études ont été faites dans cette approche et vers la fin des

années 70, ces modèles sont connus dans la littérature des files d’attente par les modèles

avec discipline hystérétique de contrôle.

La combinaison des deux politiques donne la (r,N) politique. C’était le sujet d’étude

et de discussion dans les années 70, voir [45, 56, 65, 112].

La troisième façon de contrôler le système est de permettre au serveur d’utiliser son

temps pendant les phases inactives (vacances). Au lieu que la file s’accumule à N , le ser-

veur exécute certaines tâches. Ceci est connu sous le nom de ” Vacances de travail”. Dans

la littérature des files d’attente, les vacances de travail sont souvent interprétés comme

étant le service d’autres clients d’une seconde priorité.

Parmi les différentes sous catégories de discipline avec vacances, l’une des plus cou-

rantes est appelée ”Vacances Multiples ”.

Toutes les vacances sont classées dans un certain nombre de voyages appelés ”segments”,

de sorte que la fin de chaque segment est caractérisé par le retour du serveur au système

et l’inspection de la file d’attente. Lors de tout retour, le serveur devient disponible à

condition que le seuil N est atteint. Sinon d’autre vacances auront lieu.

Jusqu’ici, la recherche sur les systèmes d’attente avec vacances s’est principalement

concentrée sur des modèles M/G/1, citons par exemple les travaux de Fuhrmann [60],

Keilson et Ramaswamy [86], Kleinrock [96], Yechiali [97], Scholl et Kleinrock [124] et Tian

[137, 138]. Bien que Doshi [50, 51, 52], Keilson et Servi [85] aient considéré le GI/G/1 avec

vacances du serveur, ils n’ont donné que quelques résultats de décomposition du temps

d’attente.

Cependant, Naishou Tian, Daqing Zhang and Chengxuan Cao ont étudié le modèle

GI/M/1 avec vacances exponentielles. Ils ont choisi les temps d’arrivées en tant que

points inclus. Cependant, ni les points de départ, ni les points finaux des vacances appar-

tiennent à l’ensemble constitué par ces points inclus. Ceci fait que le modèle GI/M/1 est

plus difficile à analyser.

Enfin, plusieurs modèles de files d’attente ont été modelisés sous les discipline cités

précédemment voir Dshalalow [53, 55], Dshalalow et Russell [53] et Tadj [131]. Pour plus

de références sur les politiques de (r, N), les vacances, et les dépendances d’état, le lecteur
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peut se référer à [54].

Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre, de façon introductive et claire, les notions de base

de la théorie de files d’attente. Par la suite, nous avons étudié le système GI/M/1 classique

de la théorie de files d’attente et nous avons pris comme exemple le système élémentaire

M/M/1. Enfin, nous avons effectué une synthèse bibliographique sur les modèles d’attente

avec discipline hystérétique, plus particulièrement sur les modèles d’attente avec vacances.



CHAPITRE 2

Théorie de stabilité forte

Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter les notions générales et les théorèmes fonda-

mentaux concernant les concepts et les critères d’ergodicité uniforme et de stabilité des

châınes de Markov, par rapport à des normes données dans des espaces de mesures et de

noyaux de transitions [79]. En particulier, nous nous intéressons à la méthode de stabilité

forte, qui est basée sur la théorie de perturbation des opérateurs linéaires. Cette méthode

est applicable à tous les modèles stochastiques de la recherche opérationnelle pouvant être

régis par une châıne de Markov. Pour les démonstrations, on peut par exemple se référer

à [81]. La méthode de stabilité forte a été appliquée à plusieurs systèmes stochastiques

régis par des châınes de Markov: systèmes d’attente avec rappels [26], systèmes d’attente

avec priorités [41, 64], systèmes d’attente avec pannes et réparations [2, 3, 4], systèmes

d’attente avec vacances [122], systèmes d’attente classiques [39, 40, 23], systèmes d’attente

avec arrivées par groupes [42], systèmes de gestion de stocks [118, 120], modèles de risque

[25, 24] et réseaux de files d’attente [95, 94].
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2.1 Notions et concepts fondamentaux

Dans ce paragraphe, nous allons présenter tous les objets mathématiques ainsi que

quelques notions nécessaires à la compréhension des théorèmes fondamentaux d’ergodi-

cité uniforme et de stabilité forte.

Nous définissons dans la catégorie des espaces topologiques, la sous catégorie parti-

culière des espaces mesurables, de la manière suivante :

1. Soit (E,ε) un espace mesurable, où ε est une σ- algèbre engendrée par une partie

dénombrable de E.

2. On considère X = Xt, t = 0,1,... une châıne de Markov à valeurs dans E, donnée

par un noyau de transition régulier P (x,A), x ∈ E, A ∈ ε.

3. On suppose que la châıne admet une unique mesure invariante π de l’opérateur P

tel que π(E) = 1( mesure de probabilité).

4. On considère mε (mε+) , l’espace des mesures finies (non négative) sur ε.

5. On considère fε (fε+), l’espace des fonctions mesurables (non négatives sur E).

6. On considère J (J +), l’espace des fonctions mésurables bornées (non négatives).

Soient:

Lp : mε→ mε

et

L∗p : J → J

définies par

µP (A) = LP (µ)(A) =

∫
E

µ(dx)P (x,A) ∀A ∈ ε, (2.1)

et

P f(A) = L∗p(f)(x) =

∫
E

P (x,dy)f(y) ∀x ∈ E. (2.2)

Le produit de la mesure µ ∈ mε et la fonction f ∈ J , sera notée µf, et définit par

µf =

∫
E

µ(dx)f(x). (2.3)

Le produit des deux noyaux de transitions P et Q est définit de la manière suivante:

PQ(x,A) =

∫
E

P (x,dy)Q(y,A) ∀x ∈ E,∀A ∈ ε. (2.4)
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Supposons que l’espace mε est muni d’une norme ‖.‖, qui confère au sous espace

M = {µ ∈ mε : ‖µ‖ <∞} une structure d’espace normé complet et par suite d’espace de

Banach. Cette norme met en évidence dans la classe des applications linéaires de l’espace

M dans M, l’espace β des opérateurs bornés dont la norme induite par celle de M est

définit par

‖P‖ = sup{‖µP‖,‖µ‖ ≤ 1‖} (2.5)

Remarque 2. 1

Le produit µf défini une forme bilinéaire qui établi la dualité entre les deux espacesM et

J . Les opérateurs L et L∗p sont transposés, en d’autres termes:

µ(P f) = (µP )f (2.6)

Dans la suite, on notera

a) Lp(µ) par µP pour µ ∈M.

b) L∗p(f) par P f pour f ∈ J
Pour cela, le noyau stochastique P correspond à un opérateur linéaire positif P sur le

cône M+ = mε+ ∩M. On suppose de plus que la norme ‖.‖ est compatible avec l’ordre

structurel surM et de topologie uniforme sur le côneM+, c’est à dire :

1)

‖µ1‖ ≤ ‖µ1 + µ2‖ ∀µi ∈M+ ∀i = 1,2; (2.7)

2)

‖µ1‖ ≤ ‖µ1 − µ2‖ ∀µi ∈M+ et µ1⊥µ2; (2.8)

3)

|µ|(E) ≤ k‖µ‖ µ ∈M; (2.9)

où |µ| est la variation de la mesure µ et k une certaine constante finie positive.

4) On suppose que la condition ci-dessous soit vérifiée

‖P‖ <∞; (2.10)

Supposons, en plus, que la propriété suivante soit vérifiée

5)

‖µ1 − µ2‖ = ‖µ1 + µ2‖ ∀µi ∈M+ et µ1⊥µ2 (2.11)
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Cette condition signifie que |µ| et µ ont la même norme. De plus, |µ(E)| ≤ k‖µ‖ pour

tout µ ∈M.

Remarquons ici que les classes de normes définies par

‖µ‖v =

∫
E

v(x)|µ|(dx), (2.12)

‖µ‖q,ϕ =


(
∫

E
| dµ
dϕ
|)

1
q ∀µ << ϕ et q ≥ 1,

+∞ sinon

(2.13)

et vérifient les conditions (2.7), (2.8) et (2.9), où υ est une fonction mesurable bornée

arbitraire strictement positive (pas nécessairement finie) et ϕ mesure finie positive. Notons

que dans l’expression (2.9)

|µ1| = |µ(E)| ≤ |µ|(E) ≤ k‖µ‖ ∀µ ∈M⇒ ‖1‖ ≤ k < +∞⇒ 1 ∈ J , (2.14)

où 1 est la fonction identiquement égale à l’unité. On note par Π = 1oπ le projecteur

stationnaire du noyau P. En d’autre termes, le noyau défini par

Π(x,dy) = 1(x)π(dy), ∀(x,dy) ∈ E × ε, (2.15)

et par I l’opérateur identité surM

2.2 Ergodicité uniforme et stabilité forte d’une châıne

de Markov

Introduisons à présent les notions d’ergodicité uniforme et de stabilité forte et présentons

les théorèmes fondamentaux.

Définition 2.1 La châıne X est uniformément èrgodique par rapport à la norme ‖.‖ si

elle admet une mesure invariante unique π et

lim
t→+∞

‖P t − π‖ = 0 (2.16)
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Définition 2.2 La châıne de Markov Xn, d’opérateur de transition P , et de mesure

invariante π est dite fortement stable par rapport à la norme ‖.‖v si ‖P‖v < +∞, chaque

noyau de transition sur l’espace (N,B(N)) d’un certain voisinage {P : ‖P − P‖V ≤ ε}
admet une mesure invariante unique π = π(P ) et s’il existe une constante C = C(P ) telle

que:

‖π − π‖v ≤ C‖P − P‖v (2.17)

Définition 2.3 La châıne de Markov X est dite fortement stable par rapport à la norme

‖.‖ si

1)

‖P‖ < +∞ (2.18)

2)Chaque noyau de transition Q dans un certain voisinage {Q : ‖Q−P‖ < ε} admet une

mesure invariante unique v = v(Q)

3) Il existe une constante C = C(P ), telle que

‖v − π‖ ≤ C‖P −Q‖ (2.19)

Théorème 2.1 [19, 79] La châıne X est uniformément èrgodique par rapport à la norme

‖.‖ si et seulement si l’opérateur I − P + Π est inversible et borné

‖(I − P + Π)−1‖ <∞ (2.20)

De plus, la relation 2.9 entrâıne ‖Π‖ <∞

Théorème 2.2 Une châıne X est fortement stable par rapport à la norme ‖.‖ si et

seulement si elle est uniformément èrgodique par rapport à la même norme.

Remarque 2.2 Il est important de noter que:

• Les définitions d’ergodicité uniforme et de stabilité forte dépendent essentiellement des

propriétés de l’opérateur (I − P + Π).

• Une châıne uniformément èrgodique par rapport à une norme peut ne pas l’être par

rapport à une autre norme, si ces normes ne sont pas équivalentes.

• Notons qu’une châıne peut être stable par rapport à une norme et instable par rapport

à une autre norme, si ces norme ne sont pas équivalentes.

• L’inverse de B = I − P + Π est défini dans le sous espace MB

MB = {µP : µ ∈M,P ∈ B} (2.21)
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De plus,

‖B−1‖ = sup(‖µB−1‖ : ‖µ‖ ≤ 1,µ ∈MB) (2.22)

Théorème 2.3 [19, 8]

Soit une châıne uniformément èrgodique. Alors, chaque noyau stochastique Q dans un

certain voisinage {Q : ‖Q− P‖ < ε} à une châıne de Markov uniformément èrgodique et

fortement stable par rapport à la même norme ‖.‖.

Remarque 3 Le théorème (2.3) énonce que l’ergodicité uniforme par rapport à la norme

‖.‖ est préservée sous de petites perturbations du noyau de transition.

Théorème 2.4 [19, 79]

Supposons que la châıne X est fortement stable par rapport à la norme ‖.‖. Alors, pour

un noyau stochastique Q dans un certain voisinage de P, on a

‖v − π‖ ≤ C‖Q− P‖ (2.23)

sup
t
‖Qt − P t‖ ≤ C‖Q− P‖. (2.24)

où υ est une mesure invariante v = v(Q) et C = C(P ) est une constante.

Récurrence au sens de Harris Présentons la notion de récurrence au sens de Harris

qui joue un rôle primordial dans les conditions imposées dans les théorèmes d’ergodicité

et de stabilité.

Définition 2.4 La châıne de Markov X d’espace de phase (E,ε) et de noyau de transi-

tion P est récurrente au sens de Harris s’il existe une mesure invariante π σ − positive

telle que π(A) > 0 entrâıne

Px[
∞∑

n=1

IA(Xn) =∞] = 1, (2.25)

pour tout x ∈ E, où IA est la fonction indicatrice sur A.

Donc, nous dirons plus simplement que X est une châıne de Harris et son noyau

de transition est de Harris. Comme nous pouvons dire que la châıne passe par chaque

ensemble non négligeable par rapport à la mesure π, un nombre infini de fois presque

sûrement pour tout x dans E.
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C’est à dire:

∀A ∈ ε : π(A) > 0⇒ Px{Xn ∈ A, pour un ensemble infini de valeur de n} = 1, x ∈ E

(2.26)

Si π(A) <∞, alors

X est dite récurrente positive et si π(A) =∞, alors X est dite récurrente nulle.

Remarque 2.4 Une châıne de Harris est une châıne irréductible.

Une châıne irréductible discrète et récurrente est de Harris.

Définition 2.5 Une châıne de Markov X̂ de noyau de transition P̂ et de mesure in-

variante π̂ est dite fortement stable par rapport à la norme ‖.‖v(fortement v-stable), si

chaque noyau stochastique P dans un certain voisinage {P : ‖P − P̂‖ < ε} admet une

probabilité stationnaire unique π telle que :

‖π − π̂‖v −→ 0 quand ‖P − P̂‖v −→ 0. (2.27)

Théorème 2.5 [79]

Une châıne de Markov X, récurrente au sens de Harris, est uniformément èrgodique par

rapport à la norme ‖.‖ et apériodique si et seulement s’il existe une mesure β ∈M+, une

fonction mesurable h ∈ J + et un entier naturel n ≥ 1 tel que les conditions suivantes

soient vérifiées

A)πh > 0, β1 = 1, βh > 0.

B) Le noyau T = P n − hoβ est non négatif.

C)‖Tm‖ ≤ ρ pour un certain entier m ≥ 1 et ρ < 1 .

De plus, l’ergodicité uniforme de la châıne X entrâıne que la condition C) est satisfaite

pour tout n, β et h , vérifiant A), B). D’après ce théorème, on peut déduire que l’hypothèse

de récurrence au sens de Harris n’est pas nécessaire pour démontrer l’ergodicité uniforme

de la châıne X sous les conditions A),B) et C).
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De plus, les condition A) et B), sont toujours vérifiées pour toute châıne X récurrente au

sens de Harris.

2.3 υ-Stabilité d’une châıne de Markov

Munissons l’espaceM d’une certaine norme ‖.‖ = ‖.‖v, définie par

‖µ‖v =

∫
E

ν(x)|µ|(dx) (2.28)

où v:E → R∗
+.

Elle vérifie les propriétés suivantes:

1)sup[v(x)−1,x ∈ E] = % > 0

2) v est ε-mesurable.

La norme induite dans l’espace J est

‖f‖v = sup{|µf|,‖µ‖ν ≤ 1} = sup(
|f(x)|
v(x)

,x ∈ E) (2.29)

Elle met en evidence dans la classe des applications linéaires deM dansM, l’espace

B des opérateurs linéaires bornés, de normes

‖P‖ν = sup{‖µP‖ν ,‖µ‖ν ≤ 1} = sup(

∫
E

v(y)|p(x,dy)|
v(x)

, x ∈ E) (2.30)

Remarque 2.5 Pour la classe de norme ‖.‖v donnée par (2.28), la condition C) est

équivalente à la condition

Tmv(x) ≤ ρv(x) ∀x ∈ E pour un certain 0 < ρ < 1 (2.31)

Corollaire 2.1 Pour que la châıne de Markov X récurrente au sens de Harris soit

v-fortement stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1.Il existe une mesure β ∈M+ et une fonction mesurable h ∈ fε+ telles que

πh > 0, β1 = 1, βh > 0 (2.32)

2.Le noyau T = P − hoβ est non négatif.

3.Il existe ρ < 1 tel que, Tv(x) ≤ ρv(x) pour tout x ∈ E
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2.4 Inégalités de stabilité forte

Sous les conditions du théorème (2.5), on peut obtenir les estimations quantitatives

de stabilité, telles que la déviation de la distribution stationnaire de la châıne de Markov

X en termes des fonctions υ, h et la mesure β

Théorème 2.6 [82] Soit une châıne X fortement υ-stable et vérifiant les conditions du

théorème (2.5). Si υ est la mesure invariante du noyau Q, alors pour des normes ‖Q−P‖v
suffisamment petites, on a l’égalité:

v = π[I −∆R0(I − Π)]−1 = π +
∞∑

t=1

π[∆R0(I − Π)]t (2.33)

où

∆ = Q− P (2.34)

R0 = (I − T )−1 (2.35)

Conséquence 2.1 Dans les conditions du théorème (2.5)

v = π + π∆R0(I − Π) + o(‖∆‖2v) (2.36)

pour

‖∆‖v → 0 (2.37)

Conséquence 2.2 Dans les conditions du théorème (2.5), pour ‖∆‖v < 1−ρ
c

, on a

l’estimation

‖v − π‖v ≤ ‖∆‖vc‖π‖v(1− ρ− c‖∆‖v)−1, (2.38)

où

c = m‖P‖m−1
v (1 + ‖I‖v‖π‖v), (2.39)

‖π‖v ≤ (βv)(1− ρ)−1(πh)m‖P‖m−1
v , (2.40)
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les concepts d’ergodicité uniforme et de stabilité

forte des châınes de Markov. En effet, la méthode de stabilité forte, initialement intro-

duite dans la théorie de stabilité des châınes de Markov, peut s’appliquer d’une manière

efficace aux systèmes de files d’attente du moment que la plupart de ces derniers peuvent

être régis par des châınes de Markov. À la différence des autres méthodes, elle permet,

outre l’approximation du système perturbé, l’estimation des écarts asymptotiques entre

les caractéristiques des deux systèmes, réel et idéal.

La recherche de stabilité forte d’une châıne de Markov se ramène au choix de la

fonction mesurable bornée non négative h, de la mesure finie non négative α et de la

norme vérifiant les conditions du théorème (2.5). Dans le cas de la υ-stabilité forte, le

choix de la norme appropriée se réduit à la recherche de la fonction test υ. Cette dernière

doit être mesurable, bornée inférieurement ( par une constante finie, positive, non nulle)

et pas nécessairement finie. Le choix de ces normes poids représente la difficulté majeure

dans l’étude de la υ-stabilité forte. Il dépend essentiellement de la structure du noyau de

transition de la châıne de Markov étudiée.

L’objectif de notre travail est d’élargir le champs d’application de la méthode de

stabilité forte aux systèmes de files d’attente avec vacances exponentielles. Pour cela,

nous avons choisi le modèle d’attente GI/M/1 avec vacances exponenteilles et GI/M/1

classique mais modéfié. Les résultats d’application de ce concept aux tels types de modèles

sont présentés dans les prochains chapitres.



CHAPITRE 3

Stabilité forte dans le modèle de file d’attente

GI/M/1 avec vacances exponentielles

Introduction

Après avoir énoncé précédemment quelques notions sur les systèmes de files d’at-

tente avec discipline hystéritique, plus particulièrement avec vacances, ainsi que quelques

notions fondamentales sur la méthode de stabilité forte, nous allons nous intéresser à

l’application de la méthode de stabilité forte sur les systèmes de files d’attente avec va-

cances exponentielles. Dans ce chapitre, nous considérons le système de files d’attente

GI/M/1 vec vacances exponentielles. Notre tâche consiste à préciser la sensibilité des

caractéristiques de ce système relativement à ses paramètres. En d’autres termes, décrire

le comportement de la variation des caractéristiques du système après perturbation de ses

paramètres. Ce comportement sera décrit d’un point de vue qualitatif et quantitatif. Plus

précisèment, le comportement qualitatif du système signifie qu’une petite perturbation

dans les paramètres induit une petite perturbation dans ces caractéristiques, et cela rela-

tivement à une métrique donnée. C’est-à-dire que le processus décrivant l’état du système

est fortement stable à cette métrique. Le deuxième aspect concerne l’obtention des bornes

de stabilité forte (bornes de perturbation) après perturbation de la structure du système
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étudié (perturbation du taux de vacances exponentielles). Pour cela, nous commence-

rons par la description du modèle considéré dans cette étude. Puis, nous présenterons les

résultats théoriques obtenus en appliquant la méthode de stabilité forte sur ce type de

systèmes de files d’attente .

3.1 Description du modèle et position du problème

Considérons le système de files d’attente GI/M/1(FIFO,∞) avec vacances exponen-

tielles. Ce système est décrit comme suit: Soit τn représentant le point d’arrivée du nème

client avec τ0 = 0, les temps des inter-arrivées {Tn,n ≥ 1} sont indépendants et identique-

ment distribués (i.i.d) avec une fonction de distribution générale A(t) = P (τn− τn−1 < t),

de moyenne λ−1 = E(τn − τn−1) et sa Transformée de Laplace Stieltjes (TLS) A∗(s) .

Les temps de service Sn sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d) avec une

fonction de répartition B(t) = P (Sn < t) = 1 − e−µt, ce système sera noté par Σ̃. Il y

a un seul serveur, dès que le système devient vide, le serveur prend des vacances V tel

que V (t) = P (V < t) = 1 − e−θt. Quand les vacances sont terminées, si le système est

toujours vide, alors le serveur prend encore d’autres vacances; autrement il retourne au

service. Finalement, les temps des inter-arrivées, les temps de service et de vacances sont

mutuellement indépendants.

Soit X(t): le nombre de client dans le système à l’instant t.

On choisit τn comme étant le point de discrétisation et on denote Q̃n = Q̃(τn − 0) la

longueur de la file à l’arrivée du nème client. Soit

J̃n =

{
0 Si la n ième arrivée se produit en période de vacance;

1 Si la n ième arrivée se produit en période d’activité.
(3.1)

Clairement, Jn est une variable aléatoire car les temps de service et ceux de vacances sont

des varaibles aléatoires ayant les deux la propriété de Markov (absence de mémoire). Par

conséquent le processus (Q̃n,J̃n) forme une châıne de Markov induite notée par CMI à

espace d’états :

Ω = {(i,j) : i = 1,2,...; j = 0,1} (3.2)

Pour k = 0,1,2,...,

b̃k =

∞∫
0

(µt)k

k!
e−µtdA(t) (3.3)
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Où (̃bk, k ≥ 0) exprime la probabilité que k services complétés pendant un temps

d’inter-arrivée dans une période de service.

vk =

∞∫
0

{∫ t

0

[µ(t− u)]k

k!
e−µ(t−u)θe−θudu

}
dA(t) (3.4)

Ces quantités vk représentent la probabilité que le nombre de clients servis pendant la fin

de vacance et l’arrivée d’un client est exactement k.

Pour exprimer la matrice de transition de la châıne de Markov induite (Q̃n,J̃n), soit

Pour j,l ∈ {0,1} 0 ≤ k ≤ i + 1

P̃(i,j)(k,l) = P
{

Q̃n+1 = k,J̃n+1 = l|Q̃n = i,J̃n = j
}

, (3.5)

Considérons maintenant les probabilités de transition de la châıne de Markov induite

(Q̃n,J̃n).

Premièrement, on observe que dans le cas où le système GI/M/1 est sans vacances, on a

P̃(i,1)(k,1) =


∞∫
0

(µt)i+1−k

(i+1−k)!
e−µtdA(t), k=1,2,...,i+1 ;

0, k=i+2,...,
(3.6)

En d’autres termes, on considère la péroide de service régulière, donc la transition

de (i,1) à (i + 1 − k,1) se produit si il y a k services effectués pendant la période des

inter-arrivées, Où 0 ≤ k ≤ i + 1. Donc, on aura

P̃(i,1)(i+1−k,1) = b̃k, 0 ≤ k ≤ i + 1, (3.7)

Par contre, la transition (i,1) à (0,0) signifie que le serveur a déja servi exactement

i + 1 clients dans un temps d’abscence de clients qui arrivent. Donc, on aura

P̃(i,1)(0,0) =

∞∫
0

{
t∫

0

µ(µt)i

i!
e−µtdu}dA(t) = 1−

i∑
n=0

b̃n, i = 1,2,... (3.8)

Deuxièment, on note que la transition de (i,0) à (k,0) est possible, seulement si

k = i + 1. Cette transition se produit si et seulement si le temps restant de vacance

est plus grand que le temps des inter-arrivées. Car les temps de vacance ont la propriété
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d’abscence de mémoire, on notera dorénavant le temps restant de vacances par V . Alors

P̃(i,0)(i+1,0) =

∞∫
0

e−θtdA(t) = A∗(θ), (3.9)

Où la quantité A∗(θ) es la Transformée de Laplace Stieltjes (TLS) du temps des inter-

arrivées, également elle représente la probabilité que les vacances sont plus long que le

temps des inter-arrivées.

La transition de l’état (i,0) à l’état (0,0) se produise si le temps des inter-arrivées est plus

grand que la somme des temps restants de vacances et il y a i+1 services effectués. Donc,

on aura

P̃(i,0)(0,0) =

∞∫
0

{
t∫

0

[

∫ t−v

0

µ(µt)i

i!
e−µtdu]θe−θvdv}dA(t)

=

∞∫
0

{
t∫

0

[1−
i∑

n=0

[µ(t− v)]n

n!
e−µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)

= 1− A∗(θ)−
i∑

n=0

vn, (i ≥ 0)

Donc

P̃(i,0)(0,0) = 1− A∗(θ)−
i∑

n=0

vn, (i ≥ 0) (3.10)

Finalement, la transition de l’état (i,0) à l’état (k,1) se produit s’il y a i+1−k services

effectués pendant la fin des vacances et l’arrivée d’un client. Ceci donne

P̃(i,0)(k,1) =

{ ∫∞
0
{
∫ t

0
[µ(t−u)]i+1−k

(i+1−k)!
e−µ(t−u)θe−θudu}dA(t), si 1 ≤ k ≤ i + 1;

0, si k = i + 2,...,
(3.11)

On peut écrire aussi
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P̃(i,0)(k,1) =

{
vi+1−k, si 1 ≤ k ≤ i + 1;

0, si k = i + 2,...,
(3.12)

En conclusion, (Q̃n, J̃n) est une châıne de Markov homogène.

Si on peut écrire les états comme étant des vecteurs composés dans cet ordre :(0,0),((j,1),(k,0))

k = 1,2,... alors l’opérateur de transition P̃ peut être écrit comme matrice à Bolc-Jacobi :

P̃ =


B00 A01 0 0 · · ·
B10 A1 A0 0 · · ·
B20 A2 A1 A0 · · ·
B30 A3 A2 A1 · · ·
...

...
...

...

 (3.13)

Où

B00 = 1− A∗(θ)− v0, A01 = (v0,A
∗(θ)) (3.14)

Pour (k ≥ 1) on a

A0 =

 b̃ 0

v0 A∗(θ)

 , Ak =

 b̃k 0

vk 0

 , Bk0 =


1−

k∑
i=0

b̃i

1− A∗(θ)−
k∑

i=0

vi

(3.15)

Et 0 est un vecteur nul ou une matrice nulle. À partir de la structure de P̃, il est clair

que la châıne de Markov est irréductible et apériodique.

Considérons également le système de files d’attente GI/M/1(FIFO,∞) classique mais

modifié associé à la châıne de Markov incluse qu’on appelera par la suite ” le système de

files d’attente GI/M/1(FIFO,∞) modifié” qui a le même flôt d’arrivées et même dis-

tribution de services, A(t), que le système d’attente précédent, ce système sera noté par

Σ. La châıne de Markov induite {Qn,n ≥ 1} qui représente le nombre de clients dans le

système, a les probabilités de transition suivantes:
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P(i,j)(k,l) =



∞∫
0

(µt)i+1−k

i+1−k!
e−µtdA(t) = bi+1−k, si k = 1,2,...,i + 1, j = l = 1;

1−
i∑

n=0

∞∫
0

(µt)n

n!
e−µtdA(t), si i = 1,2,...,j = 1, l = 0;

1, si i = 0,1,2,..., k = 0, l = 0;

0, sinon;

On peut écrire également

P(i,j)(k,l) =



bi+1−k, si k = 1,2,...,i + 1, j = l = 1;

1−
i∑

n=0

bn, si i = 1,2,..., j = 1, l = 0;

1, si i = 0,1,2,..., = 0, l = 0;

0, sinon

(3.16)

L’opérateur de transition P peut être également écrit comme matrice à Bloc-Jacobi:

P =


B00 A01 0 0 · · ·
B10 A1 A0 0 · · ·
B20 A2 A1 A0 · · ·
B30 A3 A2 A1 · · ·
...

...
...

...

 (3.17)

Où

B00 = 1, A01 = (0,0) (3.18)



3.1 Description du modèle et position du problème 36

A0 =

b0 0

0 0

 , Ak =

 bk 0

0 0

 , Bk0 =


1−

k∑
i=0

bi

1

 , (k ≥ 1)(3.19)

La distribution stationnaire de Σ

Théorème 3.1 [Tian et al. 89 ]

Si τ = λ/µ < 1 et θ > 0, la distribution des probabilités stationnaires pour la châıne

de Markov {Qn, Jn, n ≥ 0} du système Σ̃ existe et est donnée parπ0 = P(0,0) = ζ(1− σ), k = 0;

πk = P(k,1) + P(k,0) = ζ(1− σ)(γσk + (1− γ)(A∗(θ))k), (k ≥ 1).
(3.20)

Où

ζ =
1− A∗(θ)

1− σ + γ(σ − A∗(θ))
=

θ − µ(1− A∗(θ))

θ − µ(1− σ)
(3.21)

γ =
θ

θ − µ(1− A∗(θ))
(3.22)

σ: 0 < σ < 1, est l’unique solution de l’équation:

z = A∗[µ(1− z)] (3.23)

écrite dans l’intervalle [0,1].

Conséquence 3.1 Si θ −→∞ et τ = λ/µ < 1 , alors

la distribution des probabilités stationnaires pour la châıne de Markov {Qn, Jn, n ≥ 0},
πk(k ∈ N) du système Σ existe et est donnée par la procédure

πk = (1− σ)σk, k ≥ 0 (3.24)

Où σ, 0 < σ < 1, est l’unique solution de l’équation:

z = A∗[µ(1− z)]

écrite dans l’intervalle [0,1].
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Preuve

Si θ −→∞ i.e la moyenne de temps de vacance approche de zéro, alors on a

A∗(θ) −→ 0;

γ −→ 1;

ζ −→ 1.

Donc, en remplaçant ces résultats dans (3.20), on trouve le résultat donné en (3.24).2

3.2 Perturbation du taux de vacances exponentielles

dans le système d’attente Σ̃

Cette section concerne l’étude de stabilité forte de la châıne de Markov induite dans un

système GI/M/1 avec vacances exponentielles, après perturbation du taux de vacances

exponentielles.

3.2.1 υ-stabilité forte

Dans cette partie, nous étudions la υ-stabilité forte la châıne de Markov induite

{Qn, Jn, n ≥ 0} du système GI/M/1 avec vacances exponentielles après perturbation

(c’est-à-dire, après passage à un taux de vacances infini). Nous déterminons les conditions

pour lesquelles, il sera possible d’approximer les caractéristiques du système Σ̃ par celles

correspondantes du système Σ. Introduisons à présent le concept de stabilité forte de la

châıne de Markov Qn.

Définition 3.1 La châıne de Markov Qn est dite fortement stable par rapport à la

norme ‖.‖υ si les assertions suivantes sont vérifiées.

––––––––1. ‖P‖υ <∞.

2. Chaque noyau de transition P̃ dans un certain voisinage {P̃: ‖P̃− P‖υ < ε}, admet

une unique distribution stationnaire π̃ = π̃P̃ telle que ‖π̃ − π‖υ → 0, uniformément

dans ce voisinage, lorsque ‖P̃− P‖υ → 0.
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Remarque 3.1 Notons que l’assertion 2. est équivalente à l’existence d’une constante

C = C(P) telle que

‖π̃ − π‖υ ≤ C(P) ‖P̃− P‖υ,

pour tout P̃ dans le voisinage {P̃ : ‖P̃− P‖υ < ε}.

À présent, énonçons le lemme suivant que nous utiliserons dans la démonstration de

la υ-stabilité forte de la châıne de Markov {Qn,Jn}.

D’après le critère de stabilité forte, pour vérifier la stabilité forte de la châıne de

Markov induite {Qn,Jn}, il suffit de trouver une mesure α et une fonction mesurable h

sur N × {0,1}, telles que:

A) πh > 0, α1 = 1, αh > 0.

B) Le noyau T = Pn − hoα est non négatif.

C) ‖Tm‖ ≤ ρ pour un certain entier m ≥ 1 et ρ < 1 .

Introduisons dans M, une classe spéciale de normes. Soit V (n,m) une fonction finie,

pas nécessairement bornée, différente de zéro sur N × {0,1}. Définissons :

‖µ‖v =
∑
i≥0

∑
j≥0

V (i,j)|µ(i,j)| (3.25)

et

‖f‖v = sup
k≥0

sup
l≥0

|f(k,l)|
V (k,l)

(3.26)

où |µ| désigne la variation de la mesure µ.

Cette norme met en évidence dans la classe de tous les opérateurs linéaires, l’espace

des opérateurs linéaires bornés, de norme

‖P‖v = sup
k≥0

sup
l≥0

1

V (k,l)

∑
i≥0

∑
j≥0

V (i,j)Pk,l(i,j) (3.27)

Lemme 3.1 Supposons que dans le système d’attente Σ les conditions suivantes sont

vérifiées:

1. % = τµ > 1 (la condition d’ergodicité géométrique)

2. ∃ a > 0, E(eaT ) =
∫

eatdA(t) <∞ (condition de Cramér).
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Alors, pour tout β ∈ R tel que, 1 < β < 1/σ, l’inégalité suivante:

βA∗[µ(1− 1

β
)] < 1 (3.28)

est vraie, où σ et A∗ sont définis en (3.23) et τ = E(T ) est le temps moyen entre les

arrivées des clients .

Démonstration Considérons la fonction φ définie par:

ϕ(β) = A∗(µ(1− 1/β)), β > 1.

Elle est continue et différentiable sur [1,1/σ][23]. En plus,

ϕ′(β) = −µ/β2

∫
te−µ(1−1/β)tdA(t) < 0

et

ϕ”(β) = 2βµ/β4

∫
te−µ(1−1/β)tdA(t) + µ2/β4

∫
t2e−µ(1−1/β)tdA(t) > 0

Elle est donc strictement décroissante et strictement convexe sur [1,1/σ]. Par conséquent,

la fonction

φ = βϕ(β) = βA∗(µ(1− 1/β)), β > 1.

est continue et différentiable sur [1,1/σ].

Fig. 3.1 –: Convexité de la fonction φ
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Et ∀β ∈ [1,1/σ], on a

φ′(β) = φ(β) + βφ′(β)

= A∗(µ(1− 1/β))− µ/β

∫
te−µ(1−1/β)tdA(t)

et

φ”(β) = 2φ′(β) + βφ”(β)

= µ2/β3

∫
t2e−µ(1−1/β)tdA(t) > 0

Donc φ est strictement convexe sur [1,1/σ].

De la condition d’ergodicité géométrique, on déduit que φ′(1) < 0.

Donc au voisinage de 1, φ est strictement décroissante.

Par conséquent, ∃β > 1 tel que βA∗(µ(1− 1/β)) < 1 .

De la convexité et la monotonie de la fonction φ, découle le résultat. 2

Théorème 3.2 Supposons que dans le système d’attente Σ les conditions du Lemme

(3.1) soient vérifiées. Alors, pour tout β tel que 1 < β < 1/σ, la châıne de Markov {Qn,Jn}
est fortement υ-stable pour une fonction test υ(i,j) = βi+j.

Preuve Pour se faire, choisissons:

une fonction V définie par:

V : N × {0,1} −→ R∗
+

(i, j) −→ V (i, j) = βi+j, β > 1,

une fonction mesurable h définie par :

h : N × {0,1} −→ R∗
+

h(i,j) =


$i = 1−

i∑
n=0

bn, Si j = 0, i≥ 1;

1, Si j = 0, i≥ 1.

1, Si j = 0, i = 0.
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et une mesure α telle que

α : N× {0,1} −→ {0,1}

α(k,l) = 1k=0,l=0 =

1, Si k = 0, l = 0;

0 sinon;

Ainsi, on a:

? α1 =
∑
k≥0

∑
l≥0

α(k,l) = α(0,0) = 1.

? πh =
∑
i≥0

∑
j∈{,1}

π(i,j)h(i,j)

=
∑
i≥0

π(i,0)h(i,0) +
∑
i≥0

π(i,1)h(i,1)

= π(0,0)h(0,0) + π(0,1)h(0,1) +
∑
i≥1

(π(i,0)h(i,0) + π(i,1)h(i,1))

= [π(0,0)] + [(π(1,1)$1) + (π(1,0)× 1)] + [(π(2,1)$2) + (π(2,0)× 1)] + · · ·
= {π(0,0) + π(1,0) + π(2,0) + · · · }+ {π(1,1)$1 + π(2,1)$2 + · · · }
=

∑
i≥0

π(i,0) +
∑
i≥1

π(i,0)$i > 0

? αh =
∑
i≥0

∑
j∈{,1}

α(i,j)h(i,j)

=
∑
k≥0

α(i,0)h(i,0) +
∑
i≥0

α(i,1)h(i,1)

= α(0,0)h(0,0)

= h(0,0)

= 1 > 0.

Vérifions maintenant la condition a) :

L’opérateur T(i,j)(k,l) = P(i,j)(k,l) − h(i,j) α(k,l) ≥ 0.
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Nous avons deux cas à vérifier :

1) Si (k,l)=(0,0)

T(i,j)(0,0) = P(i,j)(0,0) − h(i,j).α(0,0)

= P(i,j)(0,0) − h(i,j)

= P(i,1)(0,0) − P(i,1)(0,0) = 0

2) Si (k, l)6= (0,0)

T(i,j)(0,1) = P(i,j)(k,l) ≥ 0

D’où Tk,l(i, j) est non négatif.

Vérification de la condition b).

On a

TV (k,l) =
∑
i≥0

∑
j∈{0,1}

V (i, j)Tk,l(i,j).

Alors pour :

TV (k,l) = {
∑

j∈{0,1}

βj T(k,l)(0,j)}+ {
∑
i>0

∑
j∈{0,1}

βi+j T(k,l)(i,j)}

= β T(i,j)(0,1) + β0 T(i,j)(0,0) +
∑
i>0

∑
j∈{0,1}

βi+j T(k,l)(i,j)

=
∑
i>0

∑
j∈{0,1}

βi+j T(k,l)(i,j)

=
∑
i>0

βi P(k,l)(i,0) +
∑
i>0

βi+1 P(k,l)(i,1)

=
k+1∑
i=1

βi+1 P(k,l)(i,1)

=
k∑

i=0

βk−i+2 P(i,1)(i+1−k,1)

=
k∑

i=0

βk−i+2

∫ ∞

0

(µt)i

i!
e−µtdA(t)

≤ βk+2

∫ ∞

0

∞∑
i=1

(µt
β

)i

i!
e−µtdA(t)

≤ βk+2

∫ ∞

0

e(µt
β

)e−µtdA(t)
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TV (k,l) ≤ βk+1β

∫ ∞

0

e−[µ(1− 1
β

)]tdA(t)

On pose

ρ = β

∫ ∞

0

e−[µ(1− 1
β

]tdA(t) = βA∗[µ(1− 1

β
)] (3.29)

Nous concluons que :

TV (k,l) ≤ ρ V (k,l).

pour (k,l) ∈ N × {0,1}.

Vérifions la condition c) : ||P||v <∞

T = P− h ◦ α =⇒ P = T + h ◦ α.

=⇒ ||P||υ = ||T ||υ + ||h||υ.||α||υ.

Nous avons d’après (3.27)

1) ‖T(i, j)(k,l)‖v = sup
k≥0

sup
l∈{0,1}

1

V (k, l)

∑
i≥0

∑
j∈{0,1}

V (i, j)|T(k, l)(i,j)|.

Comme: ∑
i≥0

∑
j≥0

V (i, j)T(k,l)(i, j) = ‖TV (k, l)‖v ≤ ρ V (k, l).

Donc

||Tk,l(i, j)||ν ≤ sup
k≥0

sup
j∈{0,1}

1

V (k, l)
ρ V (k, l) ≤ ρ < 1.

Calculons maintenant ||α||v, d’après (3.25)

2) ||α||v =
∑
i≥0

∑
j∈{0,1}

V (i, j)|α(i,j)|

= V (0,0)|α(0,0)| = 1.

Nous terminons par le calcul de ‖h‖v, d’après (3.26)Si (k,l) = (0,0) alors |h‖v = 1;

Si (k,l) 6= (0,0) alors |h‖v = sup
k≥1

1
βk+1 $k ≤ 1.
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Car  β > 1 ;

$k = 1−
∞∑

n=0

bn < 1 .
(3.30)

Par conséquent

||P||v ≤ ρ + 1 <∞.

Remarque3.2 La construction de la fonction test V est liée au choix convenable de la

norme ‖.‖υ. Le choix de V , h et α constitue la difficulté majeure dans l’étude de la

υ-stabilité forte, puisqu’elles dépendent essentiellement de la structure du noyau de

transition de la châıne de Markov étudiée.

3.3 Inégalités de stabilité forte

Estimation de la deviation entre les opérateurs de transition

Afin d’estimer la déviation entre les distributions stationnaires des deux châınes de

Markov Q̃n et Qn, on estime au préalable d’abord la norme de la déviation entre les

opérateurs de transition.

Théorème 3.3 Soit P̃ (respectivement P) l’opérateur de transition de la châıne de

Markov induite dans le système d’attente Σ (respectivement dans Σ̃ ). Alors, pour tout

1 < β < 1
σ
, on a:

|| P− P̃‖|v = 1− {(1− β)(θβ + µ)

µ(1− 1/β)− θ
A∗(θ)− θβ2

µ(1− 1/β)− θ
A∗(µ(1− 1/β))} (3.31)

Preuve

Selon la strucrure des opérateurs de transition P̃ et P, le calcul de l’erreur commise en

approximant les deux systèmes sera fait de la manière suivante:
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I�J 0 1 2 3

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 0 1- A ∗(θ) − v0 v0 A∗(θ) 0 0 0 0 0 0

1 1-
1P

i=0
bi b1 0 b0 0 0 0 0 0 · · ·

1 0 1- A ∗(θ) −
1P

i=0
vi v1 0 v0 A∗(θ) 0 0 0 0

1 1-
2P

i=0
bi b2 0 b1 0 b0 0 0 0 · · ·

2 0 1- A ∗(θ) −
1P

i=0
vi v2 0 v1 0 v0 A∗(θ) 0 0 · · ·

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

3 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Tab. 3.1 – L’opérateur de transition du système eΣ.

Et l’opérateur de transition du système Σ prend également la forme suivante:

I�J 0 1 2 3

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1-
1P

i=0
bi b1 0 b0 0 0 0 0 0 · · ·

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1-
2P

i=0
bi b2 0 b1 0 b0 0 0 0 · · ·

2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

3 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Tab. 3.2 – L’opérateur de transition du système Σ.

Conformément à la définition de la norme d’opérateur (3.27), on a:

|| 4(i,j)(k,l) ||ν = || P− P̃ ||v = sup
i≥0

sup
j≥0

1

βi+j

∑
k≥0

∑
l≥0

βk+l| 4(i,j)(k,l) |

Donc

||P− P̃||v = sup
i≥0

sup
j∈{0,1}

1

βi+j

∑
k≥0

∑
l∈{0,1}

βk+l| 4(i,j)(k,l) |

≤ sup
i≥0

1

βi
[|4(i,0)(0,0)|+

i+1∑
k=1

(βk+1|4(i,0)(k,1)|+ βk|4(i,0)(k,0)|)]

≤ sup
i≥0

1

βi
{|(1− 1− A∗(θ)−

i∑
k=0

vi−k|) +
i+1∑
k=1

βk+1|0− vi+1−k|+ βi+1|0− A∗(θ)|}

= sup
i≥0

1

βi
{A∗(θ) +

i∑
k=0

vi−k +
i+1∑
k=1

βk+1vi+1−k + βi+1A∗(θ)}

≤ A∗(θ) + sup
i≥0

1

βi

i∑
k=0

vi−k + sup
i≥0

1

βi

∑
k≥1

βk+1vi+1−k + βA∗(θ)
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||P− P̃||v ≤ (β + 1)A∗(θ) + sup
i≥0

1

βi
[

∞∫
0

{
t∫

0

i∑
k=0

[µ(t− v)]i−k

(i− k)!
e−[µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)]

+ sup
i≥0

1

βi
[
∑
k≥1

βk+1

∞∫
0

{
t∫

0

i∑
k=0

[µ(t− v)]i+1−k

(i + 1− k)!
e−[µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)]

≤ (β + 1)A∗(θ) + sup
i≥0

1

βi
[

∞∫
0

{
t∫

0

i∑
k=0

[µ(t− v)]k

(k)!
e−[µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)]

+ sup
i≥0

1

βi
[
∑
k≥1

βi+2−k

∞∫
0

{
t∫

0

∑
k≥0

[µ(t− v)]k

(k)!
e−[µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)]

≤ (β + 1)A∗(θ) +

∞∫
0

{
t∫

0

θe−θvdv}dA(t)]

+ sup
i≥0

1

βi
[
∑
k≥1

βi+2

∞∫
0

{
t∫

0

∑
k≥0

[(µ/β)(t− v)]k

(k)!
e−[µ(t−v)]θe−θvdv}dA(t)]

||P− P̃||v ≤ (β + 1)A∗(θ) +

∞∫
0

{
t∫

0

θe−θvdv}dA(t) + β2

∞∫
0

{
t∫

0

e−µ(t−v)(1−1/β)θe−θvdv}dA(t)

Donc

||P− P̃||v ≤ (β + 1)A∗(θ) +

∞∫
0

{
t∫

0

θe−θvdv}dA(t) + β2

∞∫
0

{
t∫

0

e−µ(t−v)(1−1/β)θe−θvdv}dA(t)

(3.32)

Posons

– La première expression

S1 =

∞∫
0

{
t∫

0

θe−θvdv}dA(t) (3.33)

– La deuxième expression

S2 = β2

∞∫
0

{
t∫

0

e−µ(t−v)(1−1/β)θe−θvdv}dA(t) (3.34)
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Calculons alors ces expressions

S1 =

∞∫
0

{
t∫

0

θe−θvdv}dA(t)

=

∞∫
0

(1− e−θt)dA(t)

S1 = 1− A∗(θ)

Donc

S1 = 1− A∗(θ) (3.35)

et

S2 = β2

∞∫
0

e−µ(1− 1
β

)t{θ
t∫

0

e(µ−µ
β
−θ)vdv}dA(t)

= (
θβ2

µ− µ
β
− θ

)[

∞∫
0

e−θtdA(t)−
∞∫

0

e−µ(1− 1
β

)tdA(t)]

S2 = (
θβ2

µ− µ
β
− θ

)[A∗(θ)− A∗(µ(1− 1

β
)]

Donc

S2 = ( θβ2

µ−µ
β
−θ

)[A∗(θ)− A∗(µ(1− 1
β
)] (3.36)

En remplaçant les résultats trouvés en (3.35) et (3.36) dans (3.32), on obtient le résultat

ci-desous:

|| P− P̃‖|v = 1− {(1− β)(θβ + µ)

µ(1− 1/β)− θ
A∗(θ)− θβ2

µ(1− 1/β)− θ
A∗(µ(1− 1/β))} (3.37)

D’où le résultat. 2

3.4 Estimation de l’erreur d’approximation

Cette section consiste à obtenir la déviation entre les probabilités stationnaires des deux

châınes de Markov Q̃n et Qn. Le théorème suivant permet de délimiter le domaine

d’approximation et de fournir l’erreur commise sur la distribution stationnaire.
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Théorème 3.4 Soit π̃, π les distributions stationnaires des châınes ces Markov

induites Q̃n et Qn respectivement. Alors, pour tout 1 < β < 1
σ
, et sous la condition:

‖∆‖υ <
(1− ρ)

c
(3.38)

On a:

‖π − π̃‖υ ≤ c0cM(1− ρ− cM)−1 (3.39)

Avec

c0 =
(1− σ)β

1− σβ
(3.40)

c =
(1 + β)− 2σβ

1− σβ
(3.41)

Et

M = 1− {(1− β)(θβ + µ)

µ(1− 1/β)− θ
A∗(θ)− θβ2

µ(1− 1/β)− θ
A∗(µ(1− 1/β))} (3.42)

Preuve Notons par

πk,1 = lim
n→∞

P (Qn = k,Jn = 1), πk,0 = lim
n→∞

P (Qn = k,Jn = 0)

L’utilisation du Théorème (2.6) nous permet de constater que pour prouver le théorème

précédent, il est suffisant d’estimer ‖π‖v et ‖I‖v.
Calculons d’abord la constante c

Où

V (i,j) = βi+j

‖π‖v =
∑
i≥0

∑
j≥0

V (i,j)πi,j

=
∑
i≥0

∑
j=0

1V (i,j)πi,j

=
∑
i≥0

V (i,0)πi,0 +
∑
i≥0

V (i,1)πi,1

=
∑
i≥0

βi+1πi,1
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‖π‖v =
∑
i≥0

βi+1(1− σ)σi

= β(1− σ)
∑
i≥0

(βσ)i

‖π‖v =
(1− σ)β

1− σβ
car β < 1/σ

Donc

‖π‖v = c0, où c0 = (1−σ)β
1−σβ

, et σ est défini dans la relation (3.23).

De l’équation (3.26) et de l’inégalité βi+1 ≥ 1, nous avons:

‖I‖v = sup
i≥0

sup
j≥0

1

βi+j
≤ 1

Par définition,

c = 1 + ‖π‖v‖I‖v = 1 + c0 (3.43)

‖∆‖v‖I‖v ≤
1− ρ

c
=

1− ρ

1 + c0

(3.44)

Par conséquent,

‖π − π̃‖υ ≤ c0cM(1− ρ− cM)−1 (3.45)

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le comportement de la méthode de stabilité forte

dans le système de files d’attente GI/M/1 avec vacances exponentielles après

perturbation du taux de vacances. Le principal atout de la méthode est le fait qu’elle

permet d’estimer la borne d’écart entre les distributions stationnaires du système réel

(GI/M/1 avec vacances exponentielles Σ̃ ) et celles du système perturbé (GI/M/1

classique modéfié Σ).



CHAPITRE 4

Mesure de performance de la méthode de

stabilité forte dans le système d’attente

GI/M/1 avec vacances exponentielles

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme basé sur les résultats théoriques

présentés dans le chapitre précédent en s’inspirant de l’algorithme proposé par Mme

Bouallouche [39] qui consiste à évaluer l’erreur commise lors de l’approximation des

caractéristiques du système de files d’attente GI/M/1 avec vacances exponentielles par

celles du système GI/M/1 modifié. Par la suite, nous intéressons à la validation de ces

résultats théoriques tout en utilisant l’outil de simulation. Et enfin, nous étudions les

conditions de stabilité de notre système tout en discutant les résultats obtenus par les

deux approches.
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4.1 Mesure de performance de la méthode de

stabilité forte

Plus pécisèment, dans le cas d’un système d’attente avec vacances exponentielles du

serveur, le paramètre le plus important est la borne à partir de laquelle on peut

approximer ce système par un autre dont les caractéristiques de parformance sont

connues ainsi que l’erreur due à cette approximation.

Remarque 4.1 A l’aide de l’environnement de ”MATLAB 7.0” , nous avons réalisé

une application qui consiste :

I Calcul de l’erreur théorique commise lors de l’approximation d’un système

GI/M/1 avec vacances exponentielles par le système GI/M/1 modifié.

I Simulation d’un système GI/M/1 avec vacances exponentielles et GI/M/1

modifié. Ensuite, le calcul d’écart entre les ditributions stationnaires de ces deux

systèmes.

4.1.1 Approche algorithmique

En se basant sur les résultats théoriques énoncés dans le chapitre précédent, on élabore

l’algorithme suivant:

Algorithme principal

Étape 1

Définition des paramètres d’entrée

I La distribution d’inter-arrivées des clients : A(.);

I Le taux moyen de service : µ;

I Le taux moyen de vacances exponentielles : θ;

I La précision avec laquelle l’erreur sera déterminée: ε;

Étape 2

Détermination de l’espérance de la variable aléatoire T qui caractérise le temps des

inter-arrivées des clients
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E[T ]←−
∞∫

0

tA(t)dt

Étape 3

Vérification de la condition d’ergodicité géométrique du système GI/M/1 modifié avec

les mêmes paramètres d’entrée et la même distribution de la durée de service que le

système GI/M/1 avec vacances exponentielles.

si E(T )µ ≤ 1 alors

Écrire 2 le système est instable3 aller à l’Étape 8 ;

sinon

poser

A∗(s) = E(e−su) =

∫ +∞

0

e−stA(t)dt;

aller à l’Étape 4;

Étape 4

Détermination de β0 ←− sup(β tel que A∗(µ− µ/β) < β)

Étape 5

Détermination de βmin (βmin la borne inférieure de l’intervalle dans lequel se trouve β

associé à l’erreur minimale).

βmin = min{β tel que 1 < β < β0, , D <
1− ρ

C
}.

Étape 6

Détermination de βmax (βmax la borne supérieure de l’intervalle dans lequel se trouve β

associé à l’erreur maximale)

βmax = max{β tel que 1 < β < β0, , D <
1− ρ

C
}.



4.1 Mesure de performance de la méthode de stabilité forte 53

Étape 7

Détermination de l’erreur ‖π − π̃‖υ :

Pour β de βmin à βmax, Effectuer

c0 ←−
(1− σ)β

1− σβ

c←− 1 + c0

M ←− 1− {(1− β)(θβ + µ)

µ(1− 1/β)− θ
A∗(θ)− θβ2

µ(1− 1/β)− θ
A∗(µ(1− 1/β))}

‖π − π̃‖υ ←− c0cM(1− ρ− cM)−1

Étape 8

fin.

4.1.2 Simulation

Dans l’optique de simuler la somme des écarts entre les distributions stationnaires du

système GI/M/1 avec vacances exponentielles et GI/M/1 modifié par rapport à une

norme donnée. Nous allons construire notre simulateur par juxtaposition de deux

procédures dont l’une permettra de simuler les distributions stationnaires du système

GI/M/1 avec vacances exponentielles et l’autre les distributions stationnaires du

système GI/M/1 modifié. Après obtention des deux distributions stationnaires, il ne

reste qu’à se servir des paramètres de la norme donnée pour calculer la somme des

écarts par rapport à celle-ci.

Simulateur

Étape 1 Simulation des distributions stationnaires du système GI/M/1 avec vacances

exponentielles (π̃);

Étape 2 Simulation des distributions stationnaires du système GI/M/1 modifié (π);
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Étape 3 Calcul de la somme des écarts entre les distributions stationnaires par

rapport à la norme donnée β par la formule suivante:

erreur ←
∑
i≥0

∑
j≥0

βi+j|πj(i)− π̃j(i)|

Nous présentons ainsi les organigrammes de simulation des deux systèmes donnés par les

figures (4.1) et (4.2). Soient les notation suivantes:

µ: Le taux moyen de service.

θ: Le taux moyen de vacances exponentielles.

A(.): La distribution des arrivées des clients de moyenne 1/λ.

Tmax: Le temps de simulation.

πi(.): Le vecteur stochastique des distributions stationnaires du système GI/M/1

modifié.

π̃i(.): Le vecteur stochastique des distributions stationnaires du système GI/M/1 avec

vacances exponentielles.

n: Le nombre de clients dans le système à un instant donné.

Tsim: L’horloge du simulateur.

ni(.): Vecteur de même dimension que π(.) qui permettra de sauvegarder le temps

pendant lequel la taille du système est égale à n.
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Fig. 4.1 –: Organigramme du simulateur du système GI/M/1 modifié
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Fig. 4.2 –: Organigramme du simulateur du système GI/M/1 avec vacances exponentielles
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4.1.3 Validation du simulateur

C’est la dernière étape dans la réalisation d’un simulateur, car il doit se comporter

comme un système réel (ces caractéristiques doivent êtres les mêmes que celles du

système réel). A cet effet, on fait appel aux tests paramétriques. Pour celà, on effectue le

test de Student sur la moyenne m qui est le nombre de clients dans le système à un

moment donné.

D’où on aura l’hypothèse à tester s’écrivant sous la forme suivante:

”H0 : mth =m0 ” contre ”H1 : mth 6= m0”

Tel que :

mth: est la moyenne du nombre de clients dans le système obtenu par le simulateur qui

se calcule par la formule:

mth =
∞∑
i=0

(i ∗ πi) (4.1)

m0: est la moyenne théorique du nombre de clients dans le système qui se calcule par la

formule :

m0 =
%

1− %
(4.2)

Avec % = λ/µ

Donc, pour réaliser ce test, on doit exécuter le simulateur plusieurs fois (”n” doit être

très grand dans l’objectif d’appliquer le Théorème Central Limite) pour générer des

variables aléatoires mthi; afin qu’on puisse estimer leurs moyenne m et leur variance S
′2

(estimateur sans biais de σ2).

Enfin, on aura la région de rejet suivante:

D = {(x1,x2,x3,...,xn)/

√
n |m−m0|

S ′ > t(n−1, α
2
)}

Validation du système GI/M/1 Avec vacances exponentielles

Soient:

– Le temps des arrivées des clients suit une loi exponentielle de paramètre λ=0.2;

– Le taux de service µ = 1;

– Le taux de vacances exponentielles θ = 10;

– Temps de simulation est: Tmax = 1000.

Après l’exécution du simulateur 100 fois (n=100) on a obtenu les résultats suivants:

m= 0.3860;
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S
′2 = 6.1097*10−1;

D’où la valeur de la statistique T=
√

n |m−m0|
S′ = 1.7399.

Au seuil du risque α= 0.05 sur la table de la loi Student t(99,0.025)=1.98, on constate que

T99 < t(99,0.025), ce qui signifie qu’on ne rejette pas l’hypothèse H0, autrement dit le

simulateur est valide.

Validation du système GI/M/1 modifié

Pour les mêmes paramètres que le simulateur précédent, on aura les résultats suivants :

m= 0.3660;

S
′2 = 3.6897*10−1;

D’où la valeur de la statistique T=
√

n |m−m0|
S′ = 1.9097 .

Au seuil du risque α= 0.05 sur la table de la loi Student t(99,0.025)=1.98, on constate que

T99 < t(99,0.025), D’où la validation du simulateur GI/M/1 modifié.

4.2 Application Numérique

Nous allons maintenant illustrer l’application de la méthode de stabilité forte sur des

exemples numériques. Considérons un système de files d’attente GI/M/1 Avec vacances

exponentielles dont les durées de service et de vacances sont exponentielles de paramètres

µ et θ respectivement. Les durées entre deux arrivées consécutives sont des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, dont la densité A(.) est générale.

4.2.1 Cas d’approximation par le Système M/M/1 modifié

Les durées entre deux arrivées consécutives sont des variables aléatoires exponentielles

(i.i.d) et la densité A(.) est donnée par:

A(t) =

{
λe−λt, t≥ 0;

0, Sinon.
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Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus sous différentes intensités du traffic et

différentes valeurs de θ.

Algorithmique Simulation

% θ β0 βmin βmax βopt ErreurAlgo Erreursim

1.95 4.9999 ∞ ∞ ∞ - -

2 4.9999 1.0700 1.4200 1.1622 3.0965 0.1693

5 4.9999 1.0700 2.2200 1.0100 0.0553 0.0673

10 4.9999 1.0100 2.3900 1.0100 0.0407 0.0287

50 4.9999 1.0100 3.1100 1.0100 0.0103 0.0075

0.2/1 75 4.9999 1.0100 3.3300 1.0100 0.0070 0.0083

100 4.9999 1.0100 3.4700 1.0100 0.0053 0.0061

500 4.9999 1.0100 4.1600 1.0100 0.0011 0.0044

1000 4.9999 1.0100 4.3500 1.0100 5.8399 10−4 0.0076

5000 4.9999 1.0100 4.6500 1.0100 6.729110−5 0.0028

10 1.7999 1.0100 1.0600 1.0100 3.0012 0.2985

25 1.7999 1.0100 1.0700 1.0100 1.7190 0.1500

50 1.7999 1.0100 1.2000 1.0100 0.6370 0.0795

5/9 100 1.7999 1.0100 1.3100 1.0100 0.2768 0.0475

500 1.7999 1.0100 1.5400 1.0100 0.0508 0.01980

1000 1.7999 1.0100 1.6000 1.0100 0.0266 0.0138

5000 1.7999 1.0100 1.6600 1.0100 0.0124 0.0227

50 1.2221 ∞ ∞ ∞ - -

75 1.2221 1.0100 1.0100 1.0100 22.4290 0.7420

100 1.2221 1.0100 1.0100 1.0100 18.8756 0.7000

200 1.2221 1.0100 1.0600 1.0100 1.1224 0.0832

9/11 500 1.2221 1.0100 1.1200 1.0100 0.2945 0.0187

1000 1.2221 1.0100 1.1500 1.0100 0.1400 0.0788

5000 1.2221 1.0100 1.1700 1.0100 0.0620 0.0332

Tab. 4.1 – Résultats obtenus pour la borne d’approximation

dans le cas M/M/1.
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Le graphe des erreurs d’approximation en fonction de θ dans le cas M/M/1 avec trois

différentes intensités de traffic ci-dessous:

Fig. 4.3 –: Graphe des erreurs pour le cas M/M/1
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4.2.2 Cas d’approximation par le Système H2/M/1 modifié

Dans ce cas, les durées entre deux arrivées consécutives sont des variables aléatoires

(i.i.d) suivent une loi Hyperexponentielle d’ordre 2 qui est un cas particulier de la loi

Cox2.

A(t) = p1λ1e
−λ1t + p2λ2e

−λ2t, t > 0.

Comme exemple, soit

A(t) = 1
3
e−t + 2e−3t, t ≥ 0.

Algorithmique Simulation

% θ β0 βmin βmax βopt ErreurAlgo Erreursim

8 3.3333 1.0600 1.3256 1.1090 7.2562 2.1495

15 3.3333 1.0700 1.7609 1.1000 4.0055 1.1173

50 3.3333 1.0100 1.9876 1.0900 1.9435 0.2987

0.30 75 3.3333 1.0100 2.3451 1.0100 0.3070 0.0756

100 3.3333 1.0100 2.7895 1.0100 1.9001 0.0083

500 3.3333 1.0100 2.8801 1.0100 0.0832 0.0062

1000 3.3333 1.0100 2.9954 1.0100 0.0072 0.0044

5000 3.3333 1.0100 3.0933 1.0100 0.0051 0.0026

8 1.9445 ∞ ∞ ∞ - -

15 1.9445 1.0300 1.1324 1.0100 8.0965 1.8493

50 1.9445 1.0100 1.2876 1.0100 3.0553 1.2363

75 1.9445 1.0100 1.3090 1.0100 2.4090 0.2809

0.5143 100 1.9445 1.0100 1.5643 1.0100 0.6770 0.01886

500 1.9445 1.0100 1.7533 1.0100 0.4953 0.0652

1000 1.9445 1.0100 1.8900 1.0100 0.0910 0.0481

5000 1.9445 1.0100 1.9000 1.0100 0.0102 0.0127

40 1.1111 ∞ ∞ ∞ - -

75 1.1111 1.0200 1.0316 1.0100 19.8763 1.7993

100 1.1111 1.0100 1.0393 1.0100 7.2981 0.9288

0.90 200 1.1111 1.0100 1.0505 1.0100 1.0872 0.2875

500 1.1111 1.0100 1.0798 1.0100 0.5652 0.1654

1000 1.1111 1.0100 1.0985 1.0100 0.0129 0.0028

5000 1.1111 1.0100 1.1000 1.0100 0.0021 0.0012

Tab. 4.2 – Résultats obtenus pour la borne d’approximation

dans le cas H2/M/1.
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Le tableau ci-dessus résume les résultats obtenus sous différentes intensités du traffic et

différentes valeurs de θ. Le graphe des erreurs d’approximation en fonction de θ dans le

cas H2/M/1 avec trois différentes intensités du traffic est donné ci-dessous:

Fig. 4.4 –: Graphe des erreurs pour le cas H2/M/1
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4.2.3 Discussion et interprétation des résultats

D’après les graphes (4.3) et (4.4), nous pouvons constater que les résultats de

l’algorithme et ceux du simulateur sont proches lorsque le système est faiblement chargé

mais il est plus sensible aux variations de la valeur du paramètre θ par rapport au

simulateur dans le cas où le système Σ̃ est moyennemnent ou fortement chargé. En plus,

les résultats obtenus par ce dernier sont inférieurs à ceux obtenus par l’algorithme.

Comme nous pouvons remarquer sur les tableaux (4.1) et (4.2) que l’erreur diminue avec

l’augmentation de la valeur du taux de vacances θ (les erreurs sont inverssement

proportionnelles à θ), ce qui signifie que lorsque le système est moins chargé (c’est-à-dire

le système peut devenir prèsque vide car l’intensité du traffic est petite, par conséquent,

le serveur a le temps de prendre les vacances exponentielles). Egalement, la valeur de β

qui donne une valeur minimale de l’erreur tend vers la borne inférieure de l’intervalle

]1,1/σ[, alors l’erreur tend vers zéro. Ceci peut être expliqué par le fait qu’à une certaine

valeur de θ grande, à partir d’un certains rang, tout dépend de la charge du système, les

vacances deviendront non significatives et le système Σ̃ se comportera comme le système

classique modifié Σ. Par conséquent, l’approximation est meilleure lorsque la durée de

vacances exponentielles du Σ̃ est petite. Toutefois, nous pouvons aussi remarquer que

l’erreur obtenue par le simulateur (si ce dernier représente fidèlement le système réel) est

toujours inférieure à l’erreur algorithmique. Ceci signifie que l’erreur numérique n’est

qu’une majoration de l’erreur qu’on peut faire lors du passage du système Σ̃ vers le

système classique modifié Σ. Il ressort que l’approximation est légitime lorsque les

durées de vacances exponentielles sont suffisamment petites et lorsque la charge de

système est considérable.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenté un algorithme et un simulateur nous

permettant de déterminer le domaine d’approximation des caractéristiques stationnaires

des systèmes relatif à la borne obtenue, tout en utilisant les conditions imposées dans la

partie théorique. Les erreurs d’approximation ont été comparées à celles obtenues par

simulation, ce qui nous a permis de valider l’applicabilité de la méthode de stabilité

forte et d’évaluer la qualité des bornes de stabilité théoriquement établies. Ainsi, dans

l’approximation considérée, nous remarquons que la méthode de stabilité forte donne

des bornes assez raffinées des erreurs dues à l’approximation par rapport à la simulation.



Conclusion générale

il n’y a pas des problèmes qu’on se pose,
il y a des problèmes qui se posent, il n’y a pas de problèmes résolus,

il y a des problèmes plus au mois résolus
** Henri Poincaré**

La complexité des phénomènes et des processus technologiques croit sans cesse. Ceci a

poussé les chercheurs à élaborer des théories et des techniques d’analyse et

d’approximation qui sont elles mêmes aussi complexes. Parmi ces principales approches,

nous nous sommes intéressés à la méthode de stabilité forte, à l’exploitabilité de ses

résultats ainsi qu’à sa mesure de performance par rapport à la technique de simulation,

pour le cas des systèmes d’attente avec discipline hystéritique, plus particulièrement,

avec vacances exponenteilles du serveur.

Pour évaluer les performances d’un système complexe, il est parfois nécessaire de

recourir à des approximations de modèles très compliqués par d’autres plus simples ou

pour lesquels des résultats analytiques existent.

Dans ce mémoire, nous prouvons pour la première fois l’applicabilité de la méthode de

stabilité forte au système d’attente GI/M/1 avec vacances exponenteilles. Nous avons

constaté que la théorie analytique de ce genre de modèles d’attentes a une portée limitée

en raison de la complexité des résultats connus car pour la majorité de ces modèles, les

opérateurs de transition sont écrits sous forme de matrice à bloc-Jacobi. Cependant, les
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résultats obtenus ne sont pas facilement interprétables du point de vue pratique. C’est

pourquoi nous avons montré la possibilité d’approximer les caractéristiques stationnaires

de ce système par celles correspondantes d’un autre système plus simple. Pour se faire,

nous avons été amenés à considérer la méthode de stabilité forte. Une contribution

majeure de ce travail consiste à obtenir une borne de perturbation, pour l’approximation

des probabilités stationnaires du système analysé.

À cet effet, nous nous sommes intéressés dans un deuxième temps à la mesure de

performance de cette méthode, pour différentes perturbations du taux de vacances,

après avoir écrit l’opérateur de transition du modèle idéal sous la structure du modèle

perturbé. Une comparaison entre les résultats de simulation et ceux obtenus par

approche algorithmique a été réalisée. Nous avons montré que dans la plupart des cas, la

borne obtenue par la méthode de stabilité forte est meilleure à celle obtenue

numériquement. Ceci nous permet de confirmer que lorsque l’approximation est possible,

la méthode de stabilité forte nous donne une bonne majoration de l’erreur commise sur

la distribution stationnaire de la châıne de Markov décrivant le comportement du

système étudié. De ce fait, nous constatons que la méthode de stabilité forte peut faire

ses preuves dans l’évaluation de performances des systèmes complexes pouvant être régis

par des châınes de Markov.

L’obtention de ces résultats ouvre de nombreuses perspectives de recherche.

Parmi les directions les plus significatives:

◦ Application de la méthode de stabilité forte à un cas plus général de système

d’attente GI/GI/1 avec vacances exponentielles.

◦ Application de la méthode de stabilité forte à d’autres modèles d’attente dont

l’opérateur de transition associé prend la forme matricielle à bloc-Jacobi.

◦ Élargir l’application de la méthode de stabilité forte aux modèles de files d’attente

avec discipline hystérétique à structure plus complexe telle que: vacances

multiples, vacances de travail exponentielles, etc.

◦ La mesure de performance de la méthode de stabilité forte a été abordée, tout en

se servant de la technique de simulation. Ce problème peut-être envisagé dans le

cas où nous considérons d’autres méthodes d’approximation.



Annexe

Notions et concepts fondamentaux

Processus stochastique

Un processus stochastique {X(t)}t∈T , est une fonction du temps dont la valeur à chaque

instant dépend de l’issue d’une expérience aléatoire. A chaque instant t ∈ T, X(t) est

donc une variable aléatoire. Un processus stochastique peut être donc considéré comme

une famille de variables généralement non indépendantes. L’ensemble des temps T peut

être discret ou continu. X(t) définit l’état du processus à un instant donné t. L’ensemble

noté E des valeurs que peut prendre le processus à chaque instant est appelé espace

d’état et peut, de même que T, être discret (fini ou infini ) ou continu . En fonction des

valeurs possibles de T et de E.

Châıne de Markov

Les châınes de Markov sont des classes de processus aléatoires qui se caractérisent par la

propriété que l’état présent du processus résume toute l’information utile pour connâıtre

son évolution future. En d’autres termes, la prévision de cette dernière ne peut être

améliorée par une connaissance supplémentaire du passé du processus. Ce sont des

processus sans mémoire.
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Châınes de Markov à espace d’état discret

Considérons un processus stochastique {Xn}n∈N à espace d’état discret E (fini ou infini

mais dénombrable car discret) et à temps discret.

{Xn}n∈N est une châıne de Markov à temps discret si et seulement si

P [Xn = j/Xn−1 = in−1,Xn−2 = in−2, . . . ,X0 = i0] = P [Xn = j/Xn−1 = in−1].

La probabilité pour que la châıne soit dans un certain état à la nième étape du processus

ne dépend donc que de l’état du processus à l’étape précédente (la n− 1ième étape ) et

pas de son évolution antérieure (c’est à dire les étapes j, pour tout j = 0, . . . ,n− 2).

En général, on s’intéresse aux châınes de Markov à temps discret homogènes.

En effet, ces dernières sont telles que leurs probabilités ne dépendent pas de n. On peut

alors définir la probabilité de transition d’un état i vers un état j, pij (qui ne dépend

donc pas de l’étape n):

pij = P (Xn = j/Xn−1 = i) ∀ n ∈ N.

Avec évidemment ∑
j∈E

pij = 1

Processus de Markov

On considère un processus stochastique {X(t)}t≥0 à espace d’état discret E (fini ou

infini mais dénombrable car discret) et à temps continu. {X(t)}t≥0 est une châıne de

Markov à temps continu si et seulement si

P [X(tn) = j/X(tn−1) = in−1,X(tn−2) = in−2, . . . ,X(t0) = i0] = P [X(tn) = j/X(tn−1) = in−1]

∀ n et ∀ t0 < t1 < . . . < tn

Contrairement au cas des châınes de Markov à temps discret, on ne dispose jamais,

dans le cas d’une châıne de Markov à temps continu (après discrétisation), d’un

historique complet du processus . En effet, on observe celui-ci à certains instants dans le

temps, choisis aussi nombreux que l’on veut et répartis comme on veut, mais on ignore

ce qui se passe entre deux observations. Cependant, la propriété ci-énoncée permet

d’affirmer qu’une connaissance très détaillée du passé ne fournit pas plus d’information

que la dernière observation sur l’évolution future du processus.

Dans ce cas aussi, on s’intéresse surtout aux châınes homogènes. Ces dernières sont telles

que les probabilités P [X(tn) = j/X(tn−1) = in−1] ne dépendent pas des instants

d’observation tn et tn−1, mais uniquement de la durée (tn − tn−1) qui sépare les deux
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observations. On peut alors définir la probabilité pij(t) de se trouver en j alors qu’on

était en i il y a t instant de cela:

[pij(t) = P [X(s + t) = j/X(s) = i], ∀ s ≥ 0]

Processus de Poisson

Soit N(t) le nombre d’occurrence d’un processus quelconque dans un intervalle

de temps [0, t].

On dit que ce processus est un processus de Poisson de taux λ si N(t) suit une loi de

Poisson de paramètre λt. Ce qui revient à dire que le temps des inter-occurrences

successives suit une loi exponentielle de paramètre λt.

P (N(t) = k) = (λt)k

k!
e−λt k=0, 1, 2, . . . 1.2

La moyenne et la variance de N(t) sont respectivement

E(N(t)) = λt et σ2(N(t)) = λt.

Il a été empiriquement prouvé que dans plusieurs circonstances, le processus

stochastique régi peut être approximé par un processus de Poisson.

Processus de naissance et de mort

Le processus d’état stochastique {N(t) : t ≥ 0} est un processus de naissance et de mort

si, pour chaque n = 0,1,2 · · · , il existe des paramètres λn et µn (avec µ0 = 0) tels que,

lorsque le système est dans l’état n, le processus d’arrivée est poissonnien de taux λn et

le processus de sortie est poissonnien de taux µn.

Fonction génératrice d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discrète non négative telle que

P (X = n) = p(n), n=0, 1, 2,. . .

La fonction génératrice PX(z) de X est définie par:

PX(z) = E(zX) =
∞∑

n=0

p(n)zn.

Du fait que p(n) ≥ 0 et que
∑∞

n=0 p(n) = 1, la fonction PX(z) est définie pour z tel que

|Z| ≤ 1 (z une variable complexe).

PX(0) = p(0), PX(1) = 1, P ′
X(1) = E(X).

Soit Z = X + Y la somme de deux variables aléatoires indépendantes et discrètes X et

Y . Alors,
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PZ(z) = PX(z).PY (z).

Lorsque Z a une probabilité q d’être égale à X et une probabilité (1− q) d’être égale à

Y , alors

PZ(z) = qPX(z) + (1− q)PY (z)

Transformée de Laplace-Stieltjes

La transformée de Laplace-Stieltjes X̃(s) d’une variable aléatoire non négative X de

fonction de répartition F (x), est définie par:

X̃(s) = E(e−sX) =
∫∞

x=0
e−sxdF (x), s ≥ 0.

Lorsque la variable aléatoire admet une densité de probabilité f(x), la transformée se

simplifie comme suit:

X̃(s) =
∫∞

x=0
e−sxf(x)dx.

Notifions que |X̃(s)| ≤ 1 pour tout s = a + ib, tel que a ≥ 0.

X̃(0) = 1, X̃ ′(0) = −E(X), X̃(k)(0) = (−1)kE(Xk).

Où l’exposant (k) désigne la kième dérivée .

Soit Z = X + Y la somme de deux variables aléatoires indépendantes et discrètes X et

Y . Alors,

Z̃(s) = X̃(s) · Ỹ (s).

Lorsque Z a une probabilité q d’être égale à X et une probabilité (1− q) d’être égale à

Y , alors

Z̃(s) = qX̃(s) + (1− q)X̃(s).

Formule de Little

Considérons un système en équilibre dans lequel des clients arrivent, restent dans le

système une période de temps (dit temps d’attente dans le système), et repartent après.

Soit λ le taux des arrivées, W 1 le temps moyen d’attente (ou durée moyenne de séjour

dans le système), et L le nombre moyen de clients présents dans le système. Alors, si λ,

W et L existent, ils sont reliés l’un à l’autre par l’équation

L = λW. (4.3)

1. On utilisera cette notation uniquement ici pour les raisons historiques de l’autre appellation de la
formule de Little: “Formule L = λW.”
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Cette formule est l’un des résultats les plus généraux et utiles dans la théorie des files

d’attente.

Distributions usuelles des probabilités

Dans cette section, nous allons présenter quelques distributions de probabilité d’usage

courant.

Loi de Poisson

Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramètre µ si sa densité de

probabilité est de la forme

P (X = n) = µn

n!
e−µ n = 0, 1, 2, . . .

Pour cette distribution, on a

PX(z) = e−µ(1−z), E(X) = σ2(X) = µ.

Loi exponentielle

La densité de probabilité d’une loi exponentielle de paramètre µ est donnée par

f(t) = µe−µt, t ≥ 0.

La fonction de répartition est de la forme

F (t) = 1− e−µt, t ≥ 0.

Pour cette distribution on a:

X̃(s) = µ
µ+s

, E(X) = 1
µ
, σ2(X) = 1

µ2 .

Une propriété importante de la loi exponentielle est son absence de mémoire. Cette

propriété qui joue un rôle fondamental dans la discussion de plusieurs de processus

stochastiques.

Loi d’Erlang

Une variable aléatoire X suit une loi d’Erlang d’ordre k si elle est la somme de k

variables indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi exponentielle de

paramètre µ. La densité de probabilité d’une Erlang d’ordre k est donnée par

f(t) = µ
(µt)k−1

(k − 1)!
e−µt, t ≥ 0.

La fonction de répartition est:

F (t) = 1−
k−1∑
j=0

(µt)j

j!
e−µt, t ≥ 0.
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Les paramètres µ et k sont appelés respectivement paramètre d’échelle et de forme.

Pour cette distribution, on a

X̃(s) = ( µ
µ+s

)k, E(X) = k
µ
, σ2 = k

µ2 .

f(t) =
∑k

i=1 piµie
−µit, t > 0.

La moyenne et la transformée de Laplace-Stieltjes pour cette distribution sont

respectivement

E(X) =
∑k

i=1
pi

µi
, X̃(s) =

∑k
i=1

piµi

µi+s
.

Lorsque k=2 on aura la loi hyperexponentielle d’ordre 2.

Loi de type phases à k étages

Ces distributions sont caractérisées par une châıne de Markov à k états (d’où leur

appellation) et d’une matrice de probabilité, permettant le passage d’un état à un autre.

A chaque état i, la durée de service suit une loi exponentielle de paramètre µi. Parmi ces

distributions, nous allons exposer deux types :

loi de Cox: Une variable aléatoire X suit une loi de Cox d’ordre k si elle passe par au

moins la première phase et ne peut parcourir tout au plus k phases. La durée de service

au niveau de la phase i est une loi exponentielle de paramètre µi, i = 1,...,k.

Après la ieme phase, on a une probabilité pi de passer à la phase suivante et une

probabilité (1− pi) de sortir. Évidement, pk = 0.

La densité de probabilité, b(u), d’une variable aléatoire X suivant une loi de Cox à deux

phases, de paramètres µ1, a et µ2, est définie par

b(u) = (1− a)b1(u) + a(b1 ∗ b2)(u),

où

b1 ∗ b2(u) =

∫ t

0

b1(u)b2(u− x)dx

est le produit de convolution des deux fonctions b1(u) et b2(u), et

bi(u) =

{
µie

−µiu si u ≥ 0 i = 1,2.

0 si u < 0

On écrit :

X  Cox-2(µ1, a, µ2)
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Pour indiquer que la variable aléatoire X suit une loi de Cox à deux phases,

paramètres µ1, a et µ2.

Finalement,

b(u) =


(1− a)µ1e

−µ1u + aµ1µ2

µ2−µ1
e−µ1u + aµ1µ2

µ1−µ2
µ1e

−µ2u u ≥ 0 et µ1 6= µ2.

(1− a)µ1e
−µ1u + aµ2

1e
−µ1u u ≥ 0 et µ1 = µ2.

0 sinon.

L’espérance mathématique de X est

E[X] =
1

µ1

+
a

µ2

.

La variance de X est

V (X) =
1

µ2
1

+
a(2− a)

µ2
2

.
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