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0.1 Introduction

La statistique fonctionnelle a connu un trés important développement ces derniéres
annces. Cette branche de statistique vise & étudier des données qui, de part leurs structures
et le fait qu’elles soient collectées sur des grilles trés fines, comme la fonction du temps ou
de I'espace par exemple. Le besoin de considérer ce type de données, maintenant couram-
ment rencontré sous le nom de données fonctionnelles dans la littérature, est avant tout un
besoin pratique. Compte tenu des capacités actuelles des appareils de mesure et de stockage
informatique, les situations pouvant fournir de telles données sont multiples et issues de
domaines variés.

Cependant au-dela de cet aspect pratique, il est nécessaire de donner un cadre
théorique pour I'étude de ces données. Bien que la statistique fonctionnelle ait les mémes
objectifs que les autres branches de la statistique (analyse des données, inférence,....), les
données qui ont cette particularité prennent leurs valeurs dans des espaces fonctionnelles,
et les méthodes usuelles de la statistique multivariée sont ici mises en défaut. En effet, la
principale source de difficultés, tant d’un point de vue théorique que pratique, provient du
fait que les observations de ce type de variables fonctionnelles sont supposées appartenir & un
espace de dimension infinie. Ainsi, 'intéret de ce travait réside dans ’apport de solutions a ce
probléme de dimension infinie, dans les deux cadres indépendant et mélangeant, en mettant
en place un cadre théorique suffisament général. les outils utilisés pour les développements
théoriques sont de natures varriées. En effet, ils relévent de I'analyse fonctionnelle, mais aussi
d’outils probabilistes telles que les inégalités exponentielles pour des sommes de variables

aléatoires.



Ce travail a pour objet une familiarisation avec les méthodes statistiques qui per-
mettent de tester la validité des théories économiques (et éventuellement celles d’autres
sciences sociales). Il vise a rendre les utilisateurs de ces méthodes aptes a choisir les tech-
niques les plus adéquates pour résoudre un probléme donné, & interpréter les résultats
obtenus lors de leurs applications ainsi qu’a évaluer la validité des hypothéses sur lesquelles
leurs propriétés optimales reposent.

Un intéret particulier sera porté aux exemples concrets d’application. Ces exemples
seront choisis dans diverses disciplines de la science économique (macro-économie, micro-
économie, économie du travail, économie publique, économie internationale) mais également
dans les domaines extérieures a I’économie (criminologie, agronomie, écologie, pédagogie,
démographie).

Dans ce mémoire, nous proposons d’apporter une contribution a I’étude des don-
nées fonctionnelles dans le contexte ou la variable fonctonnelle sert a expliquer un phéno-
meéne représenté par une autre variable. Le premier probléme qui va nous intéresser est celui
d’une fonction de régression dans le cas ot la variable explicative est fonctionnelle. C’est un
sujet sur lequel lalittérature est trés conséquente. D’un point de vue trés général, ce modeéle

de

régression fonctionnelle peut s’écrire :

Y =r(X)+ €

- X est une variable aléatoire fonctionnelle explicative supposée a valeurs dans
unespace de dimension infini F,

- Y est une variable aléatoire réelle (variale réponse),



- € est une variable aléatoire d’erreurs telle que E(€ /X) = 0.

- Les variables aléatoires considérées sont toutes définies sur un méme espace pro-
babilisé (€2, A, P) :

Le but est alors d’estimer l'opérateur r : F — R inconnu, la répartition condi-
tionnelle, la densité conditionnelle, le mode, la médiane et le quantile conditionnel sur la
base des données (X;;Y;)i—1,.., dans le cadre indépendant et sous le mélange fort. Le
choix d’un tel modele a été guidé par le fait que ’on reproche au modéle non-paramétrique
son manque d’éléments permettant de représenter la relation entre la variable réelle et la
variable fonctionnelle.

Afin de définir le cadre de notre étude, il nous a paru logique de présenter les
différents thémes abordés dans un ordre respectant leur chronologie en donnant ce qui nous
paraissent les plus importants.

Ainsi, nous avons opté pour un plan de travail scindé en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré & donner des définitions et mettre en place les
moyens nécessaires a 1’étude du modele de régression. Nous avons décidé de présenter brie-
vement quelques outils mathématiques et de probabilité nécessaires a I’étude asymptotique
des estimateurs a noyau de la fonction de régression, la répartition conditionnelle, la densité
conditionnelle, le mode, la médiane et le quantile conditionnel, objectif de ce mémoire. Dans
ce but nous présenterons les différentes notions de convergence, nous rappelerons certaines
inégalités exponentielles pour des sommes de variables aléatoires.

Le second chapitre sera consacré a la prédiction des estimateurs des fonctions citées

ci-dessus et nous allons traiter un exemple pour clarifier les concepts : variable fonctionnelle,



donnée fonctionnelle, modélisation des varaibles fonctionnelles et non-paramétrique.

Dans le troisiéme, nous présenterons le cadre théorique de notre travail, nous allons
traiter la convergence presque compléte des estimateurs non-paramétriques des fonctions
citées ci-dessus dans le cas d’indépendance et le cas de dépendance sous mélange fort. D’un
point de vue théorique nous ferons appel a des outils probabilistes, lesquels, combinés aux
hypothéses sur la distribution de la variable fonctionnelle nous permetteront ’obtention des
résultats asymptotiques.

Le dernier sera consacré au coté pratique en simulant la fonction de régression

dans les cas indépendant et fort mélangeant en utilisant le logiciel Matlab.



Chapitre 1

les outils probabilistes

On va présenter en bref quelques outils probabilistes. Parmi ces outils, ceux qui
sont reformuler dans des nouveaux types afin de les rendre simplement appliquable pour les
modeéles non paramétrique fonctionnels. Ces nouvelles formulations seront également utiles
pour toute personne intéressée pour le développement de nouvelles avancées sur I'etude
asymptotiques en statistiques fonctionnels non paramétriques.

Le fil conducteur de ce mémoire consiste a présenter des récents développements
dans le cas des variables fonctionnelles. Cependant, ’obtention des résultats asymptotiques
nécessite I'utilisation des outils de probabilité de base pour variables aléatoires réelles et de
nombreux résultats présentés ci-dessous concernent les variables aléatoires réelles.

La premiére section de ce chapitre traite la notion de convergence presque compléte
et met P’accent sur le lien entre ce mode de convergence et d’autres modes standards (tels que
la convergence presque siire ou la convergence en probabilité). L’étude des propriétés de la

convergence presque compléte repose principalement sur certaines inégalités exponentielles



pour des sommes de variables aléatoires. La deuxiéme section rappelle certaines de ces
inégalités ayant une forme adaptée au type de développements théoriques. La derniére
section de ce chapitre sera consacrée aux conditions de mélange des variables aléatoires (
réelles ou fonctionnelles). Plus précisément, dans la derniére partie de cette section nous
présenterons quelques inégalités pour la somme des variables aléatoires réelles mélangeantes.
En outre, comme pour la deuxiéme section, nous avons choisi parmi la large littérature de
ces inégalités, celles ayant une forme adaptée au cadre de ce mémoire, certaines de ces
inégalités ont été reformulée dans de nouveaux types, afin de rendre leur application plus
facile.

Il est impossible, dans ce mémoire, de donner les preuves de tous ces outils proba-
bilistes, et nous référerons principalement a la littérature existante.

Tout au long de ce chapitre, (Xp), oy et (Yn),,cn sont deux suites de variables aléa-
toires réelles, (uy) est une suite de nombres réels positifs. On note que (¢,,),,c7 soit une suite
de variables aléatoires (non nécessairement réeles), et (1},),, ., soit une suite stationnaires de
variables aléatoires réelles. On note aussi que (Zy,),,c s0it une suite de v.a.r. indépendantes

et centrées, et (WWp,), oy soit une suite stationnaires de v.a.r. dépendantes et centrées.

1.1 La convergence presque compléte

Le mode de convergence presque compléte implique les autres modes standards
de convergence. Par conséquent, en raison de ces deux avantages [C84], il est devenu tout
a fait habituel pour les modéles non paramétriques fonctionnels, d’exprimer les résultats

asymptotiques par la notion de convergence presque compléte. Cette convergence a été



présentée depuis longtemps dans [HRAT].
Dans cette section, nous avons décidé de rappeler quelques définitions et propriétés
de base au sujet de cette notion sans démonstration (on peut consulter toutes les preuves

dans [F]).

Définition 1 On dit que la suite (X)), cy converge presque compléte vers la variable aléa-

toire réelle X , si el seulement si

Ye>0,) P(|X,— X|>e€) < o0,
neN

et on note la converge presque compléte de (Xy,), oy vers X par :

lim X,, = X, p.co.

n—00
Définition 2 On dit que (Xy,),cyconverge en probabilité vers une variable aléatoire réelle
X, si et seulement si
Ve >0, lim P (|X,, — X|>¢€) =0,
n—0co
et on écrit :

lim X,, =X,p

n—oo
Définition 3 On dit que (Xn)neNconverge presque surement vers une variable aléatoire

réelle X, si et seulement si

lim X, = X, p.s<:>P(lim X, :X) —1.

n—oo n—oo

On peut trouver dans des livres de probabilité élémentaire une présentation plus
générale des divers liens entre ces modes de convergence (on peut consulter [BL87] par

exemple). Les preuves de ces propriétés peuvent également étre trouvées dans [BL87].



Proposition 4 5i lim X,, = X, p.co., alors on a :
n—o

i) nh_}n;oXn =X, p.

i) nh_}ngo X, =X, p.s.

Selon nos connaissances, il n’existe pas de notion equivalente & la notion de conver-

gence compléte. Le but de la définition suivante et de préciser cette notion.

Définition 5 On dit que la vitesse de convergence presque compléte de (Xy,), oy vers X est

d’ordre u, si et seulement si

Jeg > O,ZP(|Xn — X| > egup) < 00
neN

et on écrit

Xn, — X =0 (uy),p.co.

Nous pouvons trouver d’autres points de vues au sujet de maniére & mesurer un
tel type de vitesse de convergence (voir par exemple [HSV98] et [HV02]).

Cette nouvelle définition est de double intéréts. D’une part, elle mérite de donner
une définition précise et formelle qui est intéressante d’un point de vue probabiliste puisque
elle implique la vitesse de convergence en probabilité O, et la vitesse de convergence présque
stire O) s, d’autre part, elle est intéressante d’un point de vue statistique puisque elle facilte

la preuve de O, et de Oy 5 .

Proposition 6 Supposons que X, — X = O (uy,) ,p.co.On a :
i) X — X =0 (uy),p.

ii) X — X = O (uy) ,p.s.
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Maintenant, on va présenter dans la proposition 7 et 8 quelques régles de calcul

élémentaires concernant le mode de convergence presque compléte.

Proposition 7 Suposons que lim w, =0, lim X, = l;,p.co., et lim Y}, = ly,p.co., ot I,
n—0o0 n—oo n—oo

et I, sont deux nombres réels déterminés :

i) On a :
a) lim X, +Y, =1, +1y,p.co.

n—oo
b) lim XY, =11, p.co.

n—oo

i L1

c) nlglgo Y, = i, P-co.avec ly #0
ii) Si Xp —lp = O (up) ,p.co.et Yy, —ly = O (uy,) ,p.co.on a :
a) (Xn+Yn) = (lo + ly) = O (up) , p.co.
b) XY, — luly = O (uy) , p.co.

¢) Yl - % = O (up) ,p.co.avec l,, # 0

Proposition 8 Supposons que lim w, = 0, X;,, = O (uy,),p.co. et lim Y, = l,,p.co., ou
n—oo n—oo

ly est un nombre réel déterminé.
i) On a : X, Y, = O (uy) ,p.co.

ii) On a : %ﬂ = O (uy) ,p-co. avec l, # 0.

1.2 Les inégalités exponentielles pour les v.a.r indépendantes.

Dans cette section, on considére que Zi, Zs, ..., Z, sont des variables aléatoires
réelles centrées et indépendantes. Comme nous pouvons voir tout au long de ce travail,

I’énoncé des propriétés de convergence presque compléte a besoin de trouver une borne
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supérieure pour la probabilité de la somme des v.a.r tel que :
P ( > E)

n
> Z
=1
Dans ce contexte, ils exitent des outils probabilistes puissants appelés Inégualités

ol € est un réel positif qui décroit avec n.

exponentielles et la littérature fait état de plusieures versions de ces inégalités qui différent
sclon les différentes hypothéses vérifiées par les variables Z; . Nous nous concentrons ici
sur les inégalités exponentielles de type Bernstein, ce choix est dii au fait que la forme de
I'inégalité de type Bernstein est facile et plus adaptée aux développements théoriques de
statitstique fonctionnelle qui vont étre énoncés tout au long de ce mémoire. D’autres formes

de ces inégalités peuvent étre trouvées dans [FN71], [N97] et [N9S].

Proposition 9 Soit A, = a? + a3 + .... + a2. et supposons que

VYm > 2,|EZ"| < (m!/2) (a;)* ™2,

Alors on a :

n

>

i=1

€?

2a2 (1 + j—b>

Les preuves de la proposition 7 ci dessus sont données dans [U37] et [B46]. Comme

VeZO,P(

> EAn> < 2exp

nous pouvons également trouver la preuve des résultats plus généraux dans [Y76].

Notons que cette inégalité est énoncée pour les variables aléatoires réelles non
identiquement distribuées. Notons également que chaque variable Z; peut dépendre de n.
C’est pour ces deux raisons que nous introduisons le corollaire 10 qui est plus utilisé que la

proposition générale 7 car il est plus adapté au cadre de notre travail.
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Corollaire 10 i) Si

n

>

Vm > 2,3C, > 0, E|Z7"| < Crpa®™ Y on a: Ve > 0, P (
i=1

€2n
> €en S 2eXp —m

it) Supposons que les variables aléatoires sont dépendantes de n (c.d.d Z; = Z; ). Si

2
az logn

Vm > 2,3C,, > 0, E|Z7| < Cppa2™ Vet siu, = vérifie lim wu, =0,
n—oo

on a .

% Z Z; = O (/uy) ,p.co.
i=1

Notons aussi que toutes les inégalités précédentes sont fournies pour des variables
aléatoires non bornées utilisées dans la régression fonctionnelle non paramétrique. Naturel-
lement, elles s’appliquent directement pour les variables bornées, comme c’est le cas pour la
densité conditionnelle fonctionnelle. C’est pour cette raison qu’on va présenter une nouvelle

version du corollaire précédent, qui est diréectement adapté aux variables bornées.

Corollaire 11 i) Si AM < oc,|Z1| < M et en faisant la notation 0®> = EZ? on a :

>en | <2e ¢’
€ Xp ————————————
- P 202 (1—|—6%)

it) Supposons que les variables aléatoires sont dépendantes de n (c.a.d Z; = Z; 5,) telles que

n

D7

Ve >0, P <
i=1

2 P
IM = M, < o0,|Z1| < M et en faisant la notation o2 = EZ?. Si u, = w vérifie

lim wu, =0, et si M/o2 < C < oo, alors on a :
n—oo

1 n
- ZZi = O (Vun) , p-co.
i=1



13

1.3 Les inégalités exponentielles pour les v.a.r a-mélangeante.

La statistique non-paramétrique pour les processus réels mélangeants a suscité
beaucoup d’attention pendant plusieurs décennies, il s’avére que le progrés statistique dans
ce domaine a été lié directement au développement des outils probabilistes pour les suites
mélangeantes. Principalement, il ya deux types d’outils qui sont utilisés en statistique non-
paramétrique : les inégalités exponentielles et les inégalités de covariance. Le but de cette
section est de rappeler quelques unes de ces inégalités pour les processus réels a-mélangeant.
Il faut noter qu’au moyen de la proposition 12 ci-dessous, ces inégalités pour les variables
réelles seront utilisées pour des variables définies dans des espaces semi-métriques.

Commencgons d’abord par rappeler quelques inégalités de covariance. Il faut sa-
voir qu’il ya une littérature large au sujet des inégalités de covariance pour les variables
mélangeantes. Ces inégalités different selon le type de condition de mélange présenté et le
type d’hypothéses vérifiées par les variables. La preuve de chaque résultat présenté peut
étre trouvée dans [RI87] ou [Y92]. Des preuves plus courtes sont également données dans le
chapitre 1 de [Y94] et le chapitre 1 de [R00]. Ces inégalités s’appellent également les inéga-
lités du moment (voir par exemple [K94] [CK95] ou [EQV02] pour des extentions récentes
des inégalités du moment d’ordre plus élevé, utiles dans la statistique non-paramétrique).
Nous nous concentrons ici sur des structures de dépendance a-mélangeante et nous don-
nons juste dans la proposition ci-dessous deux inégalités de covariance pour des variables
aléatoires bornées et non bornées. D’aprés nos connaissances, le premier résultat ci-dessous

a été donné dans [I62] tandis que le second a été énoncé dans [D68].

Proposition 12 Soit (13,),c, une suite stationnaire de variables aléatoires réelles. Suppo-
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sons que (Tn)nGZ est a-mélangeante, pour k € Z, on considére la variable réelle T (resp.T")

qui est A¥ __-mesurable (resp A:ﬁ—mesumble).i) Si T et T'" sont bornées, alors :
3C, 0 < C < o0, cov (T,T") < Ca(n)

1 1 1
i) Si, pour les nombres positifs p,q,r tel que 54— -+ o 1, on a ET? < 0o et ET" < oo,
q

alors :
1 o1
3C > 0,cov (T, T') < C(ET?)P (ET'") 4 o (n)7

Maintenant on va présenter quelques inégalités exponentielles pour les sommes
partielles d'une suite (W5,),y de variables aléatoires réelles a-mélangeantes stationnaires
et centrées. Dans un certain sens, méme si les formes ne sont pas complétement comparables,
les résultats présentés ci-dessous, sont des extensions au cas dépendant de ceux présenter
dans le cas d’indépendance dans la deuxiéme section.

Tout au long des vingt derniéres années, La litérature sur les inégalités exponen-
tielles pour des suites mélangeantes a été directement liée aux développements théoriques
des données dépendantes en statistique fonctionnelles non-paramétriques. Cette connexion
a commenceé avec les inégalités précédentes de type Bernstein données par [B75] [C84] dans
une structure de mélange plus restrictve que celle du a-mélange. D’aprés nos connaissances,
la premiére inégalité exponentielle pour les variables a-mélangeantes est due a [C83]. Ce
précédent résultat a été amélioré dans plusieurs autres travaux et nous pouvons trouver
dans[B93] et [R0o96] une large discussion de la bibliographie sur ce point. Pour 'objectif
de notre travail, on a décidé d’utiliser une version au cas dépendant de I'inégalité de Fuck
Nagaev qui a été précédemment présenté par [FN71] pour des variables indépendantes et

qui a été simplifiée dans [N97] et [N98]. Un rappel de cette inégalité est donnée dans la pro-
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position 13. Pour les raisons discutées le long de la section 1.3, on va présenter un résultat
pour les variables bornées et un pour les non bornées et pour simplifier les écritures, nous
énoncerons le résultat sans indiquer les expressions exactes des constantes impliquées dans
les limites des intervalles.

En faisant maintenant la notation :

|cov (W;, W) .
1

n n
2 _
=2

=11

Proposition 13 Supposons que (Wp),cn. st une suile de variables aléatoires identique-
ment distribuées et algébriquement «a-mélangeante avec le coefficient de mélange d’ordre

a>1.

i) Sl existe p > 2 et M > 0 tel que V¢t > M, P (|W;] > t) < ¢t7P,alors on a pour

tout r > 1 et € >0 et pour C < 00 :

n 2\ /2 (a+1)p/(a+p)
P(sz >€>SC’{(1+:?) +m‘_1(£> e )
i=1 n

ii) S’il existe M < oo tel que |W7| < M,alors on a pour tout r > 1 et pour C' < oo :

2\ —T/2 (a+1)
P( >e>§0{<1+6—2> +nr—1(f) }
rs? €

Le résultat fourni dans la proposition 13 est énoncé et prouvé dans [R00] dans

n

> Wi

i=1

un cadre plus général que le notre. Pour rendre plus facile I'utilisation de chaque résultat
probabiliste, soit pour nous soit pour toute personne intéressé par d’autres développements,
nous proposons d’autres formulations de cette inégalité (voir le corollaire 14 et le corollaire
15) qui sont adaptées directement aux applications de la statistique non paramétrique. Ces
deux corollaires different selon le type des coeflicients de mélange utilisé : algébrique ou

géométrique.
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Corollaire 14 Supposons que les variables sont dépendantes de n (c.a.d W; = W, ), et que

Wi, ,\W,, sont les termes d’une suite a-mélangeante avec les coefficients algébriques d’ordre

2
s, logn

a > 1. on considére la suite u, = =3

. Supposons aussi que l'une des deux hypothéses
sutvantes est satisfaite :

dp > 2,30 >2,dM = M, < oo, tel que

(a+1)p

Vi > My, P(Wi|>t) <t ets, “ =0 (n_e) ,

ou

AM = M, <oo,30 > 2, tel que

WA

IN

M, et s%‘”l) =0 (n_e) .

Alors on a :
1 n
- Z Wi =0 (\/up) , p-co.
i=1

Corollaire 15 Supposons que les variables sont dépendantes de n (c.a.d Wy = W), et

que Wi, W, sont les termes d’une suite a-mélangeante avec les coefficients géométriques.

2
sy logn
n2

On considére la suite u, = . Supposons aussi que l'une des deur hypothéses suivantes

est satisfaite :
2
dp > 2,30 > —,AM = M,, < oo, tel que
p
Vi > M, P(Wi>t)<tPetsi=o (n_9> :
ou

IM = M, <oo,30 > 2, tel que

WAl

IN

M, ets,' =0 (n_e) .



Alors on a :

% Z W; = O (V/uy) , p.co.
i=1

17
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Chapitre 2

Pondération locale des variables

fonctionnelles

Dans le cas de dimension finie, les techniques de pondération locales sont trés
populaires dans la communauté des nonparamétriciens parce qu’ils sont trés bien adaptées
& des modeéles non-paramétriques. Le but de ce chapitre est d’expliquer comment le concept
de lissage local peut étre étendu au cas de données fonctionnelles. De toute évidence, les
approches locales doivent avoir & main quelques structures topologiques permettant de
mesurer la proximité entre les données fonctionnelles, et donc ce chapitre sera directement lié
a la modélisation semi-métrique dans le cas de dimension finie. L’une des approches les plus
courantes parmi ces méthodes de pondération locales est certainement celle du noyau. Il est
impossible de donner une bibliographie exhaustive sur les méthodes non paramétriques en
cas dimension finie, mais I’état de 'art dans ce domaine est bien résumé dans [S00] et [AP03]

tandis qu'un grand nombre de références peuvent étre trouvées dans [SV00] concernant les
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méthodes & noyaux en particulier. Nous allons voir dans ce chapitre comment 'idée de
lissage par noyau peut étre adaptée au cadre fonctionnelle. Le chapitre est organisé comme
suit :

Dans la section 4.1 nous donnons une discussion de base sur la méthode du noyau,
en expliquant comment (et pourquoi) ce qui est classiquement fait pour la dimension finie
peut étre adapté au cadre fonctionnelle. Le deuxiéme objectif (Section 4.2) consiste & voir
comment la pondération locale est en relation avec la notion de probabilité de petite boule.
Comme nous le verrons, les probabilités de petite boule peuvent étre considérées comme un
outil pour décrire certains comportements locaux de données fonctionnelles et I’approche du
noyau nous permet de prendre en considération le type de ces propriétés locales. La section
4.3 propose quelques aspects théoriques générales concernant la pondération du noyau.
Enfin, notons que les sections 4.1 et 4.2 sont d’un grand intérét pour un grand public,

tandis que la section 4.3 est destinée a des statisticiens intéressés par I’aspect théorique.

2.1 Pourquoi utiliser des méthodes du noyau pour les don-

nées fonctionnelles ?

Les méthodes du noyau sont bien connues et utilisées intensivement par la com-
munauté des non-paramétriciens parce qu’ils sont un moyen utile de faire la pondération
locale. Nous commencons briévement par un rappel sur la pondération du noyau local dans

le cas réel et multivariée avant de 1’étendre au contexte fonctionnel.
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2.1.1 Cas réel

Comme il est bien connu, la pondération du noyau local est basée sur une fonction
du noyau ( noté K ) et d’'un parameétre de lissage, et généralement désigné par h. Si x est
un nombre réel fixe, la pondération du noyau local transforme n v.a.r Xi, Xo,...., X, a n

quantités A1, Ag, ..., Ay

Aj =0 (z,h,K) = %K <7d (:E;lXZ))

L’idée principale de la pondération locale autour de x est d’attribuer a chaque
variable aléatoire X; un poids en tenant compte de la distance entre x et X;; Plus que
X; est éloignée de z, la pondération est plus petite. Avant de continuer, rappelons-nous
ce qui est une fonction noyau exactement dans cette situation la plus simple. En fait, il
existe une grande variété de noyaux. Toute la densité de fonction peut étre considérée
comme noyau, mais méme les fonctions positives peuvent étre utilisées comme des noyaux
(voir [GM84]). Une vaste littérature existe sur ce domaine (voir [MN89] et [B93]| pour des
avancées intéressantes et [HVZ] pour une présentation de 1’é¢tat de lart). Pour simplifier
notre propos, nous considérons a ce stade seulement les noyaux symétriques et positives qui
sont les plus classiques. Plusieurs types de noyaux sont courament utilisés, ils sont défnis
analytiquement comme suit :

Uniforme :

K(u) = g1(Ju] < 1)

Triangle :

K(u) = (1= fu)) 1(jul < 1)
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Epanechnikov :
K(u) = % (1) 1(ju] < 1)
Quadratique :
1
()= 12 (1) 1] < 1)
16
Cubique :
35
K(u) == (1—u?)’1(ju < 1)
32
Gaussien :
1 2

2.1.2 Cas multivarié

Dans des situations de cas multivarié 'observation de n vecteurs aléatoires X1, Xo, ..., X,
sont & valeurs dans R?. La pondération du noyau locale peut étre facilement étendu a cette
situation. Enfin, il suffit de considérer un noyau multivarié K™* qui sera une fonction de RP

dans R et qui peut étre défini comme un produit de p fonctions du noyau réels Ki, ..., K, :

Vu =" (ug, ..., up) € RP, K*(u) = Ki(u1) x Ka(ug) x ... x K,

Maintenant, on va discuter sur I'interprétation de ce cas en termes de pondération
locale.
En effet, ce qui arrive est trés similaire au cas réel. Soit & un vecteur fixe de

RP. La pondération du noyau multivarié locale consiste a transformer n vecteurs aléatoires

X1,Xo, ..., X,, an variables Ay, Ag, ..., A, :
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r—X
)

Lo
Ai= K

Si I’on considére les noyaux a support compact, il apparait clairement que A; sont
des transformations localement pondérées des variables Xi, donc A; = 0 si X; correspon-
dante est hors de voisinage de z. Par ailleurs, la normalisation 1/h? est proportionnel au

volume de ’ensemble sur lequel les z; sont prises en compte.

2.1.3 Cas fonctionnel

L’arriére-plan présenté ci-dessus est suffisante pour introduire la pondération du
noyau local dans le cas fonctionnelle. Soit X7, Xo, ..., X,, n variables aléatoires fonctionnelles
a valeurs dans E. Et soit z un élément fixe de E. L’idée de I'extension fonctionnelle vient
de la pondération naive du noyau locale multivarié qui sert & transformer Xy, Xo,..., X, a

n quantités de forme

1 d(z, Xi)\ .
A; = K =1,
V (h) < h ) ' !

ou d est une semi métrique de F, K est un noyau (symétrique) et V (h) est le volume de la
boule

B(z,h) ={2' € E,d (z,2') < h}

Cependant cette approche appelle a la définition de V' (h), autrement dit ceci a besoin
d’avoir une mesure dans E. Et c’est ici que la différence entre les deux cas réel et multivarié
apparait ol la mesure de Lebesgue est implicitemet introduite, alors que dans l’espace
fonctionnel on ne peut utiliser aucune mesure. C’est pour cette raison qu’on choisit une

mesure particuliére construite par la normalisation en utilisant la distribution de probabilité
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de v.a.f. Les variables fonctionnelles du poid local du noyau sont définies par :
d 7Xi
(45

(%)

Remarque 16 En cas multivarié, sous les conditions standars de K on a :

(o (55 -

ot f est la densité de X; avec la mesure de Lebesgue.

A; =

Notons que les noyaux utilisés sont : le noyau en boite symétrique, le noyau trian-
gulaire symétrique, le noyau quadratique symétrique et le noyau gaussien symétrique. Pour
faciliter leurs utilisations, on considére deux types de noyaux pour les variables fonction-
nelles :

i) La fonction K de R dans RTtel que [ K = 1 est appelée noyau de type I s’il

existe deux constantes réeles 0 < C7 < Cs tel que :

Cilpy < K < Colpy

ii) La fonction K de R dans R*tel que [ K = 1 est appelée noyau de type IT si
elle est de support [0, 1] et si sa dérivée K’ existe sur [0, 1] et vérifie pour deux constantes
—o0<(Cy<(C1<0:

Co <K' <y

Le noyau de type I représente le noyau discontinu usuel (c’est la boite symétrique), alors que
le noyau de type II représente le noyau continu symétrique standard comme le triangulaire,
le quadratique et le gaussien. En fin pour le poids local des variables aléatoires réelles le

noyau est de type 0 :
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Définition 17 La fonction K de R dans R tel que f K =1 avec le support compact [—1, 1]

et tel que Yu € (0,1), K (u) > 0 est appellée noyau de type 0.

2.2 Le lien entre le poids local et les petites boules de pro-
babilités

On considére un noyau de type I qui est le noyau en boite symétrique. Soit X la

v.a.f & valeur dans E et soit  un point fixe de E. On peut écrire :

E (1[0,1] (@)) = E (1pn (X)) = P(X € B(x,h))

En s’inspirant de

i ()

£ (52)

la probabilité des boules B (x, h) apparait clairement dans la normalisation. On va voir que

A=

le parametre de lissage h (qu’on appelle aussi la largeur de la fenétre) décroit avec la taille
de Péchantillon des variables fonctionnelles (h — 0, lorsque n — o). Donc, lorsque n est
suffisament grand, h est proche de 0. C’est pour cette raison, B (z, h) est considérée comme
petite boule.

Maintenant pour tout x dans E et pour tout réel positif A, on utilise la notation

suivante :

¢, (h) = P (X € B(z,h))

Cette notion de probabilité des petites boules joue un role important dans les deux formes
théorique et pratique. Comme la notion des boules est liée uniquement & la semi métrique d,

donc le choix de la semi métrique est important. Et on va voir que la vitesse de convergence
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des estimateurs fonctionnels non-paramétriques est en relation avec d et du comportement

de la probabilité des petites boules autour de 0.

2.3 Quelques rappels théoriques de base

Comme l'idée du noyau du poids local fonctionnel est le foyer de toutes les mé-
thodes non-paramétriques fonctionnelles qu’on va etudier, on utilise les deux résultats sui-

vants :

Lemme 18 Si K est un noyau de type I, alors il existe deux nombres réels finis positifs C
et C'

tel que :

d(xz,X)

Cp, ) < pi (U22) < 0, )

Lemme 19 Si K est un noyau de type 11 et si ¢, (.) vérifie :

€

3C3 > 0, Jeg, Ve < eo,/gox (u) du > Csep,, (€),
0

alors il existe deux nombres réels finis positifs C et C'' tel que pour h suffisament petit on
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Chapitre 3

Méthodologies de prévision non

paramétrique fonctionnelle

Ce chapitre décrit plusieurs approches relatives a la prédiction non-paramétrique
de certaines réponses scalaires. Le cadre fonctionnel apparait & travers la variable explica-
tive fonctionnelle. Nous nous concentrons sur trois méthodes de prévision complémentaires
, & savoir ’espérance conditionnelle, la médiane conditionnelle et le mode conditionnel.
L’espérance conditionnelle est liée a la régression alors que la médiane conditionnelle et le
mode conditionnel sont fortement liés & ’estimation de la distribution conditionnelle. Aprés
Pintroduction de certains aspects bibliographiques (section 3.1), nous présentons dans la
section 3.2 les trois méthodes de prédiction fonctionnelle non- paramétrique. La section 3.3
présente les modéles non paramétriques associés a ces problémes de prédiction, tandis que
Section 3.4 met 'accent sur la construction des estimateurs.

Il existe de nombreuses situations dans lesquelles on peut étudier le lien entre
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deux variables, avec I'objectif principal d’étre en mesure de prédire de nouvelles valeurs
de I'un des données de l'autre. Ce probléme de prédiction a été largement étudié dans la
littérature lorsque les deux variables sont dans le cas de dimension finie. Bien sfir, le méme
probléme peut se produire lorsque certaines variables sont fonctionnelles. Notre souhait est
d’étudier ce probléme lorsque la variable explicative est fonctionnelle et la variable réponse
est toujours réelle. Afin de fixer les idées et mettre I’accent sur le grand intérét et 1'utilité
de ce probléme dans de nombreux domaines des sciences appliquées, on donne un exemple
sur les données chimiométriques.

Soit un échantillon statistique (de taille n = 215) composé de courbes de spectro-
métrie X1, ...... , Xpn, (Ce sont des données fonctionnelles) correspondant aux spectres obser-
vés pour 215 piéces fines de viande hachée. En outre, par un procédé chimique analytique,
nous avons mesuré le contenu de graisse de chaque piéce Y7, ....., Y, (Ce sont les réponses
scalaires).

Ainsi, nous recueillons les observations d’une réponse scalaire (la contenance de
graisse) et une variable explicative fonctionnelle (spectres). Une question qui peut se poser
est la suivante : étant observé quelques spectres d’un morceau de viande, peut-on prédire
sur son contenu correspondant & la graisse ? Ceci est typiquement un probléme de prédiction
fonctionnelle. Pour répondre & cette question, il convient d’estimer le lien entre le contenance
de graisses et les spectres. Malheureusement, il n’ya ni un moyen d’afficher cette relation ni
une information sur la structure de ce sujet. Par conséquent, il devient naturel d’introduire
les modéles non-paramétriques afin de déterminer la forme du lien. I’aspect fonctionnel du

probléme est aussi trés important. En utilisant les courbes spectrométriques, la continuité
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et d’autres caractéristiques fonctionnelles des spectres doivent étre prises en compte. Il est
donc nécessaire d’avoir besoin de développer des méthodes combinant les deux concepts non-
paramétriques et modélisation des variables fonctionnelles. Bien str, il existe une littérature
conforme & la fois autour de prédiction non-paramétrique et des données fonctionnelles.
Mais, jusqu’a présent, les variables fonctionnelles ont été étudiées essentiellement dans un
cadre paramétrique. Cela a été popularisé par [RS97] (principalement pour les points de
vue pratiques) et les développements théoriques peuvent étre trouvés dans [B00] dans le
contexte spécifique des variables fonctionnelles dépendantes. Les récentes avancées concrétes
peuvent étre trouvées par exemple dans [CGS04] alors que certaines études asymptotiques
sont détaillés dans [CFS03] et [CFF02].

Dans une autre direction de la recherche statistique, les problémes de prévision non
paramétrique ont été étudiés de maniére intensive a la fois dans des cas réel et multivarié.

Il est impossible de donner une description exhaustive de la bibliographie liée, mais
pour fixer les idées, le lecteur pourrait regarder le précurseur des ceuvres de [W64| et [N64],
lors de 'enquéte intermédiaire par [C85] et a [S00] ou [AP03] pour une description de 1’état
de Dart.

Le but de ce travail est de marier les avantages du libre-modélisation avec une
méthodologie entiérement fonctionnelle afin de répondre au probléme de prédiction fonc-
tionnelle tel que celui de spectrométrie. Nous présentons trois approches statistiques fonc-
tionnelles et non paramétriques pour le probléme de prédiction.

L’intéressé doit prendre en considération le modeéle a etudier et le fait que dans la

désignation de méthode fonctionnelle non-paramétrique de prévision, le mot fonctionnelle se
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réfere a la notion de variable fonctionnelle (implicitement : "Nous devons prendre en compte
la caractéristique fonctionnelle de la variable ") tandis que le mot non paramétrique signifie
que nous utilisons une modélisation de libre-parameétre pour les opérateurs non-linéaires
d’étre estimer. En outre, il est important de noter que notre méthodologie est également
basée sur le libre-modélisation de la distribution puisque aucune hypothése paramétrique

est nécessaire pour la distribution des variables aléatoires.

3.1 Diverses approches au probléme de prédiction

On considére les hypothéses suivantes :

Soit I'¢chantillon (X;,Y;),_; , identiquement distribués et indépendantes, & va-

leurs dans F x R ou (F,d) est un espace semi-métrique. Soit = (resp y) un élément fixé
de F(resp R), soit S un sous espace de R fixé. Etant donné x, on appelle § la valeur de
prédiction du scalaire réponse.

La régression r de Y en x est définie par :
r(z)=E(Y/X =x) (3.1)
La fonction de répartition conditionnelle de Y en xz est définie par :
Vy e R, F¥ (z,y) =P (Y <y | X =x) (3.2)
En outre, supposons que Fff (z,.) est différentiable en y donc on peut écrire :
Wy € R 00) = 5 B (2,0) (33

fi¥ (z,y) est la valeur de la fonction de densité en (z,v).
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Il est clair que chaque opérateur non-linéaire cité donne une information sur la

relation entre X et Y.

Le premier nous permet de poser :

ou 7 () est 'estimateur de r (x)

Le deuxiéme sert & considérer la médiane conditionnelle m (z) de F}X :

() =i {y € R (o) 2 1}

et d’utiliser le prédicteur :

ou 7 (x) est 'estimateur de m (z) .

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Le mode conditionnel 6 (x) de la fonction de densité conditionnelle deY sachant

X est basé sur le troisiéme opérateur :

0 (z) = argsup f3' (z,y)
zcS

Le prédicteur est :

ou 0 (z) est I'estimateur de 0 ().
Les quantiles sont définés pour « € ]0, 1] par :
to(z) =inf {y € R, F{* (z,y) > a}

donc, 'estimateur £, (x) de t, (z), se construit de I'intervalle :

[foz (x) 7£1—a (I)]

(3.7)

(3.8)

(3.10)
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pour « € ]0,1/2].

3.2 Présentation des modéles non paramétriques pour la pré-
vision.

Dans tout ce qui suit, on considére deux types de modéles : modeéles sous condition
de continuité et modeles de type Lipschitz.

Pour 'opérateur de régression (opérateur non-linéaire de F dans R) on considére
les modeles suivants :

reC% (3.11)

ou
C = {f FoR, @)= (w)}

et 38 > 0 tel que :

r e Lip].'wg (3.12)

avec

Liprs = {f . F - R,3C € R Vo' € B, |f(«') — f(z)| < C d(x,x')ﬁ}.

Pour l'opérateur de la médiane conditionnelle, qui est basé sur I'opérateur Fff

(opérateur non-linéaire de F x R dans R), on suppose qu’il est lié a 'ensemble suivant :

Seat = 1f + F xR =R, f(z,.) est strictement croissante} (3.13)

En effet F¥ € Sea assure l'existence et I'unicité de la médiane conditionnelle
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définit comme suit :

ou
Fy : R—]0,1] (3.14)
x _ X
y — Iy (y)=Fy (z,9)
On considére les ensembles suivants :
[ FxR—-RVe € N,
Crur = lim f(a',y) = [ (z,9) (3.15)
d(z,z")—0
et Vyr € R, lim f(2',y) = [ (2,9)
\ ly—y/|—0
et
f:F xR =R,
Liprxrp = YV (z1,22) € N2,V (y1,12) € S, (3.16)

(@) = [ (@292)] < € (d(1,22) + ly1 =10l |

Nous pouvons donc définir deux modeéles non-paramétriques fonctionels de ’opé-

rateur de la fonction de distribution fonctionelle comme suit :
FY € CFup N Sy (3.17)

et 38 > 0 tel que :

Y € Liprur,p N Sty (3.18)

La prédiction concernant le mode conditionel repose sur 'opérateur de la fonction

de densité conditionelle f;¥ (opérateur non linéaire de F xR dans R). On introduit 'ensemble
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suivant :

f:FxR =R,
< 3¢ >0,3yp € S, f (z,.) est strictement
Sdens = (319)

croissante sur (yo — &, o)

et strictement croissante sur (yo — &, yo)

alors, si ff/( € Sjins alors selon le probléme de maximisation de fff (z,y) sur S, elle admet

une solution unique yg. Donc le mode conditionnel peut étre défini de la facon suivante :

0 (x) = argsup f5* (z,9), (3.20)
yes

ffes jgn s assure 'unicité de 6 (z) et nous avons deux modeles non-paramétriques pour la

prédiction du mode conditionnele. Soit

ff;( € C.?-'X]R N S(igns (321)

fi¥ € Liprur s NS s (3.22)

Remarque 20 Les modéles (2.11), (2.17),(2.21) s’appellent modeéles non-paramétriques
fonctionnels de type continuité , ils nous permettent d’etudier la convergence presque com-
pléte alors que (2.12), (2.18),(2.22) sont de type Lipschitz et nous permettent d’etudier la

vitesse de convergence presque compléte.

3.3 Présentation des estimateurs a noyau

Une fois le modele non paramétrique est introduit, on va estimer les divers objets

mathématiques exposés dans les modeéles ci-dessus, c’est a dire les opérateurs r, FYX et fYX .
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3.3.1 L’estimateur de régression.

Nous proposons pour I'opérateur non linéaire r ’estimateur a noyau suivant :

S YK (h-1d (z, X))
Pla) = =5 (3.23)
S K(h-1d (2, X;))
=1

ol K est un noyau non symétrique et h un réel strictement positif dépendant de n, c’est
ce qu’'on appelle le paramétre de lissage ou la largeur de la fenétre. Cet estimateur est
Pextention de l'estimateur de Nadaraya-Watson développé par Ferraty et Vieu (pour plus
de discussion voir[FVO06]) . d est la semi-métrique qui mesure la proximité entre les données

fonctionnelles. Si on considére les quantités suivantes :

K(h7d (z, X))

wi,h(m) =
K(h-1d (z, X;))
=1
Pz) =) win(x)Y; (3.24)
=1

qui est vraiment la moyenne pondérée car :
n
E wip(z) =1
i=1

3.3.2 Estimateur de la fonction de répartition conditionnelle.

Pour 'estimateur F§ , on s’appuit sur I'idée utilisée pour la construction du noyau
de 'opérateur de régression.
On a

F¥(z,y) =P(Y <y/X =x)
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qui s’écrit :

Ff (2,y) = E(1) 00 y)(Y)/X = 2)

d’ou :

-

o0y (Y)K(h™'d (2, X;))

Ff(z,y) = =—
> K(h™1d (z, X;))
=1

11 suffit de changer la fonction indicatrice. Soit Ky un noyau symétrique usuel, soit
H défini comme suit :

Vu € R, H(u) = / Ko(v)dv (3.25)

On définit 'estimateur & noyau de la fonction de répartition conditionnelle comme

suit :
> K (h~d (@ X)) H{g ™ (y = Y1)

X _ =1
=

7 (3.26)
> K(htd (x, X;))
=1

ou g est un réel strictement positif dépendant de n.

A partir de (2.26) on définit 'estimateur de la médiane conditionnelle comme suit :
. . A X 1
m(z) =inf Sy € R Fy (z,y) > 3 (3.27)

et d'une maniére générale 'estimateur des quantiles conditionnels sont donnés pour tout
o [O, %] par :

to () = inf {y eR, B (z,y) > a} (3.28)
3.3.3 Estimateur de la densité conditionnelle.
On peut écrire :

A 0
mezgwmw (3.29)
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en tenant compte de la différentiabilité de H, on obtient :

) S K(hd (@, X)) & Hg (y - V7))

a_yFYX ('/'Uay) = =

S K(h-1d (2, X))
=1

et Iestimateur du mode conditionnelle peut étre défini comme suit :

0 (z) = argsup fy* (z,y) (3.30)
reS



Chapitre 4

Etude Asymptotique
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Premiére partie

Cas d’indépendance
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4.1 La convergence presque compléte.
4.1.1 Estimation de la régression
On considére le modeéle suivant :
Y=r(X)+eavec E(e| X)=0

On considére les hypothéses suivantes :

Ve > 0,P(X € B(z,e)) = ¢,(e) >0

h est une suite positive telle que : lim h =0 et lim IOL% =0,

n—00 n=so0 NP (

K est un noyau de type I (ou de type II) et

€
3C > 0,30, Ve < eo, [ @, (u)d(u) > Cep, ()
0

Pour la variable réponse Y, on considére
Pour tout m > 2: E(|[Y™| /X = z) < o () < 00 avee 0,,(.) continue en z
Théorém 21 Sous les conditions (3.11) et (4.32) — (4.34)on a :

lim 7(z) = r(x),p.co
n—0o0

Preuve. Posant : pour i =1,...,n

K(htd (z,X;))

Bi = EK(h1d (z, X))

En utilisant les lemmes 16, 17 et (2.32) on arrive & : EK(h~!d (x, X;)) >

Soit
n

. 1 R 1
7’1(33) = E ZAZ et T’Q(CC) = ﬁ ZY’A’
=1 1=1

0.

39

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)



On a:

7(x) = =

En faisant la décomposition suivante :

P(z) —r(z)

d’oul

= ra(2) —r(x
= i) — Fa(@)r(@)]
(@) 2 1
—Lf:v—fm—rx—fx—r(x)A
A A @) o
) [(F2(z) — Efa(2)) — (r(z) — Efa())] —m[ﬁ(x) 1]

Lemme 22 Sous les hypothéses (3.11) et (4.33) on a :

Preuve.

lim Ery(z) =r(x)

n—oo

On a:

r(x) — Efe(x) = r(z)— E(Y141)
= r(z) - E(EY1A1/X1))
= T‘(.’E) —F (Alr(Xl))

= E((ra) - r(X1) A)

Puisque le support de K est [0,1] on a :

(r(x) —r(X1)) Ay < sup  (r(z) —r(zr)) Ay
z1€B(x,h)

40
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Puisque r est continue on aura :

lim Evy(x) =r(x)

n—oo

Lemme 23 i) Sous les conditions (4.32),(4.33) et (4.34) on a :

. . _ logn
To(z) — Era(x) = O ( W) p.co.

ii) St les conditions (4.32) et (4.33) sont vérifiées on a :

. logn
r(z)—1=0 ( m) p.co.

Preuve. On pose : K; = K(h™'d (z, X;)) pour i = 1,...,n. La démonstration de

ce résultat est basée sur l'utilisation d’une inégalité exponentielle de type Bernstein. En

=

> ¢ logn < 0
o] 28"
np,(h)

effet
S (Vi - B (Vi)

P(|fa(z) — Efa(z)| > ) =P <%
i—1

En montrant qu’il existe g9 > 0 tel que :

Sop (% Z (Yithi — B (i)

n>1

En appliquant I'inégalité exponentielle donnée par le corollaire 8.i7 a la variable

Zi = YiNi — E(Y;\;)

Premiérement on va montrer :

3C > 0,Vm > 2: |E (Y — E(YiA))™| < Cop,(h) ™ (4.38)
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Montrons d’abords que pour m > 2 :

E(I1|™ A7) = O (e, () ™) (4.39)

m o __ 1 .
En effet puisque A" = (ERy™ On aura :

E(VI"AT) = gy (Ml A7)
= R EEM XKD
< g B on (O KT
< G B (00 () =00 @) KT) + 00 () EET]
< B (0 (X) = 0y (£)) AYY) + 0y () BA

Ceci implique :

[EM[™ AP < Elom(X) —on (2)| AT + om (z) EAT

IN

( sup | o (X) = om (93)|> EAY + om (z) EAY.
x1€B(z,h)

Puisque 0 < me < oo donc si K est de type I (resp.Il) alorsKm/me est aussi de

typel (resp.lI). Par suite en appliquant le lemme 16 ou le lemme 17 on arrive a :
Crip,(h) < BK" < Cogp, (h). (4.40)
En utilisant (4.40) et le lemmel6 ou 17 on peut écrire pour m > 2 :

S EA™ < Ca

oyt S PR S e -

En conséquence on a :

E (™ AT =0 (p,(h)~™*1).



De plus on a :

(ViA1= EYiA)™ = e A" (BY A TF (-1 F,

k=0

avec ¢ = m!/(kl(m — k)!) ce qui implique :

E Y1/ — EY1 A ™

<

<

IN

IN

<

<

m

Z Cm il |Y1A1|k (E |Y1A1|)m_k

k=0

m

Zcm,kE Vi " (B |E(WA)X =)k
k=0

m

Z cmiE V10" (B Ayr(z))™ "

k=0

m

> em kB Vi 2] (|r())"
k=0

C max E|YiAlf

k=0,1 m

=U,L,....

C max <pm(h)7k+1
= m

=U,L,....

43

cette derniére inégalité est obtenu en faisant (4.39) pour k > 2, alors que pour £k = 1 on

montre que

en effet

<

EVi| Ay =0(1)

E(|[Y1A1]) = E(|E (1A | X1 = x)))

E(|Arr (X1 = 2)])

()]

C

Puisque ¢, (h) — 0, quand n — oo, alors :

EYio = EYita|™ = O ((pa(h)) ™).
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En appliquant le corollaire 8 — 4i, en posant a? = goz(h)_lon aura :
un = (a®logn) /n = logn/ (ne,(h))

qui tend vers 0 quand n — oo (en utilisant (4.33)) alors

3% = 0 (Japeo
i=1
= 0 <\/logn/ngoi,(h)) ,D.CO

Ce qui prouve que :

fa(z) — Efy(z) = O (\/log n/ng0$(h)> ,P-CO

ii) En reprenant le méme raisonnement ci-dessus, en faisanty; = 1 on arrive a :

#1(2) — 1= 0 (Vlogn/ng, (h)) p.co.

Estimation de la médiane conditionnelle.

Puisque les résultats asymptotiques sont donnés pour z fixé dans F, on utilise les
notations simplifiées suivantes :

def -~

vee F, R () ="" 1N (z,) et B () ="" X (x,)) (4.42)

Par convention, on utilise souvent la notation suivante :

def

Vee F,BY () =" I/ (X,)) (4.43)

On note que la partie fonctionnelle de Fg est identique & celle de la régression,

donc les hypothéses nécessaires pour le traitement de cette partie sont celles considérés pour
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la régression. Pour la partie scalaire de F{f on considére la condition suivante sur le noyau

Ko = H' et la largeur de la fenétre g :

g est une suite positive tel que : lim g =0,
e (4.44)

Ky est de type 0.
Notant que cette condition sur le noyau assure avec la définition 15 que la fonction

H est continue et strictement croissante sur 'ensemble {u/0 < K(u) < 1}. Ceci nous permet

de définir l'estimateur de la médiane conditionnelle comme solution unique de 1’équation :
A e —1 1
(z) = B 74(5) (4.45)

Théorém 24 Sous le modéle défini par (3.17) et (4.32), et si l’estimateur & noyau vérifie
(4.33) et (4.44), on a :

nll)n;o m(z) = m(z)p.co (4.46)

Preuve. La condition (4.44) assure que 'estimateur Fy¥ (.) est continu et stric-
tement croissant. Donc la fonctionﬁ{ﬁ_l(.) existe et continue. La continuité deﬁ’{ﬁ 1) au

point F% (m(z)) nous permet d’ecrire :

Ve > 0,30(e) > 0,Vy, |FE (y) — F& (m(z))| < d(e) = |y — m(z)| < e.
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Dans le cas particulier ou y = m(x), on aura :

Ve > 0,36(e) > 0,Vy, |FE(n(z)) — FE(m(x))| < d(e)

= |m(z) —m(z)| <e.

Don : Ve>0,30(g) >0,Yy, P (|m(z) — m(z)| > ¢)

IN

P (|B0n(@) = e (m(a))| > o))

= P(|Fm@) - Fm@)| > )

La derniére égalité est obtenu par : F&(m(zx)) = F&(m(z)) = 1/2.

La converegence p.co ponctuelle de Fy (voir le lemme 23) nous ameéne a :

Ve >0, ZP(\ﬁz(m) —m(z)| > ¢e) < 0.
n>1

Et maintenant le résultat (4.46) est vérific. m

Lemme 25 Sous les conditions du théoréme 19, on a pour tout nombre réel fixé y :

Jim_F(y) = F¥(y),p-co (4.47)
Preuve. On peut ecrire :
Fe(y) - Fily) = % _FE(y)
= L famy) - @) FE)]
71(x)
=+ (Fal@) — Ers(e) = (FE() - Efala.)]
)

fl (CE)



d’oul

avec

d’ou

B =T ) = 5 (0s(@) = Bia(o.w) = (FF ) = Fae.)
F)
- 'f’l(l?) [Tl('r) - 1]

Ou 7est définie par (4.36) et

n

fae.) = (D) () = = ST ATy)
=1
Li(y) = H(g~'(y — Y2))

On a:

Fg (y)

71(z) — 1 quand n— oo. e [71(z) — 1] — 0 quand n— oo.

Il nous reste & montrer que :

lim Efs(z,y) = Fy(y)

n—oo

et
lim 73(x,y) — Ers(z,y) = Op.co.
n—o0
On a
Ers(z,y) — Fy(y) = EAiN(y) — F¥(y)

= E(A(E(T1(y)/X))) — EALFE(y)

= E(A(ET1(y)/X) — FE®y)))

= E(Ailp@n (X) (ET1(y)/X) = F¥(y)))

Erg(x,y) — FY(y) = E(A1lpen) (X) (ET1(y)/X) — F¥(y)))

47

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
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En utilisant le théoréme de fubini et le fait que H/ = Ky, pour calculer (2.51).En effet :

By0)/X) = [ Hla™ (0~ u)dP(/X)

= /R/_OO Ky(v)dvdP(u/X)

= [ [ KoNpeils™ (0 = w)dedPu/ )

= //Ko(v)l[vﬁoo[(g_l(y—u))dP(u/X)dv
RJR

— [ Koy - vt
R

d’ou
Py0)/X) = [ Ko(w) (g = vg). (4.52)

Puisque f Ky =1, on peut écrire :

E(T1(y)/X) - Fy® (y) = /R Ko(v) (F¥ (y — vg) — FE(y))dv (2.53)

Ainsi, on a :

| (y —vg) — B° ()| < |F (y —vg) — FE(y — vg)]

+IFy" (y —vg) — Fy* (y)]

Puisque K est de support [—1,1], g et h tendent vers 0, la continuité de F§ (y)

nous permet d’écrire :

lim  sup 1B(x,h) (X) |F})’((y_vg) —F{}(y—vg)| =0,

70 ye[—1,1]
et

lim sup |Fy(y—wvg)— Fy(y)| =0

N0 ye[-1,1]
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Donc
Jim [E(T(y)/X) — Fy(y)| = 0.

Par conséquent :

im0 (X) BT ()/X) ~ ()] = 0 (4.54)

(4.51) est équivaut a

E(A1 (1pgn (X) E(T1(y)/X) = FY(y)))

En utilisant (4.54) et FA; = 1, on arrive a pouver (4.49)

Il nous reste a prouver (2.50).Pour cette raison, on pose :

fale,y) — Bis(e,y) = + 3 (T~ BTY) (4.55)
i=1

avec

T; = AL

En utilisant le lemme 16 (ou le lemme 17) avec K est de type I (ou de typelI).PuisqueT;
est borné on a :

Ti < C/py(h) (4.56)
D’autre part , pour m = 2 le résultat (4.39) s’ecrit :
E (i 23) =0 (¢.(h) ")

eton a:

ET;> <CE (L) < C/py(h) (4.57)
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puisque les variables T; sont bornées, les résultats (4.56) et (4.57) nous permet

d’appliquer une inégalité exponentielle de type Bernstein donnée par le corollaire 9-ii, et on

r3(x,y) — Ers(z,y) = O (1 / %) , P-CO. (4.58)

Ce résultat prouve (4.50),et la démonstration du théoréme est achevée. m

a :

4.1.2 L’estimation du mode conditionnelle.

Puisqu’on s’intéresse a la convergence presque compléte ponctuelle pour z fixé
dans F, on considére les notations simplifiées suivantes :

def def 4
vee B S ()="" ¥ (z.) et P () =" [ () (4.59)
Par convention, on utilise souvent la notation suivante :

def

vee B, 7 () =" [, (X,) (4.60)

Les hypothéses dont on a besoin pour fYX défini par (3.29) sont ceux introduites

dans la section pour l'estimation de F{f en ajoutant I’hypothése suivante :

AC < oo,¥(z,af) e RxR,|Ky(z) — Ko (af)] <C |z —a1|, (4.61)

1
lim —2" __ _ 0et 3¢ >0, lim g n® = 0o
n—oo n g gpx(h) n—00

Théorém 26 Sous le modéle défini par (3.21) et (4.32), et si ’estimateur & noyau vérifie

(4.33), (4.34) et (4.61) alors on a :

lim 0 (z) = 6 (z) p.co. (4.62)

n—oo
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Preuve. La condition (3.21) assure que fy* (.) est continue et strictement crois-
sante sur |0 (z) — ¢, 0 (z)[. donc f,” ~* (.) existe et continue. La continuité def,” ~* (.) au

point fy¥ (f (z).) nous permet d’ecrire pour tout € > 0

F1(e) > 0,vy €0 (x) ¢ 0(z)],

W) = KO0 @) < di(e)=y—0()<e

De la méme maniére que précédement, puisque fy* (.) est continue et strictement

décroissante sur |0 (z), 0 (x) + ¢[ alors pour tout € > 0

02 (e) > 0,Vy €6 (x),0(x)+ (],

Iy () = f"0@)] < d1(e) = ly—0(z)] <e
En combinant ces deux derniers résultats on arrive a :

() > 0,Vyelf(z) - 0(x)+ (],

¥ ) = [ @@)] < de=ly—0(x)|<e
Puisque, par construction  (z) € 10 (z) — ¢, 60 (z) + ([, on a :

36 (e) > 0,

K (0@) - @) <66 = [0) - 0@)| <
D’aprés ce dernier résultat, on peut écrire :

35(6)>0,P<‘9($)—9($)‘ >6> SP(

7 (0@) = 50 @)] > 6(9).
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~

D’autre part, il vient des définitions de 6 (x) et 6 () que :

f0@)-froe)| = moe) -m0w)
= (FOG)-F0O@)+

IN

2 sup W) -5 (y)’

y€]0(z)—C.0(z)+¢[

d’on

Flw)-fee)<2 s |Fw- o) (1.63)

y€]0(x)—¢,0(=)+([

On peut utiliser la convergence presque compléte uniforme de 'estimateur de densité condi-
tionnelle sur le compact [0 (x) — ¢, 0 (x) + (] (voir le lemme 25). Ce qui nous ameéne diréc-
tement avec les deux derniéres inégalités a :

Ve> 0,y (‘@(:r)—&(:r)’ >e) < 0

Lemme 27 Sous les conditions du théoréme 24, on a pour tout compact S un sous ensemble

de R :

lim sup |fy* (y) — /¥ (y)| = 0, p-co. (4.64)
yeSs

n—oo

Preuve. La démonstration est basée sur la décomposition suivante :
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fel) - fily) = DOKW g

71(x)

— ) [Fa(x,y) — F1(x) fy (v)]

= L ((aley) - B falz,w) - (FE() — E fale,))]

fl(l’)
R
(o) [F1(z) — 1]
d’ou
) - ) = ﬁ (a2, y) = E Fa(,y)) — (f¥(y) — E fa(w,y))]  (4.65)
W)
Y 1) — 1]
ou 71 est définie par (3.6) et
i) = F1@) ) = - > A()
i=1

Qi(y) =g 'Kolg 'y — ¥7))

Le dénominateur du membre de droite de I'égalité de (4.65) est traité diréctement
en utilisant le lemme 21-ii avec la proposition 6-i. Son dernier terme aussi se traite en faisant
le lemme 21 — 77 et f{%(.) est uniformément bornée pour y € S (car fi7(.) est continue sur
le compact S). Donc le résultat de (4.64) sera une conséquence dirécte des deux résultats

suivants :

1
lim ——sup|fy(y) — Efa(z,y)| = 0, p.co. 4.66
A S [[¥(y) = Efa(z,y)| = 0,p (4.66)
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et
lim —sup |fa(e,y) — E fa(,)| =0 (4.67)
im — up |74(x 74(x,y)| = 0, p.co. .
n—>007"1()y€g 4 Y 4 Yy P

Montrons le résultat (4.66).

Puisque EAy =1let [Ko=1,0na:

Ery(z,y) — fE(y) = EAQ(y) — fE(y)

= E(A1(E((y) | X) - ()

I
=

A ([ oot - o) e )

I
=

(
(a1 [ o Kalg ™0 - ) (@)~ f500) )
= E(A1/ Ko(v)) (f¢* (y —vg) — f$(y)) d )
— 5 (Lntany ()81 [ Kolw) (0~ v9) ~ F ) o
d’ou
Braen) = 500 = E (Lo () 81 [ Koto) (0= v0) = ) o) (1.68)

En plus , on peut écrire :

£ —vg) — W] < | —v9) — fEy—vg)| + £y —vg) — ).

Puisque S est compact, la fonction f(y) est uniformément continue pour ye S. De plus Ko
est & support compact (K est de type 0), et piusque le modeéle (3.21) est de type continue,

nous avons :

lim  sup sup Lpgn (X) /3 (y —vg) = fE(y —vg)| =0,
=0 pe[—1,1) yeSs

et

lim sup suplpgy (X) |5 (v —vg) — f(y)| =
=0 ye[—1,1] ye



ce qui implique :

lim sup sup lpgn (X) | (y —vg) - fF(y)] =0
=0 ye[—1,1) yeS

La combinaison de (4.68) et (4.69) avec Ajet Ky sont positifs nous donnent :

lim sup |fy(y) — Efa(z,y)| =0,
n—00 ycg

55

(4.69)

(4.70)

le résultat (4.70) avee le lemme 21 — 7 et la proposition 6 — ¢ suffit de prouver (4.66), ct le

traitement du terme biais est achevé.

Il nous reste & montrer que (4.67) est vrai. En effet puisque S est compacte, on

peut écrire que S C U7 .Sy, ou S, = [ty — ln, bty + 1] et 1, et 2z, vérifient :
k=1

ln=Czt ~Cn™%.

On prend t, = argmingegy, 4, 3|y —t[, ona:
" up |fa(w,y) - Bialw,y) € ——suplia(e,y) — falaty)
——sup |4z, y) — Bra(z,y)] < ———sup|ra(z,y) — 7a(x,
1(z) yeSs 1(z) yeSs Y
Ay
o sup fa(a,t,) — Biala,ty)
—— sup |74(x, ty) — £ry(z,
7"1(1')1165 Y Y
Az
1 . "
+ sup |E7’4(337ty) - Er4(x,y)|

71(2) yes

As

La condition de continuité de Holder (4.61) nous permet d’écrire :

|f4(x’ y) - 7A‘4(w7 ty)|

IN

IN

IN

S A() ~ )]
=1

n

1

m > A Kolg™ (v = Yi) — Ko (97 (ty — Y2))|
i=1

C a1

n_g;AJg (?J_ty)|

Cfl (m)ln 9_2

(4.71)

(4.72)
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En utilisant (4.71) on arrive :

A1 < O/(gn°)?

En utilisant (4.61) on obtient :

lim A; =0 (4.73)

n—oo

De la méme maniére que précédement :

E|fa(z,y) — falm, b)) < D EA|Qi(y) — Qlty)]
=1

IN

é Z EN; |Ko(g™" (y = Vi) — Ko (97 (ty — Y3))|
=1

IN

1 n
ECZ EA; g~ (y —ty)|
i=1

nCl,g 2

IN

D’ou :

nClpg 2
71(x)
nCn=2¢g=2
F1(z)
nC

#1(x) (gn€)”

avec le lemme 21-ii et la proposition 6-i on arrive a :

(4.74)

IN

IN

lim Az = Op.co. (4.75)
n—oo
Pour le terme As, on peut écrire pour tout € > 0 :

P (sup |Ta(x, ty) — E 7a(z,ty)| > e) = P < max |f4(x,ty) — B f4(z,ty)| > 6)4.76)

yES j:17--'7zru

IN

zn max P (|P4(z,ty) — E fa(z,1y)| > €)

]717“'~,er
> e)

IA

.]:17“”,74",

1 n
zn, max P <|E;(Ul — EU,)
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ou

Ui = AiS(t5)
En utilisant le lemme 16 (ou le lemme 17) avec K soit de type I (ou de type IT), et puisque
Q;(y) < C/g,on a :

Uil < C/ (g ¢z(h)) (4.77)

D’autre part on a :

EU? = E(AIE(Q(t)/X =x))

7

= F A?/ 2K0 Lt —u)) f{?(u)du)
R

(
E<A2 —1/KO (2) fF (t]+zg)dz>

or (a2 [ K3 ) (00 )

Puisque f{ est bornée (car elle est continue sur le compact S) donc en appliquant le résultat

IN

(4.39) pour m = 2, on obtient :
EU2 < C/ (g ¢,(h)) (4.78)

Puisque les variables U; sont bornées, on peut appliquer une inégalité exponentielle de type

Bernstein, cette inégalite avec (4.76), (4.77) et (4.78) nous donne :

P <sup |Ta(x, ty) — E ta(z,ty)| > e) < zpexp (—Cné’g ¢ (h)) .
yes

En utilisant (4.71) on obtient :

P (sup |T4(x, ty) — E 74(x,ty)| > e) < Cn* exp (=Cneg o, (h)).
yes
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puisque ni;)f(;l) tend vers 0, on obtient :

Ve > 0, Z P | sup|f4(z,ty) — E 7z, ty)| > €| < o0 (4.79)
n>1 yes

Le dénominateur de Ag est traité en utilisant & la fois le lemme 21-ii et la proposition 6-i.
Par conséquent on obtient

lim Az = 0, p.co. (4.80)

n—oo
Finalement le résultat (4.67) est prouvé par (4.72), (4.73), (4.75) et (4.80).
La démonstration du lemme 25 est achevée par la combinaison de (4.65), (4.66) et

(4.67). m

4.1.3 Estimation du quantile conditionnelle.

Cette section est consacrée a la généralisation des résultats donnés dans la section
concernant ’estimation de la médiane & I’estimation des quantiles conditionnels.

Le quantile d’ordre «, noté par t, (z),et son estimateur a noyau i, (x) sont res-
pectivement définis par (3.9) et (3.28). Sous la condition (4.44), lestimateur de quantile

conditionnel peut étre défini par I'unique solution de I’equation
to (z) = F= 1 (a) (4.81)

Théorém 28 Soit o € [0,1]. Sous le modéle défini par (3.17) et (4.32) et si U'estimateur &

noyau vérifie (4.33) et (4.44) on a :

lim 4, (z) = to (), p.co. (4.82)

n—oo
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Preuve. Soit ¢ > 0 fixé. La continuité de F2~! au point F (4 (z)) nous permet
d’écrire :

3d(e) > 0, Yy,

F5(y) - B (ta ()] < 8() = ly — ta (2)] < =

En prenant y = £, (), on arrive finalement au résultat suivant :

do(e) > 0,P(|fa(x)—ta(:r)|>6)

IN

P (| Bl @) = Fo(ta (@)] > 3(6))

- P (‘F{ﬁ(fa (z)) — FE(ta (w))\ > 5@) ’

En utilisant la convergence p.co. de 'estimateur de la fonction de répartition (voir

le lemme 23) on obtient (4.82). m

4.1.4 Complément sur ’estimation de la distribution conditionnelle

Les résultats déja indiqués pour l'estimation du mode conditionnel et les quan-
tiles, sont basés sur des résultats auxilliaires de ’estimation de la distribution de probabilité
conditionnelle de Y sachant X. Cette section est consacrée a la présentation générale de
quelques résultats et de leurs régularités. La premiére proposition indique la convergence
présque compléte ponctuelle et uniforme de I’estimateur de la fonction de répartition condi-
tionnelle. La deuxieme indique la convergence présque compléte ponctuelle et uniforme de

I'estimateur de la fonction de densité conditionnelle.

Proposition 29 i) Sous les conditions (3.17), (4.32), (4.33) et (4,34), on a pour tout réel
fixéy :

lim FE (y) = F& (y), p.co. (4.83)
n—oo
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i) Si de plus la largeur de la fenétre g vérifie pour tout ¢ > 0 la condition lim gn¢ = oo,
n—oo

alors pour tout compact S CR on a :

lim sup |FE (y) — FE (y)| = 0, p.co (4.84)
n—00 ycg

Preuve. Pour la démonstration de cette proposition, on utilise les mémes notations
que le lemme 23 et puisque le résultat i) est prouvé dans le lemme 23, donc il nous réste a
montrer ii). En faisant aussi (4.48) et puisque le terme 71 (z) ne dépend pas de y dans S, il

est donc traité dans le lemme 23. Enfin il nous reste & montrer les deux résultats suivants :

lim sup |E#s(z,y) — B (4)] = 0 (485)
n—00 e g
et
lim sup |E73(x,y) — 73 (x,y)| = 0, p.co. (4.86)
n—00 g

Puisque K est de support [—1,1] et g tend vers zéro, la continuité uniforme de Fy* sur le

compact S, nous permet d’écrire :

lim  sup sup Ly p (X) [F (y —vg) — FY(y)] = 0.
N0 ye[-1,1] yeS
Ce dernier résultat avec (4.51) et (4.53) sont suffisants pour prouver (4.85). Maintenant il

Z’L
nous reste a vérifier (4.86). La compacité de S, nous permet d’écrire que S C |J Sk ou
k=1

Sk = [tk — ln, ti + 1n] et 1, et z, sont choisis de sorte que :

ln=Czt ~Cn™¢ (4.87)
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En prenant t, = arg min ly —t|,on a:
tE{t1yrnstay }
1 . . 1 R .
——sup|f3(z,y) — Efs(z,y)| < ——sup|fs(z,y) —73(z.ty)| (4.88)
71(z) y€eSs 71(z) y€eSs

D,

_|_

——sup |73(w, 1) — E 73(z,1y)]
7"1(.%‘) yeS Y Y

Dy

1
+——sup |F r3(x,t,) — E r3(z,
1(z) yGS’ 3(2,ty) (z,9)]

Dy

Puisque Ko = H) est supposé un noyau de type 0, donc H est différentiable et de dérivée

bornée. Donc H vérifie la condition de continuité de Holder d’ordre 1, alors on peut écrire :
1 n

73(@,y) — F3(x,ty)| = 52& ITi(y) — Li(ty)] (4.89)
i=1

- %ZAz |H(g™" (y—Yi) — H (97" (t, = Y2))|

C < _
< EZAi lg7 ! (y—ty)]
i=1
< Cri(@)l, g "
< Ci(z)Cn~¢ g7t

Pour n suffisament grand on obtient :

lim Dy =0 (4.90)

n—oo
En reprenant les mémes arguments on arrive a :
|E #3(z,y) — E #3(z,t,)] < Clog™"
En utilisant successivement le lemme 21-ii et la proposition 6-i on obtient :

lim D3 = Op.co. (4.91)

n—oo
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Pour le terme Dy on peut écrire pour tout € > 0 :

J:]-v"'yzn,

P <sup |F3(x, ty) — Efa(x, ty)] > e)

P < max |F3(x,ty) — Erfs(x,ty,)| > E)
yeSs

< 2z, max P(|f3(z,t,) — Efz(z,ty)| > €).

N j:17~"7zn

En utilisant (4.58) on obtient pour tout y € S :

R . lo _Ce
P (|7‘3(§C,ty) - ET3(m7ty)| > €0 ﬁ) =0 (znn ¢ U) ,

En utilisant (4.87) avec €y assez grand on arrive a :

I
Yp (sup|f3(a:,ty) — Big(z,ty)| > eoy | —on ) <0

n>1 yeS ne, (h)

Le dénominateur est traité en appliquant le lemme 21-ii et la proposition 6-i, par conséquent

_ logn

Enfin, en utilisant (4.88) (4.90) (4.91) et (4.92) on arrive a :

1 | logn
——sup|r3(x,y) — Efsz(x,y)| = O .CO,
7‘1(515) yegl 3( y) 3( y)' ( ne, (h))p

ce qui prouve (4.86). m

La proposition suivante indique la convergence présque compléte ponctuelle et uni-

forme sur quelques ensembles compacts de I'estimateur & noyau de la densité conditionnelle.

Proposition 30 i) Sous les conditions (3.21),(4.32), (4.33) et (4,44), on a pour tout réel
fixéy :

Tim £y (y) = 1 () ,p-co. (4.93)

it) Si de plus la largeur de la fenétre g vérifie pour tout ¢ > 0 la condition

lim gn¢ = oo, alors pour tout compact S CR on a :
n—oo

lim sup | £,7 (1) = 7 (1)] = 0, p.co.
n—00 ycg
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Preuve. Il suffit de noter fy* = Fyx(l) et de voir que le résultat (4.93) n’est qu’un
cas particulier du lemme 23 qui sera étudier plus tard (en appliquant le (4.110) pour 1=1),

d’autre part, le résultat (4.94) est exactement celui qui est donné par le lemme 25. m

4.2 Les vitesses de convergence

4.2.1 L’estimation de la régression

Pour compléter la propriété de consistence de I'estimateur a noyau de la régression
fonctionnelle 7#(x) (défini en (3.23)) donné par le théorémel9, cette section sert a étudier la
vitesse de convergence presque compléte ponctuelle. En effet on considére le modeéle de type
Lipschitz pour r, et on va voir que ce modéle nous permet de préciser le comportement du

biais et ensuite de tirer la vitesse de convergence.

Théorém 31 Sous le modéle (3.12) avec la condition de probabilité (4.32), si I’estimateur

vérifie (4.33) et si la variable réponse Y vérifie (4.34), alors on a :

#(2) — r(z) = O(hP) + O ( nlg‘;g &;) peco. (4.95)

Preuve. La démonstration de ce théoréme est similaire o celle du théoreme 2. En

effet : en faisant la décomposition suivante :

) = r(@) = s [(Fala) = Biofa)) — (@) — Bra(o))]
1)
S -



Selon le lemme 21 on a :

. . logn
ro(x) — Efgo(x) = O ( ngox(h)> p.co.

R . logn
71(z) —1=0 ( ngox(h)> p.co.

selon le lemme 30 ci-dessous on a :
r(z) — Ery(z) = O(hP)
d’ou en utilisant la proposition 6.

iz) —r(z) = O0(hP)+ 0 ( %) p.co
Lemme 32 Sous les conditions (3.12) et (4.33)on a :
r(z) — Efg(z) = O(hP).
Preuve. Selon le début de la preuve du lemme 20 on a :
r(z) — Era(x) = E((r(z) — r(X1)) A1)
puisque r est Lipschitzien, on a :
r(x) — Bia(w)| < CE (d(z, X1)” A1)

maintenant, puisque le support du noyau K est [0,1] et FA; =1, 0n a :

|r(z) — Era(x)] < ChP.

64
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4.2.2 L’estimation de la médiane conditionnelle

Le principe de cette section est de montrer, en ajoutant I’hypothése de lissage sur
la fonction F{;‘, comment ceci nous permet de préciser la vitesse de convergence. On va
voir dans le lemme 32 ci-dessous que le modéle de type-Lipschitz est suffisant de préciser
la vitesse de convergence de ’estimateur F{E Supposons que Fy(.) est j-fois continiment

différentiable autour de m(z) avec :
FE (m(z)=0Vl=1,...5—1

et

20

Fy " (m(z)) > 0 pour [ = j (4.96)

Notons que tout au long de cette section, toutes les dérivées sont prises pour la
variable réelle y. Puisque cette approximation a besoin d’avoir des dérivées de grand ordre
de F&(.) (voir le lemme (15)), hypothese suivante sur les composantes de estimateur est

nécessaire :

logn

lim =0 et H est j-fois contintiment différentiable (4.97)

P )

Théorém 33 Sous le modeéle défini par (3.18) et (4.96), si la variable fonctionnelle X

vérifie (4.32), et si l’estimateur a noyau vérifie (4.33), (4.44) et (4.97), alors on a :

(z) —m(z) = O ((hﬂ n gﬁ) ) ) ((nff&)) _> .Co. (4.98)

m(z) —m(z) = O <(h6 ¥ gﬂ) ) ) ((ﬁf%) _> p.co. (4.99)
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Preuve. Le développement de taylor de la fonction F‘{ﬁ nous conduit a 'existence

de m* entre m(x) et m(x) tel que :

Selon (4.96), cette égalité s’écrit :

. . i1 m(z) — 1 (2)) [ ~p =
B () — £ (m(e)) = 32 PO () ) — 1 () )
=1 ’

Puisque FE (7(z)) = FE (m(z)) = fona:

(m(x) = 1 () F5Y) (m?)
0(?( (2)) - Fy(m(w)))

7j—1
( ) (A (m(a)) - P <m(m>>)>

=1
La combinaison du résultat du lemme 33 et du théoréme 22, avec m*compris entre 1 (z) et
m(x), nous ameéne a :

lim FI(])( ") = F;;(j) (m(x)), p.co.

n—oo
Puisque la deuxieme partie de 'hypothése (4.96) assure que cette limite est différente de 0,
alors en utilisant la proposition 6-ii on arrive a :
(m(@) = (@) = O (F (m()) = Ff (m())) ,pco+

1

(Zm(az) (@) (B0 (m()) - :ﬁ(”(m(x))))vp.co.
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Selon (4.96), et pour tout l€ {0,....,5} et pour tout y dans le voisinage de m(z ), il existe

m*compris entre y et m(x) tel que :

—m(x gt (g
l:_';(l) () F;(l) (m(z)) = %FY(J) (m*).

Ceci implique que F}z,(l) est Lipschitzienne autour de m(x) a ’ordre j —1 . Donc, en utilisant

le lemme 32 et le lemme 33 avec ’ordre de Lipschitz adapté, on obtient :

(m(z) —m(z))! = O (hﬂ + gﬁ) p.co+O ( %) (4.99)

j—1
+0 (Z An’l> p.co+ O (
=1

J

-1
Bn,l> p.co,
=1

~ logn 3
o= )= (5 )

ol

et

By = (m(z) — 1 (2))'g’~".

En faisant la comparaison de A,; ou B, avec (m(x) — 1 (z))7. Si on suppose qu’il existe
le{l,...j—1} tel que (m(z) —m (x))? = O (An,), on peut écrire :

m(z) — i (@) < Clm(z) — ()| (#g(@) 5 ’

; logn 3
— % j=l < L
= |m(zx) —m ()" <C (ng%—lgox (h)> ,

j logn 6D
— % I < _— .
© o =) —C<ng2l—1% <h>)

donc selon (4.97). il existe | pour lequel : [m(z) — 1 (z)]’ = O (A,,), alors on a :

im(z) — 1 (2) = O ( n?%) (4.100)
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De la méme maniére, si on suppose qu’il existe [ € {1, ....,5 — 1} tel que (m(z) —m (x))! =

O (By,,1), on peut écrire :
m(x) — i (@)} < C lm(x — i (2)] g~
= |m () — i (2)] < Cg’.
Donc il existe [ tel que :(m(z) — i (z))? = O (By,), alors on a :
(m(x) =1 (@)’ = O (¢) (4.101)

Finalement la combinaison de (4.99), (4.100) et (4.101) nous donne :

(m(z) —m(z))! =0 (hﬂ + gﬁ) p.co+ O ( ni)g&)) p.co (4.102)

Le théoréme est prouvé, il nous reste & montrer les lemmes suivants :

Lemme 34 Sous les conditions du théoréme 31, on a :

FE —F¢ =0 (hﬁ + gﬁ) +0 < n};f%) p.co (4.103)

Preuve. La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemme 23, en

gardant les mémes notations utilisées. La preuve est basée sur la décomposition (4.48).
Le dénominateur dans cette décomposition est traité en appliquant le lemme 21-ii avec la

proposition 6-ii. Donc le résultat demandé est obtenu dés que les trois résultats suivants

sont vérifiés :

ri(x) —1=0 ((nl;)fgz)) 5) p.co, (4.104)
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Eis (,9) = F (5) = 0 (") + 0 (n7), (4.105)
et
N . logn 2
73 (z,y) — Ers (z,y) = O ( ) p.co. 4.106
5 (2,y) — B3 (2,) ( e (4.106)
En effet, en prenant € = (%) ? dans (4.58) on obtient :
. ~ logn 3 _Ce2
P73 (z,y) — Ers(z,y) > o < ) <n v, 4.107)
% ( 0, ) (

par suite pour gg suffisament grand :

Z p (fg (z,y) — Ers (z,y) > €o (%) 5) < 00. (4.108)

Ceci prouve que (4.106) est vérifié. Il nous reste & montrer (4.105). La condition de Lipschitz

(3.18) nous permet d’écrire :

lim  sup pgen (X) | (5= vg) = FE (5) = 0 (97) + 0 (n7),

N0 ye[-1,1]

la combainaison de cette derniére egalité avec (4.53) nous ameéne a :
lim 15 (X)|E (T @) | X) = @) =0 (¢7) +0(n7).  (4109)
n—oo

D’ou (4.109) avec(4.51) et EA; = 1 suffit pour la preuve de (4.105). La preuve de ce lemme
est ainsi achevée, puisque le résultat (4.104) est déja étudier lors de 1’étude de la régression

(voir le lemme 21-ii). m

Lemme 35 Soit | un entier appartenant a l'ensemble {1,....,j} .Sous les conditions du
théoréme 31,0n a :

lim F';(l) (y) = Fg(l) (y), p.co. (4.110)

n—oo
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Si de plus la fonction Ffﬁ(l) (.) est contindment Lipschitzienne d’ordre [y,c.a.d si

3C 0,00,V (ww) e B[RO () - O )| < Cly -yt @11n)
alors on a :
e(l) (o _ ped) oy _ 8, 18 logn 2
20 () — B20 () = 0 (h +h ) 1o <<—ng2l_1% (h)) ) . (4.112)
Preuve. On considére la décomposition suivante
(4.113)

FOw-r0 = = tx) (7 (2. 9) - B (2,))

o (B0 - 5 (@)

;ﬁ (y) (e

Comme pour le lemme 23, pour la démonstration de ce lemme il suffit de prouver les résultats

suivantes :
() D) _
lim |73 (z,y) — Efg” (z,y)| = 0,p.co. (4.114)
n—oo

et aussi
Tim B (z,y) = Y (y), (4.115)
ol F;ﬁ(l) est continue, et
il (@,y) - F{ () = 0 (g%) + 0 (n?), (4.116)

ot F2Y est continfiment Lipschitzienne. La preuve de (4.114) est similaire a celle de (4.50),

On peut écrire :
) . 1 n
w0 (2,y) — B (2,y) = - > (Si— ESi), (4.117)
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ou S; sont des variables aléatoires centrées et vérifiant :

18| < C/ (gl% (h)) : (4.118)
Le moment d’ordre deux des variables S; peut étre calculé par :

1 2
2 207y —

1 2 —
- (s (52 )

< B (87 [ 1O ) 5 - o o)
R
1
S CQZl—lE(A?)
1
<
= o m

Cette derniére inégalité est obtenu grace a (4.57). Notons que l'existence de f{ est assurée
par I'hypothése de différentiabilité fait sur /7. Appliquons maintenant ’égalité exponentielle

de type Bernstein donnée par le corollaire 9-ii, ceci nous améne & :

. . logn 3
’I“:())l) ($7y) - Erél) (377 y) =0 <ng2+(p(h)> p.co. (4120)

D’ou le résultat (4.114) est satisfait. La preuve de (4.115) et (4.116) sont trés proches de

celles de (4.49) et (4.105). En faisant l'intégration par partie (I — 1) fois et en faisant le

changement de variable, on arrive & :

(0 m/x=a) = & [H0(0) 5 wa

1 —u
N <—y )FX(” ) du
g/R g v ()

| Ko@) R - go)av.

Puisque les noyaux sont a support compact alors on peut écrire :

¥ (y) = F () + 0 (1)
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avec O (hﬁ ) est indépendant de y. Donc on a :

B (z,y) — F2O ()

= p(a ([ K00 (500 - 50 0) o))
= p(a ([ K0 (KO w-90 - 5O 0) ) (4121)
+0 (1)
Comme K et Ky sont de support compact et comme g et h tendent vers 0 le modele de

type continu nous permet d’écrire :

lim sup F}gf(l) (y — gv) — Fg(l) (y)|=0 (4.122)
0 ye[—1,1]

la combinaison de (4.121) , (4.122) et E(A;) = 1 donne diréctement le résultat (4.105).

0

De la méme maniére, le résultat(4.116) se déduit du fait que le modele deF{ﬁ est de type
Lipschitz et qui nous permet d’écrire :
sup Fﬁ(l) (y — gv) — Fi(l) (y)‘ =0 (gﬁl’) +0 (hﬂ) . (4.123)

ve[—1,1]

Ainsi la preuve du lemme (15) est achevée. m

4.2.3 L’estimation du mode conditonnel

Le principe de cette section est de montrer comment , en ajoutant I’hypothése
de lissage sur la fonction ffﬁ , nous permet de préciser la vitesse de convergence. Dans
I'etude de la régression (voir la section ci-dessus) on a vu dans le lemme 32 ci-dessus que le
modele de type-Lipschitz est suffisant de préciser la vitesse de convergence de ’estimateur

f}fﬁ Supposons que f{ﬁ( .) est j-fois continiment différentiable autour de 6(z) avec :

Y 0@) =0, =1,....5— 1
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et

o)

v (0(x) #0,sil= (4.124)

Notons que, tout au long de cette section, toutes les dérivées sont prises pour la

variable réelle y.

Théorém 36 Sous le modéle défini par (3.22) et (4.124), si la variable fonctionnelle X vérifie

(4.32), et si l’estimateur a noyau vérifie (4.33), (4.44), (4.61) et (4.97), alors on a :

b(z) — 0(z) = O ((hﬁ + gﬁ) Jl> +0 <<ni§f&)>%) , p.co. (4.125)

Preuve. Le développement de taylor d’ordre j de la fonctionf{ au point 6(z) ,en
tenant compte de la condition (4.124), nous permet d’affirmer 1’assertion suivante : il existe

6*compris entre 0(x) et () tel que :
z () x 1 x(7 % - J
78 (0)) = 5 0@) + 3157 07) (0@) ~ )
la combinaison de ce résultat avec (4.63) nous permet d’écrire :

F9 (6% (6() - é(m))j =0 ( sup \f? (s) = fv (S)D (4.126)
S€(0(@)—60(2)+6)

D’autre part comme f;i(j Jest continue alors :

Ve > 0,35, > 0,]0(z) — 07| < 6. = | 129 (0(x)) — £29 (67)

<e€
d’ou :

Ve > 0,36, >0, P ( £ (0(2)) — £29 (6%)

> e) < P(|6(z) — "] > 6.).



e
Puisque le résultat du théoréme 24 assure que 0*tend vers 6(x) présque compléte on obtient :

lim 29 (%) = £29) (6(x)) £ 0 (4.127)

n—oo

En utilisant (4.126), (4.127) avec la proposition 6-ii, on arrive a :

6(z)— 67| = O ( sw o) - <s)\> p.co, (4.128)
s€(0(x)—¢,0(x)+€)
en appliquant le lemme 35 ci dessous avec I = 1 et S = (0(x) — &,0(x) + &) on obtient :

(4.125). m

Lemme 37 Sous les conditions du théoréme 34, on a pour tout compact S C R et pour

tout entier I =1,...,7 :

sup | () = 0 )] = 0 (n+ )
Y

logn

+0 ———— | p.co (4.129)
( ng*=lo, (h)>

Preuve. En gardant les mémes notations utilisées pour la preuve du lemme 33. En

faisant la décomposition (4.113), en reprenant les mémes arguments de la preuve du lemme

33, donc la démonstration de ce lemme revient & démontrer les deux résultats suivants :

) o 0 logn
A D—E ) _0 __osn ), 4.130
71 () 325‘7"3 (z.y) — Ery” (2 y)’ ng® T, (h) | 120
et
sup Ef’él) (x,y) _ F;i(l) (y)‘ -0 (hﬁ 4 gﬁu) (4131)
yes

Pour la preuve de (4.131), la limite qui apparait dans (4.123) ne dépend pas de y (puisque

S est un compact), donc on peut écrire :

sup sup F;ﬁ(l) (y —gv) — Fﬁ(l) (y)‘ =0 <g60> +0 (h'B) , (4.132)
ve[-1,1] yeS



(0]

maintenant le résultat(4.131) se déduit de la combinaison de (4.121),(4.132) et EA; = 1.
Il reste & vérifier (4.130). En effet puisque S est un compact alors on peut écrire que

S C Ui’;lSk ou S, = (tk — I, tr + ln) et I, et z, vérifient :

ln=C [z ~ Cn (413 (4.133)
En prenant t, = arg min ly —t|, on a :
te{tl """" 7t2n}
- sup f’él)(:c, y) — E'fél) (x, y)‘ (4.134)
7’1(75) yeS
1 A0 A(0)
< = sup 73" (z,y) — 737 (2,
7’1(&?) yes 3 ( ) 3 ( J)
B
(D) (1)
+ — sup |73 (x,ty) — E 73 (x,
i) pep |7 (0] = BT )

J/

N~

By

1 (1) (1)
+= sup |E 75 (x,t,) — E 75 (x, ‘
1(2) yeFS) 3 (2,ty) 3 (T,y)

~~

By
La condition de continuité de Holder sur le noyau H nous permet d’écrire :
(1 (1
‘TE(’, )($, y) - Té ) (IL‘, ty)‘

1 n
= 2N

HO (g7 (y =) = HO (g7 (t, - 1))

nyg i=1
C & —t
"4 g
< C iy (x)lg 7t (4.135)

La condition (4.133) avec la deuxiéme partie de (4.61) nous ameéne a :

B, Cn~(+1D¢=5 =11 (4.136)

_ logn
b= O( ng?l—m(h))

IN
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Pour le terme B3 on a :

‘E i) (x,t,) — B fél)(x,y)‘ (4.137)

B logn
- O< ng?l—ls%(h))

Pour le terme Bs, on peut écrire que pour tout € > 0 :

P <sup fél)(a;,ty) -F f’él)(a:,ty)’ > 6)

yeSs
= P ( max fél)(m,ty) -F fél)(x,ty)‘ > e)
J=L 20

< 2z, max P (‘fél)(ac,ty) - F fél)(m,ty)’ > e) .

.7=1,~“>er

En utilisant 'inégalité de Bernstein pour les variables bornées avec les conditions (4.118)

et (4.119) on obtient pour tout ¢; :
P (

pour €y suffisament grand et en faisant (4.133) on obtient :

VAN

2
Cexp <_0601ﬂ)

(I+g71)
= 0 (n_CES)

(1 (1 logn
Tg)(m,tj)—Eré)(x,tj)‘ >E() ngzl_l—(p(h))

|

1
i@ty = B (@,t,)| > o i) < o0,
n>1

ng* e, (h)

puisque le dénominateur est traité en utilisant le lemme 21-ii et la proposition 6-ii alors

_ logn
By=0 < g g (h)) (4.138)

Finalement (4.134),(4.136), (4.137) et (4.138) prouvent (4.130), et la preuve du

lemme est achevée.
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4.2.4 L’estimateur du quantile conditionnel

Cette section est consacrée a la généralisation des résultats donnés dans la sec-
tion concernant ’estimation de la médiane a ’estimation des quantiles conditionnels. En
d’autres termes cette section précise la vitesse de concergence apparait dans les résultats de
la section 3.2.4. Le quantile d’ordre o, noté par t, (), et son estimateur a noyau i, () sont
respectivement définis par (3.9) et (3.28). Sous la condition (4.44), I'estimateur de quantile

conditionnel peut étre défini par 'unique solution de ’equation
to (r) = FZ7 (@) (4.139)

comme pour 'estimateur de la médiane, on a besoin de ’hypothése suivante, qui sert a
controler la monotonie de la fonction de répartion conditionelle autour du quantile qu’on
veut estimer.

FEY (ta(z) =0Vl =1,....,j — 1
ct

F{fw (ta(z)) > 0 pour I = j. (4.140)

Théorém 38 Soit a € (0,1). Sous le modeéle défini par (3.17) et (4.140) , Si la variable
fonctionnelle X vérifie (4.32), et si Uestimateur & noyau vérifie (4.33),(4.44),(4.97) et

(4.140) , alors on a :

fu(z) —ta(z) = O ((hﬁ + gﬁ)ﬂj i) ((nZ’%))_> ,p.co (4.141)

Preuve. La preuve de ce théoréme est similaire & celle du théoréme 31. C’est pour

cette raison qu’on va la présenter brievement. Le développement de taylor de la fonction
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FE nous conduit & Pexistence de #* compris entre £4(z) et to(x) tel que :

_]—1

B (ta(a) — B (fale)) = 3 L@ 0@ o (o)
=1
+(ta( )_ta(fc))J w(j ( )

j.

Selon (4.140), cette égalité s’écrit :

B (ta(@)) — 5 (ia @) Z(t“("’”) Ll (0 10 @) - O (t0(0))

+(ta( ) ;'ta(ll‘)) F;(]) (t*) )

Puisque FZ (ta(z))) = FE (ta(z)) =, on a:
(tal@) = Ea@V FZO (¢) = O (¥ (tal@)) = FF (ta(@)))) +
7—1
(Z ta(@) = ia(@)) (F5® (ta@) = 7Y (ta(a >>)>
=1

La combinaison du résultat du lemme 33 et du théoréme 22, avec t*compris entre £, (z) et
to(x), nous ameéne a :

lim Fx(] (t") = ;f(j) (ta(z)), p-co.

n—oo
Puisque la deuxieme partie de ’hypothése (4.140) assure que cette limite est différente de

0, alors en utilisant la proposition 6-ii on arrive a :

(ta(@) ~Ea@)) = O (¥ (ta(@)) = FF (ta(x))) pco +

j—1
0 (Zua(w) — @) (B (talw) - O <ta<a:>>)) pco.

=1

Selon (4.140) et pour tout [ € {0, ...., 5} et pour tout y dans le voisinage de t,(z), il existe

t*compris entre y et t,(x) tel que :

— €T j—1 N .
B0 () FEO (1o (a)) = ULl D) (jt“_( ,))fj B9 (1),
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Ceci implique que Ffﬁ(l)est Lipschitzienne autour de t,(x) & l'ordre 5 —1 . Donc, en utilisant

le lemme 32 et le lemme 33 avec I'ordre de Lipschitz adapté, on obtient :

(ta(@) ~ fa(2))” = O(hﬁ+gﬂ)p.co+o< bﬂ)

g, (h)
j—1 j—1
+0 (Z A;;,l> p.co+ O (Z B,’;’l> p.co, (4.142)
=1 =1
ou
. logn g
* _ l
= o) — @) (i)
et

Bn,l = (toz(x) - fa(m))lgj_l-

En faisant la comparaison de A* , ou B, avec (tq(z) — to()). Si on suppose qu'il existe 1

€ {1,.....j — 1} tel que (to(x) — ta(x))? = O (A,,), on peut écrire :

— i) z) — fo(2)|' LA %
[ta(@) —ta(@)|” < Cfta(z) —tal >|( (h>> ’

ng* e,

. j—1 logn E
_ < o
= [tale) ~tala) —C(ng%—wm) ’

j logn 6D
= o) inte)’ <0 (L)

donc selon (4.97), il existe 1 pour lequel : ’ta(:c) — to(x) ’j = O (Ay,), alors ona:

. ; logn
to(z) —to(z)) = O .co, 4.143
o)~ =0 (|55 ) o @2as
De la méme maniére, si on suppose qu'il existe 1 € {1,....,5 — 1} tel que : (to(7) —iq(2))] =

O (By,), on peut écrire :

lta(2) = ta(@)] < C |ta(z) — fu(@)] ¢!
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— Jta(@) — ta(x)| < Cg.

Donc il existe 1 tel que : (to(x) — to(2))? = O (B,,), alors on a :

(ta(z) — tu(z))! = O (9’8) (4.144)

Finalement la combinaison de (4.142), (4.143) et (4.144) nous donne :

- i logn
(ta(z) — fu(z)) = O (hﬁ +gﬁ) +0 ( . (h)> p.co.

4.2.5 Complément sur I’estimation de la distribution conditionnelle

Cette section est consacrée a la présentation générale de plusieurs resultats concer-
nant la vitesse de convergence de l'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle
et de la fonction de densité conditionnelle. La plupart de ces résultats sont déja prouvés au

paravant lors de I’étude du mode conditionnel et de I'estimateur du quantile.

Proposition 39 i) Sous les conditions (3.18),(4.96),(4.32),(4.33) et (4.44), On a pour

tout réel fixé y :

B @)~ B () =0 (h +4%) +0 < %) p.co

ii) Si en plus la largeur de fenétre g vérifie pour a > 0 la condition lim gn® = oo,alors
n—oo

pour tout compact S CR on a :

. logn
sup | F{ — ¢ =0 (W +4%) +0 .CO.
yeg v (v) Y (y)‘ ( g ) ( oy (h)) p
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Preuve. i) est déja étudier par le lemme 32. Il reste & prouver ii). En faisant la
décomposition (4.48) et puisque 71(x) ne dépend pas de y € S donc son traitement est
exactement celle déja vu dans la preuve du lemme 23. Alors il nous reste a prouver les deux
résultats suivants :

sup | Bfg (z) — ¥ (y)] = O (17 + g°) (4.145)
yeSs

et

1 logn
——sup|r3 (x,y) — Erg (x,y)| = O .CO.
7"1(!1,’) y€g| 3( y) 3( y)l ( nﬁpx(h)>p

En effet ce dernier résultats est déja vu en (2.92). enfin ce qu’il nous reste a prouver est

(4.145). Puisque Ky est de support [—1, 1] et Fy est Lipschitzienne alors :

sup sup 1y (X) [ (y = vg) = B ()| = O (o° +17)
yeS ve[-1,1]

La combinaison de ce dernier résultat avec (4.51) et (4.53) sont suffisantes pour la preuve

de (2.145). m

Proposition 40 i) Sous les conditions (3.22),(4.32),(4.33) et (4.44), pour tout nombre

réel fixé y on a :

W -fiy) =0 (hﬁ +gﬁ> +0 < nijf&)) p.co.

it) Si en plus la largeur de fenétre g vérifie pour a > 0 la condition lim gn® = oo, alors
n—oo

pour tout compact S CR on a :

. - B logn
zgfww—h@m—OQﬂw%+o( ERE)W”

Preuve. cette proposition n’est qu'un cas particulier (pourl =1 et § = ;) des

résultats déja vus dans la preuve de la deuxiéme partie du lemme 33 et du lemme 35. ®



Deuxiéme partie

Cas du mélange fort

82



83

La condition du mélange est une structure usuelle pour les modéles non paramé-
triques en cas de dépendance de la suite des variables aléatoires. Avant d’aborder ’etude
asymptotique on se souvient de quelques définitions et de quelques notations. On s’intéresse

dans ce chapitre & la notion de a-mixing qui est défini comme suit :

Définition 41 Soit (§;);c, une suite de variables aléatoires. On note Fy, = o (X;,i < k) et

Ly = o (X;,1 <i). On définit les coefficients de mélange associés a la suite (§;);cz par :

a(n) = sup sup |P(ANB)—P(A)P(B)]
kEZ AEFy, BEL, 1

Une suite de variables (;);cz est dite a-mélangeante si ses coefficients de mélange
vérifient a (n) — 0, quand n — oco.
Parmi les différents types de décroissance on distingue deux types : arithmétique

et géométrique.

Définition 42 Les coefficients de a-mélange sont dits algébriques d’ordre a > 0 s’il existe

une constante positive C telle que : o (n) < Cn™°.

Les coefficients de a-mélange sont dits géométriques s’il existe une constante po-
sitive C' et 0 < p < 1 tels que : a(n) < Cp™.
En s’appuant sur la méthode du noyau on veut prédire le scalaire réponse Y du

prédicteur fonctionnel X, en utilisant ’opérateur de régression non linéaire r défini par :
r(z)=E(Y/X =x2) (4.145)

, 1 couples identiquement distribués du couple (X,Y") vérifiant

Soit (Xi,Yi);—y .

une condition de mélange.
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L’esitmateur & noyau de r est :

S YK (h=1d (, X))
Ar) = =L (4.146)
K(h-1d (z, X))
=1

1

ol K est un noyau symétrique et h qui dépend de n est un réel strictement positif.

4.3 La convergence presque compléte de la régression

Comme dans le cas d’indépendance, il ya une décomposition : biais/variance, dans
ce cas de dépendance sauf les termes concernant le calcul de variance qui changent et la

structure de mélange sera controler par les quantités suivantes :

sn2 =Y Y cov(YiA;, YiA;), (4.147)
i=1 j=1
Sn,1 = Z Z cov (A, Aj), (4.148)
i=1 j=1

ou

K(h=td(z, X;))

Ai= EK(hYd(z, X;))

Dans ce qui suit s, désigne une suite quelconque des entiers positifs. Comme
pour les résultats etudié en cas d’indépendance, on a besoin des hypothéses suivantes pour
controler les covariances affectées :

(Xi,Yi);—1, n sont a-mélangeantes avec des coeflicients algébriques d’ordre a >

n

let

36 > 2,57 = (n—9> (4.149)
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ou (X;,Y;),_, , sont a-mélangeantes avec des coefficients géométriques, et
30>1,s, =0 (n_9> (4.150)

Théorém 43 Posons s, = max (sp1,5n,2) €t supposons que (2.149) ou (2.150) est vérifiée,
alors :

i) Sous les conditions du théoréme 19 on a :

lim 7 (x) =r(x),p.co.
n—oo

i1) Sous les conditions du théoréeme 29 on a :

7(zx)—r(zx)=0 (h5> +0 (_s?llogn) p.co.

n

Preuve. En faisant les mémes notations introduites dans la décomposition (4.37)

et comme on peut écrire :
1 n
P2 (2) = — ZYLAz’,
=1
la condition (4.149) (resp. (4.150)) nous permet d’appliquer le corollaire 12.i (resp. le

corollaire 13.i) et d’avoir diréctement

Py () — Big (x) = O <—V53k’g”> , p.co. (4.151)

n

Avec les mémes arguments, puisque

1 n
OEEDIN (4.152)
i=1

on a

Ef’l (:17) =1
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et
1 (z)—1=0 (—Vsilog"> ,p.co. (4.153)

Finalement la preuve du théoréme 41-1) ( resp.41-ii)) vient diréctement de (4.37) , (4.151), (4.153)
et du lemme 32 (resp.du lemme 3.12). m

Les deux résultats donnés par le théoréme 41 peuvent étre donnés sous plusieurs
formulations, selon la connaissance qu’on a sur le terme de covariance s%. Ce terme dépend
diréctement de la distribution conjointe des deux couples différents (X;,Y;) et (X, Y;) et du
comportement des coefficients de mélange. On s’intéresse dans notre étude ci-dessous & une
formulation simple des résultats, en faisant deux ensembles de condition (une de coefficient

géométrique l'autre de coefficient algébrique)

4.3.1 Application du cas de mélange géométrique

On a besoin d’ajouter les hypothéses suivantes sur la distribution des deux couples

distincts (X;, Y;)et(X;,Y;) et sur la largeur de la feneétre h. On suppose que :
Vi # 5, E (VY] (X,, X;)) < C < 0, (4.154)
et la fonction de distibution conjointe
¥ (h) = P((Xi, Xj) € B(x,h) x B(z,h)),
vérifie
3e1 €10,1],0 < ¢, (h) = O (% (h)”el) : (4.155)

ou

Y, (h) = Iznij( Y, (h).
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Remarque 44 Dans le cas ot Uespace F = RF, la condition (4.155) est vérifiée pour e; = 1

dés que chaque couple (X;, X;) a pour densité f; j tel que : sup f; j (z,z) < C < oo.
i?j

On suppose aussi que :
Jez €]0,1], 0, (B) = O (n™%) (4.156)

Lemme 45 Supposons que les conditions du théoréme 29 sont vérifiées. supposons aussi

. est géométriquement mélangeante vérifiant (4.154),(4.155) et

que la suite (X;,Y5),_y

(4.156). On a pourl=1 ou?2 :

Preuve. Les conditions (4.154) et (4.155) nous permet d’écrire pour tout ¢ # j :

E(YAY;A;)) = E(NAE (YY) (X)) < CEAA,;
< ¢ 3
)

EK (h7'd(z, X)) K (h™'d (z, X))

la derniére inégalité vient de la définition de A; et de lapplication du résultat (2.40) pour

m = 1. Comme K est borné et a support compact, on a par définition de ¢, (.) :

C

¢, (h)?
C ¥, (h)

T e (R

E (YiAY;A;)

IN

P((X“Y}) € B(:C,h) x B(wah))

En utilisant maintenant le résulat (4.39) avec m = 1 et en faisant la notation,

W (h) = max (j:((:)é , 1) ,
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on obtient :
co0 (Vi YiA) < E(VAYA)) + |EYiA[ [EVA| (4.157)

< O(¥(h).
On va maintenant traiter le terme 372172. On peut écrire :

st’Q = Z var (Y;A;) + Z Z cov (Y;A;Y;A;) (4.158)
i=1

i=10< Ii_j|§7-7n

+Xn: Z cov (Y;A,LY}AJ) ,

=1 |i—j| >v,

ou (vy,) est une suite de nombres réels positifs. Le premier terme de droite de I’égalité (4.158)
peut étre traiter au moyen de (4.38). Le second terme sera traiter au moyen de (4.157) .Le
troisiéme peut étre traiter en utilisant l'inégalité de covariance donnée par la proposition

10. On arrive finalement & :
32,2 = 0 <¢L> + O (nv, ¥ (h)) (4.159)

)
)Y Y ali-i)'

i=1 IZ_J‘ >vy

+o | (1Baran||E (vrar)

En utilisant (4.39) avec 'hypothése géométrique sur les coefficients de mélange, on obtient

pour 0 <t <1:

2 n 1 2 v,b(l—%)
Sp0=0 (‘Pw (h)> + O (nv,¥ (h)) + O <TE (h)%n t > (4.160)

Ce dernier résultat est disponible pour tout p > 2, car le noyau K est borné et la variable Y’

vérifie la condition des moments (4.34). Si on choisit v, = ¢, (k)" “alors (4.160) devient :

1 p—2
57212 = 0 < n ) +O0 | ——= n2twi(h)61
9 h 2P—2
P g, )

O<¢I(h)>+o<¢z(h) ((px(h)Pp2>ne (h) ),




89

pour b > 0 et pour tout > 0,0n a:

- o(5m)

Ce dernier résultat vient de la condition (4.156) et pour 5 suffisament grand. De la méme

maniére comme ci-dessus en faisant Y = 1, on arrive a :

$2,=0 <%"(h)> (4.162)

Corollaire 46 Supposons que la suite (Xi,Yg)i:Lm’n est géométriquement c-mélangeante.

Supposons que les conditions du théoréeme 29 avec (4.154), (4.155) et (4.156) sont vérifiées.

Alors on a :

P(z)—r(z)=0 (hﬁ) +0 ( n?%) (4.163)

Preuve. Puisque la condition (4.150) est vérifiée en utilisant (4.156) et le lemme

43 alors la combinaison du théoréme 41 et du lemme 43 suffit de prouver ce corollaire. m

4.3.2 Application du cas de mélange algébrique

On va présenter quelque résultat concernant les variables algébriquement a-mélangeante.

Lemme 47 Supposons que la suite (X;,Y;);_4 est algébriquement a-mélangeante avec

yeeey T

le coefficient de mélange

1+¢

a > .
€1€9

(4.164)
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Supposons que les conditions du théoréme 29 sont vérifiées. Si en plus les conditions (4.154) , (4.155)

et (4.156) sont vérifiées. Alors pourl =1 ou 2 on a :

Preuve. En suivant les mémes étapes de la preuve du lemme 43 ; on a :

2y = O <ﬁ> + O (nvp¥ (h))

'S Y ali-i)'

i=1 Ii_j|>vn

+o | (1B(7an)|E (vpay)

En utilisant (4.39) avec ’hypothése algébrique sur les coefficients de mélange, on obtient

pour tout p > 2:

2 _ o Lo e(})
Sp0=0 <90z (h)) + O (nv, ¥ (h)) + O (S% (h)zi;zn Un, )

En choisissant v, = ¢, (k)™ cette derniére inégalité s’écrit :

sty = O <L> +0 (%n%x (h)" 61(1_%’)>

- o(Gm) o (Fm (o)

Puisque de la condition (4.160), on peut toujours choisir p tel que :

62(@61—1)(1—%) > 1.

Donc pour une valeur choisie de p et en utilisant la condition (4.156) on obtient :

sty = O (ﬁ) +0 <ﬁ <n1‘€2<“ GI—U(I—%)))
N 0<%”(h)>.
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En appliquant ces résultats pour le cas ouY = 1 on obtient :

1 =0 Qaﬁh))

et la preuve du lemme est achevée.

Corollaire 48 Supposons que la suite (XZ"Y;)i=1,.. est algébriguement a-mélangeante

LM

d’ordre a. Supposons que les conditions du théoréme 29 avec (4.154), (4.155) ,(4.156) et

(4.164) sont vérifiées. Alors on a :

F(x)—r(z)=0 (hﬁ) +0 ( %) (4.165)

Preuve. Puisque la condition (4.149) est vérifiée en utilisant (4.156) et le lemme
45 alors la combinaison du théoréme 41 et du lemme 45 suffit de prouver ce corollaire. m

On va étudier le probléme de prédiction du scalaire Y sachant le préricteur fonc-
tionnel X au moyen des quantiles conditionnels. Le but est de montrer comment les résultats
asymptotiques de la fonction de répartition conditionnelle et des quantiles conditionnels
peuvent s’étendre en cas de mélange fort des variables fonctionnelles. Pour cette raison on
a besoin de quelques notations générales et définitions :

La fonction de répartion conditionnelle est définie par :
Vy e R, FY (z,y) =P (Y <y/X =x). (4.166)
Le quantile conditionnel d’ordre o € (0,1) est :
to(z) =inf {y € R, F (z,y) > a}. (4.167)
La médiane conditionnelle est :

m (x) = inf {y €R,FY (z,y) > %} . (4.168)
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On a déja vu que les estimateurs a noyau de FyX, t, (x) et m(z) sont définis

respectivement par :

BX Y K (h_ld (m, Xz)) H (9_1 (y—Y;)
X =

LK d@ X)) (1169
fo (2) = inf {y eR, Y (z,y) > a} : (4.170)

et
m(z) = 55 () (4.171)

ou K est un noyau symétrique, H est un noyau intégrable et h et g sont des paramétres de

lissage qui dépendent de la taille de I’échantillon n.

4.4 La convergence presque compléte des quantiles condi-

tionnels

Les résultats généraux donnés par le théoréme ci-dessous sont ’extention des deux
théorémes 26 et 36 au cas de mélange fort des variables fonctionnelles. L’influence de la

structure de mélange sur les vitesses de convergences apparait a travers les quantités sui-

vantes :
snz0 =Y cov(Ti(y) AnT;(y)A;), (4.172)
i=1 j=1
snai =y > cov (T (1) 25, TV (1) 4,), (4.173)
i=1 j=1
et
Sna =YY cov(Ai,A), (4.174)

i=1 j=1
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avec
K (h'd (z, X3))

A= ER (h"1d(z, X;))’

et

Ti(y)=H (g ' (y—Y3)).

On note que s, est une suite des entiers naturels qui appartient a I'ensemble {sy 1,5,37,1 =0, ....

En comparaison avec des résultats du cas indépendant on a besoin d’ajouter les hypothéses

suivantes qui servent & controler ces covariances :

(Xi, Yi)z’:l,...,n sont fortement mélangeante, avec
les coefficients algébriques d’odre a >1, et (4.175)
30 > 2, s;(a—H) =0 (n_e)
ou
( )
(Xi,Yi);=1, ,, sont fortement mélangeante
avec le coeflicients géométriques, et (4.176)
30> 1,5, =0 (n_e)

7

Théorém 49 i) Posons s, = max{sp 1,530}, €t supposons que (4.175) or (4.176) sont

vérifiées avec les conditions du théoréme 26. Alors on a :

lim 4, (z) = to (), p.co.
n—oo

ii) Posons s, = max{sp1,5n3,l =0,....,j}, et supposons que (4.175) or (4.176) sont

vérifices avec les conditions du théoréme 36. Alors on a :

b (@) — ta (z) = O <(hﬁ+gﬁ)”l) +0 ((ﬂﬁ)j .

g}
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Preuve. i) Soit € > 0 fixé. La continuité de F{ﬁ_l au point F{}" (to (x)) nous permet
d’écrire :

3d(e) > 0, Yy,

B (y) - B (ta ()] < 8() = ly — ta (2)] < .

En prenant y = £, (z) ,on arrive finalement au résultat suivant :

() > 0O,P (|fa (z) — tq (x)| > e)

IN
)
~—

P (fa (@) = Fi(ta (2)] > 3(0))
= P(|Ftta @) = Folta (@) > 0(2).

En utilisant la convergence p.co.de estimateur de la fonction de répartition (voir
le lemme 48 ci-dessous) on obtient le résultat du théoréme énnoncé.
ii) Le développement de taylor de la fonction F{} nous conduit & l'existence de t*

compris entre t, () et to(z) tel que :

]—1

FE (tala)) — B3 ( - Y b)) g, )
=1
+(ta( )_ta(fc))J ac(j ( )

4!

Selon (4.96), cette égalité s’écrit :

A Ar (7 - x)— Aoa z))! AT x

B (1) — B (fal)) = 30 2O (00 ) - B0 (1, (0))
=1
+(ta(w) —to(x)) F}J;(J') (t*).

gl

Puisque FZ (ta(z))) = FE (ta(z)) = ajon a:

(tal@) = @)V FF9 (#) = O (FF (ta(@) = FY (ta(@)))) +

7—1
(Z(m(@ — @) (B (ta(@)) - A <ta<w>>)>

=1
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La combinaison du résultat du lemme 33 et du théoréme 26 , avec t* compris entre . (z)et
to(x), nous ameéne a :

lim F{ﬁ(j) (t") = F;ﬁ(j) (ta(x)),p-co.

n—0o0
Puisque la deuxieme partie de 'hypothese (4.140) assure que cette limite est différente de

0, alors en utilisant la proposition 6 — 7 on arrive a :

(tal) ~ Ea(@)) = O (B (ta(2)) = F¥ (ta(®)) ) ,pco+

j—1
0 (Zua(w) ~ @) (F7Y (ta(@)) - F© <ta<w>>)) p.co.

=1
Selon (4.110), et pour tout 1 € {0, ....,j} et pour tout y dans le voisinage de t,(z), il existe

t* compris entre y et t,(x) tel que :

- x gt L (J) /%
O ) - 7 (o)) = L0 ),

Dest Lipschitzienne autour de ¢4 (x) a Uordre j — [. Donc, en utilisant

Ceci implique que F;
le lemme 48 et le lemme 49 qu’on va prouver ci- dessous avec l'ordre de Lipschitz adapté,

on obtient :

\/(maX {sn1,5n30})" logn
n

(tale) —a(@)) = O (W +¢%)+0

j—1 j—1
+0 (Z AZ,Z) p.co+ O (Z B:;,l> , p.Co,
=1

=1

ou

\/(max {5n.1,5n,31}) logn

* n l
n,l — (ta(l') - ta(l’)) nggl_l

et

Bn,l = (ta(ﬂj) - fa(x))lgjil-
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En faisant la comparaison de A} ; et B, avec (to(x) — to(z))7. Si on suppose qu'il existe

1€ {1,....,5 — 1} tel que (to(x) — ta(z))? = O (An), on peut écrire :

\/(max {sn.1, Sn’37l})2 logn

|ta(x)——fa(x)v < C7ﬁa($)-—fa($)v ngf1

\/(max {sn.1, sn73,l})2 logn
ng?l—1 )

— tale) —la(e)] ' < C

(=)
\/(max {$n.1,5n3:})  logn \ ~
ng?l-1

— ta(2) —lal2)] < C

donc selon (4.97), il existe | pour lequel : |tq () — fa(ac)|j = O (A,,), alors on a:

\/(max {sn,1, 8n,3,l})2 logn
n

lta(z) — ta(z)]) = O

De la méme maniére, si on suppose qu’il existe 1€ {1,....,5 — 1} tel que(tq(z) — to(z)) =

O (By,), on peut écrire :
ta(@) ~ fa(@)|’ < C [ta(2) ~ fa(a)| ¢’
— Jta(@) — ta(2)| < Cg.
Donc il existe 1 tel que : (to(z) — ta(2))! = O (B,,), alors on a :
(ta(@) ~ta())’ = 0 (47)

Finalement la combinaison de (4.132), (4.133) et (4.134) nous donne :

(talw) = ta(@)) = O (h° +¢7) p.co+ O ((Tj”) ) , p-co.
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Lemme 50 Sous les conditions du théoréme 47 — i, pour tout réel y fixé on a :
lim F¥ (y) = F¥ (y) , p.co.
n—oo
Preuve. La preuve de ce lemme est identique & celle du lemme 23, il suffit donc

de garder les mémes notations. Comme les noyaux K et H sont supposés bornés, alors le

terme 73 (z) est la somme de variables a-mélangeantes bornées.
1 n
73 (z) = — D Tiy) A

i=1

ensuite la condition (4.175) nous permet d’appliquer le corollaire 12-ii et on ob-

tient :
\/ lo
73 (x) — Efs () = O <M> (4.177)
n
Enfin la preuve de ce lemme vient diréctement de (4.48) ,(4.49) , (4.153) et (4.177).
|

Lemme 51 Sous les conditions du théoréme 47, pour tout nombre réel fizé y on a :

. (max {sp,1, $n,30})" logn
Fy (y) — Iy (y) =0(h5+95“) +0 \/ - , D-CO.

Preuve. Ce résultat s’obtient en faisant (4.48),(4.105), (4.153) et (4.177). =

Lemme 52 Soit | un entier de {1,...,5} et soit y un nombre réel fizé. Sous les conditions
du théoréme 47-ii, on a :

lim ﬁ‘{i(l) (y) = F;ﬁ(l) (y),p.co.

n—oo

Si en outre la condition (4.111) est vérifiée alors on a :

(max {51, 5n,3,})" logn

ng?—1

F;/?(l) (y) — F;(l) (y) =0 <hﬂ + gﬁu) +0 \/ , p.co.
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Preuve. La preuve de ce lemme est similaire & celle de la preuve du lemme 33.
En faisant les mémes notations que celles utilisées dans la décomposition (4.113) et (4.117).
Grace a (4.117),(4.118) et (4.119), et en utilisant I'inégalité deFuk-Nagaev donnée par le

corollaire 13-ii, on obtient :
\/ S logn
fél) (z,y) — Ef’él) (z,y) =0 <Lg) , p-Co. (4.178)
n

Le premier résultat du lemme 50 vient de (4.113),(4.115), (4.153) et (4.178) .Le
second vient de (4.113),(4.116), (4.153) et (4.178). m

Le résultat général donné dans le théoréme 47-ii peut étre donné sous plusieurs
formulations différentes, selon la connaissance que nous avons sur le terme de covariance
s%. On va présenter les deux cas particuliers ci-dessous (pour ces deux cas le terme de

covariance a le méme comportement que dans le cas i.i.d). Ainsi, les résultats concernants

2

= sont donnés par les lemmes 51 et 53 et leurs applications pour la vitesse de convergence

s
de l'estimateur du quantile conditionnel sont données par les corollaires 52 et 54.

Pour les conditions on suppose que :

3a € 10,110 < v, () = O (e (W)'F7), (4.179)
32 €10,1],9, (0) = O (™), (4.180)

et que pour tout ¢ 7 :
la fonction de densité conditionnellef; ; de (Y;,Y}) (4.181)

sachant (X;, X;) existe et bornée.
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4.4.1 Application du cas de mélange géométrique

Lemme 53 Supposons que les conditions du théoréme 36 sont vérifiées. Supposons aussi

que la suite (X, Yi)ie1,. . €St géométriquement a-mélangeante vérifiant (4.179), (4.180) et

Ln

(4.181), alors on a :

et pour toutl =1,.....7

Preuve. Pour tout [ € {0, 1,...., j} en faisant la décomposition suivante :

3%,3,1 = ivar (Fl(.l) (y) Ai) + Z Zcov (F 17F§l) (y) j) (4.182)

i=1 0<|i—j|<vn

+ Z Zcov (F() AZ,I‘gl) (y) Aj> ,

Il ]| >Vp

ou v, est une suite positive des nombres réels.
Montrons le résultat du lemme 51 pour [ = 0. Comme H est borné, en appliquant

le résultat (4.157) on obtient :
cov (i () Ai, T (4) Ag) = O (¥ (k). (4.183)

avec

Le premier terme de droite de I'égalité (4.182) peut étre traité au moyen de (4.115)
t (4.119). Le second terme sera traité au moyen de (4.183). Le troisiéme peut étre traité

en utilisant 'inégalité de covariance donnée par la proposition 10-ii. On arrive finalement
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5721,3,0 = +O(”Un (h))

y)? AD)] ‘E (rj y)P Af)

- ( )+0<nvn ()

+0 < ~na (vp) _f>
pAp

_ ( (h)>+o<nvn (h) (4.184)

0( 2o (vn)l—%)
0, ()7

En prenant v, = ¢, (h)” (pour traiter O (nv, ¥ (h))) et en utilisant la condition géomé-

trique sur les coefficients de mélange on obtient pour 0 < ¢t < 1 :

n ]_ ')726
o = 0 () +o (o pmm
v ¢ (h)

n 1 __ b
= 0 <—> +0 (ﬁme %ﬁh)”) )
2 (1) o ()7

pour b > 0. Ceci est suffisant pour montrer : 3721’3,0 =0 (ga?h)) car la condition (4.56)

est, vérifiée.
Montrons maintenant le second résultat du lemme 51 pour [ € {1,....,5}. En faisant

les mémes arguments utilisés pour la preuve de (4.119), et en utilisant la condition
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(4.181), on obtient pour tout ¢ # j :

BTy (y) AT:PED () A

— inE <AiAj/ 7o <u> g (M) fij (ul,u2)du1du2>
g R2 g g

1
= WE (AiAj /]R{2 HY (vy) HO (v3) fij (y — gvi,y — gua) dvldw)

1
92l—2
1 1
92l—2 ©n (h)2

3 i (h)
= 0 <7% (h§2 g2l_2> : (4.185)

IN

C—s EAA,

IN

P ((X;,X;) € B(xz,h) x B(z,h))

On a aussi pour tout p > 0:

Br® (g a? — il (AP / H(l< > o (u)du>
= (AP/H” P 15 (y — gv) do >

C——=EAY

IN

gp’

= (glL . (2?’—1) ' .

La borne de la derniére inégalité vient de (4.41). Enfin de (4.185) et (4.186) on obtient :

cov (r(” () A, T (y) Aj) =0 (‘;’;@ ) . (4.187)

D’autre part, le résultat (4.186) avec I'inégalité de covariance donnée par la proposition

10-ii, nous améne pour tout p > 0 a :

cov (Fl(.l) (y) Aj, Fg-l) (y) Aj> (4.188)

_ 0 L a(i-gp(?)

B (0 )

= O( 2111171 © (;)p—la(h_ﬂ)(l_i))
g » T
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La variance est identique a celle du cas i.i.d, en utilisant (4.115) et (4.119) on obtient :

Le premier terme de droite de I’égalité peut étre traité par (4.189), le second par

(4.187) et le troisieme par (4.188). Enfin on a :

2 n W (h)
Snal = O <m) +0 (nvnm (4.190)
1 1 (1
+O 2(pl—1 2p—2 a(’Z_jD( [))
9 7 ¢, ()

En choisissant v, = g 1, (h) ™" et en faisant (4.179) on obtient :

0 (mniats) =0 (i)

et puisque les coefficients de mélange sont géométriques on obtient pour 0 <t < 1 et

pour b >0 :
n 1 1 _p=2
8317371 = 0 (m) +0 21 antw%(h) !
: 9 )
n 1 1 R S
N O <m> + O 2(pl—1 2p—2 nze gew ()71
T

g v ey (h)

n n ) L
= 0 <m> +0 <g21_1%: (h) ((gg)x (h)),,%zne PERD) )) )

Qui peut s’écrire pour tout 7 > 0 :

2 _ n
in = o (Em)

n 1 "
o (92“% @) <<g@z e >> |

en utilisant(4.36) on obtient :

2 _ n n 1_6277')%2
Pt = O <g2l‘1<ﬂm (h)) o <g2"1<ﬁm " ) '
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Pour n suffisament grand on arrive a :

2 o n
=0 (G )

Corollaire 54 Supposons que la suile (Xi,Yi)i:Lm’nest géométriquement a-mélangeante.
Supposons que les conditions du théoréme 36 avec (4.179),(4.180) et (4.181) sont vérifiées

alors on a :

fo(2) —ta(z) =0 ((hﬂ +gﬁ)ﬂl> 1o <<n$’f&)>_> p.co.

Preuve. La combinaison des résultats des lemmes 49, 50 et 51 nous donne les

deux résultats suivants :

FE (y) — S (y) = O (hﬁ + gﬁ) ) <(n$§(7;z)>> p.co.
et

R logn E
F;ﬁ(l) (y) — Fla/:(l) (y) =0 (hﬁ + gﬁu> +0 ((W) > .p.co.

La preuve de ce corollaire est exactement celle de la preuve du théoréme 26, en utilisant ces

deux résultats ci-dessus au lieu des lemmes 32 et 33. ®m

4.4.2 Application du cas de mélange algébrique

Lemme 55 Supposons que les conditions du théoréme 36 sont vérifiées Supposons aussi

que (4.179),(4.180) et (4.181) sont vérifiées et la suite (X;,Y;),_4 est algébriquement

..... N

a-mélangeante d’ordre :

1+¢
€1€9

a> (4.191)
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on a .

) _ n
S0 = O (% (h)> ’

2 _ n
=0 ()

Preuve. La démonstration de ce lemme est similaire a celle du lemme 51 ci-dessus,

et pour toutl =1,...,7:

elle est basée sur la décomposition (4.182) .

250=0(T ).
*n.3,0 )

le résultat (4.188) reste valide pour ce cas, il suffit maintenant de poser v, =

Montrons que :

@, (h)”“'pour traiter le second terme de droite dans la décomposition (4.184) et qui vient
de (4.159). En utilisant la condition algébrique sur les coefficients de mélange et(4.191) on

arrive, pour tout p, a

o = 0(5m) ro (e 0 Y

(2w >+O(Jh )
0( ) w0 (),

En choisissant p de sorte que : €z (aeg — 1) (1 — %) > 1, on obtient :

52 =0 ( i > .
30 ¢, (h)

Montrons maintenant le résultat du lemme 53 pour I € {1,...,7}. Le résultat (4.190) reste

\_/

inchanger pour ce cas. En prenant v, = ¢, (h)”“pour traiter le second terme de (4.190),
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et puisque les coeflicients de mélange sont de décroissance algébrique d’ordre a, alors pour

tout p, on arrive a :

2 _
8n,3,l = 0

<_
0 ( z@lm) ! 5z’ (9% (h)ﬁl)“(l—%)>
(

0T e (h)
A
7T, (h)

r 1 n aeL (1_%>
’ (92“% (5] (m e ))

D’autre part selon la condition (4.191) on peut choisir p tel que :

€2 (ae; — 1) (1—%) > 1

Donc, en choisissant p et en utilisant (4.180), on a :

2 _ n n l—ez(ael—l)(l—f—))
ol ¢ (921‘1%; (h)> o <92l_1<ﬂx " )

= o)

Corollaire 56 Supposons que la suite (X;,Y5),_q est algébriquement a-mélangeante

)

vérifiant (4.191). Supposons que les conditions du théoréme 36 et (4.179),(4.180) et (4.181)

sont vérifiées. Alors on a :

fo (@) = to () = O ((hﬁ +gﬁ)?> L0 ((;;’f%) _> p.co.

Preuve. La combinaison des résultats des lemmes 49, 50 et 53 nous permet

d’écrire :

FE(y)—FE(y) =0 <h5 +g/3) +0 ((%) %> , D-CO.
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et

T o logn 2
ROW - F0 0 =0 (1+6) +0 () ) per

Donc la preuve du corollaire 54 est exactement celle de la preuve du théoréme 26, mais en
utilisant ces deux résultats ci-dessus au lieu des lemmes 32 et 33. m

On va étudier le probléme de prédiction du scalaire Y sachant la variable fonc-
tionnel X au moyen du mode conditionnel. Le but est de montrer comment les résultats
asymptotiques de la fonction de densité conditionnelle et du mode conditionnel peuvent
s’étendre en cas du mélange fort des variables fonctionnelles. Pour cette raison on a besoin

de quelques notations générales et définitions :

0

Le mode conditionnel,qui est supposé dans le sous ensemble S C R est défini par :

0 (x) = argsup f5* (z,y) (4.193)
yeSs

Les estimateurs 4 noyau def;* ct 6 () sont respectivement définis par :

) gL Y K (b (X)) Ko (97 (v — Y9))
(@) = —=

(4.194)

K2

K (h=1d (z, X;))
=1
et

6 (z) = argsup f¥ (,y) (4.195)
yeSs

avec K et K sont des noyaux symétriques et h et g sont des paramétres de lissages.
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4.5 La convergence presque compléte du mode condition-

nelle

Les résultats généraux donnés par le théoreme 55 ci dessous est ’extention des deux
théorémes 24 et 34 dans le cas du mélange fort des variables fonctionnelles. L’influence de

la structure de mélange sur les vitesses de convergence apparait a travers les quantités

suivantes :
Sna = Z Z cov (4 (y) A, Q5 (y) 4j) , (4.196)
i=1 j=1
Snl = Z Z cov (Ala A]) ) (4197)
i=1 j=1

ou

A K (h~td (2, X))

T EK (h7ld(z, X;))

et

Qiy)=9"'Ko (¢ (y—Y2))

On note que s, est une suite des entiers naturels qui appartient a I’ensemble des s,, ; définis
ci-dessus. En comparaison avec les résultats dans le cas indépendant on a besoin d’ajouter

les hypothéses suivantes qui servent a controler les covariances :

(X5, Y;)i:l’,”,n sont fortement mélangeante,

avec le coeflicient algébrique d’odre a>1, et (4.198)

30 >2(1+C),5. " =0 (n?),
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sont fortement mélangeante

(Xi7 Yg)i:l,..

Ln

avec le coefficient géométrique,et (4.199)

30 > 1,5, = o(n_a) .

Théorém 57 i) Posons s, = max{sp1,Sp4} et supposons que (4.198) ou (4.199) soit

vérifiée avec les conditions du théoréme 24.Alors on a :

lim 6 (z) = 6 (2), p.co.

n—oo

ii) Posons s, = max{sy1,5n3,,0 =0,....,5},et supposons que (4.198) ou (4.199)

soit vérifiée avec les conditions du théoréme 34. Alors on a :

o) -0@ =0 ((n+°) ) +0 (<1g>—> |

Preuve. Le résultat du lemme 25 reste vrai dans le cas du mélange fort. Ceci

nous ameéne a énnoncer le lemme 56 ci-dessous, et la preuve de i) du théoréme 55 vient
diréctement de (4.63) et du lemme 56.

La preuve de ii) a besoin de s’étendre le lemme 35 aux variables dépendantes, c’est
le lemme 56. Le résultat ii) du théoréme 55 vient diréctement de (4.128) et de I’application

du lemme 56 pour [ =1et S = (0(x) —&,0(z)+&). m

Lemme 58 Sous les conditions du théoréme 55 — i, on a pour tout compact S C R :
lim sup | f (y) — f¥ (y)| = 0,p.co.
n—00 yeg

Preuve. La preuve du lemme 56 est similaire a celle du lemme 25, en effet on

s’intéresse aux étapes qui sont affectées par le mélange fort. Puisque la décomposition (2.65)
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reste valide, en gardant les mémes notations du lemme 25. Donc pour prouver le lemme 56,

il suffit de démontrer les deux résultats suivants :

1
lim ——sup |Er4 (z,y) — fy (y)| = 0,p.co. (4.200)
n—o0 1 (2) yes

et

1
lim ——sup |Fy (z,y) — E74 (z,y)| = 0, p.co. (4.201)
n—oo 71 () yes

Comme le terme du biais reste inchanger en cas de dépendance, le résultat (4.70)
reste vrai et (4.200) s’obtient en faisant (4.70),(4.153) et la proposition 5 — i.
ZIL

Montrons (4.201), en effet puisque S est un compact alors S C U;" Sy out Sy =

(te — ln, ti + 1n) et 1, = Cz,;' = n 2% En utilisant la décomposition :

sup |74 (z,y) — Efq (2,y)]

71 (m) yes
< = sup |74 (2, y) — 74 (@,
1 (l’) es | ( ) ( y)|
A
b sup | () — By (1)
— 1(x,ty) — Erg (2,
1 (m) yEeS v v
Ay
+- sup |ETy (x,ty) — BT (x,7)] (4.202)
1 () y€eSs
As

- Ap reste inchanger méme en cas de dépendance des variables donc (4.73) est

valide c.a.d lim A; = 0.
n—:o0

- As se fait en utilisant (4.74) avec (4.135) et la proposition 5-i, on arrive donc a

(4.75) c.a.d lim Az =0.
n—oo
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Pour le terme Ag, en utilisant la décomposition(4.76) c.a.d

P <sup |Fa(x, ty) — E fa(z,ty)| > 6) <

yes
> e)

comme les variables aléatoires U; vérifient la condition de bornitude (4.77), on peut appliquer

1 n
n Pl|= i — EU;
Zp Max (‘n;(U Ui)

.7:17“'7211,

la proposition 11 — ¢4, en faisant b = a sous la condition algébrique (4.198) ou b = 400 sous

la condition géométrique (4.199) et en prenant r = (logn)®. On a :

) . s2logn
P (sup ez, ty) — E fa(2,ty)| > e\ ——
yeSs n

_ logn,)2 b1
2 2 /1 +
< Cn*® <1—|— < ) +n (logn) ™2 (ﬂ)
logn €Sn
2
< Cn*™ {e‘e e +n(logn)_2+%_b sgb_le_b_l}
<

2
C {nk_e? 42 F b1 (g ) 2R }

Maintenant la condition sur s, nous permet d’écrire pour € suffisament grand, il existen > 0

tel que :

521
P [ sup |fa(x, t,) — E fale, t,)]| > e/ 222 ) =0 (n177)
yeSs n

ce qui prouve que

lim sup |4 (z,y) — Bty (z,ty)| = 0,p.co.
n—00 g

La combinaison de ce dernier résultat avec (4.153) et la proposition 5 — ) nous donne :

lim As =0, p.co. (4.203)

n—oo

Enfin la démonstration de (4.201) vient de (4.202), (4.73), (4.75) et (4.203) =
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Lemme 59 Sous les conditions du théoréme 55 — ii, on a pour tout S C R et pour tout

l=1,..,j:

T T Sn,3, logn
wup |0 () = £ )] = 0 (1 +.4%) + 0 ( /%Zg> o
Yy

Preuve. - La démonstration de ce lemme est la méme que celle du cas indépendant
(voir le lemme 35). Cependant, la plupart des étapes de la preuve du lemme 35 restent
valable en cas de dépendance, en particulier les résultats (4.113) et (4.131) sont valable

cadona:

I SN0 R0
= f*l(x)< 7y (x,y) - EFy (x, y))

i (50 0 - 57 (@.0)

B2 (y) - B (y)

et

sup Eré) (z,9) x(l ‘ = (h’B +96">
yeS

D’autre part le dénominateur qui apparait dans (4.113) se traite par (4.153) et la proposition

5 — 4. Enfin la démonstration est achevée si le résultat suivant est prouvé :

I
= sup r3) (IE y) Er:(,)l (x y ‘ _ w , .CO. (4'204)
71(z) yes n

Montrons (2.204). Comme S est un compact alors S C U™ | Sy ot Sy, = (tg — ln, tp + 1) et I,

et 2, sont choisis de sorte que I, = Cz; 1 ~ Cn~ (D53 En prenantt, = arg ~min |y —{

te{tl AAAAAA fz,,,}
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on a :

1 70 (1)
su xz,y) — BEry’ (x,
mx)yp (@)~ B (@)
A(1)
< — t,
< & (:c) Zup’ (,y) — 75’ (x,ty)
) (1)
ty) — E
m) ?Elp‘ (z, T3 (:caty)‘
By
+- sup Er3) (x,ty) — f’i())l) (z,9) (4.205)
1 ( ) yeSs

/

N~

By

- Bj reste inchanger méme en cas de dépendance des variables donc selon (4.135), la derniére

condition de (4.61) et la condition sur s, 3; (voir (4.198) ou (4.199)) on a :

1 . -
Bro= S i @) =) (@0)] < Olag ™! (4.206)
< C(gn) e

- B3 se fait en utilisant (4.135) avec (4.153) et la proposition 5 — 4, ainsi on obtient :

s2 . logn
B3 =0 \/% , D-CO. (4.207)

- By est le seule terme affecté par la dépendance des variables. Notons que nous avons pour

)

< en  Max P (‘ (1) - F fgl)(m,tj)‘ > e)

7 c2n

tout € > 0 :

P (sup fgl)(m,ty) E A(l)( ty)
yes
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comme les résultats concernants les bornes obteus en (4.118) et (4.119) sont inchangées et
restent valables en cas de dépendance, donc en appliquant I'inégalité de Fuk Nagaev pour
les variables a-mélangeantes et bornées (voir la proposition 11 —ii), en faisant b = a sous la
condition algébrique (4.198) ou b = 0 sous la condition géométrique (4.199) et en prenant

r = (logn)*. On a :

2
s2 ., logn
P | sup ‘fél) (x,t5) — Ef‘gl)(w,tj)‘ > € %
yes n
_ logn,)2 b1
2 2 /1 +
< Cn* <1 - ) +n (logn) ™2 ( ogn)
logn €Sn.31
62 og —bHh—
< On* {e‘ 35 4 (logn) 2t snfs,zle‘b‘l}
<

&2 —bh—1 _ oy 14b
C’{n2§ 2 +n't%s 5 (logn) 25 }

Ces deux derniers résultats prouvent que pour € suffisament grand, il existe > 0 tel que :

2

s2 ., logn
P su[S) fél)(w,ty) —F fél)(aj,ty) n3t o
ye

> €

=0 (n 177,

n2

la derniére inégalité vient de la condition sur s, 3;. Enfin on arrive a :

1
By =0 ( M) , P-CO. (2.208)

n2

Le résultat général donné dans le théoréme 55 — i7 peut étre donné sous plusieurs
formulations différentes, selon la connaissance que nous avons sur le terme de covariance
s%. On va présenter les 2 cas particuliers de dépendance ci-dessous (pour ces 2 cas le terme
de covariance a le méme comportement que dans le cas i.i.d). Ainsi, les hypotheéses qu’on
suppose sont :

3e1 €10,1],0 < 4, (h) = O (% (h)1+€1> , (4.209)
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Jez €10,1], g, (h) = O (n™), (4.210)

et que pour tout ¢ 4 5 :

la fonction de densité conditionnelle f; ; de (Y;,Y;) (4.211)

sachant (X, X;) existe et bornée.

4.5.1 Application du cas de mélange géométrique

Le résultat suivant est une conséquence des propriétés obtenues par les sommes
des covariances citées dans le lemme 51. La vitesse de convergence de I'estimateur du mode
conditionnel pour les variables géométriquement a-mélangeantes est identique a celle du

cas i.i.d.

Corollaire 60 Supposons que la suite (X;,Y;),_, , est géométriquement a-mélangeante.

-----

Supposons que les conditions du théoréme 34 avec (4.209),(4.210) et (4.211) sont vérifiées

alors on a :

0(z)—0(zx)=0 ((hﬁ + gﬁ)ﬂl> +0 <<n2’f&)>_> p.co. (4.212)

Preuve. La combinaison des réultats du lemme 57 et 51 nous permet d’écrire :

sup | B2 (y) — Fg" (y)‘ =0 ((hﬁ + gﬁv)) +0 (( logn >%) p-co.

yes e, (h)

Pourl=1et S=(0(x)—&0(x)+&) et en utilisant (2.128) on obtient :

‘9(:8)—9(@‘] = O( sup

ye(6(2)—¢,0(x)+¢)

-0 ((hﬁ +g5>) +0 ((%)) p.co.

T

W~ W \) peo.
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4.5.2 Application du cas de mélange algébrique

On va montrer que la vitesse de convergence sous la condition du mélange arith-
métique est identique a celle dans le cas i.i.d. On rappelle que €;jet €2 sont définis par (4.209)

et (4.210), et on suppose que :

146

4.21
s (4.213)

a >

Corollaire 61 Supposons que la suite (X;,Y;),_, est algébriquement a-mélangeante
vérifiant (4.69). Supposons que les conditions du théoréme 34 et (4.65),(4.66) et (4.67)sont

vérifiées. Alors on a :

b(x)—0(z)=0 ((hﬁ + gﬁ)ﬂj +0 <<nff&>>_) .co. (4.214)

Preuve. La combinaison des réultats du lemme 57 et 53 nous permet d’écrire :

sup |F3 () = ¢ ()| = 0 (W + ™)) + 0 (( g )) p-co.

yeSs neY, (h)

(Ce dernier résultat est une extension du lemme 35 vu dans le cas indépendant
dans le cas de mélange algébrique.)

Pourli=1et S=(0(x)—&0(x)+&) et en utilisant (4.128) on obtient :

@) -0 0< sup ]f?(y)—f%(y)])m-co-

y€(0(2)—&,0(x)+¢)

0(10 =) <0 (72555) ) e

4.5.3 Complément sur I’estimateur de la distribution conditionnelle

On a déja vu que tous les lemmes utilisés dépendent des résultats asymptotiques

de 'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle ou de I'estimateur de la densité
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conditionnelle. On peut donc utiliser ces lemmes pour I'é¢tude asymptotique de ces deux

fonctions.

Proposition 62 i) Sous les conditions du théoréme 47 — i, on a pour tout réel fizé y :
lim Fy* (y) = FYm (y) , p.co.
n—oo

i) Si de plus la largeur de la fenétre g vérifie pour tout ¢ > 0 la condition lim gnS = oo,
n—oo

alors pour tout compact S CR on a :

lim sup |Fy? (y) — Fy* (y)| = 0, p.co.

N yes

Preuve. En faisant les mémes notations que celles utilisées pour la démonstration
de la proposition 27 ou la preuve du lemme 48.

i) Ce résultat est déja prouver dans le lemme 48.

ii) En faisant les mémes étapes utilisées pour la preuve de la proposition 27 — i,
et on note que le résultat (4.85) est vrai méme pour ce cas de dépendance, alors la seule

chose qui nous reste a4 montrer est :

lim sup |TA‘3 (xay) — Er3 (I, y)| =0, p.co.

n—o0 yeS

Zny

Comme S est un compact alors S C Uy, Si ot Sy = (tg — ln, tp + In) et [, et z, sont choisis
de sorte que :

ln=Czt~Cn™. (4.215)
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En prenant t, = arg min ly —t| on :
te{tr, e, }
s (29) — Bra (e.y) €t sup s (a.) — 73 (2.1,)]
N sup |13 \x,Yy) — Lr3 T,y < ’ sup |13 (r,Yy) —r3 (T
T1 (33) yEeS ' 1 (33) yEeS ’ Y
D,
b sup|fs () — Efs (x, )|
N 3 - 3
7"1(1') yeS Y Y
Dy

1
+——=sup|Ers (z,t,) — Ers (z,
1 (CL’) yES | ( y) ( y)l

v

Dy

- Dy n’est pas affecté par la structure de dépendance, donc le résultat (2.90) est valable.
- Pour traiter D3, on utilise (4.89) avec (4.153), la proposition 5 — ¢ et (4.91) qui
reste valable.
- Pour traiter Ds, on utilise la décomposition (4.76), comme les variables I'; (y)
et A; sont bornées (car H et K sont bornés) alors en appliquant la proposition 11 — ii, en
posant b = a sous la condition algébrique (2.198) ou b = 400 sous la condition géométrique

(4.199) et 7 = (logn)?, on a :

2
S logn
P | sup |f3(w,t,) — E (@, t,)| > e | 202
yeSs n

(logn,)2
2 - Tosen b+1
< Cn’ (1 + - +n (logn) ™2 (75;)
logn €51,3,0
2 og b _p—
< Cn® {e_ Ea n (log n)_2+% snf&é e_b_l}
<

_e2 —b—1 _oylib
C’{ng 2 +n1+<sn7370 (logn) 2" }

La condition sur sy 30 (voir (4.175) ou (4.176)), nous permet d’écrire que pour e suffisament

grand, il existe n > 0 tel que :

s2 . logn
P supl|is(z,t,) — Brs(z,ty)] > e\ 23220} — o (1) (4.116)
yeS n
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ce qui implique que :

lim sup |3 (z,t,) — Er3 (z,t,)| = 0, p.co.
n—00 yeg

la combinaison de ce dernier résultat avec (4.116) et en appliquant la proposition 5 — 4 on
obtient :

lim As = 0, p.co.

n—oo

Ainsi la preuve est achevée. m

Proposition 63 i) Sous les conditions du théoréme 55 — i, on a pour tout réel fixé y :
lim fy* (y) = fy* (y) , p-co.
n—o0o

i1) Si de plus la largeur de la fenétre g vérifie pour tout ¢ > 0 la condition

lim gn¢ = oo alors pour tout compact S CR on a :
n—oo

lim sup | 4" (y) — f4* ()| = 0, p.co.

n—00 yes
Preuve. i) est un cas particulier du lemme 50, en posant [ = 1.
ii) est déja etudier dans le lemme 56. m
Les deux prorpositions suivantes caractérisent la vitesse de convergecnce. On va
etudier la vitesse de convergence presque compléte de 'estimateur de la fonction de répar-
tition conditionnelle. Dans la premiére proposition on va présenter le résultat général ou la

vitesse de convergence est exprimée en fonction des termes de covariance de ’estimateur.
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Proposition 64 i) Sous les conditions du théoréme 47 — ii, on a pour tout réel fixé y :

. (max {sp,3,0,5n,1 H2logn
B (y) = B () = 0 (W +¢7) +0 v . pco.

i) Si de plus la largeur de la fenétre g vérifie pour ¢ > 0 la condition lim gn¢ = oo,

n—oo
alors pour tout compact S CR on a :
\/(max {sn.3.0, sn71}2 log n)
sup |R? (y) — B2 (y)‘ ~0 (hﬁ + gﬁ) +0 . p.co.

yes

Preuve. i) Ce résultat est déja étudier lors de la preuve du lemme 49.
ii) La preuve de ce résultat est similaire a celle de proposition 37 — ii. Notons que

le résultat (4.143) reste valide sous la structure de dépendance. c.a.d

sup | B (w,) = F (y)] = O (b + ) .
yes

Cependant, de (4.153), la proposition 5 — i et (2.216) on obtient :

1 52 logn
_ sup |73 (z,y) — Ef3 (z,y)| =0 | ————— | ,p.co.
@) y€S| (z,y) (z,9)] -

Ce dernier résultat avec (2.133), (2.48), (2.49) et la proposition 5—1i sont suffisants
pour donner le résultat ii). m
Maintenant on va présenter la vitesse de convergence de I'estimateur de la densité

conditionnelle.

Proposition 65 i) Sous les conditions du théoréme 55 — ii, on a pour tout réel fixé y :

2
1) - ) = O (hﬁ +g5> Lo \/(max{sn,4,sn,1}) logn o,

n
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i) Si de plus la largeur de fenétre g vérifie pour ¢ > 0 la condition lim gn® = oo, alors
n—oo

pour tout compact S CR, on a :

| (s o 5011
swp |17 (9) = ¥ ()] = O (W +4°) + 0 (et osr) pco.

n

Preuve. Cette proposition n’est qu'un cas particulier du résultat de la seconde

partie du lemme 50 et du lemme 57, en prenant [ =1 et 5= 3;. m
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Chapitre 5

Simulation

Cette section est consacrée & la simulation de la fonction de régression dans les
deux cas : I'indépendance et le mélange fort.
Pour effectuer cette simulation, nous considérons un échantillon de n = 100 courbes

suivant :

zi(tj) = ajcos(2mtj) + b; sin(4nty) + 2¢; (t; — 0.25) (tj — 0.5)

oun0=1t; <tg<---<tgg <tipo = 1 sont des points équidistants, et (a;) ,(b;), (¢;) sont
des v.a suivant la loi uniforme sur [0,1]. La figure 1 nous donne 'idée sur la forme de ces
courbes. (on peut consulter [AFRVO8] pour triter des exemples).

1/ la simulation de la fonction de régression dans le cas indépendant

i) Choisir une fonction r(.),

ii) générer les courbes 1, ...., 100,

iii) générer indépendament 1, ....., €199 & partir de la loi normale centrée de variance
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égale & 0.05,

iv) simuler la variable & expliquer :
Y, = r(xz) + &;.

En considérant 7(z) = 100(x — 0.15)3 et I’estimateur & noyau

S VK (b (z, X2))

o) =5,

K(h=4d (z,X;))
=1

7

nous avons obtenu par le logiciel Matlab les graphiques représentés sur les figures 1 et 2.

1 LR -
LS k . L - L=
1-JPg
e e
w
= .
A i g o
H A
1 .._."
--r
A - =
= -
1 -
-

i ,
wo

i
LT
1-
" ' '
. LU B B L , L 1

.

Les deux courbes (Figure 1) sont proches donc les approximations sont bonnes.
Voici programmes utilisé :
%90%% % %0 % %0 % %% %% %0 %o %o %o % %% % % %o

% The Gausian Kernel function.



% Returns the standart normal pdf of ||x1-x2||/h
function [r]=gau(x1,x2h)

if nargin==

h=1;

end;

u=norm((x1-x2)./h);

r=normpdf(u,0,1);

function [yhat]=kern2(y,x,h,xgrid ker) ;

[grow gcol]=size(xgrid) ;

[hrow hcol]=size(h) ;

if nargin<b % checking for valid kernel function
ker=’epa’;

else

if ker"="gau’ & ker"="uni’ & ker ="tri’ & ker =’qua’

_ 5.
ker="epa’;
end

end

R=l[ker,’(z,0,1)’] ; %build the string ker(0,z,1) to be evaluated below

if hrow==1 & hcol==1 % global and uniform

hh=ones(grow,gcol)*h;

elseif hrow==1 & hcol==gcol %global but not uniform

hh=kron(ones(grow,1),h);
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elseif hrow==grow & hcol==1 %local and uniform
hh=kron(h,ones(gcol,1));

elseif hrow==grow & hcol==gcol
hh=h;

else

error("bandwidth size don”t match X variable size’) ;
end

w=zeros(grow,size(x,1)) ;
r=zeros(grow,1);

f=zeros(grow,1) ;

yhat=zeros(grow,1) ;

for i=1 :grow

for j=1 :size(x,1)

z=norm((x(j, :)-xgrid(i, :))./hh(i, :));
if or(z<=1ker=="gau’)

(i 1)=x(i,1)+y() Feval (R)
f(i,1)=£(i,1)+eval(R);

end;

end ;

if £(1,1)==

f(i,1)=NaN;

end;
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end;

yhat=r./f;

%% %% %0 % %0 %0 %o %o %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 % %0 %o
%a = unifrnd(0,1,1,100) ;

%b = unifrnd(0,1,1,100) ;

%c = unifrnd(0,1,1,100) ;

%for i=1 :1 :100;

%for j=1 :1:100;

%X (j,))=a(i)*cos(2*pi*(j/100))+ b(i)*sin(4*pi*(j/100))+ 2*c(i)*((j/100)-.25)*((j/100)-

%end

%end
%eps=normrnd(0,.05,1,100) ;
%for i=1 :1 :100

%Y (1)=100*(X(i)-.15)." 3+eps(i) ;
%end

h=.9;

X0=X(1 :100,100)

%for h=.1:.1 :.9;

vhat = kern(Y, X, h, X0, 'gau’);
r=100%(X0-.15)."3;

MSE=[mean((yhat-r)."2)];
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fprintf ("%d.\n’,MSE h);

ytab = sortrows(| MSE h ])

%end

plot(X0,yhat)

hold on;

plot(X0,r,’r’)

legend ("Estimateur’,’la fonction de regression’ ).

La valeur de la largeur de la fenétre h a été choisie par balayage selon le critére

MCE (moyenne des carrées des ereurs), comme l'indique le tableau suivant :

h 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
MCE 25.0258 21.0330 16.7129 14.1902 11.6192 8.7033 7.1931 8.7739 14.1234
100 .
La valeur retenu selon le critére MCE = 75 > (Y; —Y;)? vaut h = 0.7.
i=1

Le choix de l'initialisation de I’algoritme est g = x100.

2/ La simulation de la fonction de régression dans le cas a-mélangeant.

i) Choisir une fonction r(.),

ii) générer les courbes 1, ...., 100,

iii) générer indépendament 7, .....,m9o & partir de la loi normale centrée de va-
riance égale a 0.05,

iv) simuler les erreurs a-mélangeantes :

1
€ = E(ei—l + 1)

v) simuler la variable a expliquer
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Yi =r(z) + &

En considérant 7(x) = 100(z — 0.15)% et I'estimateur & noyau

S YK (h-1d (z, X))
7(z) = i:}l
>, K(h=td (z, X;))

=1

nous avons obtenu par le logiciel Matlab le graphe suivant :

-100 /

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Figure 3

Voici le programme utilisé :

%La regresssion dans le cas du mélange fort
%a = unifrnd(0,1,1,100) ;

%b = unifrnd(0,1,1,100) ;

%c = unifrnd(0,1,1,100) ;

%for i=1 :1 :100;

%for j=1 :1 :100;

% %X (j,i)=a(i)*cos(2*pi*(j/100))+ b(i)*sin(4*pi*(j/100))+ 2*c(i)*((j/100)-.25)*((j/100)-

%end
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%end
Y%eta=normrnd(0,.05,1,100) ;
%%%% Générer alpha-mixing gaussian errors %% %% %
eps(1)=0;

for i=1 :1 :99;
eps(i+1)=(1/sqrt(2))*(eps(i)+eta(i+1));
end

for i=1 :1 :100

Y (1)=100%(X(i)-.15).~3+eps(i) ;
end

h=4;

X0=X(1 :100,100) ;

%for h=.1:.1:.9;

yhat = kern(Y, X, h, X0, ’gau’);
r=100%(X0-.15)."3;
MSE=[mean((yhat-r).”2)];
fprintf ("%d.\n’,MSE h);

ytab = sortrows(| MSE h |)
Y%end

plot(X0,yhat,” :")

hold on;

plot(X0,r,’r’)
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legend ("Estimateur’,’la fonction de regression’ ).
La valeur de la largeur de la fenétre h a été choisie par balayage selon le critére

MCE, comme l'indique le tableau suivant :

h 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
MCE 6.3910 5.4666 4.4705 4.8462 59370 8.2111 14.3888 30.1714

100 )
La valeur retenu selon le critere MCE = 155 > (Y; —Y;)? vaut h = 0.4
i=1
Le choix de l'initialisation de ’algoritme est g = x10p.
On remarque que les courbes obtenues ( Figure 2) sont proches donc les approxi-

mations sont bonnes.

5.1 Conclusion

Le probléme abordé dans ce mémoire se situe autour de la dynamique qui existe
actuellement dans la communauté statistique internationale autour de l’estimation non-
paramétrique et plus particuliérement autour de la modélisation et du traitement des don-
nées et variables fonctionnelles.

On s’est intéresé a l'estimation de la régression, de la fonction de répartition condi-
tionnelle, de la médiane conditionnelle, du mode conditionnelle et des quantiles condition-
nelles pour des variables fonctionnelles & partir des régresseurs réels. Plus précisément, on a
abordé des aspects de la statistique fonctionnelle en considérant le modele de régression non-
paramétrique pour variables fonctionnelles. Les travaux présentés dans ce mémoire traitent
de la modélisation pour variables aléatoires a valeurs dans un espace de dimension infinie
(on parle des variables fonctionnelles). Ainsi, la principale source de difficulté, tant d’un

point de vue théorique que pratique, provient du fait que les observations de ce type de va-

0.9
63.7808
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riables appartiennent & un espace de dimension infinie. Dans ce travail nous avons présenté
d’une part des outils mathématiques existants dans la littérature et qui sont nécessaires
pour la résolution du probléme posé par cette dimension infinie d’autre part la notion du
mélange fort qui est utlisée afin d’étendre les résultats de convergence au cadre dépendant
dans les deux cas de mélange géométrique et arithmétique. Les vitesses de convergence sont
aussi déterminées.Une application pratique est réalisé. Pour cela, nous avons effectué une
simulation pour I'estimateur de la régression dans le cadre indépendant et mélangeant. Les

résultats de la simulation ont validé les résultats obtenus théoriquement.
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