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1.3 Interprétation d’un réseau de Petri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1.4.2 Réseaux de Petri à arcs inhibiteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.6.1 Modèles de files d’attente Markoviens . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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2.8.1 Priorité relative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Introduction Générale

La théorie des files d’attente, qui est relativement ancienne, connâıt actuellement un

regain d’intérêt dû à l’extraordinaire développement des réseaux de communication. C’est

un domaine de la Recherche Opérationnelle qui permet de modéliser un système d’at-

tente, de calculer ses performances et de déterminer ses caractéristiques pour aider les

gestionnaires dans leurs prises de décisions.

Les phénomènes d’attente surviennent naturellement dans la plupart des environ-

nements rencontrés dans la vie courante. Les premiers travaux sur la théorie des files

d’attente ont été initiés par l’ingénieur danois A. A. Erlang dans le cadre de la concep-

tion des réseaux téléphoniques. Par la suite, il s’est avéré que les problèmes surgissant

dans les réseaux téléphoniques apparaissent aussi dans d’autres domaines : industriels,

économiques, systèmes informatiques, télécommunications,. . .

Un système de files d’attente (S.F.A.) est un modèle mathématique qui peut décrire un

phénomène d’attente. C’est une entité constituée d’une file d’attente et d’un ou plusieurs

serveurs. Des clients arrivent à ce système, attendent éventuellement dans la file afin de

recevoir un service et quittent par la suite le système. Il existe des situations concrètes

où l’on peut avoir à faire à plusieurs classes de clients dans un S.F.A. [57], ces classes

se distinguent souvent, soit par des arrivées, des services ou des disciplines de service

propres à chaque classe. Pour des raisons particulières, spécifiques au système donné, on

est amené à associer des priorités à ces classes. Ces priorités sont souvent dictées par

l’urgence d’une tâche, son importance ou son influence sur l’état globale du système, etc.

Ainsi, dans ces cas, on parle de disciplines de service prioritaires. Il est à noter que dans

chaque classe prioritaire une discipline de service classique est adoptée aux clients de

cette classe, souvent la discipline considérée est FIFO (First In First Out). L’importance

de cette catégorie de systèmes de files d’attente fait que ces derniers temps plusieurs

recherches se sont focalisées sur l’étude et l’analyse de ces systèmes.
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Introduction Générale

Jaiswal dans [54] a fait une étude détaillée sur les différentes disciplines prioritaires

ainsi que leurs propriétés. De cette étude, il s’avère que deux catégories principales de

disciplines prioritaires sont à considérer : Priorité absolue et Priorité relative. Dans la

première discipline, un client verra son service interrompu suite à l’arrivée d’un client

plus prioritaire. Alors que, dans la deuxième discipline, un service ne peut être interrompu

i.e. l’arrivée d’un client prioritaire n’influe pas sur les clients déjà en service. Mais cette

dernière discipline se traduit uniquement par un dépassement des clients de moindre

priorité dans la file d’attente. Donc, si un client prioritaire ne trouve pas de serveur libre,

il va se positionner derrière les clients qui possèdent une priorité supérieure ou égale à la

sienne.

La priorité relative a été introduite par Cobham [24], puis considérée par plusieurs

chercheurs : Holloy [48], Dressin et Reich [30], etc. Le modèle multi-serveurs avec plusieurs

classes de clients et priorité relative a été analysé par Davis dans [27]. Ce dernier a

déterminé la distribution des temps d’attente de chaque classe de clients pour un modèle

M/M/C. Altinkemer, Bose et Pal ont étudié un modèle M/D/C avec priorité relative

[15]. Wagner a traité un modèle multi-serveurs à priorité relative à capacité limitée [34].

Quant à la priorité absolue, elle a été introduite par White et Christie [97]. Pour des

temps de service de loi générale, l’analyse de systèmes de cette discipline prioritaire a

été faite par Van-Der-Mei et al. [72]. Miller a étudié le calcul des probabilités au régime

stationnaire avec les deux types de priorité absolue et relative dans [74]. Pour cela, il a

adopté l’approche numérique de la méthode de matrice géométrique établie par Neuts [83].

Chacune de ces deux classes principales de priorités, décrite précédemment, est classifiée

à son tour en plusieurs disciplines prioritaires particulières qui seront exposées dans le

deuxième chapitre de ce mémoire. Pour plus de détails sur ces systèmes prioritaires, le

lecteur peut se référer à [16, 43, 52, 54, 62, 95, 97], etc.

Il a été constaté que les S.F.A. à serveur non fiable peuvent être considérés comme

des systèmes d’attente avec priorité absolue ou relative. Dans le cas de priorité absolue,

ceci s’explique par l’occurrence d’une panne qui interrompe le service. Ainsi, les périodes

de pannes ou de réparations peuvent être vues comme les périodes de service des clients

prioritaires (voir White et Chris [97], Keilson [58], Gaver [34]). De même, si la réparation

d’un élément défaillant se fait à la fin de service, la situation peut s’interpréter en fai-

sant appel à la discipline de priorité relative. Comme exemple illustratif, le lecteur peut

consulter [1], où l’auteur a considéré le système M2/G2/1 avec priorité relative comme un

modèle non fiable avec réparation de l’élément défaillant qui se fait à la fin de service.

2
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Dans certains S.F.A. prioritaires, les clients proviennent d’au moins une population

finie. On parle dans ce cas de S.F.A. à source(s) finie(s). La classe de S.F.A. avec source(s)

finie(s) a été considérée par Thiruvengadam dans [53] et détaillée par Jaiswal dans [54]. Le

problème de la caractérisation du flot des arrivées dans les S.F.A. prioritaires à source(s)

finie(s) a donné naissance à deux classifications [54] :

– Les modèles à K classes de priorité avec K sources finies.

– Les modèles où deux classes de priorité ou plus proviennent d’une source finie unique.

Ces deux types de modèles sont intrinsèquement différents et nécessitent des analyses

distinctes, contrairement à leurs homologues à sources infinies.

En effet, pour les modèles avec priorité et source infinie, des résultats analytiques

existent même si ils sont compliqués. La majorité d’entre eux sont donnés via les trans-

formées de Laplace-Stielje ou les fonctions génératrices. Quand aux modèles prioritaires

avec source finie unique, les résultats analytiques sont inexistants. La difficulté d’ana-

lyse de ces systèmes est principalement due à la dépendance des flots des arrivées des

différentes classes de priorité. Ainsi, leurs études sont basées sur des méthodes approxi-

matives ou des méthodes algorithmiques. Enfin, pour les systèmes prioritaires à sources

finies multiples, des résultats analytiques existent, cependant leur analyse présente d’im-

menses difficultés algébriques [54]. Ainsi, même pour ces derniers systèmes, le recours

aux méthodes approximatives ou les méthodes algorithmiques est souvent la seule issue.

Les structures de ces différents systèmes prioritaires, leurs modélisations ansi que leurs

analyses sont détaillées dans la monographie de Jaiswal [54].

Dans ce mémoire, nous proposons de faire usage d’une approche basée sur les

réseaux de Petri (RdP), pour étudier des systèmes prioritaires particuliers à savoir :

M2/M2/1//N,M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3).

Les réseaux de Petri (RdP) constituent un outil mathématique de modélisation

développés au début des années soixante par l’ingénieur allemand Carl Adam Petri dans

sa thèse” Communication avec des automates ”[85]. Ce travail a été développé par Ana-

tol W. Holt, F. Commoner, M. Hack et leurs collègues dans le groupe de recherche de

Massachussetts Institute of Technology (MIT) dans les années 70. En 1975, la première

conférence sur les réseaux de Petri et les méthodes relationnelles a été organisée à MIT.

En 1981 le premier livre sur les réseaux de Petri a été publié par J. Peterson.

Plusieurs extensions ont été portées à la définition initiale des RdP. En effet, l’intro-

duction de certains paramètres, caractéristiques ou critères particuliers aux systèmes à

étudier, a conduit à la définition de plusieurs formalismes tels que : les réseaux de Petri

3
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stochastiques (RdPS), les réseaux de Petri stochastiques généralisés (RdPSG), les réseaux

de Petri temporels, etc. Ces différents formalismes avec leurs propriétés et leurs méthodes

d’analyses seront exposées par la suite. Les ouvrages [5, 6, 12, 28, 35, 60, 70, 76, 77, 78,

80, 81, 88] constituent de bons outils pour un état de l’art sur les RdPS.

Vu la particularité des systèmes prioritaires qu’on va étudier, on a choisi de faire usage

du formalisme RdPSG pour leurs analyses. En effet, ce choix est dicté par le fait que les

systèmes de files d’attente sont modélisés par des processus aléatoires, ainsi, que pour

l’existence d’évènements immédiats à caractériser. D’ailleurs, ce formalisme a été exploité

pour l’étude de systèmes de files d’attente. A titre d’exemple, on peut citer le travail

de C. Oliver et S. Kishor [84] où un système M/M/1//K avec vacance a été étudié via

les RdPSG ainsi que les travaux de N. Gharbi [36, 37, 38, 39, 40, 41] qui ont porté sur

l’analyse de systèmes de files d’attente avec rappels à un seul serveur, multi-serveurs, avec

pannes, avec vacances.

Organisation du document

Ce mémoire est composé :

– d’une introduction où l’idée générale du sujet à traiter est exposée ;

– quatre chapitres ou le vif du sujet est traité. Dans le chapitre 1, nous exposons

un état de l’art sur les réseaux de Petri et différents formalismes. Un intérêt

particulier est accordé au formalisme RDPSG (Réseaux de Petri Stochastique

Généralisés). Le chapitre 2 est dédié à quelques systèmes de files d’attente qui

nous seront nécessaires dans les chapitres suivants, et là , un intérêt particulier est

donné aux systèmes prioritaires. Le chapitre trois est consacré à la présentation

de notre approche de modélisation et d’analyse des performances des systèmes

mono-serveur avec priorité et source(s) finie(s) à l’aide des RdPSG. Les châınes de

Markov associées aux modèles des réseaux de Petri construits, sont définies. Quand

au quatrième chapitre, il est dédié à la modélisation et l’évaluation des indices

de performances des systèmes prioritaires considérés en faisant usage des logiciels

TimeNet et PIPE.

– et d’une conclusion générale qui donne un bilan de notre travail et une idée sur les

perspectives à venir.
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1
Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

1.1 Introduction

Un réseau de Petri (RdP) est un outil graphique de modélisation et d’évaluation

des performances de systèmes complexes. Sa puissance d’expression permet d’étudier des

systèmes composés de sous systèmes fonctionnant en parallèle, communiquant et parta-

geant des ressources. Les réseaux de Pétri ont largement été utilisés dans différents do-

maines [36, 75, 86, 100]. Un point crucial qui est inhérent dans les RdP est qu’ils peuvent

être étendus selon les besoins. En plus de ses caractéristiques analytiques, ils offrent une

possibilité d’une analyse qualitative. Les réseaux de Petri proposent une modélisation à

deux visages :

– Une modélisation statique, qui décrit l’architecture du système, les dépendances

existant entre les différentes parties, les actions possibles, les conditions requises

pour qu’elles soient effectuables et leurs effets sur différents composants du système.

– Une modélisation dynamique, qui décrit les comportements possibles du système

(via un principe de modélisation).
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Dans ce chapitre, nous allons introduire les principales définitions, les concepts fondamen-

taux, les notions de base et les propriétés générales des réseaux de Petri.

1.2 Notions de base

Un réseau de Petri est un graphe biparti orienté qui a deux types de nœuds : un

ensemble de places représentant les ressources et un ensemble de transitions symbolisant

les évènements ou les opérations. L’état d’un système décrit par un RdP est représenté

par le marquage de ce graphe [12, 35].

1.2.1 Structure d’un Réseau de Petri

Un réseau de Petri non marqué est un quadruplet :

R = (P, T, Pré, Post); (1.1)

tel que :

• P = p1, p2, ..., pn est un ensemble fini de places,

• T = t1, t2, ..., tm est un ensemble fini de transitions,

• Pré : P × T −→ N est l’application d’incidence avant (places précédentes),

• Post : P × T −→ N est l’application d’incidence arrière (places suivantes).

On note par C la matrice d’incidence du réseau de Petri qui est définie par :

C = Post− Pré;

Les places sont représentées par un cercle et les transitions en général par un rectangle. Un

réseau de Petri est représenté par un graphe avec deux types de sommets : les transitions

et les places. Ces différents sommets sont reliés entre eux par des arcs qui joignent des

places aux transitions (les préconditions) et des transitions aux places (les postconditions).

Par défaut, un arc possède un poids avec la valeur entière 1, ainsi, il peut être un entier

supérieur à 1, mais une telle valeur devra être indiquée sur l’arc correspondant. Si tous

les arcs ont un poids égal à 1, le RdP est dit ordinaire.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

1.2.2 Réseau marqué

Un réseau de Petri marqué est caractérisé par le couple :

N = (R,M0); (1.2)

où

• R est un réseau de Petri,

• M0 est le marquage initial qui est une application définie par :

M0 : P −→ N;

p 7−→M0(p);

avec M0(p) est le nombre de marques (jetons) contenus dans la place p.

Exemple de réseau de Petri

Fig. 1.1 – Exemple d’un réseau de Petri

Cette figure représente un réseau de Petri marqué. Les places p1 et p2 contiennent des

nombres entiers (positifs ou nuls) de marques dites aussi jetons. Le nombre de jetons dans

p1 est M0(p1) = 4 et le nombre de jetons dans p2 est noté par M0(p2) = 0. Le marquage

M du réseau entier est défini par le vecteur de ces marquages i.e.

M = (M(p1),M(p2)) = (4, 0).

L’évolution du marquage par franchissement des transitions dans un réseau de Petri tra-

duit l’évolution du système modélisé dans ces différents états après l’occurrence de certains

évènements.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

1.2.3 Graphe associé et notations matricielles

A un réseau de Petri on peut associer un graphe qui possède deux types de nœuds :

les places notées graphiquement par des cercles et les transitions notées graphiquement

par des trais ou des rectangles. Un arc relie une place p à une transition t si et seulement

si Pré(p, t) 6= 0.

Un arc relie une transition t à une place p si et seulement si Post(p, t) 6= 0. Les valeurs

non nulles des matrices Pré et Post sont associées aux arcs comme étiquettes (par défaut

on prend la valeur 1).

Le marquage M peut être représenté par un vecteur ayant pour dimension le nombre de

places. Les fonctions Pré, Post et C seront présentées par des matrices dont le nombre

de lignes est égal au nombre de places et le nombre de colonnes est égal au nombre de

transitions.

Proposition 1.1.

• Chaque place d’un réseau de Petri peut avoir deux états : elle est marquée ou non

marquée .

• Un état du système est représenté par une distribution de marques dans l’ensemble des

places, cette distribution est appelée le marquage du réseau de Petri.

• On appelle places d’entrée ou ensemble d’entrée d’une transition le sous-ensemble des

places du RdP qui participent à l’expression de sa précondition .

• Une transition d’un RdP marqué est dite validée ou sensibilisée si et seulement si chaque

place de son ensemble d’entrée est marquée. Lorsqu’une transition est validée, l’évènement

qui lui est associé peut avoir lieu.

• Le poids d’un arc est donné par les fonctions Pré et Post.

Pour plus de détails le lecteur peut se référer à [29, 35, 36, 88]

1.3 Interprétation d’un réseau de Petri

Interpréter un réseau de Petri, c’est d’abord donner un sens concret à un modèle

mathématique en associant des places, des transitions et des jetons à des entités exis-

tantes. Ainsi, les places peuvent être interprétées comme des activités d’un système à

évènements discrets, par exemple, les stocks d’un atelier de production, des procédures

en cours d’exécution dans un système informatique, etc.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Aux transitions on peut faire correspondre des évènements. On peut également leurs

associer des activités ou des procédures à condition qu’elles soient indivisibles ou encore

ininterruptibles.

Les jetons peuvent être interprétés comme des objets physiques, des informations, des

structures de données ou des ressources. Ces entités sont soumises à des événements

(franchissement de transitions) qui les font changer d’état (passer d’une place à une autre).

1.3.1 Evolution d’un réseau de Petri

A partir d’un marquage initial, un réseau de Petri peut évoluer. L’évolution, c’est-

à-dire la transition d’un marquage vers un marquage suivant, ne peut avoir lieu que si

toutes les conditions relatives à cette transition sont satisfaites. Ceci définit la règle de

tir ou de franchissement d’une transition.

Dans les réseaux de Petri, le comportement pourra évoluer lorsque toutes les places re-

latives à une transition contiendront un nombre suffisant de jetons. Plus précisément,

lorsque le nombre de jetons dans chaque place d’entrée d’une transition sera supérieur

ou égal au poids de l’arc joignant cette place à la transition. La transition sera alors

franchissable (sensibilisée ou tirable). Lorsqu’elle sera franchie (ou tirée), son franchisse-

ment définira le marquage suivant du réseau. Le tir dépend donc des jetons, ainsi, la règle

d’évolution des réseaux marqués leurs donne une dynamique tout en précisant comment

les transitions permettent de modifier l’état du système [25, 42].

Les règles de base qui régissent la procédure de modification du marquage lors du fran-

chissement d’une transition sont les suivantes :

Règle no1 : une marque est enlevée à chacune des places de l’ensemble d’entrée de la

transition.

Règle no2 : une marque est déposée dans chacune des places de l’ensemble de sortie de

la transition.

Règle no3 : lorsque plusieurs transitions sont validées par un même marquage, une et

seulement une transition peut être franchie.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Définition 1.1. (Sensibilisation et franchissement [25])

Une transition t est franchissable (sensibilisée) pour un marquage M si et seulement si :

∀p ∈ P M(p) ≥ Pré(p, t);

On peut exprimer que t est franchissable par les notations :

M ≥ Pré(., t);

M(t > .

Si t est franchissable pour le marquage M , le franchissement de t donne le nouveau mar-

quage M ′tel que :

∀p ∈ P,M ′(p) = M(p)− Pré(p, t) + Post(p, t). (1.3)

Ceci est exprimé par la notation suivante :

M(t > M ′.

L’évolution d’un réseau, c’est-à-dire le franchissement d’une transition t, est donc une

action indivisible qui consiste à retirer un nombre de jetons dans chaque place en amont

p égal au poids de l’arc reliant p à t et à ajouter dans chaque place en aval p′ de t un

nombre de jetons égal au poids de l’arc reliant t à p′. La notion de franchissabilité exprime

une condition d’exécution d’une action.

Exemples de Franchissement dans un réseau de Petri

Exemple1

Les règles de franchissement et de sensibilisation des transitions sont illustrées dans la

figure 1.2 en utilisant la réaction chimique connue : 2H2 + 02 −→ 2H20.

Deux jetons dans chaque place en entrée dans : 1.2(a) indique que deux unités de H2 et

deux unités O2 sont disponibles, donc la transition t est franchissable. Après avoir franchi

t, le marquage va changer et on obtient le réseau ayant le nouveau marquage comme 1.2(b).

Ceci est le seul franchissement possible de t puisque les conditions de franchissement ne

sont plus vérifiées, à savoir qu’il n’y a pas 2 unités de H2.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Fig. 1.2 – Exemple 1 de Franchissement dans un réseau de Petri

Exemple2

Fig. 1.3 – Exemple 2 de Franchissement dans un réseau de Petri

La figure 1.3 illustre le franchissement de la transition T . En effet, l’état initial était

Mt = (1, 2, 1, 0), alors qu’après le franchissement de T le marquage devient

Mt+1 = (0, 1, 2, 1). Ceci est réalisé en ôtant un jeton de chaque place en amont. On

constate que Mt+1 n’est plus franchissable vu qu’il n’y a plus de jetons dans la place P1.

Définition 1.2. (Séquence de franchissement [32, 35])

Soit (R,M0) un réseau de Petri marqué, s = t1, t2, . . . , tn ∈ T ∗ une séquence de transi-

tions. La séquence s est franchissable depuis M si et seulement si il existe des marquages

M1,M2, . . . ,Mn tels que :

M1(t1 > M2(t2 > . . .Mn−1(tn > Mn. (1.4)

Il est à noter que T ∗ est un sous ensemble de T constitué des transitions qui forment la

séquence de franchissement.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Dans ce cas le tir de s conduit au marquage Mn donc on note M(s > Mn.

Définition 1.3. (Marquage accessible [28])

Soit (R,M0) un réseau de Petri marqué. Un marquage M est accessible si et seulement

si il existe une séquence de franchissement s ∈ T ∗ telle que M0(s > M.

Définition 1.4. (Ensemble d’accessibilité [28])

Soit (R,M0) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessibles ou ensemble d’ac-

cessibilité d’un réseau est noté A(R,M0) où A est l’ensemble des marquages atteints par

une séquence de franchissement :

A(R,M0) = {M ∈ NP/∃s ∈ T ∗ tel que M0(s > M}. (1.5)

Définition 1.5. (Graphe des marquages accessibles [28])

Soit (R,M0) un réseau de Petri. Le graphe des marquages accessibles (ou graphe d’ac-

cessibilité) de ce réseau, noté G(R,M0) est défini comme le graphe dont les noeuds (ou

sommets) sont les marquages accessibles de A(R,M0) et dont les arcs, étiquetés par les

noms des transitions, sont définis par la relation de tir entre les marquages. Un arc étiqueté

par t joint M à M ′ si et seulement si M(t > M ′.

Fig. 1.4 – Exemple de graphe des marquages accessibles d’un RdP
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

1.3.2 Conflit et parallélisme

Nous venons de voir que l’évolution d’un réseau de Petri est réalisée par le franchisse-

ment de transitions sensibilisées. Pour un marquage donné, plusieurs transitions peuvent

être sensibilisées mais la règle d’évolution impose qu’une seule transition puisse être fran-

chie à la fois.

Si les transitions sensibilisées n’ont pas de place en amont commune, le tir de l’une d’entre

elles ne remet pas en cause celui des autres. On parle dans ce cas d’un RdP sans conflit

(toute place a au plus une transition de sortie). Si les transitions sensibilisées ont une

place amont en commun, le tir de l’une d’entre elles peut remettre en question celui des

autres. Ces transitions sont en conflit qui conduit à un indéterminisme dans l’évolution

d’un réseau lié à la compétition entre ces transitions [29, 35].

Définition 1.6. Deux transitions t1 et t2 sont en conflit structurel si et seulement si elles

ont au moins une place commune en entrée, i.e. :

∃p ∈ P, Pré(p, t1)× Pré(p, t2) 6= 0. (1.6)

Elles sont en conflit effectif pour un marquage M si de plus :

M(t1 >; (1.7)

et

M(t2 >; (1.8)

et

∃p ∈ P : M(p) < Pré(p, t1) + pré(p, t2). (1.9)

Définition 1.7. Deux transitions t1 et t2 sont en parallèles structurellement si :(
Pré(., t1)

)T × Pré(., t2) = 0. (1.10)

Elles sont en parallèles effectifs pour un marquage M si de plus :

M(t1 >; (1.11)

M(t2 > . (1.12)
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Un conflit est l’existence d’une place qui a au moins deux transitions de sortie. La

notion de conflit modélise un choix ou une décision.

Fig. 1.5 – Exemples de conflits dans un réseau de Petri

1.3.3 Propriétés d’un réseau de Petri

Après avoir modélisé un système par RdP, la question naturelle qui se pose est :

Qu’est-ce qu’on peut faire avec ce modèle ?

Ce modèle de réseau de Petri nous donne des techniques pour analyser les propriétés qui

sont les caractéristiques qui permettent d’évaluer la qualité d’un système donné. Parmi

les propriétés des RdP on citera dans ce qui suit les plus importantes d’entre elles [28, 35] :

a) Réseau borné

La bornitude d’un RdP exprime le fait que le nombre d’états que peut prendre

le système modélisé par ce RdP est fini, autrement dit, le nombre de marquages

accessibles est fini. Dans le cas contraire, où le RdP est non borné, le nombre d’états

est infini et ceci est dû au fait que certains paramètres de ce système sont non bornés.

Par exemple le paramètre ”Taille” d’un buffer peut être non limitée ce qui introduit

la non bornitude du modèle RdP.

Définition 1.8. Soit un réseau de Petri R = (P, T, Pré, Post) ; une place p ∈ P

est dite k-bornée pour un marquage initial M0 si et seulement si :

∃k ∈ N,∀M ′ ∈ A(R,M0), M ′(p) ≤ k; (1.13)

où A(R,M0) est l’ensemble des marquages accessibles.

Si k = 1, on dit que la place p est sauf.
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Chapitre 1 Etat de l’Art sur les réseaux de Petri

Définition 1.9. Un réseau de Petri R = (P, T, Pré, Post) est dit k-borné (respec-

tivement sauf) pour un marquage initial, si et seulement si toutes ses places sont

k−bornées (respectivement saufs).

Définition 1.10. Un réseau marqué (R,M0) est borné, si le nombre de marquages

accessibles est fini.

b) Réseau sans blocage

Un RdP est dit bloqué si à une certaine étape son franchissement s’arrête et aucune

transition n’est franchissable. Formellement ceci est donné par la définition suivante :

Définition 1.11. Un marquage M ′ d’un réseau (R,M0) est appelé marquage puits

(mort) si aucune transition n’est franchissable à partir de M ′. Un réseau (R,M0)

est dit sans blocage si tout marquage accessible depuis M0 n’est pas un marquage

puits. Un réseau R est dit sans blocage s’il existe un marquage initial M0 tel que

< R,M0 > soit sans blocage.

c) Vivacité

La vivacité est une propriété importante pour traduire le bon fonctionnement d’un

système. D’ailleurs, un réseau vivant modélise un système en fonctionnement per-

manent sans aucun blocage.

Définition 1.12. Un réseau de Petri (R,M0) est vivant si :

∀M ∈ A(R,M0), ∀t ∈ T,∃M ′ ∈ A(R,M) tel que M ′(t > . (1.14)

Autrement dit,

∀M ∈ A(R,M0),∀t ∈ T,∃s ∈ T ∗ tel que M(st > . (1.15)

d) Etat d’accueil

Un état d’accueil caractérise le fait que le système peut se retrouver dans cet état à

partir des marquages en aval. Si le marquage initial est un état d’accueil, cela signifie

que l’on peut toujours réinitialiser le système. Ce qui est exprimé formellement dans

la définition suivante :

Définition 1.13. Un marquage accessible M d’un réseau marqué (R,M0) est un

état d’accueil s’il est accessible à partir de n’importe quel autre marquage accessible :

∀M ′ ∈ A(R,M0), ∃s ∈ T ∗/M ′(s > M. (1.16)
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e) Graphe fortement connexe

• Une composante fortement connexe d’un graphe est un sous graphe tel qu’il existe

un chemin (orienté) entre tout point A et tout point B de ce sous graphe.

• Une composante fortement connexe est dite terminale, si aucun sommet de celle-ci

ne possède de successeurs dans une autre composante fortement connexe.

• Un graphe est dit fortement connexe s’il possède une seule composante fortement

connexe.

L’existence d’un état d’accueil dans un RdP est liée à la connexité de ce RdP, la

proposition suivante nous donne cette liaison.

Proposition 1.2.

Soit (R,M0) un réseau de Petri borné. Le réseau (R,M0) a un état d’accueil si

et seulement si le graphe d’accessibilité comprend une seule composante fortement

connexe terminale.

Remarque 1.1. Si le marquage initial d’un RdP est un état d’accueil alors le

système modélisé par ce RdP est réinitialisable.

1.4 Extension des réseaux de Petri

Divers extensions ont été portées aux RdP classiques, ce qui a donné naissance à

plusieurs formalismes de RdP. Ces formalismes introduisent entre autres l’aspect temporel,

aspect stochastique, etc. Ce qui a enrichi les structures des RdP.

1.4.1 Réseaux de Petri généralisés

Un RdP est dit généralisé si on associe à ses arcs un poids supérieur strictement à 1.

Une transition est franchissable dans un réseau de Petri généralisé, si toutes les places

pi en amont des transitions tj contiennent au moins le nombre de jetons associés aux

arcs. Lors du franchissement de la transition tj, le nombre de jetons dans les places en

aval de cette transition est augmenté par le poids p. Cette extension des RdP permet la

réduction de la taille du RdP ordinaire. Toutefois, la transformation est possible du RdP

généralisé vers le RdP ordinaire.
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Exemple

Fig. 1.6 – Exemple d’un réseau de Petri généralisé

1.4.2 Réseaux de Petri à arcs inhibiteurs

On a vu précédemment qu’une transition est franchissable si la place contient des

jetons. Pour conditionner le tir d’une transition par l’absence de jetons dans une ou

plusieurs places, il faut donc enrichir le modèle. On ajoute pour cela un nouveau type

d’arcs, allant d’une place vers une transition, appelé arc inhibiteur. Cet arc indique l’une

des conditions de franchissabilité de la transition est que la place ne contienne aucun

jeton. La définition formelle des réseaux de Petri à arcs inhibiteur est la suivante [35] :

Définition 1.14. Un réseau de Petri à arcs inhibiteur est défini par un 5-uplet

R = (P, T, Pré, Post, Inh) où :

• P est un ensemble fini de places et T un ensemble fini de transitions ;

• Pré et Post : P × T −→ N sont les fonctions d’incidence avant et d’incidence arrière

respectivement ;

• Inh : P × T −→ N \ {0} est la fonction d’inhibition.

La règle de franchissement d’une transition dans un RdP à arc inhibiteur est expliquée

dans la définition suivante :

Définition 1.15. Soit M un marquage d’un réseau de Petri à arcs inhibiteurs et t une

transition :

la transition t est franchissable à partir de M si et seulement si :

∀p ∈ P,M(p) ≥ Pré(p, t) et M(p) < Inh(p, t). (1.17)
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Le franchissement de t à partir de M conduit au marquage M ′ défini par :

∀p ∈ P,M ′(p) = M(p)− Pré(p, t) + Post(p, t). (1.18)

On note que dans les réseaux de Petri à arcs inhibiteurs, seulement la condition de franchis-

sabilité est modifiée. Sa représentation graphique ne diffère de celle des réseaux standards

que par le fait qu’un arc inhibiteur est représenté par une flèche avec un petit cercle à

l’extrémité au lieu d’une flèche tout court.

Fig. 1.7 – Représentation d’un arc inhibiteur

1.4.3 Réseaux de Petri colorés

Les réseaux de Petri colorés ont été définis pour enrichir l’information portée par les

jetons. Ils facilitent la modélisation de systèmes de grande taille, ainsi, ils présentent un

grand intérêt pour modéliser certains systèmes complexes. En effet :

• Dans le but de différentier les jetons, on leurs associe des couleurs. Ainsi, on associe

à chaque place l’ensemble de couleurs des jetons qui peuvent y séjourner. A chaque tran-

sition on associe un ensemble de couleurs correspondant aux manières avec lesquelles la

transition sera franchie.

• Le franchissement des jetons d’un RdP coloré peut être effectué de plusieurs manières

en fonction des couleurs associées aux transitions. La relation entre les couleurs de fran-

chissement et le marquage coloré est définie par des fonctions associées aux arcs.

• La couleur dans un RdP coloré peut être un n-uplet et peut donc porter une in-

formation complexe telle que par exemple la nature et la position d’un objet dans un

stock, ou bien une trame de donnée avec une valeur et une adresse de destination [61].

A partir des notions introduites précédemment, nous obtenons la définition suivante d’un

RdP coloré [55, 56] :
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Définition 1.16. Un réseau de Petri coloré est un 6-uplet défini par :

Rc = (P, T, Coul, Csec,W,Mo);

où

• P est un ensemble fini de places ;

• T est un ensemble fini de transitions ;

• Coul est un ensemble fini de couleurs ;

• Csec est la fonction qui à chaque place et à chaque transition associe un sous ensemble

de Coul :

Csec : P ∪ T −→ P(Coul);

• W est la fonction d’incidence C=Post- Pré :

W (p, t) : Csec(t)× Csec(p) −→ N;

• Mo est le marquage initial, pour chaque place et pour chaque couleur possible dans

cette place. Il associe un nombre de jetons :

Mo(p) : Csec(p) −→ N;

Remarque 1.2. Les réseaux de Petri colorés ne sont pas plus puissants que les réseaux de

Petri classiques. Ils permettent simplement une abréviation de ces derniers. L’opération

de passage d’un réseau de Petri simple au réseau de Petri coloré est appelée opération de

pliage et l’opération inverse est appelée dépliage.

1.4.4 Réseaux de Petri temporisés

Les RdP temporisés sont une extension des RdP ordinaires. Cette extension est ca-

ractérisée par l’ajout de temporisations i.e. l’introduction de la variable temps. Il existe

deux sortes de RdP temporisés : RdP T -temporisés [86] et des RdP P -temporisés [92, 93].

Dans le premier cas une durée de temps est associée aux transitions. La transition est

donc validée après écoulement de la durée qui lui est allouée. Dans le second cas, la

temporisation est associée aux places. Ces temporisations peuvent traduire des durées de

déroulement des actions et des opérations associées aux transitions ou aux places [35, 59].
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A) Réseau de Petri P -temporisé

Définition 1.17. Un réseau de Petri P -temporisé est défini par le couple (R, d) avec :

• R est un réseau de petri (P, T, Pré, Post,M0),

• d : T −→ Q+ est la fonction de temporisation. La règle de tir doit tenir compte du

temps. Soit t0 l’instant où une marque est déposée dans une place p. La marque

est indisponible (on dit qu’elle est gelée) pendant une durée égale à d(p), i.e. dans

l’intervalle [t0, t0 + d(p)]. Ensuite, la marque peut être utilisée pour le tir d’une

transition.

Les réseaux temporisés sont souvent utilisés pour la représentation formelle des synchro-

nisations dans les systèmes. Dans la figure suivante est donné un exemple de RdP P -

temporisé.

Fig. 1.8 – Temporisation d’un réseau de Petri

Dans ce modèle, un paramètre temporel est associé à chaque place. La sémantique de ce

paramètre correspond au temps de séjour minimum d’une marque dans une place (temps

d’indisponibilité), et d représente la durée d’indisponibilité de la marque pour la validation

des transitions. Après le franchissement de la transition T1, le jeton reste gelé dans la place

P1 pendant d unités de temps. Il ne peut pas être consommé avant l’écoulement du temps

qui lui est associé. Dès que ce temps est achevé, la transition T2 sera sensibilisée.
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B) Réseaux de Petri T-temporisés

La temporisation des transitions consiste à associer une durée de temps à chaque

transition. Le tir d’une transition est décomposé en deux durée de temps : l’enclenchement

du tir et la fin du tir, séparés par la durée spécifiée par la fonction de temporisation. les

premiers travaux sur cette classe de réseaux ont été réalisés par Ramchandani [87].

Fig. 1.9 – Temporisation des transitions d’un réseau de Petri

Dans cette figure le franchissement de la transition T2 est ininterruptible. Après sen-

sibilisation de la transition T2 la marque est gelée. Il faut attendre d unité de temps pour

l’apparition du jeton dans la place P2. Pendant cet intervalle de temps, ce jeton ne peut

plus être utilisé pour valider d’autres transitions.

1.4.5 Réseaux de Petri temporels

Ces modèles de RdP ont été introduits par [10, 73] pour la modélisation et l’analyse

des systèmes de communication. Une transition dans ce RdP peut être franchie seulement

lorsqu’une durée de temps comprise dans l’intervalle du temps associé à la transition ou

bien à la place s’est écoulée depuis l’instant de sa validation. La transition ti doit rester

sensibilisée durant au moins dimin unités de temps et au plus dimax unités de temps avant
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d’être franchie. Par contre les jetons peuvent à tout moment être consommés par une

autre transition.

Définition 1.18. Un réseau de Petri temporel est une paire Nt = (R, IS) avec :

• R est un réseau de petri (P, T, Pré, Post,M0),

• IS est la fonction durée de franchissement :

IS : T −→ (Q+ ∪∞)× (Q+ ∪∞)

ti −→ ISi(ti) = [ai, bi].

La fonction IS associe à chaque transition ti du réseau un intervalle de temps à

bornes rationnelles ISi = [ai, bi], où ai est la date de tir au plus tôt et bi est la date

de tir au plus tard de ti [90].

1.4.6 Réseaux de Petri stochastiques

Les réseaux de Petri stochastiques ont été introduits par Natkin, Molloy [76, 77, 81].

Ces auteurs ont été les premiers chercheurs, qui séparément, ont introduit cette nou-

velle extension (RdPS). Depuis, de très nombreux modèles ont été définis, des synthèses

complètes sont proposées dans [22, 29, 33, 69, 71, 82] afin de répondre à certains problèmes

d’évaluation quantitative des systèmes informatiques industriels.

Dans les réseaux de Petri stochastiques, les délais associés aux transitions sont aléatoires

contrairement aux durées déterministes et constantes associées aux RdP temporisés. Ces

temps sont modélisés par des variables aléatoires dont la loi est souvent considérée comme

étant exponentielle. Ceci, permet d’approcher le graphe des marquages à un processus

markovien.

Dans les réseaux de Petri temporels on prend toutes les valeurs d’un intervalle

([θmin, θmax]), par contre, dans les RdPS la durée de sensibilisation est une variable

aléatoire θ, avec une distribution de probabilité, dans le cas de distribution exponentielle :

Pθ(x) = P [θ ≤ x] = 1− e−λx.

La fonction Pθ(x) décrit la probabilité pour que le franchissement ait lieu avant x, c’est à

dire pour que la durée de sensibilisation soit inférieure ou égale à x.

On en déduit que la valeur moyenne de la durée de sensibilisation est :

θ =

∫ ∞
0

(1− Pθ(x))dx =

∫ ∞
0

e−λxdx =
1

λ
;
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λ est appelé taux de franchissement de la transition.

La propriété d’absence de mémoire des distributions exponentielles des délais de fran-

chissement a permis à Molloy [77] de montrer que les réseaux de Petri stochastiques sont

isomorphes aux processus de Markov à temps continu et à espace d’états discret. En par-

ticulier, un réseau de Petri stochastique k-borné est isomorphe à un processus de Markov

à espace d’états fini. Les techniques des processus markoviens sont alors exploitées pour

calculer les mesures de performances.

Les avantages des réseaux de Petri stochastiques sont nombreux : ils sont très flexibles,

leur puissance de modélisation est équivalente à celle des processus de Markov, ils ont une

représentation graphique naturelle.

La vérification des propriétés structurelles des RdP permet la validation des modèles

associés. Même si la construction des modèles de RdPS pour des systèmes réels sont pri-

mitives i.e. qu’elle nécessite beaucoup de travail et la représentation graphique est, par

conséquent, complexe. Cependant, une fois les modèles construits, les possibilités d’ana-

lyse qu’ils offrent couvrent le coût de ces complexités [17].

Définition 1.19. Un réseau de Petri stochastique est le couple (R,Λ) avec :

• R est le réseau de Petri (P, T, Pré, Post,M0),

• Λ est une fonction qui à chaque transition t associe un taux de franchissement λt = Λ(t).

Avec les RdPS, on pourra par exemple, calculer le temps de bon fonctionnement entre

deux défaillances, le temps de réparation ou dans certains cas la durée opérationnelle d’une

machine, les taux de production, l’évolution des stocks, etc. La modélisation des systèmes

nécessite parfois de prendre en compte des transitions non stochastiques (immédiates).

Dans ce but une extension des réseaux de Petri stochastiques a été proposée elle porte le

nom de ” Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés RdPSG” [3].

L’approche que nous proposons pour l’évaluation des performances des files d’attente

avec priorité est basée sur ces réseaux de Petri stochastiques. Notre choix s’est porté sur

les RdPSG pour l’évaluation des performances des systèmes avec priorité et source(s)

finie(s). Ce choix est dicté pour les avantages des RdPSG à savoir [9] :

– leur puissance de modélisation et en particulier leur aptitude à prendre en compte

les différents types de dépendances qui caractérisent le comportement d’un système :

la concurrence, le parallélisme et la synchronisation,

– leur puissance d’analyse des propriétés du système et de validation du modèle établi,

– leur aptitude à évaluer des mesures du comportement du système en particulier des

indices de performances.
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Suite à ces avantages les RdPSG ont été explicités pour l’analyse des performances des

systèmes de files d’attente compliqués. Citons à titre d’exemple les travaux de N. Gharbi

[36, 37, 38, 39, 40, 41]. Dans sa thèse de doctorat [36], elle s’est intéressée à l’évaluation de

performances et de la fiabilité de systèmes d’attente avec rappels exponentiels. Dans ses

autres travaux, elle a proposé des modélisations via les RdPSG pour des systèmes à un

seul serveur, multi-serveurs, avec pannes, avec vacances. Ces modélisations lui ont permis

d’obtenir une analyse quantitative des performances de ces systèmes.

Les RdPSG sont présentés en détail dans les références suivantes le lecteur peut se

référer aux ouvrages suivants [2, 3, 5, 11, 26, 66, 67, 68, 69, 71, 76, 77, 81]. Dans la section

suivante, on va se limiter à présenter les principales propriétés de ce formalisme RdPSG

et à introduire quelques définitions qui nous seront utiles par la suite.

1.5 Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés

Les réseaux de Petri stochastiques généralisés sont une extension des réseaux de Petri

stochastiques autorisant deux classes de transitions :

• Des transitions instantanées à temporisation nulle (transition immédiate) qui sont fran-

chies immédiatement dès qu’elles sont sensibilisées.

• Des transitions temporisées à qui correspondent des variables aléatoires déterminant la

durée de franchissement.

Les taux de transition peuvent dépendre du marquage. S’il existe plusieurs transi-

tions franchissables, les transitions instantanées sont franchies avant les autres (car elles

sont prioritaires par rapport aux transitions temporisées) .i.e. elles sont franchissables

immédiatement à partir du moment où elles sont sensibilisées. Quand il existe plu-

sieurs transitions instantanées franchissables, il faut donner la distribution de probabilité

régissant le choix de la transition à franchir. Les transitions instantanées représentent

des activités du système qui s’achèvent en un temps négligeable par rapport aux durées

précédentes. Les états qui ne sont pas associées à une transition instantanée sont appelés

des états tangibles (qui sensibilisent seulement les transitions temporisées). Sinon, si au

moins une transition immédiate est sensibilisée on parle d’un état évanescent, donc un

réseau de Petri stochastique généralisé présente deux types d’états :

• Les états tangibles, pour lesquels l’ensemble des transitions sensibilisées sont des tran-

sitions temporisées.
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• Les états évanescents, pour lesquels au moins une transition sensibilisée est une transi-

tion immédiate.

Remarque 1.3. Dans la représentation graphique d’un RdPSG, les transitions

immédiates sont représentées par des traits et les transitions temporisées par des rec-

tangles.

Fig. 1.10 – Représentation des transitions immédiates et temporisées

La définition formelle d’un RdPSG est donnée par la définition suivante :

Définition 1.20. Un réseau de Petri stochastique généralisé est un huit-uplet

(P, T, Pré, post, Inh, pri,W,M0) [7] où :

• P est l’ensemble des places ;

• T est l’ensemble des transitions temporisées et des transitions immédiates ;

• Pré, Post, Inh : P ×T −→ N sont les fonctions d’incidence avant, d’incidence arrière

et d’inhibition respectivement ;

• pri : T −→ {0, 1} est la fonction de priorité qui associe à chaque transition temporisée

la valeur 0 et à chaque transition immédiate la valeur 1 ;

• W : T −→ R+ est une fonction qui associe à chaque transition temporisée un taux de

franchissement ;

• M0 : P −→ N est le marquage initial du réseau.

Remarque 1.4. On peut utiliser des poids pour le calcul des probabilités de franchis-

sement des transitions immédiates et éventuellement pour la résolution probabiliste des

conflits entre plusieurs transitions immédiates sensibilisées [68].

Remarque 1.5. De ce formalisme RdPSG une question légitime se pose : L’introduction

des transitions immédiates remet-elle en cause le caractère markovien homogène du pro-

cessus de marquage ?
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Ajmone et al ont montré que s’il n’existe pas de suite infini d’états évanescents successive-

ment atteignables alors le processus de marquage après élimination des états évanescents

reste un processus de Markov homogène [2].

1.6 Conclusion

Le formalisme des RdP, adapté à la prise en compte des problèmes de concurrence, de

synchronisme et de parallélisme, constitue un excellent outil de spécification fonctionnelle

d’un problème et de mise en évidence des contraintes. Les propriétés mathématiques qui

découlent de l’analyse des RdP permettent une étude comportementale et structurelle

essentielle à la validation d’une spécification.

Dans ce chapitre, nous avons introduit le modèle de base des RdP. Nous nous sommes

intéressés principalement aux aspects dynamiques et à l’étude comportementale de ces

derniers. Par ailleurs, nous avons exposé les différentes extensions apportées à ces RdP

de base. L’un de ces formalismes qui est RdPSG sera exploité dans les chapitres suivants

pour l’analyse des systèmes prioritaires.

26



2
Systèmes de files d’attente

2.1 Introduction

La théorie des files d’attente définie les lois mathématiques qui régissent un système

de files d’attente en vue de dégager des paramètres qui le caractérisent, tels que le temps

moyen d’attente, le nombre moyen de clients dans la file, le nombre moyen de clients dans

le système, etc.

Les exemples de phénomènes d’attente dans les sociétés dites modernes sont nombreux.

Cela va des phénomènes les plus visibles, par exemple dans le domaine des transports

(terrestre, aérien, ...) ou des services (banque, poste, ...) aux phénomènes d’attente plus

discrets que l’on retrouve dans certains systèmes tels que les réseaux téléphoniques, les

systèmes informatiques, ou les réseaux de télécommunication. Le formalisme des files d’at-

tente et les résultats associés ont été introduits, puis ont été développés comme une dis-

cipline très pratique dont l’objectif était de construire des modèles permettant de prédire

le comportement des systèmes fournissant un service à des demandes aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques notions générales de la théorie des files

d’attente. Un intérêt particulier sera accordé aux systèmes prioritaires, qui sont l’objet

27
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de notre travail.

2.2 Représentation d’un système d’attente

Tous les exemples de phénomènes d’attente ont des caractéristiques communes que

l’on peut résumer ainsi : Des entités ou des ressources parviennent suivant un processus,

souvent aléatoire, acquérir un service auprès d’une autre entité dite serveur.

Une file commencera à se manifester dès que le taux des arrivées excède le taux de service.

Cette file d’attente peut ne pas se manifester de façon personnifiée. On peut parler d’une

file de machines dans un atelier qui attendent la réparation, ou d’une file de bateaux qui

attendent le déchargement devant un quai, etc.

Remarquons que le processus ainsi décrit est un processus stochastique, car on ne peut

connâıtre à l’avance ni le temps d’arrivée d’un client, ni sa durée de service qu’il deman-

dera.

Les paramètres suivants permettent de décrire un système de files d’attente dont le

Fig. 2.1 – Système de files d’attente à n serveurs

schéma général est illustré dans la figure 2.1 :

• Le processus des arrivées des clients : L’arrivée des clients à un système de files

d’attente peut être décrit par un ensemble de variables aléatoires qui forme un pro-

cessus dit processus des arrivées. Souvent, on suppose que les temps entre deux

arrivées successives sont indépendants et de même loi. Dans beaucoup de situa-

tions pratiques, ce flux des arrivées est poissonnien. Bien sûr les arrivées des clients

peuvent être individuelles ou groupés [46].
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• Source : C’est la population d’où provient les clients. Elle peut être finie ou infinie

suivant le système étudié.

• Le processus de service : De la même manière que dans le cas des arrivées, les ser-

vices se décrivent par un processus aléatoire.

• Capacité du système : Elle représente le nombre maximal de clients que le système

peut accueillir dans sa file d’attente et dans ses serveurs.

• Nombre de serveurs : Un système de files d’attente peut être constitué d’un seul

serveur ou de plusieurs serveurs en parallèle et dans ce dernier cas il est dit multi-

serveurs.

• Discipline de service : Elle spécifie la manière avec laquelle le serveur sélectionne le

prochain client à servir. Les principales disciplines de service utilisées sont :

FIFO (First In First Out) : Le premier arrivé sera le premier servi.

LIFO (Last In First Out) : Le dernier arrivé sera le premier servi.

FIRO (First In Random Out) : Les clients sont servis de manière aléatoire.
...

La discipline de service usuelle est FIFO.

Ainsi, pour décrire un système de files d’attente, il suffit de donner ses paramètres par la

notation dite de Kendall suivante :

A/B/m/K/N/D

où :

A : le processus des arrivées ;

B : le processus des services ;

m : le nombre de serveurs ;

K : la capacité du système ;

N : la taille de la source ;

D : la discipline de service.

Pour décrire les lois des processus A et B, des symboles tels ceux donnés ci dessous, sont

utilisés :
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M : loi markovienne (lois sans mémoire);

Ek : loi d’Erlang;

Hk : loi hyper exponentielle à k étapes;

D : loi déterministe;

G : loi générale;

GI : loi générale indépendante;
...

2.3 Formule de Little

Soit λ le taux des arrivées, W le temps moyen d’attente et L le nombre moyen de

clients présents dans le système. Alors, si λ, W et L existent, ils sont reliés l’un à l’autre

par l’équation :

L = λW. (2.1)

Cette formule est l’un des résultats les plus généraux et utiles dans la théorie des files

d’attente [65].

2.4 Mesures de Performance

Précédemment, on a donné les principaux paramètres qui permettent de décrire un

système de files d’attente. Dans ce qui suit, on donnera les principales caractéristiques que

l’on cherche à dégager d’une analyse de ce système. En effet, parmi ces caractéristiques,

on trouve :

• Ls : Nombre moyen de clients dans le système.

• Lf : Nombre moyen de clients dans la file.

• Wf : Durée moyenne d’attente d’un client dans la file.

• Ws : Durée moyenne de séjour d’un client dans le système.
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Les valeurs de Ls et Lf peuvent être obtenues, en fonction de celles de Ws et Wf ,

respectivement, en utilisant la formule de Little :

Ls = λWs;

Lf = λWf ;

où λ est le taux des arrivées.

2.5 Processus stochastiques

Pour étudier un phénomène d’attente on le rapporte généralement à un système décrit

par un processus stochastique. Un processus stochastique est un système dynamique dont

l’état évolue au cours du temps de manière aléatoire.

Définition 2.1. : On appelle processus stochastique, une famille de variables aléatoires

{Xt, t∈ T} où t est un paramètre parcourant l’ensemble T .

En pratique, T est soit l’ensemble R des réels, soit l’ensemble R+ des réels positifs, soit

l’ensemble N des entiers naturels. Si l’ensemble T est dénombrable, le processus est dit

discret et les Xt forment une suite stochastique. Sinon, le processus est dit continu (per-

manent).

On appelle espace des états l’ensemble E où les variables Xt prennent leurs valeurs. E

peut être discret, dans ce cas on parle de châıne, ou continu et on parle de processus [21].

2.5.1 Propriété : sans mémoire

X est une variable aléatoire sans mémoire si :

P (X < t+ t0/t > t0) = P (X < t).

La loi exponentielle de paramètre λ est la seule loi continue sans mémoire.

2.5.2 Processus Markovien

Un processus {Xt}t≥0, à espace d’état E, est un processus de Markov si l’équation :

P (Xt ≤ x/Xt1 = y1, Xt2 = y2, ..., Xtn = yn) = P (Xt ≤ x/Xtn = yn) t > 0,
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est vérifiée pour tout t1 < t2 < ... < tn < t;n ∈ N. Ce qui signifie, que connais-

sant le présent du processus, son futur dépend seulement de l’instant présent, i.e. il est

indépendant de son passé. Cette propriété est connue sous le nom de Propriété de Markov

ou propriété sans mémoire. E est l’ensemble des valeurs possibles du processus X(t).

2.5.3 Processus de Poisson

Parmi les processus stochastiques à temps continu, le processus de Poison occupe

une place privilégiée. Il est utilisé, avant tout, pour décrire la réalisation dans le temps

d’événements aléatoires de types donnés tels que les arrivées des clients vers un système

de files d’attente. Le processus de poisson est un cas particulier du processus de naissance

et de mort, satisfaisant les hypothèses suivantes :

1. Le processus est strictement stationnaire ;

2. Le processus est homogène dans le temps ;

3. Il arrive au plus un événement à la fois.

La probabilité d’observer k occurrences consécutives d’un événement dans un intervalle

de longueur t est :

Pk(t) =
(λt)k

k!
e−λt

2.5.4 Processus de Naissance et de Mort

Soit un processus stochastique
{
Xt

}
t≥0

à espace d’état discret n ∈ N et homogène

dans le temps, c’est-à-dire que :

P
(
Xt+s = j/Xs = i

)
= pij,

ne dépend pas de s. Alors {Xt, t ≥ 0} est un processus de naissance et de mort s’il satisfait

les postulats suivants [89] :

1. Pi,i+1(∆t) = λi∆t+ θ(∆t), (i ≥ 0) ;

2. Pi,i−1(∆t) = µi∆t+ θ(∆t), (i ≥ 1);

3. Pi,i(∆t) = 1−
[
λi + µi + θ(∆t)

]
, (i ≥ 0).

Un processus de naissance et de mort est un processus markovien pour lequel à partir d’un

état i, deux transitions seulement sont possibles : le passage à l’état (i+1) “naissance”

avec un taux λi ou à l’état (i-1) “mort” avec un taux µi. Le processus peut aussi rester

dans le même état i.
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2.5.5 Châınes de Markov

A. A. Markov fut membre de l’école mathématique de Saint-Pétersbourg fondée par

Tchebychev [94]. Leurs travaux sur la théorie des probabilités font preuve d’une rigueur

mathématique peu commune dans le domaine à leur époque (entre 1880 et 1922). Les

travaux de recherche de A. A. Markov l’on amené indirectement à concevoir les châınes

de Markov finies.

Ces châınes ont fait leur première apparition dans un article publié en 1906. Kolmogorov

a généralisé ce concept en introduisant, en 1931, les châınes de Markov à temps continu

et en 1936 les châınes de Markov avec un nombre infini d’états.

En 1950, Feller fut le premier à unifier l’ensemble de ces travaux et les a rendus très

populaires pour modéliser toutes sortes de phénomènes naturels.

Définition 2.2. Une suite {Xt , t= 0, 1, 2, ...} est dite possédant une propriété Marko-

vienne ou simplement c’est une châıne de Markov, si pour chaque instant t, on a [21] :

P [Xt+1 = j/X0 = a,X1 = b, ..., Xt = i] = P
[
Xt+1 = j/Xt = i

]
, t > 0.

Cette propriété signifie qu’étant donné l’ensemble des états passés et présents du

système, la probabilité d’un état future quelconque de ce système est indépendante de

son état passé et dépend seulement de son état actuel. Une châıne de Markov homogène

est définie par sa matrice de transition P = [pij]ij où :

pij = P
[
Xt+1 = j/Xt = i

]
,∀t ∈ T.

Les pij constituent une matrice carrée d’ordre n, avec n le nombre d’états. Les éléments

pij vérifient la propriété de normalisation :

n∑
j=1

pij = 1, ∀i = 1, n.

Analyse des CMTD

Pour analyser les CMTD, il faut introduire quelques définitions et propriétés dont les

détails peuvent être consultés dans [21] :

Définition 2.3. (Ensemble fermé d’états)

Un ensemble C d’états est fermé si :

∀i ∈ C et ∀j ∈ C, pij = 0.
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Proposition 2.1.

∀n > 0, ∀i ∈ C, on a :
∑
j∈C

pnij = 1.

I.e. au bout de n transitions, on est toujours dans C.

Définition 2.4. (Châıne irréductible)

Une châıne est irréductible si elle ne contient aucun sous-ensemble fermé autre que celui

de tous ses états.

Définition 2.5. (Périodicité)

Un état Ei est dit périodique de période d(i) si :

d(i) = pgcd{n/pnii > 0} > 1.

Si d(i) = 1, Ei est dit apériodique.

Proposition 2.2. Une châıne de Markov finie, apériodique et irréductible est ergodique.

Définition 2.6. Stationnarité

Une châıne de Markov admet une distribution stationnaire π si elle est ergodique. Le

vecteur π est solution du système d’équations linéaires suivant :{
π = π.P ;∑

i∈E πi = 1.

Définition 2.7. Châıne de Markov à temps continu (CMTC)

Un processus stochastique
{
X(t), t ≥ 0

}
est dit châıne de Markov à temps continu, s’il

vérifie les trois conditions suivantes :

• l’espace d’états S est dénombrable ;

• le temps d’observation est de nature continue ;

• le processus vérifie la propriété de Markov :

P
[
X(tn) = j/X(tn−1) = in−1, . . . , X(t0) = i0

]
= P

[
X(tn) = j/X(tn−1) = in−1

]
,

∀t0 < t1 < ... < tn, n ∈ N

Une châıne de Markov homogène à temps continu est définie par ses probabilités de

transition :

pij =P [X(s+ t) = j/X(s) = i] ∀ s ≥ 0.
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C’est à dire que les probabilités P [X(tn) = j/X(tn − 1) = i] ne dépendent pas des

instants d’observations tn et tn−1, mais uniquement de la durée tn − tn−1 qui sépare les

deux observations.

Proposition 2.3. Dans une châıne de Markov ergodique, le vecteur π des probabilités

stationnaires existe et est l’unique solution du système matriciel suivant :{
π.Q = 0;∑

i∈E πi = 1;

où E est l’espace d’états de cette châıne et Q est son générateur infinitésimal.

2.6 Modélisation des Systèmes de Files d’Attente

L’étude mathématique d’un système d’attente se fait le plus souvent par l’introduc-

tion d’un processus stochastique qui le décrit de façon appropriée. Le processus souvent

considéré est le processus donnant le nombre de clients dans le système à l’instant t,

“{X(t)}t≥0”. En fonction de ce processus descriptif, on cherche à calculer :

� Le régime transitoire du processus stochastique, défini par les probabilités d’état :

pn = P
[
X(t) = n

]
.

Les fonctions pn(t) dépendent de l’état initial ou de la distribution initiale du processus.

� Le régime stationnaire du processus stochastique, défini par :

pn = lim
t−→∞

pn = P
[
X = n

]
,∀n ∈ N.

2.6.1 Modèles de files d’attente Markoviens

Les Modèles Markoviens de files d’attente sont des systèmes où les deux quantités

stochastiques principales “les temps des inter-arrivée” et “la durée de service” sont

des variables aléatoires indépendantes, exponentiellement distribuées. La propriété sans

mémoire de la loi exponentielle facilite l’analyse de ces modèles.

35
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2.6.2 Modèle de files d’attente non Markovien

En s’écartant de l’hypothèse d’exponentialité de l’une ou des deux quantités stochas-

tiques “les temps des inter-arrivées” et “les durées de service” ou bien en introduisant

des paramètres supplémentaires spécifiques au modèle tels que : la priorité, les rappels,

les blocages, ... , on n’aura plus de processus Markovien. Ce qui rend l’analyse du modèle

très délicate, voire impossible.

2.7 Quelques systèmes d’attente classiques

2.7.1 Système M/M/1

Ce système est composé d’une file de capacité infinie et d’un unique serveur. La disci-

pline de service de la file est FIFO et le processus des arrivées est poissonnien de taux λ,

de même la durée de service d’un client est une variable aléatoire exponentielle de taux

µ.

L’état de ce système est complètement décrit par le processus {n(t)}t≥0 qui donne le

nombre de clients dans le système à l’instant t. {n(t)}t≥0 est un processus stochastique à

espace d’état discret et à temps continu. Puisque la file est à capacité illimitée, l’espace

d’état E est infini : E = N. Lorsqu’à un instant donné t il y a n(t) > 0 clients dans le

système deux évènements peuvent se produire : l’arrivée d’un nouveau client ou le départ

d’un client ayant terminé son service.

A l’état stationnaire, on obtient les probabilités suivantes :

pn = p0(
λ

µ
)n = (1− λ

µ
)(
λ

µ
)n, n = 0, 1, 2, ...

Avec p0 = 1− λ
µ .

2.7.2 Système M/M/1/K

Considérons un système à serveur simple à la file M/M/1 excepté que la capacité

de la file d’attente est finie. On a donc toujours les hypothèses suivantes : le processus

d’arrivées des clients dans la file est un processus de Poisson de taux λ et le temps de

service d’un client est une variable aléatoire exponentielle de taux µ. Soit K la capacité

de la file d’attente : c’est le nombre maximal de clients qui peuvent être présents dans

le système, soit en attente, soit en service. Quand un client arrive alors qu’il y a déjà K
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clients présents dans le système, il est perdu, dans ce cas le système est dit système avec

refus [4] ou bien le système se bloque.

Soit la description d’état suivante : {n(t)}t≥0 le nombre de clients dans le système à

l’instant t. L’espace d’état E est fini : E = {0, 1, ..., K}.
Les hypothèses données correspondent au formalisme suivant :

λk =

{
λ, si k<K;

0, si k ≥ K;

µk = µ, si k=1,...,K

Ainsi, la distribution stationnaire du système est donnée par :

pk=

{
0, si k>K;

ρkp0, si k≤K; ρ = λ
µ
;

p0 =
[
1 +

K∑
k=1

ρk
]−1

=
1− ρ

1− ρK+1
.

2.7.3 Système M/M/c

On considère un système identique à la file M/M/1 excepté qu’il comporte c serveurs.

On conserve les hypothèses : processus d’arrivée des clients poissonien de taux λ et les

temps de service sont exponentiels de taux µi, i = 1, c.

La description d’état la plus simple à considérer est {n(t)}t≥0 le nombre de clients dans

le système à l’instant t. Si à un instant donné, n(t) est inférieur ou égal à c, cela signifie

que tous les clients sont en service. Si n(t) est supérieur à c, alors c clients sont en

service et les (n(t) − c) restant sont dans la file d’attente. L’espace d’états E est infini :

E={0, 1, ...}.
Lorsque le processus est dans un état n < c, tous les clients sont en service et sont donc

susceptibles de quitter la file au bout d’un “temps exponentiel” de taux µk avec :

µk ≡ µ min(k, c) ;

La distribution stationnaire du système M/M/c est alors donnée par :

pk =


(λ/µ)k

k!
p0, si k≤ c;

(λ/µ)k

c!ck−c
p0 si k≥ c;
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où :

p0 =
[ c∑
k=0

(λ/µ)k

k!
+

(λ/µ)c+1

c!(c− λ/µ)

]−1
.

2.7.4 Système M/M/∞

On considère un système composé d’un nombre illimité de serveurs indépendants les

uns des autres. Dès qu’un client arrive, il rentre instantanément en service. Cette file

particulière ne comporte donc pas de file d’attente. Le processus d’arrivée des clients est

poissonien de taux λ et les temps des services sont exponentiels de taux µi, i = 1,∞.

Ce système est complètement décrit par la châıne de Markov à temps continue.

Pour ce système, on a :

λk = λ, (k ≥ 0) ;

µk = kµ, (k ≥ 1) ;

La distribution stationnaire de ce système d’attente est donnée par :

pn = (
λ

µ
)n
e−λ/µ

n!
.

2.8 Systèmes avec priorités

Il existe des situations concrètes où l’on peut faire une distinction entre différentes

classes des clients, où on est amené à imposer des priorités d’utilisation de service. Dans

ce cas, on associe à chaque classe un indice de priorité i, (1 ≤ i ≤ k) caractérisant

son importance. En effet, la discipline, accordée à la manière avec laquelle le serveur

sélectionne le client à servir et comment le servir, est dite discipline prioritaire de service.

On a deux catégories principales de disciplines prioritaires :

– Exogène : elle ne doit dépendre que de la nature de la classe de priorité à laquelle

le client appartient.

– Endogène : la décision sera basée globalement ou partiellement sur d’autres

considérations relatives à l’état du système, par exemple la nature de la classe du

client dernièrement servi ou du temps d’attente des clients présents dans le système.

Peu de résultats sont connus sur la discipline prioritaire endogène. Avec la discipline

exogène, la décision à prendre pour choisir le prochain client à servir dépend de la classe
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prioritaire associée à ce client, i.e. un client de la ième classe est toujours sélectionné pour

être servi avant un autre client de priorité inférieure. Cependant, si un client de classe

j est en service lors de l’arrivée d’un client de classe i, plus prioritaire, alors différentes

alternatives peuvent se présenter suivant les disciplines suivantes :

1- Priorité absolue : Le service du client de la j ème classe est immédiatement inter-

rompu.

2- Priorité relative : Le service du client de la j ème classe continu sans être inter-

rompu.

3- Priorité libre : Le serveur peut choisir librement d’utiliser la priorité relative ou

la priorité absolue suivant le temps écoulé de la durée de service du client de classe

j.

La priorité absolue peut aussi se diviser en deux catégories :

• Priorité absolue conservatrice : Le client interrompu reprend son service à partir

du moment où il est interrompu, i.e. il conserve le bénéfice de la proportion du service

effectuée avant qu’il soit interrompu.

• Priorité absolue non conservatrice : Le client interrompu doit refaire tout son

service comme si c’est sa première arrivée au service, i.e. il ne conserve rien de la

partie de service qu’il a effectuée juste avant son interruption.

Une autre classification importante des systèmes avec priorité relative à source(s)

finie(s) sera exposée par la suite.

2.8.1 Priorité relative

La priorité relative a été introduite par Cobham [24], puis elle a été étudiée par plu-

sieurs chercheurs, Jaiswal [54], Holloy [48], Dressin et Reich [30], L. Bouallouche et D.

Aı̈ssani [16], K. Thiruvengadam [96]. Dans ce qui suit, nous présentons quelques systèmes

avec priorité relative.
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2.8.2 Système MR/GR/1 avec priorité relative

Ce système représente une file d’attente avec priorité relative à R classes de clients. La

classe 1 a la haute priorité et R a la faible priorité. Les clients arrivent indépendamment

les uns des autres suivant un flux poissonnien de taux λi où i = 1, R. Le taux d’arrivée

total est donné par (λ = λ1 + λ2 + ... + λR). Le service se fait selon une loi générale, de

fonction de répartition Bk(.), et de moyenne 1
µk

pour les clients de la classe k.

Soit ρk =
λk
µk

est la condition d’ergodicité géométrique, elle est donnée par ρ1+ρ2+...+ρk <

1. Le temps d’attente Wk du dernier client arrivé Ck de classe k, avant qu’il entre en service

pour la première fois, est donné comme suit [98] :

Wk = W0 +W1,k +W2,k, k = 1, ..., R; (2.2)

où :

· W0 est le temps résiduel du client en cours de service ;

· W1,k est le temps de service de tous les clients qui sont déjà présents, à l’arrivée du

client Ck et qui ont une priorité égale ou supérieure à celle de Ck ;

· W2,k est le temps de service de tous les clients qui sont arrivés pendant le temps

d’attente du client Ck et qui ont une priorité supérieure à celle de Ck.

• Le temps moyen résiduel du client en cours de service :

Le temps moyen résiduel du client en cours de service est donné par :

E[W0] =
R∑
i=1

λiE[B2
i ]

2
. (2.3)

On remarque que, le temps résiduel moyen de service d’un client dépend des

moments d’ordre deux des distributions des temps de service.

• Le temps moyen de service des clients de classes prioritaires Ci, présents

dans le système, avant l’arrivée du client Ck avec k ≥ i

Supposons maintenant qu’un client Ck de classe k arrive, et soit Ni,k le nombre de

clients de classe i qui sont déjà présents dans la file et qui sont servis avant Ck. On

a donc :
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E[W1,k] =
k∑
i=1

E[Ni,k].E[Bi], (2.4)

Grâce à la formule de Little on obtient :

E[Ni,k] = λiE[Wi], (2.5)

où Wi est le temps d’attente dans la file pour les clients de classe i, donc :

E[W1,k] =
k∑
i=1

E[Ni,k].E[Bi],

=
k∑
i=1

λiE[Wi].E[Bi],

=
k∑
i=1

ρiE[Wi], k = 1, ..., R. (2.6)

• Le temps moyen de service de tous les clients de classe Ci qui sont

arrivés pendant le temps d’attente du client Ck, avec k ≥ i.

Soit Mi,k le nombre de clients de classe i, avec k ≥ i arrivant durant le temps

d’attente Wk du client Ck. En utilisant la formule de Little, on exprime E[Mi,k]

par :

E[Mi,k] = λiE[Wk]. (2.7)

Donc on aura :

E[W2,k] =
k−1∑
i=1

E[Mi,k]E[Bi], (2.8)

=
k−1∑
i=1

λiE[Wk]E[Bi], (2.9)

= E[Wk]
k−1∑
i=1

ρi, k = 1, ..., R. (2.10)
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• Le temps moyen d’attente d’un client de classe k

En incluant les trois résultats trouvés dans (2.3), (2.6) et (2.10) dans l’expression

de base de E[Wk] on obtiendra :

E[Wk] = E[W0] + E[W1,k] + E[W2,k]

= E[W0] +
k−1∑
i=1

ρiE[Wi] + E[Wk]
k∑
i=1

ρi. (2.11)

De cette dernière équation, on trouve :

E[Wk] =
1

1−
∑k

i=1 ρi

(
E[W0] +

k−1∑
i=1

ρiE[Wi]

)
. (2.12)

Pour k = 1, ..., R, on obtient un système d’équations linéaires, qu’on peut résoudre

d’une manière récursive. On note :

σk =
k∑
i=1

ρi. (2.13)

Ainsi pour k = 1, on aura :

E[W1] =
E[W0]

1− σ1

. (2.14)

Pour k = 2 on obtient :

E[W2] =
1

1− σ2

(
E[W0] + ρ1

E[W0]

1− σ1

)
,

=
E[W0]

1− σ2

(
1− ρ1 + ρ1

1− σ1

)
,

=
E[W0]

(1− σ1)(1− σ2)
. (2.15)

Il est facile à présent de prouver d’une manière récursive que pour k < R :

E[Wk] =
E[W0]

(1− σk)(1− σk−1)
,

=

∑R
i=1 λiE[B2

i ]

2(1−
∑k

i=1 ρi)(1−
∑k−1

i=1 ρi)
, k = 1, R. (2.16)

• Le temps moyen de séjour d’un client de classe k dans le système :

E[Sk] = E[Wk]+E[Bk] =

∑R
i=1 λiE[B2

i ]

2(1−
∑k

i=1 ρi)(1−
∑k−1

i=1 ρi)
+E[Bk], k = 1, R. (2.17)
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Enfin, à l’aide de la formule de Little, on peut obtenir :

a) Nombre moyen de clients de classe k dans la file :

Qk = λkE[Wk] = λk

( ∑R
i=1 λiE[B2

i ]

2(1−
∑k

i=1 ρi)(1−
∑k−1

i=1 ρi)

)
, 1, R. (2.18)

b) Nombre moyen de clients de classe k dans le système

Lk = λkE[Sk] = λk

( ∑R
i=1 λiE[B2

i ]

2(1−
∑k

i=1 ρi)(1−
∑k−1

i=1 ρi)

)
+ ρk, k = 1, R. (2.19)

2.8.3 Système M2/G2/1 avec priorité relative

Ce système est un cas particulier des systèmes MR/GR/1 décrit précédemment. En

effet, dans ce système, deux classes de clients de priorité relative y circulent. Ces classes

arrivent selon un processus de poisson de paramètres λ1 et λ2. La distribution de service

est générale de fonction de répartition βi, i = 1, 2 et de moyenne 1
µ1

et 1
µ2

.

L’adaptation des formules (2,11)et (2,18) à ce système à deux classes de priorités, nous

permet d’avoir :

Le temps moyen d’attente d’un client prioritaire dans la file :

E[W1] =
(λ1E[B2

1 ] + λ2E[B2
2 ])

2(1− ρ1)
. (2.20)

Le temps moyen d’attente d’un client non prioritaire dans la file :

E[W2] =
(λ1E[B2

1 ] + λ2E[B2
2 ])

2(1− ρ1 − ρ2)(1− ρ1)
. (2.21)

Le temps moyen de séjour d’un client prioritaire dans le système :

E[S1] =
(λ1E[B2

1 ] + λ2E[B2
2 ])

2(1− ρ1)
+ E[B1]. (2.22)
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Le temps moyen de séjour d’un client non prioritaire dans le système :

E[S2] =
(λ1E[B2

1 ] + λ2E[B2
2 ])

2(1− ρ1 − ρ2)(1− ρ1)
+ E[B2]. (2.23)

2.8.4 Système M2/M2/1 avec priorité relative

En considérant les durées de service des clients prioritaires et non prioritaires dans le

système M2/G2/1, décrit dans la section précédente, de distribution exponentielle, alors

les deux types de clients arrivent suivant un processus poissonnien de taux λi, où i = 1, 2

qui correspond à chaque classe. Le service se fait suivant la loi exponentielle de taux µi

pour i = 1, 2. les états de la châıne de Markov associés à ce système dépendent de n1, n2,

r où :

n1= Le nombre de clients de classe 1 dans le système à l’instant t.

n2= Le nombre de clients de classe 2 dans le système à l’instant t.

r =

{
1 si le client en service est de classe 1,

2 si le client en service est de classe 2.

La condition d’ergodicité géométrique est donnée par ρ = λ/µ < 1, avec λ = λ1 + λ2

et µ = µ1 + µ2. Si nous limitons la file à trois M2/M2/1/3, ses probabilités de transition

Pn,m,r sont donnée par le système d’équation suivant :

P0,0(λ1 + λ2) = P0,1,2µ2 + P1,0,1µ1,

P0,1,2(λ2 + µ2 + λ1) = P0,0λ2 + P0,2,2µ2 + P1,1,1µ1,

P1,0,1(λ1 + λ2 + µ1) = P0,0λ1 + P2,0,1µ1 + P1,1,2µ2,

P1,1,2(λ1 + λ2 + µ2) = P1,2,2µ2 + P2,1,1µ1 + P0,1,2λ1,

P0,2,2(λ1 + λ2 + µ2) = P0,1,2λ2 + P1,2,1µ1 + P0,3,2µ2,

P2,0,1(λ1 + λ2 + µ1) = P1,0,1λ1 + P2,1,2µ2 + P3,0,1µ1.

Ces probabilités de transition sont illustrées dans la figure suivante :
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Chapitre 2 Systèmes de files d’attente

Fig. 2.2 – Les probabilités de transition de M2/M2/1/3 avec priorité relative

Nous remarquons que la description de la châıne de Markov associée à M2/M2/1/3

est compliquée malgré qu’on a que trois clients seulement. Si nous généralisons pour le

système M2/M2/1/∞, Pn,m,r sera donnée par le système d’équation suivant :

0 = −(λ1 + λ2)P0,0 + µ1P1,0,1 + µ2P0,1,2,

0 = −(λ1 + λ2 + µ1)P1,0,1 + λ1P0,0 + µ1P2,0,1 + µ2P1,1,2,

0 = −(λ1 + λ2 + µ1)P0,1,2 + λ2P0,0 + µ1P1,1,1 + µ2P0,2,2),

0 = −(λ1 + λ2 + µ1)Pm,0,1 + λ1Pm−1,0,1 + µ1Pm+1,0,1 + µ2Pm,1,2,

0 = −(λ1 + λ2 + µ2)P0,n,2 + λ2P0,n−1,2 + µ1P1,n,1 + µ2P0,n+1,2 (2.24)

0 = −(λ1 + λ2 + µ2)P1,n,1 + λ2P1,n−1,1 + µ1P2,n,1 + µ2P1,n+1,2,

0 = −(λ1 + λ2 + µ1)Pm,n,1 + λ1Pm−1,n,1 + λ2Pm,n−1,1 + µ1Pm+1,n,1 + µ2Pm,n+1,2; m > 1, n > 0,

0 = −(λ+ µ)Pm,n,2 + λ1Pm,n−1,2; m > 0, n > 1.

On constate que dans ce cas, le nombre d’états est très grand. Ceci compliquera l’obten-

tion de la solution de ces équations de balance. Pour obtenir les distributions stationnaires

Pn(t) avec :

Pn =
n−1∑
m=0

(Pn−m,m,1 + Pn,n−m,2) = (1− ρ)ρn (n > 0);

nous allons faire appel aux fonctions génératrices voir [45, 46, 98].

Nous allons introduire dans ce qui suit, une autre classification importante pour les

systèmes d’attente prioritaires et qui dépend de la capacité des sources d’où émanent

les clients.
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2.9 Systèmes de files d’attente prioritaires marko-

viens avec sources finies

On avait souligné qu’une classification des systèmes prioritaires par rapport aux

source(s) finie(s) est importante à considérer. Ainsi, si dans un S.F.A. avec priorités

toutes les sources sont infinies, on parlera de S.F.A. avec priorité et source infinie.

Cependant, si une ou plusieurs sources sont finies, on parlera de S.F.A. avec priorité et

sources finies. Ce dernier modèle peut à son tour être classifié en deux catégories :

(a) Un S.F.A. avec priorité et multiples sources finies, dans lequel chaque classe de

clients émane d’une source finie différente.

(b) Un S.F.A. avec priorité et source finie unique, dans lequel deux ou plusieurs classes

de clients émanent de la même source finie.

Dans les chapitres à venir, il sera question d’analyse de systèmes appartenant à ces

deux dernières catégories, à savoir les modèles M2/M2/1//(N1, . . . , Nk) respectivement

M2/M2/1//N . Dans ces systèmes, K ≥ 2 classes de clients arrivent de N sources finies

(respectivement une seule source finie) vers un serveur. Chaque client de la source est

supposé demander le service après avoir séjourné dans la source un temps distribué expo-

nentiellement avec une moyenne 1/λi. Un client de la classe j est supposé prioritaire au

client de la classe i si i < j. Le serveur commence à servir les clients de haute priorité et

les temps de service sont distribués selon une loi exponentielle de taux µi. A l’intérieur

de chaque classe, les clients sont servis selon la discipline (FIFO) [79].

L’analyse du système M2/M2/1//N est délicate d’où la non existence de résultats

analytiques.

Par contre, pour l’analyse des systèmes Mk/Mk/1//(N1, . . . , Nk) des approches ont été

conçues. L’une de ces approches a été utilisée par Thiruvengadam [96], Jaiswal et Thi-

ruvengadam [53], Jaiswal [54]. Ils ont incorporé une variable supplémentaire qui est le

temps écoulé ou le temps qui reste pour terminer le service d’un client afin de décrire

le système par une châıne de Markov. Cependant, malgré que la discipline est marko-

vienne, la résolution des équations qui régissent la longueur conjointe des files est très

compliquée, même avec uniquement deux classes. La généralisation à plus de deux classes,

présente d’immenses difficultés algébriques [54]. Une seconde approche concerne l’étude

de ce modèle en utilisant la méthode de la châıne induite aux instants de départ des clients

de la station de service
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En effet, ces instants constituent un ensemble de points de régénération, ainsi, le

processus donnant le nombre de clients présents dans le système à ces instants constitue

un processus de Markov.

Processus d’arrivées

Les clients émanants d’une source infinie arrivent au serveur à des instants :

{t0 < t1 < ..., < tk < ...}
Les variables aléatoires τk = tk− tk−1, k ≥ 1 sont les inter-arrivées. On suppose que les τk

forment une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées avec

une distribution :

A(x) = P [τk ≤ x] = 1− exp (−λx),

où λ est le taux des inter-arrivées. Il est facile de montrer, dans ce cas que la distribution de

n(t) “le nombre de clients qui arrivent dans le système à l’instant t” suit une distribution

de Poisson donnée par :

P [n(t) = n] =
λt

n!
exp (−λt).

Cependant, quand la source est finie, les arrivées sont définies comme suit :

On considère un client particulier appartenant à la source. Ce client après une attente τ ′1

dans la source, demande service pour la première fois. Si il n’est pas servi, il retourne à

la source et attend une durée de temps τ ′2 avant de faire une seconde demande de service.

En général, le client attend une durée de temps τ ′k dans la source avant de faire sa k ème

demande de service. Soit A(x) = P [τ ′k ≤ x]. Au lieu de spécifier le processus d’entrée

à travers la distribution des inter-arrivées, ce qui englobe la distribution des τ ′k et la

capacité de la source, on spécifie le processus d’arrivées à travers la distribution des τ ′k

seulement. Prenons à titre d’exemple un système où la source est de capacité N et soit

A(x) = 1− exp (−λx) la distribution des inter-arrivées, alors la distribution de n(t) sera

donnée par :

P [n(t) = n] =

(
N

n

)
[1− exp [(−λt)]]n exp [−(N − n)λt]. (2.25)
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2.10 Systèmes de files d’attente prioritaires avec

source finie unique

Dans le cas des systèmes avec priorité et sources finies multiples, chaque source génère

seulement une seule sorte de clients. Cependant, si on considère l’exemple de N machines,

où chacune d’elles peut s’arrêter de fonctionner suite à k types de pannes. Une machine qui

s’arrête de fonctionner a une probabilité λi/λ d’avoir la i ème panne et sa réparation suit une

loi de probabilité de densité Si(x). Ainsi, dans un système pareil, à n’importe quel instant

il y aura ni machines à cause de la i ème panne, donc le nombre total de machines tombées

en panne sera
∑
ni = n. Il est clair que, à l’instar des modèles prioritaires à sources finies

multiples, les arrivées des clients de la ième classe affectent le taux des arrivées de toutes

les classes. A cause de cette dépendance des taux des arrivées, les modèles prioritaires à

source finie unique sont difficiles à analyser. La première tentative d’analyse de ce genre

de modèles est réalisée par Benson et Cox [14] pour un service exponentiellement distribué

et une discipline prioritaire relative.

2.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné en premier lieu, un bref aperçu sur quelques no-

tions de bases sur la théorie des files d’attente, ainsi que quelques modèles particuliers de

systèmes de files d’attente. En second lieu, un intérêt particulier est donné aux systèmes

prioritaires. En effet, nous avons exposé une classification détaillée de ces systèmes.

Une idée générale sur les approches adoptées pour l’analyse des systèmes prioritaires

montre que l’obtention de résultats analytiques est compliquée, voire impossible [54].

Le recours à des méthodes algorithmiques approximatives s’impose. Ainsi, dans le pro-

chain chapitre, nous proposons une modélisation de ces systèmes avec priorité relative et

source(s) finie(s) via les réseaux de Petri stochastiques généralisés.
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3
Analyse de systèmes prioritaires à l’aide des

RdPSG

3.1 Introduction

Durant ces dernières décennies, un effort considérable a été consacré par beaucoup

de praticiens et de chercheurs théoriciens à l’évaluation des performances des systèmes

prioritaires. L’importance accordée à ces systèmes est due à leurs utilisations dans la

vie courante. En effet, les systèmes prioritaires peuvent se rencontrer dans les systèmes

informatiques, les systèmes de télécommunication, les transports, etc.

Malgré leurs utilisations intensives, peu de résultats analytiques sont connus sur ces

systèmes. Ceci est dû principalement à la complexité de leurs structures comme on l’a

souligné dans le chapitre précédent. Ainsi, leur étude passe par des méthodes analytiques

approximatives, des méthodes algorithmiques ou par la simulation.
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Dans ce chapitre, nous ferons usage d’une autre approche qui est l’approche des

RdPSG pour l’analyse de ces systèmes prioritaires. En effet, il sera question d’une étude

d’un système à source finie unique M2/M2/1//N , puis d’une étude de systèmes à sources

finies multiples M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3)

3.2 Analyse des RdPSG

Après la construction du modèle de RdPSG associé à un système, on passe à son ana-

lyse qui consiste à définir d’une part ses propriétés qualitatives et d’autre part, à calculer

ses paramètres de performances quantitatifs.

On ne peut pas faire l’analyse quantitative sans l’analyse qualitative. En effet, l’évaluation

des performances à l’état stationnaire nécessite l’ergodicité du modèle, ce qui revient à

vérifier certaines propriétés qualitatives.

L’analyse qualitative : consiste à vérifier les propriétés que nous avons présentées dans le

chapitre 1 tels que : la vivacité, la bornitude, les états d’accueils. . .etc. Alors que l’analyse

quantitative : consiste à calculer les probabilités stationnaires et les indices de perfor-

mances.

3.3 Notions préliminaires

Les notions suivantes relatives aux RdPSG nous seront utiles dans la suite de notre

analyse [28, 31, 99].

Proposition 3.1. Le graphe de marquage associé au RdPSG est isomorphe à une châıne

de Markov à temps continu et à espace d’états discret .

Le traitement de la châıne de Markov générée à partir d’un graphe des marquages d’un

RdPSG permettra d’effectuer une analyse quantitative du comportement dynamique du

système.

Théorème 3.1. Un RdPSG borné et tel que son graphe des marquages accessibles est

fortement connexe est ergodique.

Théorème 3.2. Un RdPSG borné est ergodique s’il admet le marquage initial comme

état d’accueil .
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3.4 La construction de la châıne de Markov

A partir d’un RdPSG, on peut générer l’arbre d’admissibilité qui représente les

séquences de franchissements des transitions et qui nous permet de visionner tous les mar-

quages possibles à partir du marquage initial. Cet arbre est taillé quand un précédent mar-

quage est obtenu. L’étiquette sur chaque arête orientée représente la transition tirée qui a

produit le marquage suivant. La châıne de Markov à temps continu peut être construite

à partir de ce graphe de marquage [84].

Le graphe de Markov des états tangibles est obtenue après l’élimination des mar-

quages évanescents. Ainsi, les états de la châıne de Markov associés au modèle étudié sont

les marquages tangibles de l’arbre. Les marquages évanescents sont fusionnés avec leurs

successeurs (marquages tangibles).

Le principe d’élimination des marquages évanescents est le suivant : Soit Mb un

marquage évanescent directement accessible à partir du marquage tangible Ma, et soit

S l’ensemble des marquages tangibles accessibles à partir de Mb en passant par une

séquence de marquages évanescents seulement. Dans ce cas, le marquage évanescent Mb

et tous ceux atteignable à partir de Mb par le franchissement de transitions immédiates

peuvent être éliminés en introduisant simplement un arc reliant directement Ma à Mc

∀Mc ∈ S(Mc 6= Ma), et ce en calculant convenablement la probabilité de transition de

Ma à Mc [3, 36].

3.5 Evaluation des indices de performances

Une fois le modèle obtenu, nous pouvons vérifier ses propriétés qualitatives, puis

déduire son ergodicité pour faire l’analyse quantitative. Si le modèle est ergodic, alors

la distribution de probabilité des marquages à l’état stationnaire existe et elle est unique.

Nous notons par πi = (π0, π1, ..., πn) cette distribution des probabilités où πi est la pro-

babilité que le processus est à l’état Mi.

Ayant π, plusieurs indices de performances peuvent être calculés. Parmi ces indices les

plus importants on a [36, 84] :
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• Le taux moyen de franchissement d’une transition (λ̄(ti)) :

On appelle le taux moyen (débit moyen) de franchissement d’une transition ti, le

nombre moyen de tirs de ti en une unité de temps.

λ̄(ti) =
∑

Mj∈E(ti)

λi(Mj)πj;

où :

- E(ti) est l’ensemble des marquages où la transition ti est franchissable.

- λi(Mj) est le taux de franchissement associé à la transition ti dans le marquage Mj.

• Le nombre moyen de jetons dans une place (n(p)) :

Le nombre moyen de jetons dans une place p est donné par :

n(p) =
∑

i:Mi∈E

Mi(p)πi;

où :

- Mi(p) est le nombre de jetons dans la place p pour le marquage Mi.

- E est l’ensemble des marquages accessibles.

• Le temps moyen de séjour d’un jeton dans un sous-réseau :

Le temps moyen de séjour (délai moyen) d’un jeton dans un sous réseau S d’un RdPSG

à l’état stationnaire, peut être calculé en utilisant la formule de Little [65] :

E[T ] =
E[N ]

E[β]
;

où :

- E[N ] est le nombre moyen de jetons dans S.

- E[β] est le taux d’arrivée effectif des jetons dans S.
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3.6 Modélisation de systèmes avec priorité relative à

une seule source finie par les RdPSG

On considère une file d’attente avec priorité relative et source finie à un seul serveur

M2/M2/1//N dans laquelle arrivent deux classes de clients : clients non prioritaires et

clients prioritaires.

Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des autres suivant un

processus quasi-aléatoire de taux λ1 et λ2 respectivement.

Le service des clients non prioritaires et prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de

paramètre µ1 et µ2 respectivement.

La figure 3.1 représente une modélisation de ces systèmes par les RdPSG où la capacité

de la population est représentée par le paramètre entier positif N qui apparâıt comme

marquage initial de la place PA.

Fig. 3.1 – Le RdPSG modélisant le système M2/M2/1//N avec priorité relative
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Dans ce modèle on a :

• La place PA contient les clients libres (source), représentés par N jetons. C’est-à-dire,

aucun des N clients n’est arrivé dans le système ;

• La place PN contient les clients non prioritaires ;

• La place Pp contient les clients prioritaires ;

• La place PSP représente l’état ’Le serveur est occupé par le client prioritaire’ ;

• La place PSN représente l’état ’Le serveur est occupé par le client non prioritaire’ ;

• La place PSL représente l’état ’Le serveur est libre’, représenté par un seul jeton.

• Le marquage initial du réseau est alors donné par :

Mo =
(
M(PA),M(Pp),M(PSP ),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (N, 0, 0, 0, 0, 1).

Ceci, signifie que tous les clients sont initialement libres et que le serveur est disponible.

Remarque 3.1. Les transitions immédiates sont représentées par des traits et les

transitions temporisées par des rectangles. Les jetons restent comptabilisés dans les

places en entrée d’une transition, tant que son franchissement n’est pas terminé.

– Par la suite, il sera référé au modèle de RdPSG représenté dans la figure 3.1 par

R1.

Lors du franchissement de la transition tACN , un jeton est enlevé de la place PA et est

déposé dans PN . Le franchissement de tACN indique l’arrivée d’un client non prioritaire

généré de la source. Les clients se comportent indépendamment les uns des autres et le

taux de tir est dépendant du nombre de jetons dans la place PA. Si on a N jetons dans

la place PA alors le taux de franchissement est égal à Nλ1. La condition de dépendance

du taux de franchissement est représentée par le symbole ] placé à coté de la transition

tACN .

Si le client est prioritaire, c’est la transition tACP qui sera franchie ainsi, la place PP reçoit

un jeton. La transition temporisée tACP est également à marquage dépendant alors le taux

de franchissement est égal à Nλ2.

La transition immédiate DSCN sera tirée instantanément si la place PSL contient un

jeton (qui correspond au serveur libre) et que la place PP est vide (pas de clients prio-

ritaires) et cela est exprimé par l’arc inhibiteur allant de la place PP vers la transition

DSCN (conditionner la place PP ). Dans ce cas où DSCN est tirée, un jeton est enlevé

de la place PSL et de PN est déposé dans la place PSN . Ce jeton représente le serveur qui

est occupé par le client non prioritaire.
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Par contre, si PP contient un jeton, c’est la transition DSCP qui sera tirée (car elle est

prioritaire) à condition bien sûr que la place PSL contient un jeton représentant le serveur

libre. Dans ce cas, la place PSP reçoit un jeton représentant le client prioritaire en service

D’autre part, quand la transition temporisée tSCP est franchie (respectivement la transi-

tion temporisée tSCN) qui détermine la fin de la période de service du client prioritaire

(respectivement du client non prioritaire), un jeton est déposé dans PA qui représente

la condition que le client prioritaire (respectivement non prioritaire) devient libre et un

autre jeton est déposé dans la place PSL ce qui représentera la condition que le serveur

est prêt à servir un autre client.

3.6.1 Analyse des performances de R1

Le modèle R1 proposé dans la figure 3.1 est borné, vivant, sans blocage et le marquage

initial est un état d’accueil. Par conséquent, ce modèle admet un état stationnaire. Soit

π = (π1, π2, π3, . . . , πn) sa distribution des probabilités des marquages à l’état stationnaire

où πi est la probabilité que le processus soit à l’état Mi.

Nous donnons dans ce qui suit les formules explicites de certains indices de performances

du réseau R1

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires :

Ce taux est le nombre moyen de tir en une unité de temps :

ηN =
∑
j∈SMj

λ1(Mj)πj.

où :

- (SMj) est l’ensemble des marquages où la transition tACN est franchissable.

- λ1(Mj) est le taux de franchissement associé à la transition tACN dans Mj.

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires :

Ce taux est donné par :

ηP =
∑

j∈(SMj)

λ2(Mj)πj;

où :

- (SMj) est l’ensemble des marquages où la transition tACP est franchissable.

- λ2(Mj) est le taux de franchissement associé à la transition tACP dans Mj.
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– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans la file :

Ce nombre moyen est donné par la formule suivante :

η0N =
∑
j

Mj(PN)πj;

où :

Mj(PN) est le nombre de jetons dans la place PN dans le marquage Mj. La somme

dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans la file :

De la même manière que précédemment, ce nombre moyen est donné par :

η0P =
∑
j

Mj(PP )πj;

où :

Mj(PP ) est le nombre de jetons dans la place PP dans le marquage Mj.

– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans le système :

Il est donné par :

ηSN =
∑
j

[Mj(PN) +Mj(PSN)]πj.

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans le système :

Il est donné par :

ηSP =
∑
j

[Mj(PP ) +Mj(PSP )]πj.

– Le temps moyen d’attente des clients non prioritaires :

Le temps d’attente d’un client correspond à la durée de temps entre l’arrivée du

client et son début de service. Il est obtenu à l’aide de la formule de Little :

WN =
η0N

ηN
.

– Le temps moyen d’attente des clients prioritaires :

Le temps moyen d’attente pour les clients prioritaires est donné par :

WP =
η0P

ηP
.
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– Le temps moyen de réponse des clients non prioritaires :

τN =
ηSN
ηN

.

– Le temps moyen de réponse des clients prioritaires :

τP =
ηSP
ηP

.

3.6.2 Application sur le système M2/M2/1//3

On considère une file d’attente M2/M2/1//3 avec priorité relative et source fi-

nie de taille 3. Les deux types de clients (non prioritaires et prioritaires) arrivent

indépendamment les uns des autres suivant un processus quasi-aléatoire de taux λ1 et

λ2 respectivement. Les taux des services des clients non prioritaires (resp. prioritaires)

sont µ1 (resp. µ2). Le marquage initial est :

M0 =
(
M(PA),M(PP ),M(PSP ),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (3, 0, 0, 0, 0, 1).

Le graphe des marquages de ce RdPSG est donné dans la figure 3.2. Ce graphe est un

arbre qui permet de calculer tous les marquages possibles à partir du marquage initial.

Cet arbre représente les séquences de franchissement des transitions à partir du marquage

initial. Il contient 5 marquages évanescents qui sont : M1,M2,M15,M16,M17 et les autres

marquages sont des marquages tangibles.

Rappelons que dans les marquages évanescent au moins une transition immédiate est

sensibilisée et dans les marquages tangibles seulement les transitions temporisées sont

sensibilisées.
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Fig. 3.2 – Graphe d’accessibilité associé à R1
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Maintenant, on peut construire la châıne de Markov continue à partir de ce graphe

des marquages. Les états de la CMTC sont les marquages tangibles, les marquages

évanescents sont fusionnés avec leurs successeurs. Exemple : M1 est fusionné avec M3 ;

M2 avec M4 ; M15 avec M5 ; M16 avec M6 et M17 avec M8. Les taux de transitions de la

CMTC associée au graphe du système M2/M2/1//3 sont les taux de tir des transitions

temporisées de R1 avec N = 3. La figure 3.3 illustre cette châıne de Markov.

Fig. 3.3 – Châıne de Markov réduite associée à R1 pour N = 3

Le générateur infinitésimal Q de cette châıne de Markov est donné par la matrice suivante :
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Cette matrice carrée est de dimension (s × s), où s est le nombre fini de marquages

tangibles du RdPSG qui regroupe l’ensemble des taux de transitions d’un marquage vers

un autre.

Le vecteur des probabilités stationnaires π = (π0, π3, π4, π5, π6, π7, π8, π9, π10, π11, π12, π13, π14)

est la solution du système : {
π ×Q = 0;∑s

i=1 πi = 1.

où :

πi représente la probabilité stationnaire que le processus soit à l’état Mi.

Nous pouvons maintenant calculer les indices de performances :

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires (ηN) :

ηN =
∑

j∈(SMj)

λ1(Mj)πj = 3λ1π0 + 2λ1(π3 + π4) + λ1(π5 + π6 + π7 + π8).

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires (ηP ) :

ηP =
∑

j∈(SMj)

λ2(Mj)πj = 3λ2π0 + 2λ2(π3 + π4) + λ2(π5 + π6 + π7 + π8).

– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans la file (η0N) :

η0N =
∑
j

Mj(PN)πj = π6 + π8 + π10 + π13 + 2(π11 + π14).

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans la file (η0P ) :

η0P =
∑
j

Mj(PP )πj = π5 + π7 + π10 + π13 + 2(π9 + π12).

– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans le système (ηSN) :

ηSN =
∑
j

[Mj(PN) +Mj(PSN)]πj.

= π4 + π6 + π7 + π10 + π12 + 2(π8 + π13 + π11) + 3π14.

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans le système (ηSP ) :

ηSP =
∑
j

[Mj(PP ) +Mj(PSP )]πj.

= π3 + π6 + π7 + π11 + π13 + 2(π5 + π10 + π12) + 3π9.
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– Le temps moyen d’attente des clients non prioritaires (WN) :

WN =
η0N

ηN
.

– Le temps moyen d’attente des clients prioritaires (WP ) :

WP =
η0P

ηP
.

– Le temps moyen de réponse des clients non prioritaires (τN) :

τN =
ηSN
ηN

.

– Le temps moyen de réponse des clients prioritaires (τP ) :

τP =
ηSP
ηP

.

Nous avons analysé le système M2/M2/1//N avec plusieurs valeurs de N . Notre choix s’est

porté sur le cas du système M2/M2/1//3 pour le présenter dans cette section. Néanmoins,

le graphe de la châıne de Markov associé à R1 avec N quelconque a été obtenu d’une

manière récursive (voir 3.4).
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Fig. 3.4 – La châıne de Markov réduite associée à R1
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3.7 Modélisation de systèmes avec priorité relative à

deux sources finies par les RdPSG

On considère un système d’attente avec priorité relative à deux sources finies

M2/M2/1//(N1, N2) dans lequel arrivent deux classes de clients : Clients non prioritaires

venant de la source N1 et clients prioritaires venant de la source N2.

Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des autres suivant un processus

quasi-aléatoire avec un taux de λ1 et λ2 respectivement. Le service des clients prioritaires

et non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de paramètre µ2 et µ1 respectivement.

La figure 3.5 représente une modélisation de ces systèmes par les RdPSG où la capacité de

la population est représentée par les paramètres entiers positifs N1 et N2 qui apparaissent

comme marquage initial des places PB et PA respectivement.

Fig. 3.5 – Le RdPSG modélisant le système M2/M2/1//(N1, N2) avec priorité relative
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Dans ce modèle :

• La place PA contient les clients non prioritaires libres (source), représentés par N1

jetons.

• La place PB contient les clients prioritaires libres (source), représentés par N2 jetons.

• Le marquage initial du réseau est :

Mo =
(
M(PB),M(Pp),M(PSP ),M(PA),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (N2, 0, 0, N1, 0, 0, 1)

Ce qui signifie que tous les clients sont initialement libres, et que le serveur est disponible.

Il sera référé à ce RdPSG par l’abréviation R2.

Le franchissement de la transition tACN représente l’arrivée d’un client non prioritaire

généré d’une source. Ainsi, la place PN reçoit un jeton. Les clients se comportent

indépendamment les uns des autres et le taux de tir est dépendant du nombre de je-

tons dans la place PA. Si on a N1 jetons dans la place PA, alors le taux de franchissement

est égal à N1λ1.

Si le client est prioritaire, c’est la transition tACP qui sera franchie avec un taux N2λ2 et

la place Pp reçoit un jeton.

A la fin de service du client prioritaire (respectivement non prioritaire), un jeton sera

déposé dans la place PB (respectivement PA). Ce qui représente le fait que le client de-

vient libre, ansi, un autre jeton est déposé dans la place PSL puisque le serveur devient

libre.

Même principe de description et de calculs que ceux de la section 3.5 sont adoptés pour

ces systèmes avec sources finies multiples. En effet, il suffit juste de subdiviser la source

et associer les taux de franchissement à ces sous sources.

3.7.1 Analyse des performances de R2

Le modèle R2 est borné et le marquage initial est un état d’accueil, par conséquent,

ce modèle admet un état stationnaires π = (π1, π2, π3, . . . , πn).

Une fois ces probabilités d’état stationnaire sont obtenus, plusieurs paramètres de perfor-

mances peuvent être calculés en appliquant les formules explicites déjà données dans la

section (3.6.1) et qui sont valables aussi pour R2.
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3.7.2 Application sur le système M2/M2/1//(2, 2)

On considère une file d’attente M2/M2/1//(2, 2) avec priorité relative et à deux sources

finie de taille N1 = 2 pour les clients non prioritaires et N2 = 2 pour les clients prioritaires.

Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des autres suivant un processus

markovien de taux λ1 et λ2 et leurs taux de service est µ1 et µ2, respectivement. Le

marquage initial est alors donné par :

Mo =
(
M(PB),M(Pp),M(PSP ),M(PA),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (2, 0, 0, 2, 0, 0, 1)

Le graphe des marquages de ce RdPSG est illustré dans la figure 3.6, il nous permet de

calculer tous les marquages possibles à partir du marquage initial. Ce graphe est un arbre

qui représente les séquences de franchissements des transitions à partir du marquage

initial. Il contient 7 marquages évanescents qui sont : M1,M2,M13,M15,M17,M18,M19 et

le reste des marquages sont tangibles.
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Fig. 3.6 – Graphe d’accessibilité associé à R2
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Une châıne de Markov à temps continue est construite à partir de ce graphe des marquages.

Les états de cette CMTC sont les marquages tangibles. Les marquages évanescents sont

fusionnés avec leurs successeurs : M1 est fusionné avec M3 ; M2 avec M4 ; M13 avec M7 ;

M18 avec M11 ; M15 avec M8 ; M19 avec M12 et M17 avec M6. Les taux de transitions de

cette CMTC sont les taux de tir des transitions du R2. La figure 3.7 illustre la châıne de

Markov associée à R2 pour N1 = 2 et N2 = 2.

Fig. 3.7 – Châıne de Markov réduite associée à R2 pour N1 = 2, N2 = 2

Le générateur infinitésimal Q de la châıne de Markov ainsi définie est donné par la

matrice suivante :
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Le vecteur des probabilités stationnaires π = (π0, π3, π4, π5, π6, π7, π8, π9, π10, π11, π12, π14, π16)

est la solution du système : {
π ×Q = 0;∑s

i=1 πi = 1.

où :

πi représente la probabilité stationnaire que le processus soit à l’état Mi.

De ce générateur Q nous pouvons calculer la distribution stationnaire π, ainsi que les

indices de performances de R2 pour N1 = 2 et N2 = 2 :

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires (ηN) :

ηN =
∑

j∈(SMj)

λ1(Mj).πj = 2λ1(π0 + π4 + π7) + λ1(π3 + π5 + π8 + π9 + π11).

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires (ηP ) :

ηP =
∑

j∈(SMj)

λ2(Mj).πj = 2λ2(π0 + π3 + π6) + λ2(π4 + π5 + π8 + π10 + π12).

– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans la file (η0N) :

η0N =
∑
j

Mj(PN)πj = 2(π12 + π16) + π6 + π8 + π10 + π11 + π14.

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans la file (η0P ) :

η0P =
∑
j

Mj(PP )πj = 2(π9 + π14) + π5 + π7 + π10 + π11 + π16.

– Le nombre moyen de clients non prioritaires dans le système (ηSN) :

ηSN =
∑
j

[Mj(PN) +Mj(PSN)]πj.

ηSN = 2(π6 + π10 + π14 + π12 + π16) + π3 + π5 + π9 + π8 + π11.

– Le nombre moyen de clients prioritaires dans le système (ηSP ) :

ηSP =
∑
j

[Mj(PP ) +Mj(PSP )]πj.

ηSP = 2(π7 + π11 + π16 + π9 + π14) + π4 + π5 + π8 + π10 + π12.
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– Le temps moyen d’attente des clients non prioritaires (WN) :

WN =
η0N

ηN
.

– Le temps moyen d’attente des clients prioritaires (WP ) :

WP =
η0P

ηP
.

– Le temps moyen de réponse des clients non prioritaires (τN) :

τN =
ηSN
ηN

.

– Le temps moyen de réponse des clients prioritaires (τP ) :

τP =
ηSP
ηP

.

Nous avons analysé le système M2/M2/1//(N1, N2) avec plusieurs valeurs de N1 et N2.

Notre choix s’est porté sur le cas du système M2/M2/1//(2, 2) pour le présenter dans

cette section. Néanmoins, le graphe de la châıne de Markov associé à R2 avec N1 et N2

quelconques a été obtenu d’une manière récursive (voir 3.8).

Il est clair que l’analyse des systèmes prioritaires avec sources finies multiples par les

RdPSG se complique au fur et à mesure que le nombre de sources augmente. Ceci, peut

se constater dans la section suivante où un système M3/M3/1//(N1, N2, N3) sera analysé.
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Fig. 3.8 – La châıne de Markov réduite associée à R2
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3.8 Modélisation de systèmes avec priorité relative à

trois sources finies par les RdPSG

Dans cette section, nous allons analyser un système de files d’attente à 3 classes de

priorités M3/M3/1//(N1, N2, N3). Les clients de classe Ci sont prioritaires à ceux de la

classe Cj si i > j. Ces trois types de clients arrivent indépendamment les uns des autres

suivant un processus markovien avec un taux λi, i = 1, 3.

Le service des clients de classe Ci, i = 1, 3 se fait suivant la loi exponentielle de paramètre

µi.

La figure 3.9 décrit le modèle RdPSG correspondant à ce système. La capacité des trois

populations est représentée par les paramètres entiers positifs N1, N2 et N3 qui appa-

raissent comme marquage initial des places PA, PB et PC . Par la suite, il sera référé au

modèle de RdPSG représenté dans la figure 3.9 par R3.

– La place PC est la source qui contient les clients prioritaires de classe 3, représentés

par N3 jetons ;

– La place Pp̄ contient les clients prioritaires de classe 3 ;

– La place PSP représente l’état ’Le serveur est occupé par le client prioritaire de

classe 3.

– Le marquage initial du réseau est :

Mo =
(
M(PC),M(Pp̄),M(PSP )M(PB),M(Pp),M(PSP ),M(PA),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (N3, 0, 0, N2, 0, 0, N1, 0, 0, 1).

Ce qui signifie que tous les clients sont initialement libres, et que le serveur est disponible.

L’arrivée d’un client prioritaire de classe 3 est représentée par le franchissement de la

transition tACP , d’où la place Pp̄ est incrémentée de un. Les clients se comportent

indépendamment les uns des autres et le taux de tir est dépendant du nombre de je-

tons dans la place PC . Si on a N3 jetons dans la place PC alors le taux de franchissement

est égal à N3λ3.

Si Pp̄ contient un jeton et que le serveur est oisif (la place PSL contient un jeton) alors

la transition immédiate DSCP sera franchie, la place PSP reçoit un jeton représentant le

serveur qui est occupé par le client de la classe 3.
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Fig. 3.9 – Le RdPSG modélisant le système M3/M3/1//(N1, N2, N3) avec priorité relative

La transition DSCP sera franchie, si la place Pp̄ est vide ( i.e. il n’y a pas de clients

de classe 3), cela est exprimé par l’arc inhibiteur allant de la place Pp̄ vers la transition

immédiate DSCP .

Pour franchir la transition DSCN , il faut que les deux places Pp̄ et Pp soient vides (les

arcs inhibiteurs de Pp̄ vers la transition immédiate DSCP et de Pp̄ vers DSCN), que la

place PN contienne au moins un jeton et que le serveur soit libre (i.e. la place PSL est non

vide).

La fin de service du client prioritaire de classe 3 est représentée par le franchissement de

la transition tSCP . Ainsi, deux jetons seront produits dont l’un est déposé dans PC , qui
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représente la fin du service de ce client, le second jeton représente le serveur qui devient

libre et qui rejoint la place PSL.

3.8.1 Analyse des performances de R3

L’évaluation des performances à l’état stationnaire nécessite l’ergodicité du modèle,

or, le modèle R3 est borné, vivant et son marquage initial est un état d’accueil, par

conséquent, ce modèle admet un état stationnaire π.

Après le calcul des probabilités d’état stationnaire, plusieurs paramètres de performances

peuvent être calculés de la même manière que ceux adoptés dans les applications

précédentes. Nous donnons dans ce qui suit juste les indices de performances ayant

rapport avec les clients de la classe 3.

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires de classe 3(ηp̄) :

ηP̄ =
∑

j∈(SMj)

λ3(Mj)πj;

où :

- (SMj) est l’ensemble des marquages où la transition tACP est franchissable.

- λ3(Mj) est le taux de franchissement associé à la transition tACP dans Mj.

– Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans la file (η0P )

η0P =
∑
j

Mj(Pp̄)πj;

où : Mj(Pp̄) est le nombre de jetons dans la place PP̄ dans le marquage Mj et la

somme concerne tous les marquages accessibles.

– Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans le système (ηSP ) :

ηS̄P =
∑
j

[Mj(Pp̄) +Mj(PSP )]πj.

– Le temps moyen d’attente des clients prioritaires de classe 3 (Wp̄) :

WP̄ =
η0P

ηp̄
.

– Le temps moyen de réponse des clients prioritaires de classe 3 (τp̄) :

τP̄ =
ηSP
ηp̄

.
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3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation et à l’évaluation de

performances de systèmes de files d’attente avec priorité relative à source(s) finie(s) via

les réseaux de Petri stochastiques généralisés.

Dans un premier temps, nous avons présenté quelques théorèmes et notions fondamen-

tales sur l’analyse des RdPSG, qui nous permettent de définir les propriétés qualitatives

et quantitatives d’un système à modéliser. Nous avons, par ailleurs, montré comment

construire la châıne de Markov correspondante au RdPSG construit, et donné les for-

mules permettant l’obtention des paramètres de performance.

Dans un second temps, nous avons considéré trois exemples d’applications qui

se sont portés sur les systèmes suivants : M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2) et

M3/M3/1//(N1, N2, N3). Dans ces exemples, l’étude a été très détaillée, en effet, on a

commencé par la description graphique, puis la construction du graphe des marquages,

l’extraction de la CMTC associée à ce graphe, l’étude de l’existence de l’état stationnaire

et enfin, le calcul des indices de performances.

Dans le chapitre suivant, il sera question de généralisation des applications précédentes

aux cas où la population de la source est de grande taille, en faisant appels à des logiciels

spéciaux dédiés aux RdPSG afin de valider nos résultats.
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4
Applications

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de valider numériquement l’étude théorique faite via les

RdPSG sur les systèmes M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3),

dans le chapitre précédent, en faisant usage de deux logiciels (PIPE [13] et TimeNet [101])

dédiés aux RdPSG. Nous allons évaluer les indices de performances de ces systèmes en

faisant varier différents paramètres. Nous avons dû faire appel à deux logiciels pour la

simple raison, que chacun d’eux nous offre des possibilités que l’autre n’a pas. En effet, à

l’instar de TimeNet, PIPE ne prend pas en considération la dépendance existante entre

le taux de franchissement et le nombre de clients dans la source. Cependant, PIPE nous

permet de visualiser les marquages évanescents et la CMTC associée au graphe du modèle

étudié (pour des espaces d’états limités), ce que TimeNet n’offre pas.
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4.2 Description de TimeNet

Le logiciel TimeNet (TIME Net Evaluation Tool) [101] est une bôıte à outils gra-

phique et interactive qui permet la modélisation et l’analyse qualitative et quantitative

des systèmes en utilisant les réseaux de Petri stochastiques généralisés et réseaux de Petri

stochastiques généralisés colorés (RdPSGC).

TimeNet a été développé par”Real-Time Systems” et le groupe de ” Robotique ”

de Technische Universität à Berlin, Allemagne. La première version de cet outil a été

développée en 1991. Le projet a été motivé par la nécessité d’un logiciel puissant pour

une évaluation efficace des systèmes de RdPSG.

TimeNet et son prédécesseur DSPNexpress ont été influencés par les expériences des

autres outils de réseaux de Petri bien connue, GreatSPN et SPNP. TimeNet fournit une

interface graphique conviviale, il est particulièrement adapté à l’analyse des réseaux de

Petri déterministes, stochastiques et stochastiques généralisés. L’analyse est aussi dispo-

nible, en exclusivité, pour les réseaux de Petri stochastiques non-markoviens.

La version TimeNet 4.0 est une version stable disponible depuis 2007 dans laquelle de

nouveaux algorithmes ont été ajoutés, elle comprend une interface graphique qui intègre

les différents formalismes des réseaux de Petri et des algorithmes d’analyse générique en

Java [102]. Elle prend en charge une nouvelle classe de réseaux de Petri stochastiques co-

lorés (SCPN) qui permet la conception de systèmes complexes d’une manière compacte.

Une simulation standard à événements discrets a été mise en œuvre pour l’évaluation des

performances des modèles RdPSC.

Plusieurs outil ont été développés pour l’analyse des RdPSG citons : GreatSPN

[20] utilisé par N. Gharbi, Pipe [13], sharp [47], SPNP [23], UltraSAN [91], HiQPN [8],

DSPNexpress [63, 64].

Comparaison entre quelques logiciels :

Le tableau 4.1 représente une comparaison de quelques caractéristiques qui ne sont pas

partagées entre ces logiciels [13].
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Fig. 4.1 – Comparaison de quelques logiciels

4.3 Applications numériques

M. J. Chandra and R. G. Sargent [18, 19] se sont intéressés à l’analyse d’un système

de files d’attente mono-serveur avec priorité relative à plusieurs sources finies. En utilisant

la technique de la châıne de Markov induite, ils ont obtenu des mesures de performances

de ce système. Les formules analytiques qu’ils ont obtenues font intervenir le paramètre

ρi qui est la proportion de temps où le serveur est occupé par les clients de la classe i. Ce

paramètre est difficile à calculer analytiquement, ainsi, Chandra et Sargent ont établi un

algorithme permettant le calcul numérique de ce paramètre.

Nous allons exploiter les résultats de ces deux chercheurs pour valider nos résultats qui

seront exposés dans les sections suivantes.

Dans ce qui va suivre, nous allons présenter l’étude faite pour l’évaluation des perfor-

mances des systèmes modélisés dans le chapitre précédent. En effet, en variant les différents

paramètres λ1, λ2, λ3, µ1, µ2 µ3 et pour différents nombres de clients dans les sources on

obtient les caractéristiques :

tQi
: Le temps moyen d’attente d’un client de la classe i .

tNi
: Le temps moyen de réponse d’un client de la classe i .

Q̄i : Le nombre moyen de clients de la classe i dans la file.

N̄i : Le nombre moyen de clients de la classe i dans le système.

ρ(i) : La proportion du temps d’occupation du serveur par la classe i.
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4.3.1 Application 1 : Systèmes mono-serveur à deux sources fi-

nies M2/M2/1//(N1, N2)

RdPSG

i Ni λi µi ρ(i) tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 25 0.06 1 0.07634 309.7897 310,7897 23.6512 23.7275

2 25 0.1 2 0.92365 3.0332 3.5332 5.6032 6.5269

1 10 1 10 0.12252 7.0617 7.1617 8.6522 8.7747

2 10 0.8 6 0.87689 0.4839 0.6506 2.5464 3.4233

Tab. 4.1 – Résultats obtenus par les RdPSG pour le cas M2/M2/1//(N1, N2)

Les résultats obtenus par les RdPSG sont validés par les résultats analytiques obtenus

par Chandra et Sargent, et sont résumés dans le tableau 4.2. Nous constatons que les

résultats obtenus par les RdPSG sont très proches de ceux obtenus dans [18, 19].

Analytiques

i Ni λi µi ρ(i) tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 25 0.06 1 0.0763 309.7898 310.7898 23.6512 23.7275

2 25 0.1 2 0.9236 3.0332 3.5332 5.6032 6.5269

1 10 1 10 0.1225 7.0621 7.1621 8.6523 8.7748

2 10 0.8 6 0.8768 0.4840 0.6506 2.5464 3.4233

Tab. 4.2 – Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas M2/M2/1//(N1, N2)
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4.3.2 Application 2 : Systèmes mono-serveur à trois sources fi-

nies M3/M3/1//(N1, N2, N3)

RdPSG

i Ni λi µi ρ(i) tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 5 0.2 1 0.3773 7.2491 8.2491 2.7357 3.1130

2 2 0.4 5 0.0717 2.8779 3.0779 1.0319 1.1036

3 3 0.125 0.5 0.5166 1.6135 3.6135 0.4168 0.9334

1 2 0.4 5 0.0195 17.7502 17.9506 1.7359 1.7555

2 3 0.125 0.5 0.3347 7.9236 9.9245 1.3262 1.6609

3 5 0.2 1 0.6142 2.1394 3.1394 1.3142 1.9285

1 20 0.05 5 0.1829 1.6644 1.8644 1.5225 1.7054

2 4 0.3 2.5 0.3767 0.5138 0.9138 0.4839 0.8607

3 4 0.2 3 0.2365 0.3028 0.6362 0.2149 0.4515

Tab. 4.3 – Résultats obtenus par les RdPSG pour le cas M3/M3/1//(N1, N2, N3)

Analytiques

i Ni λi µi ρ(i) tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 5 0.2 1 0.377 7.249 8.249 2.735 3.113

2 2 0.4 5 0.072 2.878 3.078 1.031 1.103

3 3 0.125 0.5 0.517 1.614 3.614 0.416 0.933

1 2 0.4 5 0.020 17.750 17.950 1.735 1.755

2 3 0.125 0.5 0.335 7.924 9.924 0.326 0.661

3 5 0.2 1 0.614 2.139 3.139 1.314 1.928

1 20 0.05 5 0.183 1.665 1.864 1.522 1.705

2 4 0.3 2.5 0.376 0.513 0.913 0.483 0.860

3 4 0.2 3 0.236 0.303 0.636 0.215 0.451

Tab. 4.4 – Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas M3/M3/1//(N1, N2, N3)
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Même chose pour ce cas, les résultats obtenus sont validés par Chandra et Sargent,

représentés dans le tableau 4.4. Nous remarquons que les résultats obtenus par les RdPSG,

représentés dans le tableau 4.3, sont très proches de ceux obtenus par Chandra et Sargent.

4.3.3 Application 3 : Systèmes mono-serveur à une seule source

finie

Modélisation par la simulation à évènements discrets

Dans cette partie, nous proposons une modélisation du système M2/M2/1//N

par simulation à évènements discrets. Les étapes de la simulation sont données dans

l’organigramme de la figure 4.2 où la légende des notations utilisées est la suivante :

N : taille de la population.

λn : paramètre de la loi exponentielle des inter-arrivées des clients non prioritaires.

λp : paramètre de la loi exponentielle des inter-arrivées des clients prioritaires.

µn : paramètre de la loi exponentielle des durées de service des clients non prioritaires.

µp : paramètre de la loi exponentielle des durées de service des clients prioritaires.

ρ : charge théorique du système.

Nn : nombre de clients non prioritaires dans le système.

Np : nombre de clients prioritaires dans le système.

tmax : durée de la simulation.

ACNP : Arrivée d’un Client Non Prioritaire.

DSCNP : Début de Service d’un Client Non Prioritaire.

FSCNP : Fin de Service d’un Client Non Prioritaire.

ACP : Arrivée d’un Client Prioritaire.

DSCP : Début de Service d’un Client Prioritaire.

FSCP : Fin de Service d’un Client Prioritaire.
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Fig. 4.2 – Organigramme principal de simulation
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Comparaison numérique

Les résultats affichés dans le tableau 4.5 représentent les résultats obtenus par la

simulation et ceux obtenus par les RdPSG pour les paramètres pour N=20, λn= 1,

λp=0.8, et µn= 10, µp= 6, on obtient les résultats suivants :

RdPSG Simulation

i tQi
tNi

Q̄i N̄i tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 3.2455 3.3453 13.9088 14.3373 3.2508 3.3490 13.9035 14.3235

2 0.2349 0.4015 0.8054 1.3768 0.2424 0.4090 0.8296 1.3996

Tab. 4.5 – Comparaison des résultats pour le cas M2/M2/1//N

Les résultats affichés dans le tableau 4.6 représentent les résultats obtenus par la simu-

lation et ceux obtenus par les RdPSG pour les paramètres N=50, λn= 0.06, λp=0.1, et

µn= 1, µp= 2.

RdPSG Simulation

i tQi
tNi

Q̄i N̄i tQi
tNi

Q̄i N̄i

1 71.0176 72.0176 38.7330 39.2784 71.0949 72.0958 38.7402 39.2856

2 1.2937 1.7937 1.1760 1.6305 1.2972 1.7976 1.1781 1.6326

Tab. 4.6 – Comparaison des résultats pour le cas M2/M2/1//N

D’après ces tableaux, il s’avère que les résultats obtenus par la simulation sont très proches

de ceux obtenus par les RdPSG. Par conséquent, les résultats obtenus par les RdPSG sont

très significatifs.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évalué les indices de performances des systèmes

M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2), M3/M3/1//(N1, N2, N3) par les RdPSG pour

différents nombres de clients dans la (les) source (s). Les résultats du premier système

sont validés par simulation seulement, vu l’inexistence des résultats analytiques dans ce

cas de source finie unique. Alors que pour les autres systèmes avec sources finies multiples

la validation est faite avec des résultats analytiques.

L’avantage de l’approche de RdPSG proposée et de pouvoir analyser des systèmes com-

plexes. Cette complexité peut être due à l’introduction de plusieurs phénomènes, telle que

la priorité que nous avons considérée.

A partir des résultats de cette étude nous prouvons l’éfficacité de l’approche proposée. De

nombreux problèmes dans les systèmes avec priorité et sources finies peuvent être sim-

plifiés en utilisant cette approche, en particulier, cette approche nous évite d’avoir à faire

au problème de la détermination du débit ρi.
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L’analyse d’un système prioritaire présente des difficultés puisque la description de

l’état du système doit tenir compte de l’information de chaque classe. Si les sources sont

finies, cela introduit de grandes difficultés analytiques et complique énormément l’analyse

des performances du système. C’est pourquoi, nous avons proposé dans ce mémoire une

approche de modélisation, d’analyse et d’évaluation de performances des systèmes priori-

taires mono-serveur à source(s) finie(s) basée sur les RdPSG.

L’aspect stochastique est ici très important car il fait partie intégrante de l’évolution

de ces systèmes, et la prise en compte de ces phénomènes aléatoires, tels que les aléas

de fonctionnement (pannes, arrêts, ...) accentue l’efficacité dans l’étude de ces systèmes.

Pour les représentations, les RdPSG constituent alors les modèles les mieux adaptés. La

facilité d’emploi de leur représentation graphique justifie déjà ce choix. Leur prolongement

vers les processus de Markov, outils analytiques très puissants, accrôıt considérablement

l’intérêt pour l’analyse et la synthèse de ces systèmes.

L’intérêt majeur des RdPSG est de pouvoir combiner l’analyse qualitative et l’analyse

quantitative. Les RdPSG permettent l’obtention de résultats des indices de performances

aisément. Ils permettent également d’inclure facilement les différentes structures de syn-

chronisation.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’évaluation des performances des

systèmes d’attente M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3) avec

priorité relative et source(s) finie(s) via les RdPSG.

Dans un premier temps, nous avons étudié l’outil de modélisation RdP, leurs pro-

priétés, leurs fonctionnements ainsi que quelques unes de ses extensions.

Dans un second temps, nous avons modélisé les systèmes M2/M2/1//N

M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3), par les RdPSG. Après la construction

des modèles RdPSG associés aux systèmes, nous nous sommes intéressés à leurs analyses
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qui consiste à définir d’une part leurs propriétés qualitatives et d’autre part à calculer

leurs paramètres de performances quantitatifs.

Pour effectuer l’analyse qualitative, nous avons dû étudier les propriétés des modèles

de RdPSG associés à ces systèmes. La bornitude, la vivacité et l’admission du marquage

initial comme état d’accueil dans ces RdPSG ont permis d’affirmer que l’état stationnaire

de chacun de ces systèmes existe. Par conséquent, on peut établir l’analyse quantitative.

Pour l’analyse quantitative, nous avons généré les graphes des marquages accessibles

(GMA) qui représentent les séquences de franchissements des transitions après l’occur-

rence de certains évènements et qui permettent de visionner tous les marquages possibles

à partir du marquage initial. A partir de ces GMA, nous avons construit les châınes de

Markov à temps continu, déduit les conditions d’ergodicité et défini ainsi la distribution

stationnaire associée à chaque modèle. Ceci nous a permis de calculer les différents indices

de performances.

Pour un nombre de clients important, nous avons pu évaluer les principaux indices

de performances à l’aide du logiciel dédié aux RdPSG nommé TimeNet. Les résultats

du système M2/M2/1//N sont validés par simulation tandis que pour les deux autres

systèmes M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3), la validation est faite avec des

résultats analytiques. Les résultats numériques obtenus par ce logiciel ont prouvé l’effica-

cité de l’approche proposée. En effet, nous avons pu constater que les RdPSG sont très

puissants en terme d’expressivité et qu’ils constituent une approche fiable pour le calcul

des paramètres de performances.

Comme perspectives de recherche, nous suggérons de considérer les points suivants :

– Lorsque les systèmes étudiés contiennent plusieurs classes de clients, leurs

représentations en RdPSG deviennent complexes donc difficilement exploitables

[44, 51, 50, 49]. Les RdPSG colorés constituent un modèle mathématique de haut-

niveau, pouvant réduire la taille du modèle et dans lesquels chaque jeton correspon-

dant à un client ou à un serveur doit porter une information qui dénote son type.

Ainsi, il serait judicieux de les exploiter par l’analyse des systèmes étudiés dans ce

mémoire quand le nombre de classes prioritaires est assez grand.

– Il serait intéressant d’élargir l’étude au cas non-borné MR/MR/m//∞ à population

infinie. Dans ce cas, il y’a lieu de faire appel au graphe de couverture.

– Il sera pertinent de considérer l’analyse des réseaux de files d’attente.
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[8] F. Bause, P. Bucholz, and P. Kemper. QPN-tool for the specification and analysis of

hierarchically combined queueing Petri nets. Quantitative evaluation of computing

and communication systems, Springer Verlag, 977 :224–238, 1995.

[9] C. Beounes and J.C. Laprie. Dependability evaluation of complex computer sys-

tems : Stochastic Petri net modeling. Proc. 15th IEEE Int. Symp. Fault-Tolerant

Computing, Ann Arbor, Michigan, 364-369, Juin 1985.

88



Bibliographie

[10] P. Berthomieu and M. Diaz. Modeling and verification of time dependent systems

using time Petri nets. IEEE Transaction on Software Engineering, 3(17) :259–273,

March 1991.

[11] A. Blakemore. The cost of elimination of vanishing markings from generalized

stochastic Petri nets. Proc. International Workshop on Petri Nets and Performance

Models (PNPM 89), Kyoto, Japon, 85-92, 1989.

[12] G. Bolch, S. Greiner, H. Demee, and K. S. Trivedi. Queueing networks and Markov

chains. Published by John Wiley and Sons, Hoboken, New Jersey, 2 edition, 2006.

[13] P. Bonet, C. Llado, R. Puijaner, and W. Knottenbelt. PIPE 2.5 : A Petri net tool for

performance modelling. In Proc. 23rd Latin American Conference on Informatics

CLEI, october 2007.

[14] F. Bonson and D. R. Cox. The productivity of machines requiring attention at

random intervals. Royal Statistical Society, 13(1) :65–82, 1951.

[15] K. Bose, K. Altinkemer, and R. Pal. Average waiting time of customers in an M/D/k

queue with non preemptive priorities. Computers Operations Research, 14 :14, 133–

136, 1998.

[16] L. Bouallouche and D. Aı̈ssani. Quantitatives estimates in an M2/G2/1 priority

queue with non-preemptive priority : Method of strong stability. International Jour-

nal Stochastics Models, 2008.
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[32] J. F. Ereau. Réseaux de Petri pour l’étude de la disponibilité opérationnelle des
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[35] A. C. Geniet. Les réseaux de Petri : Un outil de modélisation. Springer-Verlag

Berlin, 2 edition, 2006.

[36] N. Gharbi. Evaluation des performances et de la fiabilité des systèmes Multi-classes

avec rappels à l’aide des réseaux de Petri stochastiques colorés. Thèse de Doctorat,
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ter, Université de Bejaia, 2004.

[46] N. Hamadouche. Approximation dans les systèmes de files d’attente prioritaires.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous montrons comment utiliser les réseaux de Petri pour modéliser

et évaluer les performances de systèmes d’attente prioritaires avec une seule source finie

(pour lesquels il n’y a pas de résultats analytiques) et avec plusieurs sources finies (pour

lesquels les résultats analytiques sont complexes)

En particulier, nous obtenons les indices de performances des systèmes d’at-

tente avec priorité relative et source(s) finie(s) M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2),

M3/M3/1//(N1, N2, N3) en utilisant le formalisme des RdPSG (Réseaux de Petri Sto-

chastiques Généralisés) qui s’adapte à la structure de ces systèmes.

En raison de l’inexistence de résultats analytiques pour le premier système, une

simple étude comparative avec des résultats de la simulation a été réalisée. Par contre,

pour les deux derniers systèmes, la validation est faite avec des résultats analytiques.

Mots clés : Systèmes de files d’attente, Priorité relative, Source finie, Modélisation,

Evaluation de performances, Réseaux de Petri stochastiques généralisés.

Abstract

In this work, we show how to use Generalized Stochastic Petri Nets to model and

evaluate the performance of priority queuing systems with a single finite source (for which

there is no analytical results) and with several finite sources (for which analytical results

are complex).

In particular, we obtain the performance indices of systems with non-preemptive prio-

rity and finite source (s) M2/M2/1//N , M2/M2/1//(N1, N2), M3/M3/1//(N1, N2, N3)

using the GSPN (Generalized Stochastic Petri Nets) formalism that fits the structure

of these systems.

Due to the nonexistence of analytical results for the first system, a simple compara-

tive study with simulated results was performed. However, for the latter two systems, the

validation was done with analytical results.

Keywords : Queueing systems, Non-preemptive priority, Finite source, Modeling, Per-

formance evaluation, Generalized stochastic Petri nets.


