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Introduction générale

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux dérivées

partielles (EDP) est une équation dont l’inconnue est une fonction vérifiant une certaine

relation entre elle et ses dérivées partielles.

Une EDP a souvent de très nombreuses solutions, les conditions étant moins strictes que

dans le cas d’une équation différentielle ordinaire (à une seule variable) ; les problèmes in-

cluent souvent des conditions aux limites qui restreignent l’ensemble des solutions. Alors que

les ensembles de solutions d’une équation différentielle ordinaire sont paramétrées par un ou

plusieurs paramètres correspondant aux conditions supplémentaires, dans le cas des EDP

les conditions aux limites se présentent plutôt sous la forme d’une fonction ; intuitivement

cela signifie que l’ensemble des solutions est beaucoup plus grand, ce qui est vrai dans la

quasi-totalité des problèmes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences, puisqu’elles apparaissent aussi bien en

physique, dynamique des structures, mécanique des fluides que dans les théories de la gra-

vitation de l’électromagnétisme (équations de Maxwell) ou des mathématiques financières

(équation de Black-Scholes [18]). Elles sont primordiales dans des domaines tels que la

simulation aéronautique, la synthèse d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les

équations les plus importantes de la relativité générale et de la mécanique quantique sont

également des EDP.

L’un des sept problèmes du prix du millénaire consiste à montrer l’existence et la continuité

par rapport aux données initiales d’un système d’EDP appelé équations de Navier-Stokes.

Ces équations servent énormément en mécanique des fluides.

La théorie de l’intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre date de

1734 [9]. L’idée d’Euler est de ramener la dite intégration à celle des équations différentielles

ordinaires. Euler montre qu’une famille de fonctions de deux variables dépendant de deux
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Introduction générale

paramètres a et b de la forme z = f(x, y, a, b) vérifie une équation aux dérivées partielles

du premier ordre en éliminant a et b entre les dérivées partielles ∂z
∂x
, ∂z

∂y
et z.

D’Alembert de son côté [10] fonde ses procédés d’intégration sur deux principes :

- La valeur de la dérivée seconde d’une fonction de deux variables est indépendante de

l’ordre de différentiation par rapport à ces variables (théorème dû à Euler mais auquel il

faut rajouter des conditions).

- La formation d’une différentielle totale exacte moyennant les deux relations dz = pdx+qdy

et F (x, y, z, p, q) = 0 de sorte que l’intégration de cette dernière donne l’intégrale.

Vingt ans après, en 1768 − 1770, Euler a appliqué les principes indiqués à un assez

grand nombre d’équations mais d’une forme particulière. Lagrange, dans un mémoire de

1785 [11], résume les connaissances de l’époque sur ces questions. Il ne sait intégrer que 11

types d’équations aux dérivées partielles du premier ordre.

Les équations aux dérivées partielles d’ordre un n’ont que peu de rapport avec les appli-

cations de l’analyse. Il en va tout autrement avec les équations d’ordre supérieur qu’on

rencontre dès le XV IIIe siècle dans la mécanique des corps déformables, dans l’hydrodyna-

mique, et dans la théorie de l’élasticité. La difficulté est de traduire les lois de la mécanique

newtonienne sur des corps non rigides. Les Bernoulli, Taylor, Euler, avant 1740, n’écrivent

pas d’équations aux dérivées partielles mais utilisent des raisonnements géométriques par-

ticuliers à chaque cas. C’est seulement en 1743 que D’Alembert écrit la première équation

aux dérivées partielles de la mécanique, à propos des oscillations d’une châıne pesante au

voisinage de sa position d’équilibre.

La formulation variationnelle d’un problème régi par des équations aux dérivées par-

tielles correspond à une formulation faible de ces équations qui s’exprime en termes d’algèbre

linéaire dans le cadre d’un espace de Hilbert. A l’aide du théorème de Lax-Milgram, elle

permet de discuter de l’existence et de l’unicité de solutions.

Les espaces de Sobolev[20] se sont imposés comme l’outil moderne fournissant le cadre

adéquat pour la recherche de solutions d’équations aux dérivées partielles. Sobolev a in-

troduit des notions de nos jours fondamentales dans plusieurs champs des mathématiques.

Les espaces de Sobolev, des espaces de fonctions caractérisées par des conditions sur leurs

transformées de Fourier, sont devenus un point important de l’analyse fonctionnelle. Les

fonctions généralisées (connues par la suite sous le nom de distributions) ont été introduites
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Introduction générale

pour la première fois par Sobolev en 1935 pour la recherche de solutions faibles, avant

d’être repris par Laurent Schwartz. Sobolev a donné une version abstraite de la notion clas-

sique de différentiation, étendant ainsi les champs d’application de la théorie de Newton et

Leibniz. La théorie des distributions fut formalisée par le mathématicien français Laurent

Schwartz[19] et lui valut la médaille Fields en 1950. Son introduction utilise des notions

d’algèbre linéaire et de topologie centrées autour de l’idée de dualité. Il faut chercher l’ori-

gine de cette théorie dans le calcul symbolique de Heaviside 1894 et Poincaré 1912, et dans

l’introduction par les physiciens de la fonction de Dirac en 1926. L’objectif a été alors de

généraliser la notion de fonction, afin de donner un sens mathématique correct à des objets

manipulés par les physiciens. Il fallait en plus garder la possibilité de faire des opérations

telles que des dérivations, convolutions, transformées de Fourier ou de Laplace.

Des méthodes numériques pour la résolution des équations aux dérivées partielles sont

développées telles la méthodes des éléments finis et la méthode de Galerkin. Ces dernières

se fondent sur la formulation variationnelle pour déterminer des solutions numériques ap-

prochées du problème d’origine.

Une importante application des différences finies est la résolution numérique des équations

différentielles et des équations aux dérivées partielles : l’idée est de remplacer les dérivées

apparaissant dans l’équation par des différences finies qui les approximent. Les diverses

méthodes qui en résultent sont appelées méthodes des différences finies.

La méthode des éléments finis fait partie des outils de mathématiques appliquées. Il s’agit de

mettre en place, à l’aide des principes hérités de la formulation variationnelle ou formulation

faible, un algorithme discret mathématique permettant de rechercher une solution approchée

d’une équation aux dérivées partielles sur un domaine compact avec conditions aux bords.

On parle couramment de conditions de type Dirichlet (valeurs aux bords) ou Neumann (gra-

dients aux bords) ou conditions mixtes. Il s’agit donc avant tout de la résolution approchée

d’un problème, où, grâce à la formulation variationnelle, les solutions du problème vérifient

des conditions d’existence plus faibles que celles des solutions du problème de départ et où

une discrétisation permet de trouver une solution approchée. Comme de nombreuses autres

méthodes numériques, outre l’algorithme de résolution en soi, se posent les questions de la

qualité d’une discrétisation : l’existence de solutions, l’unicité de la solution, la stabilité et

la convergence.

La théorie du contrôle étudie les systèmes et le moyen d’agir sur eux au moyen d’une

commande (ou contrôle). Dans le cas du contrôle optimal, le but est en général d’optimiser
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le fonctionnement d’un système en fonction d’un critère de coût pertinent, ou de stabiliser

un système pour le rendre insensible à certaines perturbations. un problème fondamental

dans plusieurs champs d’applications des Mathématiques est le contrôle ou l’amortissement

des vibrations de grandes structures. C’est ainsi que, dans les trente dernières années, s’est

développée, sous l’impulsion de J.-L. Lions et de son école, une théorie mathématique du

contrôle optimal pour les solutions de l’équation des ondes dans un milieu non homogène[13].

Notre contribution essentielle dans cette thèse est d’appliquer des méthodes numériques

aux problèmes de contrôle optimal gouvernés par des équations aux dérivées partielles.

Ce travail est constitué d’une introduction, de quatre chapitres et d’une conclusion. Le

premier chapitre est consacré à des rappels et définitions, et aux solutions analytiques des

EDP linéaires.

Le deuxième chapitre traite de des solutions généralisées et de la formulation variationnelle,

ainsi que des concepts de base sur les distributions et les espaces de Sobolev. Le théorème

fondamental dans ce concept est celui de Lax-Milgram pour montrer l’existence et l’unicité

de la solution du problème variationnel.

Le troisième chapitre est consacré aux méthodes numériques de résolution des EDP linéaires :

Par La méthode de différences finies, la méthode de Galerkin et la méthode des éléments

finis.

Le dernier chapitre est consacré à la résolution de deux exemples pritique en contrôle optimal

des EDP. Le premier exemple est un problème stationnaire, et le deuxième est l’équation de

la chaleur avec un contrôle au bord du domaine.

Enfin, nous clôturons cette thèse par une conclusion générale, ainsi que quelques perspectives

de recherche.
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Chapitre 1

Définitions et Préliminaires

1.1 Concepts de base et définitions

Définition 1.1.1. Une équation différentielle aux dérivées partielles ou EDP, est

une relation faisant intervenir une fonction inconnue u de Rn dans R, les variables x, y, . . .,
ses dérivées partielles,ux, uy, . . ., uxx, uxy, uyy, . . .. Elle s’écrit de façon générale :

F (x, y, . . . , u, ux, uy, . . . , uxx, uxy, . . .) = 0. (1.1)

L’équation (1.1) est considérée dans un domaine Ω de Rn.

Les solutions de l’équation (1.1) sont des fonctions qui vérifient cette équation dans Ω.

Exemples :

u2
∂2u

∂x∂y
+ 2

∂u

∂x
= y, (1.2)

∂2u

∂x2
− 2x

∂2u

∂x∂y
− 3y

∂2u

∂y2
= x, (1.3)(

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= 1, (1.4)

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0. (1.5)

Définition 1.1.2. L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est l’ordre de la dérivée

partielle le plus élevé intervenant dans l’équation.

Dans l’exemple précédent, l’équation (1.4) est d’ordre 1, les équations (1.2),(1.3) et (1.5)

sont d’ordre 2.
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Chapitre 1 Définitions et Préliminaires

Définition 1.1.3. Une équation aux dérivées partielles est dite linéaire si F est linéaire

par rapport à la fonction u et à toutes ses dérivées partielles. Autrement dit, si u et ses

dérivées partielles apparaissent séparément et à la puissance 1 dans l’EDP, celle-ci est dite

linéaire.

Les équations (1.3) et (1.5) sont linéaires, les équations (1.2) et(1.4) sont non linéaires.

Définition 1.1.4. Une équation aux dérivées partielles est dite homogène si elle est vérifiée

pour u = 0 ( tous les termes de l’équation contiennent la fonction u ou l’une de ses dérivées

partielles).

1.2 EDP linéaires du 1er ordre

La forme la plus générale pour une EDP linéaire de deux variables et du 1er ordre est :

A(x, y)
∂u

∂x
+B(x, y)

∂u

∂y
+ C(x, y)u = D(x, y),

où A,B,C et D sont des fonctions.

Exemple 1 : Soit l’EDP suivante :

∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0. (1.6)

L’EDP (1.6) est du 1er ordre, linéaire et homogène. On a

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy =

∂u

∂y
(dy − dx).

Si dx et dy sont reliés par dx−dy = 0, alors du = 0, la fonction u est constante sur chacune

des courbes de la famille y − x = ξ(ξ ∈ R), et u ne dépend que de ξ.

Donc u(x, y) = f(ξ) = f(x − y), où f est une fonction arbitraire d’une seule variable, de

classe C1(R).
Les droites y − x = ξ sont appelées les caractéristiques de l’EDP (1.6).

Exemple 2 : Considérons l’EDP :

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0. (1.7)

L’EDP (1.7) est du 1er ordre, linéaire et homogène. On a

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = (−ydx+ dy)

∂u

∂y
.

Si dx et dy sont reliés par −ydx+ dy = 0, alors du = 0, et u est constante sur chacune des

courbes y = ξex. Donc la solution générale de l’équation (1.7) est de la forme

u(x, y) = f(ye−x),

9



Chapitre 1 Définitions et Préliminaires

où f est de classe C1(R).
Exemple 3 : Considérons l’EDP :

x
∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
− 2u = 0. (1.8)

On a

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

=
∂u

∂x
dx+

1

2

(
2u− x

∂u

∂x

)
dy

=
∂u

∂x

(
dx− 1

2
xdy

)
+ udy.

Si dx et dy sont reliés par dx − 1
2
xdy = 0, alors du = udy, x = ξe

y
2 . Sur chacune de ces

courbes, u = cste · ey.
Donc la solution générale de l’EDP (1.8) est de la forme : u(x, y) = eyf(xe−

y
2 ).

1.3 Classification des EDP linéaires du 2ème ordre, à

coefficients constants

Une EDP linéaire du 2ème ordre, à coefficients constants s’écrit sous la forme :

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂y∂x
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu+G = 0.

Les trois premiers termes correspondent à la partie principale. A,B, . . . , G sont des

constantes. Le type de l’EDP dépend du signe de B2 − 4AC.

– Si B2 − 4AC > 0, l’EDP est dite hyperbolique.

– Si B2 − 4AC = 0, l’EDP est dite parabolique.

– Si B2 − 4AC < 0, l’EDP est dite elliptique.

Il est plus important d’avoir en tête des exemples d’équations aux dérivées partielles ap-

partenant à chacune de ces classes, plutôt que d’essayer de formaliser dans le détail cette

classification. Donnons donc quelques exemples :

• ∂2u

∂y2
− c2

∂2u

∂x2
= 0. On a B2 − 4AC = 4c2 > 0, cette équation est hyperbolique est elle

s’appelle : l’équation des ondes.

10
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• ∂u

∂y
− d

∂2u

∂x2
= 0, avec d > 0. On a B2 − 4AC = 0, donc cette équation est parabolique,

appelée l’équation de la diffusion.

• ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. On a B2 − 4AC = −4 < 0, donc cette équation est elliptique, appelée

l’équation de Laplace.

• y
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 ( équation de Tricomi ). Le discriminant vaut B2 − 4AC = 4y. Selon le

signe de y, on a

– Si y > 0 l’EDP est hyperbolique ;

– Si y = 0 l’EDP est parabolique ;

– Si y < 0 l’EDP est elliptique.

1.4 Conditions aux frontières et problème ”bien posé”

Considérons une EDP sur un domaine Ω. Trois types de conditions aux frontières

existent :

– On impose la valeur de u sur ∂Ω. C’est la condition de Dirichlet.

– On impose la valeur de
∂u

∂n
= ∇u · n⃗ sur ∂Ω. C’est la condition de Neumann.

– On impose ces deux conditions sur ∂Ω. C’est la condition de Cauchy.

Remarque : Si l’EDP est valide dans tout l’espace, il n’y a pas de frontière. On impose

alors souvent des conditions à l’infini.

Définition 1.4.1. ( problème ”bien posé” )

Soit une EDP valide dans un domaine Ω, munie de conditions aux frontières. Le problème

est bien posé si :

– il existe une solution de l’EDP satisfaisant les conditions aux frontières (existence).

– la solution doit être unique (unicité).

– la solution doit être stable par rapport aux conditions aux frontières imposées (stabi-

lité).

11
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1.5 Rappel sur la dérivation d’une fonction à plusieurs

variables

On se limite dans ce rappel au cas de fonctions de deux variables, mais on peut facilement

généraliser ces notions aux fonctions de plusieurs variables. dans cette section, Ω désigne un

ouvert de R2. Commençons par les définitions suivants :

Définition 1.5.1. ( application partielle ) Soit f une fonction de R2 dans R, et (x0, y0) ∈ R2.

On appelle applications partielles associées à f en (x0, y0), les deux applications de R dans

R obtenues en figeant l’une des variables :

f1 : x 7→ f1(x) = f(x, y0) et f2 : y 7→ f2(x) = f(x0, y).

La notion de dérivée partielle de f en un point (x0, y0) s’agit des dérivées des applications

partielles associées à f en (x0, y0).

Définition 1.5.2.( dérivée partielle ) Soit Ω =]a, b[×]c, d[, et f : Ω ⊂ R2 → R une applica-

tion. Soit (x0, y0) un point de Ω et f1 :]a, b[→ R l’application définie par

f1(x) = f(x, y0).

On dit que f admet une dérivée partielle par rapport à la première variable en (x0, y0)

lorsque f1 est dérivable en x0. On note ∂xf(x0, y0) le nombre f ′
1(x0).

De la même manière, si elle existe, on note ∂yf(x0, y0) la dérivée partielle de f par rapport

à la deuxième variable en (x0, y0).

Définition 1.5.3.( continuité ) Soit f : Ω ⊂ R2 → R une application. On dit que f est

continue en un point (x0, y0) ∈ Ω si

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

On dit que f est continue sur Ω lorsque f est continue en chaque point de Ω.

Définition 1.5.4. ( Dérivées directionnelles ) Soit f : Ω ⊂ R2 → R une application, (x0, y0)

un point de Ω et v un vecteur de R2. On appelle dérivée directionnelle de f en (x0, y0) dans

la direction de v la dérivée en t = 0, si elle existe, de la fonction d’une variable

fv : t 7→ f ((x0, y0) + tv) .

On la note alors ∂vf(x0, y0).

Remarque : Les dérivées partielles ∂xf et ∂yf ne sont autre que les dérivées directionnelles

de f dans les directions des deux vecteurs de la base canonique e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1).

12
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Proposition 1.5.1. Soit f :]a, b[×]c, d[→ R. Si f est différentiable en (x0, y0), alors f admet

des dérivées directionnelles en (x0, y0) dans toutes les directions v, et

∂vf(x0, y0) = d(x0,y0)f(v).

Mais la reciproque est fausse dans le cas générale.

Proposition 1.5.2. Soit f :]a, b[×]c, d[→ R. Si f admet des dérivées partielles ∂xf et ∂yf

dans ]a, b[×]c, d[ et que ces dérivées partielles sont continues, alors f est différentiable dans

]a, b[×]c, d[.

Définition 1.5.5. Lorsque f admet des dérivées partielles ∂xf et ∂yf continues dans Ω, on

dit que f est de classe C1 dans Ω.

Proposition 1.5.3. Soit f : Ω ⊂ R2 → R une application de classe C1. Alors f admet en

tout point (x, y) une dérivée directionnelle dans toute direction v = (v1, v2), et on a :

∂vf(x, y) = v1(∂xf)(x, y) + v2(∂yf)(x, y).

On présente maintenant l’extension au cas de dérivées d’ordre supérieure.

Définition 1.5.6. Soit f une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω. f est de classe C2 si

ces dérivées partielles ∂xf et ∂yf sont de classe C1.

Lemme 1.5.1. Soit f : R2 → R une application différentiable. Soit ϕ1 et ϕ2 deux applica-

tions dérivables de R dans R. Alors l’application φ : R → R définie par

φ(t) = f(ϕ1(t), ϕ2(t))

est dérivable, et sa dérivée est donnée par

φ′(t) = d(ϕ1(t),ϕ2(t))f(ϕ
′
1(t), ϕ

′
2(t)).

Théorème 1.5.1. (De Schwarz)[27] Si f est de classe C2 dans Ω, alors on a

∂2xyf = ∂2yxf.

1.6 Solutions analytiques - classiques - des EDP linéaires

1.6.1 Les équations de transport

On considère un tube horizontal cylindrique, dans lequel coule de l’eau par exemple, à

la vitesse constante c. Un polluant (du pétrole) est en suspension dans l’eau.

13
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On note u(t, x) la concentration de polluant à l’instant t et à l’abscisse x.

La fonction u vérifie l’EDP suivante :

∂tu(t, x) + c∂xu(t, x) = 0. (1.9)

En effet, à l’instant t, la quantité de polluant entre les points d’abscisse 0 et x est

Q(t) =

∫ x

0

u(t, y)dy.

A l’instant t + h, le polluant s’est déplace de ch mètres. La quantité de polluant entre les

points d’abscisse ch et x + ch est donc celle qui se trouvait à l’instant t entre 0 et x. On a

donc

Q(t) =

∫ x+ch

ch

u(t+ h, y)dy.

On va dériver l’égalité obtenue par rapport à x. Pour ce faire, on pose y′ = y − ch et on

obtient

Q(t) =

∫ x

0

u(t+ h, y′ + ch)dy′,

et donc

u(t+ h, x+ ch) = u(t, x). (1.10)

En Dérivant maintenant l’expression (1.10) par rapport à h, on obtient

∂tu(t, x) + c∂xu(t, x) = 0,

ce qui est bien l’EDP (1.9).

1.6.2 Equations à coefficients constants

On va résoudre les EDP de la forme (1.9), ou de manière un peu plus générale, les

équations

a∂tu(t, x) + b∂xu(t, x) = 0, (1.11)

où a et b sont deux constantes réelles, dont l’une au moins n’est pas nulle. On cherche ici

toutes les fonctions u définies sur R2 de classe C1 et telles que pour tout (t, x) ∈ R2 l’EDP

(1.11) soit vérifiée.

Commençons par le cas particulier a = 1 et b = 0. L’équation (1.11) devient alors ∂tu(t, x) =

0.

On voit immédiatement que u est solution si et seulement si u ne dépend pas de t. Autrement

dit, les solutions sont les fonctions u qui s’écrivent

u(t, x) = f(x),
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où f une fonction de R dans R et de classe C1.

Remarque : La première remarque qui s’impose, c’est qu’il y a beaucoup de solutions.

- On fait aussi une remarque d’ordre plus géométrique : les solutions (t, x) 7→ u(t, x) sont

exactement les fonctions constantes le long des droites horizontales, c’est-à-dire le long des

droites dirigées par le vecteur (a, b) = (1, 0).

Ce phénomène a également lieu pour toutes les équations (1.11).

1.6.3 Méthode des caractéristiques

On reprend l’équation (1.11). Supposons que u : R2 → R, de classe C1, soit solution. En

terme de différentielle, (1.11) se traduit par

d(t,x)u(a, b) = 0,∀(t, x) ∈ R2. (1.12)

Autrement dit, la dérivée directionnelle ∂(a,b)u(t, x) de u dans la direction du vecteur (a, b)

est nulle en tout point (t, x) de R2. On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.6.1. Si u est solution de (1.11), alors u est constante le long de chaque droite

de direction (a, b).

Preuve : Soit (t, x) un point de R2. Soit φ : R → R la fonction définie par

φ(k) = u((t, x) + k(a, b)) = u(t+ ka, x+ kb).

La fonction φ donne les valeurs de u en chaque point (t′, x′) = (t, x) + k(a, b) de la droite D
de vecteur de direction (a, b) passant par (t, x). On dérive φ

φ′(k) = d((t,x)+k(a,b))u(a, b) = d(t′,x′)u(a, b) = 0.

Donc φ est constante, et u l’est sur la droite D.

Définition 1.6.1. On appelle caractéristiques de l’équation (1.11) les droites de vecteur

directeur (a, b). Ce sont toutes les droites Dc d’équation bt−ax = c, où c parcourt l’ensemble

des réels.

On note maintenant f : R → R , la fonction qui a un réel c associe la valeur de u sur la

droite Dc. Soit (t0, x0) un point de R2. Il existe une et une seule caractéristique qui passe

par (t0, x0) : c’est la droite Dc0 , où c0 = bt0 − ax0. On a donc

u(t0, x0) = f(c0) = f(bt0 − ax0).

Ce raisonnement étant valable pour tout (t0, x0) de R2, on a finalement

u(t, x) = f(bt− ax),∀(t, x) ∈ R2. (1.13)
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Puisque u ∈ C1, Alors f est aussi de classe C1.

On a raisonné jusqu’ici par condition nécessaire. Il reste à prouver que toute fonction u de

la forme (1.13) avec f : R → R et de classe C1 est bien solution de (1.11). En effet,

on a

∂tu(t, x) = ∂tf(bt− ax) = bf(bt− ax),

et

∂xu(t, x) = ∂xf(bt− ax) = −af(bt− ax).

Donc

a∂tu(t, x) + b∂xu(t, x) = a [bf(bt− ax)] + b [−af(bt− ax)] = 0.

On alors démontré le résultat suivant :

Théorème 1.6.1. Les fonctions u : R2 → R de classe C1 vérifiant l’équation (1.11) sont

toutes les fonctions qui s’écrivent

u(t, x) = f(bt− ax),

où f : R → R est une fonction quelconque de classe C1.

1.6.4 Méthode du changement de variables

Nous allons retrouver le résultat précédent à l’aide d’une autre méthode, qui s’avère

être très pratique. Plutôt que d’une méthode totalement différente, il s’agit d’une autre

formulation de la même idée. On a vu que les solutions de l’équation (1.11) ne dépendent

que de la variable bt− ax. On pose donc t′ = bt− ax et on choisit une autre coordonnée x′

qui soit indépendante. On prend par exemple{
t′ = bt− ax,

x′ = at+ bx,

On pose alors v : (t′, x′) 7→ v(t′, x′) = u(t, x), et l’on examine l’équation vérifiée par v lorsque

u est solution de (1.11). On calcule d’abord les dérivées partielles de u en fonction de celles

de v. On a

∂tu(t, x) = ∂t(v(bt− ax, at+ bx))

= b(∂t′v)(bt− ax, at+ bx) + a(∂x′v)(bt− ax, at+ bx),

∂xu(t, x) = ∂x(v(bt− ax, at+ bx))

= −a(∂t′v)(bt− ax, at+ bx) + b(∂x′v)(bt− ax, at+ bx).
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Donc u, de classe C1, est solution de l’équation (1.11) si est seulement si v vérifie l’équation

(a2 + b2)(∂x′v)(t′, x′) = 0.

Autrement dit, puisque a2 + b2 ̸= 0, u est solution de l’équation (1.11) si est seulement si v

ne dépend pas de x′ : v(t′, x′) = f(t′) pour une certaine fonction f , de classe C1 puisque v

l’est. Revenant à u, on retrouve le théorème 1.6.1

u(t, x) = f(bt− ax). (1.14)

1.6.5 Equations à coefficients variables

Considérons par exemple l’équation

∂xu(x, y) + x∂yu(x, y) = 0. (1.15)

On cherche à appliquer la méthode des caractéristiques à cette équation. Lisons l’équation :

la dérivée directionnelle de u dans la direction du vecteur X = (1, x) doit être nulle :

∂(1,x)u(x, y) = 0. (1.16)

Evidemment, la difficulté qui apparâıt est que le vecteur en question dépend du point (x, y)

où l’on se trouve. On doit adapter un peu la notion de caractéristique.

Définition 1.6.2.On appelle champ de vecteurs une applicationX, de classe C1, de Ω ⊂ R2,

considéré comme sous-ensemble des points du plan, dans R2 considéré comme ensemble des

vecteurs du plan ( l’espace vectoriel R2 ).

Exemple : l’équation (1.15) amène naturellement à considérer le champ de vecteursX(x, y) =

(1, x).

Définition 1.6.3. Soit X : R2 → R2 un champ de vecteurs régulier ( de classe C1 ). Une

courbe intégrale de X est une courbe paramétrée γ : I ⊂ R → R2 telle que

γ′(t) = X(γ(t)),∀t ∈ I.

On appelle caractéristiques de l’équation (1.15) chacune des courbes intégrales du champ

de vecteurs X(x, y) = (1, x).

Proposition 1.6.2. Si u est une solution de l’équation (1.15), u est constante le long des

courbes intégrales t 7→ γ(t) du champ X :

∂t(u(γ(t)) = 0.
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Preuve : Soit (x, y) un point de R2, et soit φ : R → R la fonction définie par

φ(k) = u((x, y) + k(1, x)) = u(x+ k, y + kx).

La fonction φ donne les valeurs de u en chaque point (x′, y′) = (x+ k, y + kx) de la courbe

γ(t). En dérivant φ on obtient

φ′(k) = d(x+k,y+kx) = d(x′,y′)u(1, x) = 0.

On a
∂t(u(γ(t))) = γ′(t)∂tu(γ(t)),

= X(γ(t))∂tu(γ(t)),

= (1, x)∂tu(γ(t)),

= ∂tu(γ(t)) + x∂tu(γ(t)),

= 0.

Cette proposition généralise ce que l’on a vu dans le cas des équations à coefficients constants :

dans ce cas-là, le champ de vecteurs X associé à l’équation est le champ constant X(x, y) =

(a, b), dont les courbes intégrales sont les droites de direction (a, b).

Exemple : - Problème de Cauchy -

On va résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation (1.15) :{
∂xu(x, y) + x∂yu(x, y) = 0,

u(0, y) = ϕ(y).
(1.17)

où ϕ : R → R est une fonction de classe C1 donnée.

On commence par chercher les courbes caractéristiques de l’équation. Ce sont les courbes

intégrales t 7→ γ(t) = (x(t), y(t)) du champ de vecteur X(x, y) = (1, x). Par définition, on a

donc {
x′(t) = 1,

y′(t) = x(t),

ce qui donne x(t) = t + x0 et y(t) =
t2

2
+ x0t + y0, où l’on a noté (x0, y0) le point de γ

correspondant à t = 0. Si l’on préfère une équation cartésienne, on voit que la courbe γ qui

passe par (x0, y0), a pour équation

y =
x2

2
+ y0 −

x20
2
.

On veut maintenant déterminer la valeur de la solution du problème de Cauchy (1.17) au

point (x0, y0). On sait que u est constante le long de la courbe intégrale qui passe par le
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point (x0, y0). Cette courbe coupe l’axe des ordonnées au point (x1 = 0, y1 = y0 − x2
0

2
), et

l’on sait que

u(x1, y1) = u(0, y1) = ϕ(y1) = ϕ(y0 −
x20
2
).

On obtient alors, pour n’importe quel (x0, y0) de R2,

u(x0, y0) = ϕ(y0 −
x20
2
).

En raisonnant par condition nécessaire, on obtient donc u(x, y) = ϕ(y − x2

2
). Il est très

simple de vérifier que cette fonction est effectivement solution de (1.17), et la méthode des

caractéristiques nous a encore permis de construire l’unique solution de ce problème.

1.6.6 Solutions de l’équation des ondes

On considère une corde de longueur L, et de densité ρ constante, cette corde est élastique

et tendue entre deux points A et B. On s’intéresse aux petites vibrations transversales de

la corde. Penser par exemple aux vibrations d’une corde de guitare. On supposera que les

effets de la gravité et des autres éventuelles forces extérieures peuvent être négligées. On

choisit comme axe des abscisses la droite (AB), l’origine de l’axe étant le point A, et on note

x les abscisses. On désigne alors par u(t, x) le déplacement vertical de la corde à l’instant t

et au point d’abscisse x.

On va résoudre l’équation des ondes

c2∂2xxu(t, x) = ∂2ttu(t, x), (1.18)

où c =

√
τ

ρ
, et τ est une constante désigne la norme des forces extérieurs exercées par la

corde au point M quelconque.

c’est à dire trouver les fonctions u(t, x), définies sur R2 et de classe C2 qui vérifient cette

égalité. On reprend la méthode du changement de coordonnées. Soit{
t′ = x+ ct,

x′ = x− ct,

et v : (t′, x′) 7→ u(t, x). On vérifie facilement que{
∂tu(t, x) = c∂t′v(t

′, x′)− c∂x′v(t′, x′),

∂xu(t, x) = ∂t′v(t
′, x′) + ∂x′v(t′, x′).
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On en déduit{
∂2ttu(t, x) = c2∂2t′t′v(t

′, x′) + c2∂2x′x′v(t′, x′)− 2c2∂2t′x′v(t′, x′),

∂2xxu(t, x) = ∂2t′t′v(t
′, x′) + ∂2x′x′v(t′, x′) + 2∂2t′x′v(t′, x′).

Donc u est solution de l’équation des ondes si et seulement si v vérifie

∂2t′x′v(t′, x′) = 0,

et les solutions sont toutes les fonctions v qui s’écrivent

v(t′, x′) = f(t′) + g(x′),

où f et g sont deux fonctions de classe C2 sur R. Revenant à u, on obtient que

u(t, x) = f(x+ ct) + g(x− ct) (1.19)

Rappelons que la solution générale d’une équation de transport à coefficients constants est

une fonction arbitraire de la variable x−ct. On voit ici que la solution est la somme de deux

fonctions arbitraires, l’une de la variable x+ ct et l’autre de la variable x− ct.

On comprend mieux l’analogie avec les équations de transport si l’on remarque que

∂2ttu(t, x)− c2∂2xxu(t, x) = (∂t − c∂x)(∂t + c∂x)u(t, x).

Autrement dit, pour résoudre l’équation des ondes, on doit chercher u et v telles que{
v = ∂tu+ c∂xu,

∂tv − c∂xv = 0.

1.6.7 La formule de D’Alembert

On vient de voir que l’équation des ondes sur l’axe réel a de nombreuses solutions. Pour

cela on a le résultat suivant, qui remonte à D’Alembert au milieu du 18ème siècle.

Théorème 1.6.2.[28] Soit ϕ et ψ deux fonctions définies sur R, avec ϕ de classe C2 et ψ

de classe C1. Alors le problème
∂2ttu(t, x)− c2∂xxu(t, x) = 0,

u(0, x) = ϕ(x),

∂tu(0, x) = ψ(x),

(1.20)

admet une unique solution u de classe C2 sur R2.
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1.6.8 L’équation de la chaleur

On décrit maintenant le phénomène de la diffusion, par exemple de la chaleur au travers

d’un corps, ou bien d’un colorant dans un liquide au repos. Dans les deux cas, le principe

physique est le même, et porte le nom de Loi de Fourier (ou Loi de Fick) : le flot de chaleur

est dirigé de la région chaude à la région froide, et son intensité est proportionnelle au

gradient de température. On se limite encore une fois à la diffusion de la chaleur le long

d’un axe. Notons u(t, x) la température à l’instant t au point d’abscisse x. La quantité totale

de chaleur (en joules par exemple) sur l’axe entre les points x0 et x1 (x0 < x1) à l’instant t

est

H(t) = cρ

∫ x1

x0

u(t, x)dx.

où c et ρ sont des constantes physiques : c est la chaleur spécifique du matériau et ρ sa

densité.

On suppose que la chaleur décroit de la gauche vers la droite le long de l’axe, au moins

au voisinage du segment [x0, x1]. On sait que la quantité de chaleur H(t) entre x0 et x1 ne

peut changer au cours du temps qu’à cause d’entrées en x0 ou de sorties en x1. Or, d’après

la Loi de Fourier, le flot de chaleur entrant en x0 est κ∂xu(t, x0) et celui sortant de x1 est

κ∂xu(t, x1), où κ est une certaine constante positive, appelée conductivité calorifique. On

obtient donc

H ′(t) = κ∂xu(t, x1)− κ∂xu(t, x0).

c’est à dire

cρ

∫ x1

x0

∂tu(t, x)dx = κ∂xu(t, x1)− κ∂xu(t, x0).

En dérivant cette égalité par rapport à x1, et en posant k =
κ

cρ
, on obtient l’équation de la

chaleur

∂tu(t, x) = k∂2xxu(t, x). (1.21)

Théorème 1.6.3. -Principe de maximum-[28] Soit u : R2 → R une fonction de classe

C2, solution de l’équation de la chaleur

∂tu(t, x) = k∂2xx(t, x),

dans le rectangle [0, T ]× [0, L]. Alors u atteint son maximum sur l’un des bords t = 0, x = 0

ou x = L du rectangle.

Remarque : Dans ce théorème, la fonction u est continue dans le rectangle [0, T ]× [0, L],

donc est bornée et atteint sa borne supérieure dans [0, T ]× [0, L]. Ce qu’affirme le théorème,
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c’est qu’il existe un point de l’un des côtés t = 0, x = 0 ou x = L du rectangle où ce

maximum est atteint. En fait on peut démontrer, ( mais c’est beaucoup plus difficile) un

principe du maximum fort : le maximum n’est pas atteint ailleurs que sur l’un de ces côtés.

Proposition 1.6.3. Soient ϕ, g et h trois fonctions régulières. Il existe au plus une fonction

de classe C2 sur R+×[0, L] qui vérifie le problème de Dirichlet pour l’équation de la chaleur :
∂tu(t, x)− k∂2xxu(t, x) = f(t, x),

u(0, x) = ϕ(x),

u(t, 0) = g(t), u(t, L) = h(t).

(1.22)

Preuve : Supposons que u1 et u2 soient deux fonctions régulières vérifiant (1.22), et notons

w = u1 − u2. La fonction w est régulière et vérifie
∂tw(t, x)− k∂2xxw(t, x) = 0,

w(0, x) = 0,

w(t, 0) = 0, w(t, L) = 0.

(1.23)

Soit T > 0, on sait que le maximum de w sur [0, T ] × [0, L] est atteint sur l’un des côtés

t = 0, x = 0 ou x = L. Mais w y est nulle, donc w(t, x) ≤ 0 pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L].

Le même raisonnement vaut pour −w : on a donc aussi w(t, x) ≥ 0 pour tout (t, x) ∈
[0, T ]× [0, L], et finalement w = 0 sur [0, T ]× [0, L]. Ceci étant vrai pour tout T , on a bien

u1 = u2.

Revenons à l’équation de la chaleur sur toute la droite réelle. Dans ce cas, le résultat d’unicité

que nous venons d’obtenir peut s’étendre modulo certaines conditions supplémentaires à

l’infini. Par exemple, on peut s’intéresser aux solutions qui tendent vers 0 quand |x| → +∞
uniformément par rapport à t.

Proposition 1.6.4.[28] Soit ϕ une fonction régulière. Il existe au plus une fonction u de

classe C2 sur R+ × R, telle que

sup
t>0

|u(t, x)| → 0 quand|x| → +∞, (1.24)

et qui vérifie {
∂tu(t, x)− k∂2xxu(t, x) = f(t, x),

u(0, x) = ϕ(x).
(1.25)
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1.6.9 Fonction de Green

On veut résoudre explicitement le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur

dans [0,+∞[×R {
∂tu(t, x)− k∂2xxu(t, x) = 0,

u(0, x) = ϕ(x),
(1.26)

c’est à dire établir un résultat similaire au théorème de D’Alembert pour l’équation des

ondes. Les choses sont notablement plus compliquées ici, et l’on va examiner de près les pro-

priétés d’invariance de l’équation, notre objectif étant d’obtenir un maximum de conditions

nécessaires pour qu’une fonction u soit solution.

Proposition 1.6.5. - Invariances de l’équation - Supposons que la fonction u soit une

solution de l’équation de la chaleur (1.26). Alors

1. N’importe quelle dérivée partielle de u, dès qu’elle existe et est suffisamment régulière,

vérifie (1.26).

2. Pour tout y ∈ R, la fonction uy : (t, x) → u(t, x− y) vérifie (1.26).

3. Si l’intégrale converge et que l’on peut ”dériver sous le signe d’intégration”, alors

la fonction U : (t, x) →
∫ +∞
−∞ ϕ(y)u(t, x − y)dy vérifie (1.26) pour n’importe quelle

fonction ϕ.

4. Pour tout a > 0, la fonction ua : (t, x) → u(at,
√
ax) vérifie (1.26).

1.6.10 Solution particulière

On va résoudre le problème (1.26) avec comme donnée initiale

ϕ(x) =

{
1, si x ≥ 0,

0, si x < 0.

Cette fonction ϕ est souvent appelée fonction de Heaviside et notée H. On notera qu’elle

n’est pas continue à l’origine. L’intérêt immédiat de cette donnée initiale particulière est

qu’elle vérifie la propriété ϕa = ϕ pour tout a > 0. Sous réserve d’unicité, la solution de

(1.26) doit donc s’écrire

u(t, x) = f

(
x√
4kt

)
(1.27)

pour une certaine fonction f . Par rapport à la discussion précédente, on a changé de fonction

f pour faire apparaitre le facteur
√
4t et faciliter les calculs qui vont suivre. En calculant
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ses dérivées partielles, on voit que la fonction u donnée par (1.27) est solution de l’équation

de la chaleur si et seulement si

−1

2

4kx

(4kt)3/2
f ′(

x√
4kt

)− k
1

4kt
f ′′(

x√
4kt

) = 0.

On multiplie cette équation par 4t, puis on pose z = x√
4kt

et on obtient

2zf ′(z) + f ′′(z) = 0.

Les solutions de l’équation différentielle ordinaire y′ + 2zy = 0 sont les fonctions

y(z) = C1 exp(−z2),

ce qui donne

f(z) = C1

∫ z

0

e−s2ds+ C2

où C1 et C2 sont deux constantes réelles. En revenant à la fonction u on obtient donc

nécessairement

u(t, x) = C1

∫ x√
4kt

0

e−s2ds+ C2.

On détermine les constantes C1 et C2 en faisant tendre t → 0 dans l’expression ci- dessus.

En prenant x > 0, puis x < 0, et en supposant que la solution est continue par rapport à

t ∈ [0,+∞[, on obtient {
C1

√
π
2

+ C2 = 1,

−C1

√
π
2

+ C2 = 0.

On a finalement obtenu comme solution la fonction

S(t, x) =
1√
π

∫ x√
4kt

0

e−s2ds+
1

2
. (1.28)

Remarque : Il faut noter que l’on n’a aucun résultat à notre disposition permettant d’af-

firmer que cette fonction est la seule solution du problème.

La solutionS(t, x) que nous venons d’obtenir est C∞ en dehors de t = 0. Conformément à

la propriété 1 de la Proposition 1.5.4, la fonction Q(t, x) = ∂xS(t, x) est encore une solution

de l’équation de la chaleur pour t > 0.

Définition 1.6.4. La fonction

G(t, x) =
1√
4πt

e−x2/4kt

est appelée fonction de Green pour l’équation de la chaleur.

Théorème 1.6.4.[28] Soit ϕ une fonction C∞ à support compact. La fonction u définie sur

]0,+∞[×R par

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
G(t, x− y)ϕ(y)dy,

est solution du problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur (1.26).
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1.6.11 Solution de l’équation de Laplace

On s’intéresse dans cette section à l’équation de Laplace

∆u(x, y) = f(x, y), (1.29)

où ∆ désigne l’opérateur aux dérivées partielles ∆ = ∂2xx + ∂2yy, appelé Laplacien, et f est

une fonction continue donnée.

Cette équation est très importante à la fois en physique et en mathématiques. Du côté de

la physique, la solution de l’équation (1.29) est par exemple le potentiel électrique engendré

dans le plan par la répartition de charges ρ = − 1

4π
f . L’équation de la chaleur et celle des

ondes dans un espace à deux variables s’écrivent :

∂tu = k(∂2xxu+ ∂2yyu) et ∂2ttu = c2(∂2xxu+ ∂2yyu).

On est donc aussi en présence de l’équation de Laplace lorsque l’on s’intéresse aux phénomènes

stationnaires, c’est-à-dire indépendants du temps, pour lesquels ∂tu = 0 et ∂2ttu = 0. Du

point de vue des mathématiques, le Laplacien est un objet fondamental aussi bien en ana-

lyse qu’en géométrie. Les solutions de (1.29) pour f = 0 sont par exemple appelées fonctions

harmoniques.

Théorème 1.6.5. - Principe de maximum - [28] Soit D un ouvert borné et connexe de

R2. Soit u une fonction de classe C2 dans D, continue dans D = D ∪ ∂D. Si u est solution

dans D de l’équation

∆u(x, y) = 0,

alors le maximum de u dans D est atteint sur le bord de D.

Proposition 1.6.6. Soit D un ouvert borné et connexe de R2. Soit f une fonction continue

sur D, et g une fonction continue sur ∂D. Le problème de Dirichlet{
∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂D,
(1.30)

admet au plus une solution de calsse C2.

Comme pour l’équation de la chaleur, il est très important de noter les propriétés d’inva-

riance de l’équation de Laplace. Nous allons montrer que cette équation est invariante sous

l’action des translations et des rotations du plan. De manière plus explicite, on a le résultat

suivant :

Proposition 1.6.7. Si u(x, y) est une solution de (1.29) dans une domaineD, alors v(x, y) =

u(τ(x, y)) = u(x−a, y− b) et w(x, y) = u(ρ(x, y)) = u(x cos θ− y sin θ, x sin θ+ y cos θ) sont
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encore solutions de (1.29) dans τ−1(D) et ρ−1(D) respectivement.

a- Le Laplacien en coordonnées polaires

Le fait que le Laplacien possède cette invariance par rotation suggère que son expression en

coordonnées polaires doit être relativement simple.

Soit f : R2 → R une fonction régulière. Pour (x, y) ̸= (0, 0), il existe un unique couple (r, θ)

dans ]0,+∞[×[0, 2π[ tel que {
x = r cos θ,

y = r sin θ.

Notons g la fonction définie sur ]0,+∞[×[0, 2π[ par

g(r, θ) = f(x, y) = f(r cos θ, r sin θ).

On voit d’abord que{
∂rg(r, θ) = cos θ∂xf(x, y) + sin θ∂yf(x, y),

∂θg(r, θ) = −r sin θ∂xf(x, y) + r cos θ∂yf(x, y).

Donc 
∂xf(x, y) = cos θ∂rg(r, θ)−

sin θ

r
∂θg(r, θ),

∂yf(x, y) = sin θ∂rg(r, θ) +
cos θ

r
∂θg(r, θ).

Lemme 1.6.1. Soit u une fonction de classe C2, et v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ), on a

∆u(r cos θ, r sin θ) = ∂2rrv(r, θ) +
1

r
∂rv(r, θ) +

1

r2
∂2θθv(r, θ).

On peut par exemple utiliser cette expression pour déterminer toutes les fonctions harmo-

niques qui sont invariantes par rotation. Il s’agit des fonctions u de classe C2 telles que

∆u(x, y) = 0, et pour lesquelles, notant v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ), on a ∂θv(r, θ) = 0

(v ne dépend pas de θ).

Avec le lemme précédent, on doit alors avoir

∆u(x, y) = ∂2rrv(r, θ) +
1

r
∂rv(r, θ) = 0.

On peut écrire cette équation sous la forme

∂r(r∂rv(r, θ)) = 0,

et finalement ses solutions sont

v(r, θ) = C1 log(r) + C2. (1.31)
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Remarque On notera que l’on a pas précisé dans quel domaine on cherche de telles solutions

invariantes par rotation. Ce domaine doit être lui-même invariant par rotation, et ne pas

contenir (0, 0).

b- Le problème de Dirichlet dans un disque

On a le problème suivant : Déterminer toutes les fonctions u(x, y) telles que{
∆u(x, y) = 0, pourx2 + y2 < δ,

u(x, y) = h(θ), pourx2 + y2 = δ,
(1.32)

où δ > 0 est un réel donné, et h une fonction de classe C2, périodique de période 2π.

On commence par écrire ce problème en coordonnées polaires. Si u est solution du problème

ci-dessus, la fonction v(r, θ) = u(x, y), doit vérifier{
∂2rrv(r, θ) +

1
r
∂rv(r, θ) +

1
r2
∂2θθv(r, θ) = 0, pour 0 < r < δ,

v(δ, θ) = h(θ), pourθ ∈ [0, 2π[.
(1.33)

On doit insister ici sur le fait que le problème (1.33) ne permet pas de récupérer à priori la

valeur de la solution u de (1.32) au point (0, 0). Cependant, puisque u doit être de classe

C2, donc au moins continue en (0, 0), on ne retiendra que les solutions de (1.33) qui ont une

limite quand r → 0.

c- Séparation des variables

On commence par chercher des solutions v(r, θ) de l’équation

∂2rrv(r, θ) +
1

r
∂rv(r, θ) +

1

r2
∂2θθv(r, θ) = 0, (1.34)

qui sont à variables séparées, c’est-à dire qui s’écrivent

v(r, θ) = R(r)Θ(θ), (1.35)

pour certaines fonctions R et Θ.

Pour ce type de fonctions v, l’équation (1.34) s’écrit

R′′(r)Θ(θ) +
1

r
R′(r)Θ(θ) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) = 0.

On cherche maintenant des solutions du type (1.35) pour lesquelles R ne s’annule jamais.

En divisant l’équation ci-dessus par
R(r)

r2
, on obtient[

r2
R′′(r)

R(r)
+ r

R′(r)

R(r)

]
Θ(θ) = −Θ′′(θ).
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Puisque le membre de droite ne dépend pas de r, le membre de gauche non plus : la fonction

r 7→ r2
R′′(r)

R(r)
+ r

R′(r)

R(r)
est constante. Si une telle fonction v est solution, il existe donc un

réel λ tel que {
Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0,

r2R′′(r) + rR′(r)− λR(r) = 0.
(1.36)

On s’intéresse à la première de ces équations, on cherche les fonctions Θ qui sont périodiques

de période 2π. Or les solutions de l’équation

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0 (1.37)

sont des combinaisons linéaires d’exponentielles pour λ < 0 : de telles fonctions ne sont pas

périodiques, donc nécessairement λ ≥ 0 et dans ce cas les solutions de (1.37) sont

Θ(θ) = A cos(
√
λθ) +B sin(

√
λθ)

Encore une fois la condition Θ(0) = Θ(2π) ne peut être satisfaite que lorsque λ = n2 pour

un certain entier naturel n.

On obtient finalement une famille de solutions

Θn(θ) = An cos(nθ) +Bn sin(nθ). (1.38)

On reprend maintenant la deuxième équation de (1.36), sachant que λ doit être un entier

naturel :

r2R′′(r) + rR′(r)− λR(r) = 0.

Cette équation différentielle ordinaire porte le nom d’équation d’Euler, et présente la par-

ticularité que ses coefficients possèdent une singularité en r = 0. Il faut pour le voir ne pas

oublier d’isoler le terme d’ordre le plus élevé, et écrire l’équation sous la forme

R′′(r) +
1

r
R′(r)− λ

r2
R(r) = 0.

On peut étudier ce type d’équations de manière systématique. On peut se contenter ici de

chercher des solutions sous la forme R(r) = rα. On obtient alors l’équation indicielle

α(α− 1) + α− λ = 0,

et donc nécessairement α = ±
√
λ. Dans le cas où λ = n2 ̸= 0, on obtient deux solutions

indépendantes r 7→ rn et r 7→ r−n, et la solution générale s’écrit

R(r) = Cnr
n +Dnr

−n
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Le cas où λ = 0 est déjà vu (la relation (1.31)) : les solutions s’écrivent alors

R(r) = C0 log(r) +D0. (1.39)

Récapitulons : toutes les fonctions

vn(r, θ) = (Cnr
n +Dnr

−n)(An cos(nθ) +Bn sin(nθ)),

sont solutions de (1.34) pour n ∈ N∗ ; c’est aussi le cas de

v0(r, θ) = C0 log(r) +D0.

Revenons au problème initial (1.32). Rappelons que l’on cherche des fonctions u de classe

C2 dans tout le disque {x2+y2 < δ}, en particulier à l’origine. Parmi les fonctions ci-dessus,

on élimine donc toutes celles qui n’ont pas de limite quand r → 0. Il reste les fonctions

vn(r, θ) = (An cos(nθ) +Bn sin(nθ))r
n, (1.40)

où n est un entier positif ou nul.

d- Solution du problème de Dirichlet

Il s’agit maintenant de montrer que la famille (1.40) de solutions de l’équation de Laplace

permet de résoudre le problème de Dirichlet (1.32) pour n’importe quelle donnée au bord h.

Puisque l’équation est linéaire, n’importe quelle somme de fonctions de la famille (vn) est

encore une solution. Mieux : sous réserve de convergence et de dérivabilité, la série

S(r, θ) = C0 +
∑
n≥1

(An cos(nθ) + Bn sin(nθ))r
n,

est solution de l’équation de Laplace. Or pour n’importe quelle fonction 2π-périodique h de

classe C1, le Théorème de Dirichlet permet d’écrire

h(θ) = a0 +
∑
n≥0

an cos(nθ) + bn sin(nθ),

où les an et les bn ( les coefficients de Fourier de h ) sont définis par

a0 =
1

2π

2π∫
0

h(ω)dω,

an =
1

π

2π∫
0

h(ω) cos(nω)dω,

bn =
1

π

2π∫
0

h(ω) sin(nω)dω.

(1.41)
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Il est alors très simple de choisir les coefficients C0, An et Bn pour que la fonction S vérifie

la condition au bord

S(δ, θ) = h(θ).

Il suffit en effet de prendre

C0 = a0, An =
an
δn

et Bn =
bn
δn
,

et donc

S(r, θ) = C0 +
∑
n≥1

(an cos(nθ) + bn sin(nθ))
rn

δn
. (1.42)

Avec ce choix pour les coefficients, la série (1.42) converge pour r = δ puisqu’il s’agit alors

de la série de Fourier de h. Cette série converge aussi normalement dans tout compact de

[0, δ[×[0, 2π[. En effet, puisque les coefficients de Fourier de h sont bornés (ils tendent vers

0 quand n→ +∞), il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n

|(an cos(nθ) + bn sin(nθ))
rn

δn
| ≤ C

rn

δn
.

Donc pour tout γ < δ, on a dans [0, γ[×R,

|(an cos(nθ) + bn sin(nθ))
rn

δn
| ≤ C

(γ
δ

)n
,

et le membre de droite est bien le terme général d’une série numérique convergente. On va

maintenant donner une expression plus simple de la fonction S, qui permettra d’étudier sa

différentiabilité : c’est la très importante Formule de Poisson.

Proposition 1.6.8. Soit S la fonction définie sur [0, δ]× R par

S(r, θ) = a0 +
∑
n≥1

rn

δn
(an cos(nθ) + bn sin(nθ)),

où les an et bn sont les coefficients de Fourier de la fonction h, Alors on, pour tout (r, θ) ∈
[0, δ[×[0, 2π[, on a

S(r, θ) =
δ2 − r2

π

∫ 2π

0

h(ω)

δ2 − 2δr cos(θ − ω) + r2
dω.

Remarque : La formule de Poisson n’a pas de sens sur le bord du disque r = δ. Par contre

elle permet de voir immédiatement que la fonction S que l’on a construite est de classe C∞

dans le disque r < δ, y compris à l’origine. On a donc trouvé une solution du problème

(1.32). Puisque le Principe du Maximum nous a déjà permis de conclure à l’unicité déune
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éventuelle solution, on a finalement démontré le théorème suivant :

Théorème 1.6.6.[28] la fonction u définie

u(x, y) =


δ2−r2

π

2π∫
0

h(ω)

δ2 − 2δr cos(θ − ω) + r2
dω, si(x, y) ̸= (0, 0),

1
π

2π∫
0

h(ω)dω, si(x, y) = (0, 0),

où x = r cos θ et y = r sin θ, est l’unique solution du problème (1.32).
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Solutions généralisées et approche

variationnelle

La théorie des distributions a été introduite pour élargir la notion de fonction et pour

étendre la notion de dérivation dans le cas de fonctions discontinues. Elle permet d’unifier

l’étude des phénomènes discrets et des phénomènes continus, entre autre en mécanique, en

électronique et en probabilité.

Pour modéliser des impulsions, le physicien Paul Dirac a l’idée dans les années 20 d’utiliser

une speudo-fonction, déjà introduite par Oliver Heaviside, connue maintenant sous le nom

de distribution de Dirac et supposée vérifier :

δa =

{
+∞, si x = a

0, sinon

et pour toute fonction continue φ :∫ +∞

−∞
δa(x)φ(x)dx = φ(a)

Mais δa n’est pas une fonction, les travaux de Laurent Schwartz dans les années 1945−1950

donnent un sens mathématique précis à ce concept. Lidée fondamentale consiste à remar-

quer que pour connâıtre une fonction f , il suffit de connâıtre les valeurs de
∫ +∞
−∞ f(x)φ(x)dx,

pour un ensemble bien choisi et assez grand de fonctions φ. Cet ensemble de fonctions φ

est appelé l’ensemble des fonctions tests. Pour pouvoir intégrer par parties sans problème,

les fonction φ sont supposées indéfiniment dérivables. Pour que l’intégrale existe pour toute

fonction f localement sommable, on supposera qu’il existe, pour chaque fonction φ, un in-

tervalle borné en dehors duquel φ s’annule.
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les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulièrement adaptés à la résolution

des problèmes d’équation aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au mathématicien

russe Sergei Lvovich Sobolev. Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour l’étude des

équations aux dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations, appartiennent plus

naturellement à un espace de Sobolev qu’à un espace de fonctions continues partiellement

dérivables au sens classique.

2.1 Distributions et espaces de Sobolev

2.1.1 L’espace D(Ω)

Dans toute la suite, Ω désigne un ouvert non vide de Rn.

Définition 2.1. On note D(Ω) l’espace vectoriel des fonctions définies sur Ω, à valeurs

réelles, qui sont de classe C∞ sur Ω et à support compact inclus dans Ω. Ces fonctions sont

souvent appelées ” fonctions-tests”.

Définition 2.2. On dit qu’une suite (φp)p∈N de D(Ω) converge vers une fonction φ de D(Ω)

si :

1. Il existe un compact fixe K de Ω contenant le support de toutes les fonctions φp et le

support de φ ;

2. Sur ce compact K, chacune des suites de dérivées (Dαφp) (α ∈ Nn étant un multi-

indice quelconque de dérivation) converge uniformément versDαφ ; en d’autres termes,

on a pour tout α :

lim
p→+∞

sup
x∈K

|(Dαφp) (x)− (Dαφ) (x)| = 0.

Remarque : Les fonctions de D(Ω) sont a fortiori dans tous les espaces de Lebesgue Lp(Ω),

pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ +∞. Par ailleurs, la convergence dans D(Ω) entrâıne la

convergence dans tous les espaces Lp(Ω).

Lemme 2.1. Pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace D(Ω) est dense dans Lp(Ω).

Lemme 2.2. Soit f une fonction de L1
loc(Ω) telle que pour toute fonction φ ∈ D(Ω) on ait :∫

Ω
(fφ)(x)dx = 0. Alors, f est nulle presque partout sur Ω.

2.1.2 L’espace D′(Ω) des distributions sur Ω

Définition 1.3 Soit T une application linéaire définie sur D(Ω) et à valeurs réelles. On dit

que T est une distribution sur Ω si T est ”séquentiellement continue”, i.e, si pour toute suite
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(φp)p∈N de D(Ω) convergeant vers φ dans D(Ω), on a :

lim
p→+∞

T (φp) → T (φ).

On note D′(Ω) l’espace vectoriel des distributions sur Ω.

Dans la suite, on utilisera la notation T (φ) ou ⟨T, φ⟩.
Remarque : La forme T étant linéaire, il suffit, pour établir que T est une distribution, de

montrer que pour toute suite (φp)p∈N de D(Ω) convergeant vers l’application nulle, on a :

T (φp) → 0.

Exemple 2.1 :

1. La distribution de Dirac en un point a de Ω, notée δa est définie par : δa(φ) = φ(a),

pour tout fonction φ ∈ D(Ω).

2. Soit f un élément de l’espace L2(Ω), l’application Tf définie sur D(Ω) par

⟨Tf , φ⟩ =
∫
Ω

(fφ) (x)dx,

est une distribution.

Une propriété fondamentale des distributions est qu’il est possible de les dériver, mais dans

un sens (faible)que nous allons maintenant définir.

2.2 Dérivation des distributions

Considérons d’abord le cas d’une fonction f de classe C1 sur Ω, Ω étant un ouvert borné

de frontière lipschitzienne. Soit φ une fonction test de D(Ω) ; grâce à la formule de Green,

on a, pour chaque indice i ∈ {1, . . . , n} :∫
Ω

(
∂f

∂xi
φ

)
(x)dx = −

∫
Ω

(
f
∂φ

∂xi

)
(x)dx.

puisque φ est nulle sur ∂Ω. Comme f et
∂f

∂xi
sont localement intégrables sur Ω, ce sont des

distributions, de sorte que l’égalité ci-dessus peut s’interpréter au sens des distributions de

la manière suivante : ⟨
∂f

∂xi
, φ

⟩
= −

⟨
f,
∂φ

∂xi

⟩
On va généralier cette écriture à toutes les distributions et également aux dérivées de tout

ordre.

Définition 2.4. Soit T une distribution sur Ω et α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn un multi-indice
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quelconque de dérivation. On appelle dérivée α−ième de T , la distribution, notées DαT ,

définie par :

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T,Dαφ⟩,∀φ ∈ D(Ω).

avec : |α| = α1+. . .+αn. Vérifions que la dérivée D
αT ainsi définie est bien une distribution,

elle est clairement linéaire. Soit maintenant (φp)p∈N une suite de D(Ω) convergeant vers

l’application nulle dans D(Ω) ; a fortiori, chacune des dérivées Dαφp converge vers 0 dans

D(Ω), et T étant une distribution, on en déduit que : ⟨T,Dαφp⟩ = (−1)|α|⟨DαT, φp⟩ tend

vers 0 quand p tend vers +∞ : la forme linéaire DαT est donc séquentiellement continue

sur D(Ω).

Remarque : Cette nouvelle notion de dérivation n’est qu’une généralisation de la notion

de dérivation usuelle pour les fonctions. En d’autre termes, si une fonction est dérivable au

sens classique, est-ce que sa dérivée au sens des distributions cöıncide avec cette dérivée

usuelle ? La réponse utilise essentiellement la formule de Green ; celle-ci permet en effet de

vérifier le résultat suivant :

Lemme 2.3. Soit f une fonction de classe C1(Ω). Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la dérivée

partielle
∂f

∂xi
de f cöıncide avec la dérivée α−ième de la distribution Tf , où le multi-indice

de dérivation α = (α1, . . . , αn) est définie par αi = 1 et αj = 0 pour i ̸= j.

Remarque : Si une fonction est dérivable presque partout, cette dérivée ne cöıncide pas

nécessairement avec sa dérivée au sens de distributions.

Exemple 2.2. Considérons la fonction de Heaviside définie sur R par :

H(x) =

{
1, si x ≥ 0,

0, si x < 0.

Cette fonction est discontinue en 0, donc à fortiori non dérivable en ce point. Mais c’est

une distribution, car c’est une fonction localement intégrable sur R. Nous pouvons donc la

dériver au sens des distributions. Notons H ′ cette dérivée. Par définition, pour tout fonction

test φ ∈ D(Ω), nous avons :

⟨H ′, φ⟩ = −⟨H,φ′⟩ = −
∫
R
(Hφ′)(x)dx.

la deuxième égalité résulte de l’identification entre la distribution TH et la fonction locale-

ment intégrable H ; on en déduit alors que :

⟨H ′, φ⟩ = −
∫ +∞

0

φ′(x)dx = φ(0).

On a donc, pour tout fonction test φ, ⟨H ′, φ⟩ = ⟨δ, φ⟩, d’où on déduit l’égalité suivante, au

sens de distributions : H ′ = δ, distribution de Dirac au point 0.
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Chapitre 2 Solutions généralisées et approche variationnelle

2.3 Convergence des distributions

Définition 2.5. Soient Tp, pour p ∈ N, et T des distributions sur Ω . On dit que la suite

(Tp)p∈N converge vers T dans D′(Ω) si pour toute fonction test φ ∈ D(Ω), on a :

lim
p→+∞

⟨Tp, φ⟩ = ⟨T, φ⟩.

On en déduit le résultat suivant :

Lemme 2.4. La dérivation des distributions est une application linéaire continue dans

D′(Ω).

Remarque : Toute fonction f ∈ L2(Ω) associée à la distribution Tf est continue, de sorte

que l’identification de L2(Ω) comme sous-espace de D′(Ω) est aussi une identification topo-

logique. Plus précisément nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit (fp)p∈N une suite de fonctions de L2(Ω) convergeant vers f dans

L2(Ω). Alors la suite (fp)p∈N converge vers f dans D′(Ω) et pour tout α ∈ Nn multi-indice

de dérivation, la suite (Dαfp)p∈N converge vers Dαf dans D′(Ω).

2.4 Les espaces de Sobolev

2.4.1 Introduction

Notre but est de résoudre des problèmes aux limites du type{
−∆u(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,
(2.1)

où ∂Ω désigne la frontière de Ω, et c ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω). .

Si u est suffisamment régulière (u ∈ C2(Ω̄)), on peut multiplier l’équation (2.1) par

φ ∈ D(Ω) et intégrer par parties (puisque φ est nulle sur ∂Ω) :∫
Ω

∇u(x) · ∇φ(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)φ(x)dx =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx.

C’est en fait à partir de cette formule qu’on va tenter de résoudre le problème. On remarque

alors que pour donner un sens aux intégrales ci-dessus, il n’est pas nécessaire de supposer

trop de régularité sur u : si u est de carré intégrable sur Ω ainsi que toutes ses dérivées

partielles premières (au sens des distributions, bien entendu), ces intégrales ont un sens.

Ceci nous amène naturellement à la définition de l’espace de Sobolev H1(Ω).
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2.4.2 L’espace H1(Ω)

Définition 2.6. On note H1(Ω) l’espace des fonctions mesurables de carré intégrable dont

chacune des dérivées partielles premières ( au sens des distributions) est de carré intégrable,

i.e :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω)/∀i ∈ {1, . . . , n}, ∂v
∂xi

∈ L2(Ω)}.

On munit cet espace du produit scalaire suivant :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑

i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

= (u, v)L2(Ω) + (∇u,∇v)[L2(Ω)]n .

La norme correspondante est :

∥v∥H1(Ω) =
√

(v, v)H1(Ω) =

√√√√∥v∥2L2(Ω) +
n∑

i=1

∥ ∂v
∂xi

∥2L2(Ω).

On a le résultat suivant :

Théorème 2.1.[2] L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert.

Remarque : On a les propriété suivants :

1. Si Ω est borné, alors C1(Ω̄) ⊂ H1(Ω).

2. L’espace H1(Ω) est strictement inclus dans l’espace L2(Ω).

3. L’espace D(Ω) est un sous-espace de H1(Ω).

On peut généraliser la définition précédente en faisant intervenir des dérivées d’ordre supérieur.

De manière générale, on a :

Proposition 2.2. Soit m un entier positif. L’espace de Sobolev Hm(Ω) défini par

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : Dαv ∈ L2(Ω), α ∈ Nn, |α| ≤ m}

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

La norme associée est :

||v||Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαv∥2L2(Ω)

1/2

.
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On peut utiliser la notation || · ||m,Ω ou tout simplement ∥·∥m quand il n’y a pas d’ambigüıté

sur l’ouvert. On fera aussi parfois intervenir la semi-norme | · |m,Ω définie par :

|v|m,Ω =

∑
|α|=m

∥Dαv∥2L2(Ω)

1/2

.

D’autre part, il est possible de généraliser ces définitions dans un cadre autre que celui de

Hilbert. On a alors :

Proposition 2.3. Soit m un entier positif et p ∈ [1,+∞]. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

défini par

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω), α ∈ Nn, |α| ≤ m},

est un espace de Banach pour la norme :

∥v∥Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαv∥pLp(Ω)

1/p

.

2.4.3 L’espace H1
0(Ω)

Définition 2.7. On appelle H1
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans l’espace H1(Ω) muni de la

norme ∥ · ∥H1(Ω) ; en d’autres termes :

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω),∃(vn)n∈N ⊂ D(Ω) telle que lim

n→+∞
∥vn − v∥H1(Ω) = 0}.

Cet espace est un sous-espace fermé de l’espace H1(Ω) : c’est donc un espace de Hilbert

pour le produit scalaire (·, ·)H1(Ω). En effet, si l’ouvert Ω est borné, on peut définir un autre

produit scalaire plus simple sur cet espace, c’est une conséquence du résultat suivant.

Théorème 2.2.(Inégalité de Poincaré)[2]. Soit Ω un ouvert borné de Rn. Alors il existe

une constante positive C(Ω) telle que

∀v ∈ H1
0 (Ω), ∥v∥L2 ≤ C(Ω)|v|1,Ω.

Remarque :

1. Si Ω est borné, on remarque que l’espace H1
0 (Ω) est strictement inclus dans H1(Ω). En

effet, la fonction définie par v(x) = 1 pour tout x ∈ Ω est clairement dans H1(Ω) ; en

revanche, elle ne peut-être dans H1
0 (Ω), car elle ne vérifie pas l’inégalité de Poincaré

(puisque |v|1,Ω = 0).

2. Si Ω est borné, l’inégalité de Poincaré est fausse dans l’espace H1(Ω).
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3. L’espace H1
0 (Ω) peut aussi être défini comme étant le complété de D(Ω) pour la semi-

norme | · |1,Ω.

Une conséquence importante de cette inégalité est donnée par :

Corollaire 2.1. Si Ω ⊂ Rn est un ouvert borné, alors la semi-norme | · |1,Ω est une norme

sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme induite par celle de H1(Ω). L’espace H1

0 (Ω) est alors un

espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

(u, v)H1
0 (Ω) = (∇u,∇v)[L2(Ω)]n ,

et qu’on notera parfois (·, ·)1,Ω ou tout simplement (·, ·)1.
Ces notions se généralisent de la manière suivante :

Proposition 2.4. On désigne par Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) pour la norme ∥·∥Hm(Ω). Sur

cet espace, la semi-norme | · |m,Ω est une norme équivalente à la norme induite par l’espace

Hm(Ω), et l’espace Hm
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour cette norme.

Lemme 2.5. L’espace D(Rn) est dense dans l’espace Hm(Rn), en d’autre terme, on a :

Hm
0 (Rn) = Hm(Rn).

Lemme 2.6. On suppose que Ω est un ouvert de Rn de frontière lipschitzienne. L’espace

D(Ω̄) est dense dans Hm(Ω).

Remarque : Dans le cas de l’espace tout entier, bien que l’on ait H1
0 (Rn) = H1(Rn),

l’inégalité de Poincaré n’est pas valable et la semi-norme | · |1,Rn n’est pas une norme sur

l’espace Hm(Rn).

2.4.4 Traces sur Γ de fonctions de H1(Ω)

Si f ∈ C0(Ω), on peut définir la restriction de f au bord Γ de l’ouvert Ω. Donc, on va

généraliser la notions de restriction sur Γ à des fonctions a priori moins régulières, typi-

quement à des fonctions de l’espace H1(Ω). On a le résultat suivant qui est vrai pour des

ouverts suffisamment réguliers.

Théorème 2.3.[7] On suppose l’ouvert Ω à frontière lipschitzienne. Il existe une application

linéaire et continue γ0 définie sur l’espace H
1(Ω) à valeur dans l’espace L2(Γ) telle que, pour

tout fonction régulière v ∈ D(Ω̄), on ait : γ0v = v|Γ. De plus, on a :

1. ker γ0 = H1
0 (Ω),

2. l’application γ0 n’est pas surjective ( en général), mais son image, notée H1/2(Γ), est

un sous-espace dense dans L2(Γ).
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Définition 2.8. On va énoncer quelques compléments sur la notion de traces :

1. Si v ∈ H2(Ω), on peut définir sa trace γ0v ∈ L2(Γ), mais on peut aussi faire de même

pour chacune des dérivées premières
∂v

∂xi
, pour i ∈ {1, . . . , n}. On peut aussi définir :

γ1v =
n∑

i=1

νi · γ0
(
∂v

∂xi

)
,

où ν = (ν1, . . . , νn) désigne le vecteur normal à Γ orienté vers l’extérieur de Ω. Si

l’ouvert Ω est de frontière de classe C1, l’application (γ0, γ1) ainsi définie sur l’espace

H2(Ω) et à valeurs dans L2(Γ) × L2(Γ) est linéaire et continue et que son noyau est

l’espace H2
0 (Ω).

2. De manière plus générale, supposons la frontière de l’ouvert Ω suffisamment régulière

et soit m ≥ 1 un entier, pour chaque multi-indice α ∈ Nn vérifiant |α| ≤ m − 1, il

existe une application linéaire et continue de l’espace Hm(Ω) à valeurs dans L2(Γ) :

l’application (v → γ0(D
αv)). On a :

Hm
0 (Ω) = {v ∈ Hm(Ω)/∀α ∈ Nn, |α| ≤ m− 1, γ0(D

αv) = 0}.

3. Dans les cas de dimension deux ou trois qui sont les cas plus courants, on a le résultat

suivant : tout fonctions v de l’espace H2(Ω) est continue sur Ω̄ et l’application identité

ainsi définie de l’espace H2(Ω) à valeurs dans l’espace C0(Ω̄) est continue.

. Proposition 2.5. ( Formule de Green )[2] Pour u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω), on a la

formule de Green :∫
Ω

[∆uv](x)dx = −
∫
Ω

[∇u · ∇v](x)dx+
∫
Γ

[γ1uγ0v](x)dΓ(x), (2.2)

où dΓ(x) désigne la mesure superficielle sur la frontière Γ de Ω.

2.5 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, on va montrer comment transformer un problème aux limites en

problème variationnel, puis énoncer un théorème permettant d’assurer l’existence et l’unicité

d’une solution au problème variationnel obtenu, ainsique et l’équivalence entre les deux

formulations.
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2.5.1 Position du problème

On se propose de résoudre le problème :

−∆u(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, (2.3)

u(x) = 0, x ∈ Γ, (2.4)

où l’ouvert Ω est bornée, avec une de frontière lipschitzienne, et où c ∈ L∞(Ω) et f ∈ L2(Ω).

La condition (2.4) s’appelle condition de Dirichlet homogène. Tout d’abord, on veut répondre

aux questions suivantes :

1. Ce problème admet-il une solution ?Si oui, dans quel espace ?

2. Si une telle solution existe, est-elle unique ?

3. Si oui, dépend-elle continûment de la donnée f ?

S’il est possible de répondre à toutes ces questions, on dit que le problème est bien posé.

Pour traiter à ces questions, nous allons utiliser une stratégie qui consiste à transformer le

problème afin de l’écrire sous forme variationnelle.

2.5.2 Formulation variationnelle du problème

Soit u une solution du problème (2.3) − (2.4) ayant la régularité suivante : u ∈ H2(Ω).

Soit v ∈ H2(Ω) quelconque. On multiplie l’équation (2.3) par v(x) et intégrons la sur Ω ;

cette intégration est bien définie, compte tenu des hypothèses qui assurent que les produits

∆u · v,cu · v et f · v sont intégrables sur Ω. On a donc :∫
Ω

−∆u(x)v(x)dx+

∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx.

D’après la fotmule de Green (2.2) on obtient :∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
Γ

γ1u(x)γ0v(x)dΓ(x) +

∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx.

Supposons maintenant que γ0v = 0 ( ou bien v ∈ H1
0 (Ω), cette propriété est satisfaite par

u), il reste alors :

A(u, v) = L(v), ∀v ∈ V. (2.5)

avec la notation :

A(u, v) =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx, (2.6)

L(v) =

∫
Ω

f(x)v(x)dx, (2.7)

V = H1
0 (Ω). (2.8)
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Définition 2.9. Le problème qui consiste à trouver u ∈ V tel que l’équation (2.5) soit

satisfaite est appelé formulation variationnelle du problème (2.3)− (2.4).

Remarque : Dans cette formulation, on remarque que V est un espace de Hilbert appelé

l’espace variationnel, la forme A est bilinéaire, la forme L est linéaire, et ces propriétés sont

importantes pour l’étude du problème variationnel.

Nous avons le résultat d’équivalence suivant entre les deux problèmes :

Proposition 2.6. Soit u ∈ H2(Ω). Alors u est solution du problème aux limites (2.3)−(2.4)

si et seulement si elle est solution du problème variationnel de l’équation (2.5)

Remarque : La méthode variationnelle a permis de transformer un problème du seconde

ordre en un problème du premier ordre, mais qu’on a aussi transformé un problème linéaire

en un problème quadratique (la forme A étant bilinéaire).

2.5.3 Exemples classiques

Exemple 2.3.- Problème de Dirichlet non homogène -

Sous les mêmes hypothèses précédentes sur Ω,c et f , on se propose de résoudre le problème

suivant : trouver u : Ω̄ ⊂ Rn → R solution de :

−∆u(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, (2.9)

u(x) = g(x), x ∈ Γ, (2.10)

où g est une fonction donnée, à priori non nulle, définie sur Γ.

Pour que l’écriture γ0u = g ait un sens, avec u ayant la régularité de type H1(Ω), il est

nécessaire de supposer que g ∈ H1/2(Γ), en d’autre termes, il existe une fonction G ∈ H2(Ω)

telle que γ0G = g.

Donc il est facile de montrer qu’on peut se ramener à l’étude d’un problème de Dirichlet

homogène. En effet, on pose U = u − G, la condition (2.10) est équivalente à U = 0, et

l’équation (2.9) devient

−∆U(x) + c(x)U(x) = F (x), x ∈ Ω,

où F = f + ∆G − cG ∈ L2(Ω). Le problème de Dirichlet non homogène (2.9) − (2.10) se

ramène donc, par le changement de fonction U = u−G, au problème de Dirichlet homogène

d’inconnue U suivant :

−∆U(x) + c(x)U(x) = F (x), x ∈ Ω (2.11)

U(x) = 0, x ∈ Γ, (2.12)
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qui est le même problème que (2.3)− (2.4), avec F ∈ L2(Ω)

Exemple 2.4. - Problème de Neumann non homogène -

Dans cet exemple, on cherche à trouver u : Ω̄ ⊂ Rn → R solution de :

−∆u(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, (2.13)
∂u

∂ν
= g(x), x ∈ Γ, (2.14)

où g ∈ L2(Γ) est une fonction donnée,
∂u

∂ν
= ∇u · ν, ν étant la normale unitaire orientée

vers l’extérieur de Ω qui est un domaine régulier.

La condition de Neumann (2.14) porte sur la trace d’ordre un de u(sur γ1u). Sous les mêmes

hypothèses précédentes sur Ω,c et f , déterminons la forme variationnelle de ce problème.

Pour cela, supposons que u ∈ H2(Ω) est une solution du problème (2.13)− (2.14) et prenons

v ∈ H1(Ω). On multiplie l’équation (2.13) par v(x),puis on intègre sur Ω et on vertu de la

formule de Green (2.2), on obtient :∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
Γ

γ1u(x)γ0v(x)dΓ(x) +

∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx.

Puisque u est solution du problème (2.13) − (2.14), elle vérifie à fortiori la condition à la

limite (2.14), ce qui donne :∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx+

∫
Γ

g(x)γ0v(x)dΓ(x).

Finalement, on peut écrire le problème (2.13)− (2.14) sous la forme :

A(u, v) = L(v),∀v ∈ V, (2.15)

où

A(u, v) =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx+
∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx, (2.16)

L(v) =

∫
Ω

f(x)v(x)dx+

∫
Γ

g(x)γ0v(x)dΓ(x), (2.17)

V = H1(Ω). (2.18)

Alors, la forme variationnelle du problème (2.13) − (2.14) est la suivante : trouver u ∈ V

solution de (2.15).

Remarque : La condition à la limite de Neumann (2.14) apparâıt sous forme d’un terme

intégral sur Γ dans la forme linéaire L. Elle n’apparâıt pas dans l’espace variationnel V , par

contre au cas de problème de Dirichlet. Pour cela, on a les remarques suivantes :
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1. Dans l’espace V , on ne peut pas imposer de condition portant sur la trace d’ordre un ;

en effet, u ∈ V ayant la régularité de type H1 et non H2, γ1u n’est pas à priori bien

définie, dans le sens où γ1u n’est pas dans l’espace L2(Γ).

2. Pour le problème de Dirichlet, la condition à la limite était imposée sur la fonction test

v et non sur u et si on ne l’avait pas imposé, le terme intégral
∫
Γ
γ1u(x)γ0v(x)dΓ(x)

n’aurait pas été défini pour un u ayant seulement une régularité de type H1 puisque

γ1u /∈ L2(Γ) ; la condition à la limite γ1u = g et l’hypothèse g ∈ L2(Γ), le terme

intégral qui en résulte
∫
Γ
g(x)γ0v(x)dΓ(x) est alors parfaitement défini.

2.5.4 Le théorème de Lax-Milgram

On va monter dans ce paragraphe que les problèmes variationnels admettent effective-

ment une solution et une seule, Pour cela, nous allons utiliser un théorème important dans

des espaces de Hilbert.

Rappelons le théorème des projections qui généralise au cadre hilbertien la notion de pro-

jection en dimension finie, si H désigne un espace de Hilbert réel, (·, ·) le produit scalaire

sur cet espace et ∥ · ∥ la norme associée, on a alors le théorème :

Théorème 2.4. ( Théorème des projections )[2]. Soit C une partie convexe fermée non

vide de H et x ∈ H. Alors

1. il existe un unique élément pC(x) de C tel que

∥x− pC(x)∥ ≤ ∥x− y∥, ∀y ∈ C.

De plus on a :

(x− pC(x), y − pC(x)) ≤ 0,∀y ∈ C

et pC(x) est l’unique élément de C vérifiant cette inégalité.

2. si C est un sous-espace vectoriel de H, alors :

(x− pC(x), y) = 0,∀y ∈ C,

et pC(x) est l’unique élément de C vérifiant cette égalité ; en d’autres termes, on a :

pC(x) ∈ C⊥, donc l’espace H se décompose en somme directe orthogonale :

H = C ⊕ C⊥.

En particulier, on a le théorème suivant :

Théorème 2.5. ( Théorème de Riesz)[2]. Soit L une forme linéaire continue sur H.
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Alors il existe un unique élément u de H tel que

L(v) = A(u, v), ∀v ∈ H. (2.19)

Dans la suite, on cite quelques outils utiles pour l’énoncé du théorème de Lax-Milgram.

Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (·, ·)V et de norme associée ∥ · ∥V . On

cherche à résoudre le problème suivant :

trouver u ∈ V tel que pour tout v ∈ V on ait :A(u, v) = L(v), (2.20)

où

1. L est une application définie sur V , à valeur dans R vérifiant :

(i) L est linéaire,

(ii) L est continue, i.e, il existe une constante C > 0 telle que

|L(v)| ≤ C∥v∥V ,∀v ∈ V (2.21)

2. A est une application définie sur V × V , à valeurs dans R vérifiant :

(i) A est bilinéaire,

(ii) A est continue, i.e, il existe une constante M > 0 telle que

|A(u, v)| ≤M∥u∥V ∥u∥V , ∀(u, v) ∈ V 2 (2.22)

(iii) A est coercive ( V−elliptique), i.e, il existe une constante α telle que

A(v, v) ≥ α∥v∥2V ,∀v ∈ V (2.23)

Remarque On désigne souvent par C,M,α les constantes de la continuité de L, de la

continuité de A et d’ellipticité de A, mêmes si ces constantes ne sont pas définies de manière

unique.

Théorème 2.6. ( Théorème de Lax-Milgram)[2]. Soit V un espace de Hilbert réel, A
une forme bilinéaire, continue et coercive sur V et L une forme linéaire continue sur V .

Alors il existe une unique élément u de V solution du problème variationnel (2.20).

Remarque : Si la forme bilinéaire A est symétrique (∀u, v ∈ V : A(u, v) = A(v, u)),

le théorème de Lax-Milgram se réduit au théorème de Riesz. Nous pouvons montrer dans

ce cas que le problème variationnel est équivalent à un problème de minimisation pour la

fonctionnelle quadratique E définie par :

∀v ∈ V, E(v) =
1

2
A(v, v)− L(v). (2.24)
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Donc, le problème variationnel devient :

trouver u ∈ V tel que pour tout v ∈ V,E(u) ≤ E(v). (2.25)

La proposition suivante précise le lien existant entre les deux formulations :

Proposition 2.7. Le problème variationnel (2.20) est équivalent au problème (2.24)−(2.25).

Remarque :

1. Quand la forme bilinéaire est symétrique, le problème variationnel se réduit à la mini-

misation d’une fonctionnelle quadratique, qui est la formulation abstraite de problèmes

intervenant en calcul des variations : c’est ce qui explique la terminologie ”problème

variationnel”.

2. Le problème variationnel (2.20) correspond à l’équation d’Euler (E ′(u) = 0) associée

au problème de minimisation (2.24)− (2.25).

3. Pour calculer une approximation de la solution u du problème variationnel, on peut

utiliser des algorithmes classiques de minimisation de fonctionnelles quadratiques.

4. On a l’inégalité suivante, résultant de (2.21) et de (2.23) :

α∥u∥2V ≤ A(u, u) = L(v) ≤ C∥u∥V ,

d’où

∥u∥V ≤ C

α
, (2.26)

où α est la constante d’ellipticité de A et C la constante de continuité de L.

Toujours dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique, on a le théorème suivant :

Théorème 2.7.[2] Soit V un espace de Hilbert et C une partie convexe fermée non vide

de V . Supposons la forme bilinéaire A symétrique, continue et coercive sur V et la forme

linéaire L continue sur V . Alors il existe un unique élément de C tel que :

A(u, v − u) ≥ L(v − u),∀v ∈ C. (2.27)

Cette solution u est aussi l’unique élément de C qui minimise dans C la fonctionnelle E

définie par :

E(v) =
1

2
A(v, v)− L(v).
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2.5.5 Application du théorème de Lax-Milgram

a- Le problème de Dirichlet homogène

Reprenons l’exemple du problème aux limites (2.3) − (2.4) et sa forme variationnelle

(2.5). On va vérifier si les hypothèses du théorème de Lax-Milgram son satisfaites.

L’espace V = H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour la norme ∥ · ∥1,Ω induite par l’espace

H1(Ω), mais aussi, d’après l’inégalité de Poincaré, pour la norme réduite | · |1,Ω : donc c’est

une deuxième norme, plus simple, que nous choisissons.

La forme linéaire L est continue, et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons donc :

|L(v)| ≤ ∥f∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) ≤ C(Ω)∥f∥L2(Ω)|v|1,Ω, (2.28)

où C(Ω) désigne la constante de l’inégalité de Poincaré (Théorème 2.2).

Etudions la continuité de la forme bilinéaire A, et utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz

d’abord dans L2(Ω) puis dans Rn. Nous obtenons :∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∥ ∂u
∂xi

∥L2(Ω)∥
∂v

∂xi
∥L2(Ω) ≤ |u|1,Ω|v|1,Ω.

Nous avons également :∣∣∣∣∫
Ω

c(x)u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥c∥L∞(Ω)∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) ≤ [C(Ω)]2∥c∥L∞(Ω)|u|1,Ω|v|1,Ω,

d’où

|A(u, v) ≤M |u|1,Ω|v|1,Ω,

avec : M = 1 + [C(Ω)]2∥c∥L∞(Ω).

Etudions maintenant la coercivité de la forme bilinéaire A ; donc nous avons :

A(v, v) = |v|21,Ω +

∫
Ω

c(x)v2(x)dx.

Nous remarquons que si c ≥ 0 presque partout, on a A ≥ |v|21,Ω et la forme bilinéaire A est

coercive. Si c prend des valeurs négatives, notons c− la partie négative de c définie par{
c−(x) = c(x), si c(x) ≤ 0,

c−(x) = 0, sinon.

On a donc

A(v, v) ≥
(
1− [C(Ω)]2∥c−∥L∞(Ω)

)
|v|21,Ω.

si
(
1− [C(Ω)]2∥c−∥L∞(Ω)

)
> 0, la forme A est coercive.

Finalement, le théorème de Lax-Milgram peut s’appliquer, nous avons le résultat suivant :
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Théorème 2.8.[7] Supposons que f ∈ L2(Ω)etc ∈ L∞(Ω). Alors l’une des deux conditions

suivantes est satisfaite :

(i) c ≥ 0 presque partout sur Ω,

(ii) ∥c−∥L∞(Ω) <
1

[C(Ω)]2
.

Alors le problème variationnel (2.5) a une unique solution u dans l’espace H1
0 (Ω). Cette

solution vérifie le résultat de régularité suivant : ∆u ∈ L2(Ω). De plus, u vérifie l’équation

(2.3) presque partout dans Ω et la condition à la limite (2.4) presque partout sur la frontière

Γ. Par ailleurs, il existe une constante positive C0 telle que

∥u∥H1
0 (Ω) ≤ C0∥f∥L2(Ω), (2.29)

et le problème dépend continûment de la donnée f .

Corollaire 2.2. Sous les hypothèses du théorème (2.8) de sorte que le problème variationnel

(2.5) admet une unique solution u dans H1
0 (Ω), alors, si u ∈ H2(Ω), le problème aux limites

(2.3)− (2.4) admet une unique solution dans H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

b- Le problème de Dirichlet non homogène

On a le problème de Dirichlet non homogène ( dit aussi général ) (2.9) − (2.10), où

c ∈ L∞(Ω), g = γ0G, G ∈ H2(Ω) et f ∈ L2(Ω) et G ∈ H2(Ω). On a trouvé la formulation

du problème grâce au changement d’inconnue U = u − G et la formulation variationnelle

du nouveau problème (2.11)− (2.12) ainsi obtenu s’écrit :

trouver U ∈ H1
0 (Ω) tel que A(U, v) = L̃(v), ∀v ∈ H1

0 (Ω), (2.30)

où la forme bilinéaire A est définie par (2.7) et la forme linéaire L̃ définie par :

L̃(v) =

∫
Ω

F (x)v(x)dx, avec F = f +∆G− cG. (2.31)

En appliquant maintenant le théorème de Lax-Milgram à ce problème homogène, on obtient

le résultat suivant :

Théorème 2.9.[7] Supposons que f ∈ L2(Ω), G ∈ H2(Ω) et c ∈ L∞(Ω), Si l’une des deux

conditions (i) ou (ii) est satifaite, alors le problème :

trouver u ∈ G+H1
0 (Ω) tel que A(u, v) = L(v),∀v ∈ H1

0 (Ω), (2.32)

où A et L sont définis par (2.7) et (2.8) respectivement, a une unique solution. De plus, il

existe une constante C ′
0 ≥ 0 telle que

∥u∥H1(Ω) ≤ C ′
0

(
∥f∥L2(Ω) + ∥G∥H2(Ω)

)
, (2.33)

et le problème dépend continûment des données f et G.
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c- Le problème de Neumann

Soit le problème de Neumann non homogène (2.13)− (2.14),avec c ∈ L∞(Ω) et sa forme

variationnelle (2.15)− (2.18).

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.10.[7] Supposons que f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(Γ). Alors, sous l’hypothèse sui-

vante :

il existe c0 > 0, telle que c(x) ≥ c0 pour presque tout x ∈ Ω, (2.34)

le problème variationnel (2.15) − (2.18) admet une unique solution ; de plus, il existe une

constante positive C0 telle que

∥u∥H1(Ω) ≤ C0

(
∥f∥L2(Ω) + ∥g∥L2(Γ)

)
, (2.35)

qui montre que la solution u dépend continûment des données f et g. On a de plus le résultat

de régularité suivant : ∆u ∈ L2(Ω).

Par ailleurs, u est solution de (2.13) presque partout sur Ω et, si u ∈ H2(Ω), elle vérifie (2.13)

presque partout sur Γ ; c’est alors l’unique solution du problème aux limites (2.13)− (2.14)

dans l’espace H2(Ω).

d- Un problème avec conditions aux limites mixtes en dimension un

Considérons un problème où les conditions aux limites sont de type Dirichlet sur une

partie du bord, et de type Neumann sur l’autre partie. Le problème à étudier est le suivant :

trouver u solution de :

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈]a, b[ (b > a) (2.36)

u(a) = ua, u
′(b) = β, (2.37)

où c ∈ L2(]a, b[), f ∈ L2(]a, b[) et ua et β sont deux constantes données. pour . Commençons

par rendre la condition à la limite homogène en a, et soit la fonction : U = u− ua.

Le problème devient : trouver U solution de :

−U ′′(x) + c(x)U(x) = F (x), x ∈]a, b[ (b > a), (2.38)

U(a) = 0, U ′(b) = β, (2.39)

avec F = f − cua ∈ L2(]a, b[). Soit U ∈ H1(]a, b[) solution du problème (2.40) − (2.41) et

soit v ∈ H1(]a, b[) quelconque. Multiplions l’équation (2.38) par v(x) et intégrons sur ]a, b[ ;
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par une intégration par parties, on obtient :∫ b

a

U ′(x)v′(x)dx+ U ′(a)v(a)− βv(b) =

∫ b

a

F (x)v(x)dx.

Supposons maintenant v(a) = 0 (cette condition est satisfaite par U), il reste :∫ b

a

U ′(x)v′(x)dx =

∫ b

a

F (x)v(x)dx+ βv(b),

Donc U est solution de :

A(U, v) = L̃(v),∀v ∈ V, (2.40)

avec :

A(u, v) =

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx+

∫ b

a

c(x)u(x)v(x)dx, (2.41)

L̃(v) =

∫ b

a

F (x)v(x)dx+ βv(b), (2.42)

V = {v ∈ H1(]a, b[), v(a) = 0}. (2.43)

Pour résoudre le problème variationnel (2.40), on va vérifié que les hypothèses du théorème

de Lax-Milgram sont satisfaites.

L’espace V est bien défini. En effet, si v ∈ H1(]a, b[), alors v ∈ C0([a, b]), de sorte que

l’écriture v(a) a un sens, il existe une constante positive C(a, b) telle que

|v(a)| ≤ sup
x∈[a,b]

|v(x)| ≤ C(a, b)∥v∥H1(]a,b[);

donc l’application v ∈ H1(]a, b[) 7→ v(a) est continue. L’espace V qui est le noyau de cette

application est alors un sous espace fermé de l’espace de Hilbert H1(]a, b[) : c’est donc aussi

un espace de Hilbert, pour le produit scalaire induit par l’espaceH1(]a, b[). Puisque v(a) = 0,

on a

v(x) =

∫ x

a

v′(t)dt,∀x ∈ [a, b].

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|v(x)| ≤
√
b− a|v|1,]a,b[, ∀x ∈ [a, b]. (2.44)

Par intégration sur ]a, b[, on obtient :

∥v∥L2(]a,b[) ≤ (b− a)|v|1,]a,b[.

On déduit que la semi-norme | · |1,]a,b[ est une norme sur l’espace V équivalente à la norme

∥ · ∥1,]a,b[ et l’espace V est un espace de Hilbert pour cette norme réduite.
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La forme bilinéaire A étant la même que pour le problème de Dirichlet, on a les mêmes

résultats : elle est continue et V -elliptique sous l’une des deux conditions (i) ou (ii), et la

La constante de V -ellipticité α est la même.

Etudions la continuité de la forme linéaire L̃. On a d’une part :∣∣∣∣∫ b

a

F (x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥F∥L2(]a,b[)∥v∥L2(]a,b[) ≤ (b− a)∥F∥L2(]a,b[)|v|1,]a,b[.

D’autre part, d’après (2.44), on a :

|βv(b)| ≤ |β| sup
x∈[a,b]

|v(x)| ≤ |β|
√
b− a|v|1,]a,b[.

D’ici résulte la continuité de L̃, puisque l’on a :

|L̃(v)| ≤ C|v|1,]a,b[,

avecC = (b− a)∥F∥L2(]a,b[) + |β|
√
b− a.

Toutes les hypothèses du théorème de Lax-Milgram étant satisfaites, on en déduit que le

problème (2.40) admet une unique solution U dans V .

D’après (2.26), on a

|U |1,]a,b[ ≤
C

α
≤ C ′

0

(
∥F∥L2(]a,b[) + |β|

)
,

où C ′
0 =

max(b− a,
√
b− a)

α
, ce qui montre la continuité de U par rapport aux données F

et β.

La solution U du problème variationnel (2.40) est aussi solution du problème aux limites.

En effet, de l’équation (2.42) pour des fonctions tests v ∈ D(]a, b[), on obtient l’équation :

−U ′′+cU = F au sens des distributions sur ]a, b[. On a aussi le résultat de régularité suivant :

U ′′ = cU − F ∈ L2(]a, b[), d’où on déduit que U ∈ H2(]a, b[). On retrouve l’équation (2.36)

pour presque tout x ∈]a, b[.
La condition à la limite U(a) = 0 est satisfaite, du fait que U ∈ V . Pour la deuxième

condition, on multiplie l’équation (2.36) par v(x), avec v ∈ V et en intègrant par parties sur

]a, b[ on obtient ∫ b

a

U ′(x)v′(x)dx− U ′(b)v(b) =

∫ b

a

F (x)v(x)dx.

Donc

U ′(b)v(b) = βv(b), ∀v ∈ V

et on déduit : U ′(b) = β. En reprenons le problème d’inconnue u, nous avons établi le

résultat suivant :
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Chapitre 2 Solutions généralisées et approche variationnelle

Théorème 2.11.[7] Supposons que f ∈ L2(]a, b[) et c ∈ L∞(]a, b[). Si l’une des deux

conditions (i) ou (ii) (avec C(]a, b[) = b− a) est satisfaite. Alors le problème

trouver u ∈ ua + V tel queA(u, v) = L(v), ∀v ∈ V, (2.45)

avec

L(v) =

∫ b

a

f(x)v(x)dx+ βv(b),

où A et V sont définis par (2.44) et (2.43) respectivement, a une unique solution. De plus ,

il existe une constante C0 positive telle que

∥u∥H1(]a,b[) ≤ C0

(
∥f∥L2(]a,b[) + |ua|+ |β|

)
, (2.46)

montrons ainsi que le problème dépend continûment des données f, ua et β.

De plus, u ∈ H2(]a, b[) et c’est l’unique solution, dans l’espace H2(]a, b[) ∩ V , du problème

aux limites (2.36)− (2.37)

Remarque : Si f et c sont continues sur ]a, b[, alors on a : u ∈ C2([a, b]). On dit aussi que

u est une solution au sens usuel du problème aux limites (2.36)− (2.37).

2.5.6 Conclusion de la méthode variationnelle

Pour résoudre un problème aux limites, on suit les étapes suivants :

Etape 1 : Détermination de la forme variationnelle du problème. On suppose la solution u

du problème aux limites dans l’espace H2m(Ω), on multiplie l’équation satisfaite par

u dans Ω par v(x), avec v ∈ Hm(Ω) (l’espace variationnel V sera un sous-espace de

Hm(Ω)), on intègre sur Ω, on utilise autant d’intégrations par parties (ou formules de

Green) qu’il est nécessaire pour obtenir à la fin un problème où les dérivées de u et de

v sont au plus d’ordre m. On est éventuellement amené à imposer un certain nombre

de conditions aux limites sur v, en respectant les règles suivantes :

(i) ces conditions aux limites doivent être satisfaites par la solution u du problème

aux limites de départ.

(ii) elles ne peuvent porter que sur des dérivées d’ordre inférieur ou égal à m − 1,

et inversement, toute condition à la limite homogène portant sur des dérivées

d’ordre inférieur ou égal à m− 1 de u doit figurer dans l’espace variationnel V .

Etape 2 : Une fois le problème variationnel clairement identifié (espace V , forme bilinéaire

A et forme linéaire L), il faut vérifier toutes les hypothèses du théorème de Lax-
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Milgram, en commençant par l’espace V dont il faut s’assurer qu’il s’agit d’un espace

de Hilbert et dont il est préférable de réduire au maximum la norme (cette réduction

éventuelle est directement liée à la présence de certaines conditions aux limites dans

l’espace V ). Ensuite, il faut vérifier les propriétés de continuité de A et L, ainsi que

les propriétés de V -ellipticité de A.

Etape 3 : Appliquer le théorème de Lax-Milgram pour en déduire l’existence et l’unicité

d’une solution u ∈ V au problème variationnel.

Etape 4 : Interprétation du problème variationnel. En prenant des fonctions v ∈ D(Ω)

dans la formulation variationnelle, on montre d’abord que u satisfait l’EDP au sens des

distributions sur Ω. Les conditions aux limites résultent en partie de l’appartenance de

u à V ; les conditions aux limites manquantes sont déduites d’un résultat de régularité

de u.

Remarque : Un problème variationnel ne s’interprète pas toujours nécessairement en terme

de problème aux limites classique.
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Solutions approchées

Ce chapitre est consacré à l’approximation numérique des EDP, ces dernières ne peuvent

en général être résolues de façon exacte. Elles sont résolues de façon approchée, à laide

des méthodes numériques. Les méthodes numériques ne donnent pas la solution véritable

du problème que lon cherche à résoudre. Des méthodes numériques mal utiliées peuvent

conduire à des résultats totalement faux.

Le but est de savoir comment calculer explicitement une solution approchée qui soit faci-

lement calculable tout en ayant une idée assez précise de l’erreur commise par rapport à

la solution exacte ? Plusieurs méthodes existent pour cet approche citons : la méthode de

Galerkin(Ritz), la méthode des éléments finis et la méthode des différences finies, etc.

3.1 La méthode des différences finies

La méthode des différences finies pour la résolution des problèmes aux limites remplace

chaque dérivée dans l’équation différentielle aux dérivées partielles par une approximation

appropriée en termes de rapport aux différences.

3.1.1 Principe de la méthode

On décrit la méthode en trois parties : choix du maillage, choix du schéma numérique

et détermination du problème discret.

Nous choisissons comme modèle, le problème aux limites homogène suivant :{
−u′′ = f(x), si x ∈]0, 1[,
u(0) = u(1) = 0,

(3.1)
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où f est une fonction continue sur [0, 1].

La solution unique de ce problème est donnée par :

u(x) = x

∫ 1

0

f(s)(1− s)ds−
∫ x

0

f(s)(x− s)ds, x ∈ [0, 1].

Commençons par choisir un entier N ≥ 1 et divisons l’intervalle [0, 1] en (N + 1) sous-

intervalles dont les extrémités sont les points du maillage

xi = ih, i = 0, 1, . . . , N + 1 avec h =
1

N + 1
.

Le pas h est choisi constant pour faciliter l’utilisation des algorithmes servant à résoudre

les systèmes linéaires qui résultent de l’approximation et qui font intervenir une matrice de

dimension N ×N .

La méthode des différences finies appliquée au problème (3.1) exige que l’on remplace la

dérivée seconde u′′(xi) par un rapport aux différences en chacun des points intérieurs xi,

pour i = 1, 2, . . . , N .

En utilisant un développement de Taylor au point xi, on peut voir que si u est de classe C4

sur [0, 1], on a l’approximation :

u′′(xi) =
1

h2
(u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1))−

h2

12
u(4)(ξi), ξi ∈]xi−1, xi+1[

qui est dite formule de différences centrées pour u′′(xi).

Négligeons le terme contenant ξi dans la formule précédente et notons ui une approximation

de u au point xi. Tenant compte des conditions aux limites, nous obtenons la méthode des

différences finies suivantes :{
u0 = 0, uN+1 = 0,

−ui−1 + 2ui − ui+1 = h2f(xi), i = 1, 2, . . . , N
(3.2)

Vu le terme négligé, l’erreur de troncature est d’ordre o(h2).

Le schéma numérique précédent peut être écrit sous la forme matricielle suivante :

AUh = bh, (3.3)

où A est la matrice N ×N tridiagonale symétrique donnée par :

A = tridiag(−1, 2,−1) =



2 −1 0 · · · · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1 2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 2 −1

0 · · · · · · 0 −1 2
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tandis que Uh et bh sont les vecteurs de RN :

Uh =



u1

u2
...

uN−1

uN


, bh = h2



f(x1)

f(x2)
...

f(xN−1)

f(xN)


.

Exemple 3.1 Considérons le problème (3.1) pour f(x) = π2 sin(πx). Ce problème admet

une solution exacte unique : u(x) = sin(πx).

La discrétisation par la méthode des différences finies (3.2) avec, par exemple, le pas de

décomposition h =
1

8
utilise les points suivants :

x0 = 0, x1 = 0.125, x2 = 0.250, x3 = 0.375, x4 = 0.500, x5 = 0.625, x6 = 0.750, x7 = 0.875, x8 = 1.

et conduit au système des équations linéaires :

2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 0 −1 2





u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7


=

1
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f(0.125)

f(0.250)

f(0.375)

f(0.500)

f(0.625)

f(0.750)

f(0.875)


.

Les calculs donnent pour le vecteur second membre bh :

bh = (0.0590146, 0.109045, 0.142474, 0.154213, 0.142474, 0.109045, 0.0590146)T . Nous obte-

nons pour solution du système tridiagonal AUh = bh, le vecteur

Uh = (0.3876401, 0.7162656, 0.9358461, 1.0129526, 0.9358461, 0.7162656, 0.3876401)T .

La figure suivante montre le graphe de la solution exacte u(x) = sin(πx) et la solution

approchée représentée par les aux points (0, 0), (x1, u1), . . . , (x7, u7), (1, 0).
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Fig.3.1 la solution exacte u et la solution approchée uh.

3.1.2 Résolution du problème de Dirichlet non homogène

Soit le problème aux limites linéaire du second ordre :{
u′′ = p(x)u′ + q(x)u+ r(x), si x ∈]0, 1[
u(0) = α, u(1) = β,

(3.4)

où p, q et r sont des fonctions données, continues sur [0, 1], et α et β deux nombres réels

connus.

Pour approcher la solution de ce problème par la méthode des différences finies, nous com-

mençons comme ci-dessus par diviser l’intervalle [0, 1] en (N + 1) sous-intervalles égaux.

Cela donne les points

xi = ih, i = 0, 1, . . . , N + 1 où h =
1

N + 1
.

Aux points intérieurs xi pour i = 1, 2, . . . , N , le problème à approcher est

u′′(xi) = p(xi)u
′(xi) + q(xi)u(xi) + r(xi).

Supposons que u ∈ C4([xi−1, xi+1]). En développant u suivant un polynôme de Taylor d’ordre

trois autour du point xi et évalué aux points xi+1 et xi−1, nous obtenons

u(xi+1) = u(xi + h) = u(xi) + h′u(xi) +
h2

2
u′′(xi) +

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ξ+i ),
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pour un certain ξ+i dans ]xi, xi+1[, et

u(xi−1) = u(xi − h) = u(xi)− h′u(xi) +
h2

2
u′′(xi)−

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ξ−i )

pour un certain ξ−i dans ]xi−1, xi[.

En sommant ces relations, on trouve :

u(xi+1) + u(xi−1) = 2u(xi) + h2u′′(xi) +
h4

24

[
u(4)(ξ+i ) + u(4)(ξ−i )

]
,

ce qui donne

u′′(xi) =
1

h2
[u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)]−

h2

24

[
u(4)(ξ+i ) + u(4)(ξ−i )

]
.

Le théorème des valeurs intermédiaires permet d’écrire l’expression simplifiée

u′′(xi) =
1

h2
[u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)]−

h2

12
u(4)(ξi), ξi ∈]xi−1, xi+1[,

dite formule de différences centrées pour u′′(xi).

Une formule de différences centrées pour u′(xi) est obtenue de la même manière :

u′(xi) =
1

2h
[u(xi+1)− u(xi−1)]−

h2

6
u′′′(κi), κi ∈]xi−1, xi+1[.

L’utilisation des formules de différences centrées dans l’équation (3.4) conduit à la relation

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1

h2
= p(xi)

[
u(xi+1)− u(xi−1

2h

]
+q(xi)u(xi)+r(xi)−

h2

12

[
2p(xi)u

′′′(κi)− u(4)(ξi)
]
.

En négligeant dans la relation précédente les termes contenant les dérivées de u aux points

inconnus ξi et κi et tenant compte des conditions aux limites u(0) = α et u(1) = β, nous

obtenons la méthode aux différences finies suivantes avec une erreur de troncature d’ordre

o(h2) : u0 = α, uN+1 = β,
−ui+1 + 2ui − ui−1

h2
+ p(xi)

ui+1 − ui−1

2h
+ q(xi)ui = −r(xi), i = 1, 2, . . . , N.

Cette équation peut être réécrite comme suit :

−
(
1 +

h

2
p(xi)

)
ui−1 +

(
2 + h2q(xi)

)
ui −

(
1− h

2
p(xi)

)
ui+1 = −h2r(xi),

que l’on peut écrire sous la forme d’un système linéaire avec une matrice N×N tridiagonale :

AUh = bh,
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où

Ah =



2 + h2q1 −1 + h
2
p1 0 · · · 0 0

−1− h
2
p2 2 + h2q2 −1 + h

2
p2 · · · 0 0

0 −1− h
2
p3 2 + h2q3 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 2 + h2qN−1 −1 + h
2
pN−1

0 0 0 · · · −1− h
2
pN 2 + h2qN


,

Uh =



u1

u2
...

uN−1

uN


, bh =



−h2r1 + (1 + h
2
p1)α

−h2r2
...

−h2rN−1

−h2rN + (1− h
2
pN)β


,

avec pi = p(xi), qi = q(xi) et ri = r(xi), i = 1 . . . , N .

La diagonale principale de la matrice A est formée des éléments

aii = 2 + h2q(xi), i = 1, 2, . . . , N.

Sous la diagonale principale, on a

ai,i−1 = −1− h

2
p(xi), i = 2, . . . , N.

et au dessus de cette diagonale, on a les éléments

ai,i+1 = −1 +
h

2
p(xi), i = 1, . . . , N − 1.

Tous les autre éléments de A sont nules.

Exemple 3.2 Pour illustrer l’approximation de ce type de problème par les différences

finies, nous prenons dans ce problème q ≡ 1 et r(x) = x, avec α = β = 0. Cela donne le

problème suivant : {
u′′(x) = u(x) + x, si x ∈]0, 1[,
u(0) = 0, u(1) = 0,

dont la solution exacte est

u(x) =
2e

e2 − 1
sinh(x)− x.
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la matrice A et le second membre du système linéaire sont

A =



2 + h2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 + h2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 + h2 −1 0 0 0

0 0 −1 2 + h2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 + h2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 + h2 −1

0 0 0 0 0 −1 2 + h2


,

bh = −h3(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)T .

En prenant par exemple h =
1

8
, alors la matrice tridiagonale A est définie par :

A = tridiag(−1, 2.015625,−1), et bh est le vecteur

bh = −(0.001953125, 0.00390625, 0.005859375, 0.0078125, 0.009765625, 0.01171875, 0.013671875)T .

Cela donne la solution

Uh = (−0.0183367,−0.0350068,−0.0483176,−0.0565240,−0.0578011,−0.0502157,−0.0316961)T .

Le graphe suivant illustre les résultats :

Fig.3.2 la solution exacte u et la solution approchée uh.
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3.1.3 La méthode des différences finies en dimension supérieure

à 1

Le principe est exactement le même que celui de la dimension 1, la seule différence

réside dans l’écriture. On va étudier seulement le cas de la dimension 2, le cas de dimension

supérieure étant complètement analogue.

On cherche à résoudre numériquement le problème{
−∆u = f, dans Ω =]0, 1[2,

u = 0, sur Γ = ∂Ω,
(3.5)

où u = u(x, y), ∆ = ∂2xx + ∂2yy et ∂Ω est le bord de Ω.

On commence par définir un maillage de Ω. On pose

xi = ih et yj = jh,

où 0 ≤ i, j ≤ N + 1, h = 1
N+1

et N ∈ N.
On va déterminer ui,j qui approche u(xi, yj). Par le développement de Taylor, on a

∂2xx(xi, yj) =
u(xi+1, yj)− 2u(xi, yj) + u(xi−1, yj)

h2
+ o(h3),

et

∂2yy(xi, yj) =
u(xi, yj+1)− 2u(xi, yj) + u(xi, yj−1)

h2
+ o(h3),

Un schéma numérique possible est alors de considérer l’approximation suivante de ∆u(xi, yj)

∆hui,j =
−4ui,j + ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1

h2
.

Avec cette notation, le problème discrétisé est : trouver ui,j tels que{
−∆hui,j = f(xi, yj), pour 1 ≤ i, j ≤ N,

u0,j = uN+1,j = ui,0 = ui,N+1 = 0, pour 1 ≤ i, j ≤ N.
(3.6)

Pour écrire (3.6) sous forme matricielle, on pose

Uh = (u11, . . . , u1N , u21, . . . , u2N , . . . , uNN)
T .

Alors le problème (3.6) s’écrit sous la forme

AhUh = bh,
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où Ah ∈ RN2×N2
et bh ∈ RN2

sont donnés par

Ah = − 1

h2



B C 0 · · · 0

C B C
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . B C

0 · · · 0 C B


, bh =



f(x1, y1)
...

f(x1, yN)

f(x2, y1)
...

f(xN , yN)


,

avec

B =



−4 1 0 · · · 0

1 −4 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −4 1

0 · · · 0 1 −4


∈ RN×N et C = IN ∈ RN×N .

Le système linéaire étant bien défini, on peut donc le résoudre.

Remarque 3.1 On peut choisir un pas h en x et un autre pas k différent pour y. Dans ce

cas, Ah ∈ RNM×NM , où h = 1
N+1

et k = 1
M+1

.

3.2 La méthode de Galerkin ( Ritz )

3.2.1 Principe de la méthode

L’idée de base consiste à résoudre le problème variationnel dans un espace de dimension

finie Vh inclus dans V , approchant l’espace V : c’est le principe de méthode la de Galerkin.En

outre, la construction de l’espace Vh repose sur la notion géométrique de maillage. Dans

ce contexte, le paramètre h correspond à la taille maximale des mailles ou cellules qui

composent le maillage ; il est strictement positif et destiné à tendre vers 0, l’espace Vh sera

de plus en plus grand et approchera de mieux en mieux l’espace V tout entier.

Cherchons à résoudre le problème variationnel{
Trouver u ∈ V tel que

∀v ∈ V, A(u, v) = L(v).
(3.7)

Notre but est la résolution du problème suivant :{
Trouver uh ∈ Vh tel que

∀v ∈ Vh, A(uh, v) = L(v).
(3.8)
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Le problème (3.8) s’appelle le problème discret (approché) du problème continu (3.7).

Remarque 3.2

1. L’espace Vh doit être de dimension finie pour n’avoir qu’un nombre fini d’inconnues

ou degrés de liberté qui seront les composantes de la solution approchée dans une base

de Vh ; ces composantes pourront facilement être calculées en résolvant un système

linéaire qui est la version matricielle du problème (3.8).

2. il est nécessaire que ce nombre de degrés de liberté puisse être aussi grand que l’on

veut, de manière à approcher la solution exacte de façon la plus précise possible.

3. On note par Nh la dimension de l’espace Vh, il faut que Nh → ∞ lorsque h→ 0.

Définition 3.1 On dit que les espaces (Vh)h forment une approximation interne de V si

1. ∀h > 0, Vh ⊂ V .

2. ∀v ∈ V, ∀h > 0,∃vh ∈ Vh tel que ∥v − vh∥V −−→
h→0

0.

La construction de l’espace Vh doit satisfaire deux exigences :

1. Vh doit être facile à construire : on pourra choisir un espace dont la base sera formée

de fonctions polynomiales par morceaux.

2. la matrice du système sera creuse, c’est à dire, elle aura beaucoup d’éléments nuls :

plus elle sera creuse moins elle occupera de place mémoire. Pour cela, on choisira une

base dont les fonctions ont un support dans quelques mailles.

3.2.2 Forme explicite de la solution

Pour résoudre le problème approché (3.2) explicitement, on a besoin de

(i) un espace de Hilbert V sur R, muni d’une norme notée ∥ · ∥V ,

(ii) une forme bilinéaire A(·, ·) continue sur V × V et V -elliptique,

(iii) une forme linéaire L continue sur V .

Sous les hypothèse (i),(ii) et (iii) on a le résultat suivant :

Théorème 3.1 [2] Le problème approché (3.8) admet une unique solution uh dans Vh.

Preuve :

Ce résultat peut s’obtenir par l’application directe du théorème Lax-Milgram cité dans le

chapitre précédent.

L’espace Vh est un espace de Hilbert,de dimension finie Nh, et il admet une base formée des
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fonctions (φ1, φ2, . . . , φNh
). La solution uh est donc de la forme

uh =

Nh∑
i=1

uiφi,

où (ui), i = 1, . . . , Nh sont les inconnues du problème (3.8).

Pour que la relation ait lieu ∀vh ∈ Vh, il suffit que cette relation (3.8) le soit pour chacune

des fonctions de base de l’espace Vh. En utilisant la décomposition de uh et la linéarité de

A par rapport à son premier argument, cela donne

∀i ∈ {1, 2, . . . , Nh},
Nh∑
i=j

A(φj, φi) = L(φi).

La résolution du problème (3.8) revient donc à résoudre le système linéaire

AU = b, (3.9)

où la matrice A est définie par les coefficients Aij tels que :

Aij = A(φj, φi), ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , Nh},

et les vecteurs b, U ∈ RNh définis par

bi = L(φi), ∀i ∈ {1, 2, . . . , Nh}, U = (u1, u2, . . . , uNh
)T

Le système (3.9) a une unique solution car la matrice A est définie positive donc inversible.

En effet, on a

U tAU =

Nh∑
i=1

Nh∑
j=1

AijUiUj

=

Nh∑
i=1

Nh∑
j=1

A(φj, φi)UiUj

=

Nh∑
i=1

A

(
Nh∑
j=1

Ujφj, φi

)
Ui

= A

(
Nh∑
j=1

Ujφj,

Nh∑
i=1

Uiφi

)
Ui

= A(y, y)

≥ α∥y∥2.

car A est V -elliptique et on a y =
∑Nh

j=1 Ujφj.

D’où la matrice A est définie positive (i.e ∀U ∈ RNh , U tAU ≥ 0, et U tAU = 0 implique
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U = 0).

Finalement, la solution du système (3.9) est

U = A−1b.

�

3.2.3 Estimation de l’erreur

Lemme 3.1 ( de Céa )[2] On se place sous les hypothèses du théorème (3.1) précédent,

si u est la solution de problème (3.7) et uh la solution du problème (3.8), on a alors

∥u− uh∥V ≤ M

α
inf

vh∈Vh

∥u− vh∥V ,

où M est la constante de continuité de A et α la constante d’ellipticité.

Preuve :

Comme la relation (3.7) est vrai quel que soit v ∈ V , elle reste vraie pour tout vh ∈ Vh, i.e,

A(u, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh.

De la relation (3.8), on obtient :

A(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh. (3.10)

Ainsi, on peut écrire

A(u− uh, u− uh) = A(u− uh, u− vh + vh − uh),

= A(u− uh, u− vh) +A(u− uh, vh − uh),

= A(u− uh, u− vh), ∀vh ∈ Vh,

où l’égalité A(u− uh, vh − uh) = 0 découle de vh − uh ∈ Vh et la relation (3.10).

En appliquant maintenant la V -ellipticité de A et sa continuité, on obtient

α∥u− uh∥2V ≤ A(u− uh, u− uh)

= A(u− uh, u− vh),

≤M∥u− uh∥V ∥u− vh∥V ,

donc

α∥u− uh∥V ≤M∥u− vh∥V , ∀vh ∈ Vh.
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Cette dernière inégalité prouve le lemme. �.

Définition 3.2 On dit que la méthode d’approximation variationnelle est convergente si

est seulement si

lim
h→0

∥u− uh∥V = 0.

On dit que la convergence est d’ordre k si est seulement si il existe une constante réelle C

(indépendente de h) telle que

∥u− uh∥V ≤ Chk.

Lemme 3.2 Sous les hypothèse du théorème 3.1, on suppose qu’il existe un sous-espace

V ⊂ V dense dans V (i.e, V = V ) et une application rh de V dans Vh tels que

lim
h→0

∥v − rh(v)∥V = 0, ∀v ∈ V .

Alors la méthode d’approximation variationnelle interne converge.

Si la forme bilinéaire est symétrique, on a la méthode suivante :

3.2.4 La méthode de Ritz

On cherche à calculer u ∈ V telle que

A(u, v) = L(v),∀v ∈ V, (3.11)

où :

– V est un espace de Hilbert ;

– A est une forme bilinéaire continue, V -elliptique et symétrique ;

– L est une forme linéaire continue sur V .

Résoudre ce problème revient à calculer u ∈ V , solution du problème de minimisation de la

fonctionnelle quadratique définie par :

E(v) =
1

2
A(v, v)− L(v),∀v ∈ V.

Donc le problème variationnel devient : trouver u ∈ V tel que

E(v) ≥ E(u), ∀v ∈ V.

L’idée de la méthode de Ritz est la même que celle de Galerkin, i.e, remplacer l’espace V

par un sous-espace Vh ⊂ V de dimension finie Nh et résoudre le problème approché : trouver

uh ∈ Vh tel que

E(v) ≥ E(uh), ∀v ∈ Vh (3.12)
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Théorème 3.2[2] Sous les hypothèses du théorème 3.1 et A symétrique, le problème (3.12)

admet une unique solution uh dans Vh.

Preuve : Puisque Vh est un espace de dimension finie inclus dans V , c’est donc aussi

un espace de Hilbert. On peut donc appliquer le théorème de Lax-Milgram, et on déduit

l’existence et l’unicité de uh ∈ Vh solution de (3.12). �.

Remarque 3.3 On peut démontrer ce théorème en utilisant la méthode constructive comme

la démonstration du théorème 3.1.

Lemme 3.3 ( cas symétrique)[2] On se place sous les mêmes hypothèses du théorème

3.1 et en plus la forme bilinéaire A est supposée symétrique. Si u et uh sont les solutions

des problèmes (3.11)et (3.12) respectivement, on a alors

∥u− uh∥V ≤
√
M

α
inf

vh∈Vh

∥u− vh∥V .

Remarque 3.4 Si la forme bilinéaireA est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente

à celle de Ritz, donc la méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

3.3 Méthode des éléments finis

3.3.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire des espaces d’approxima-

tion interne Vh, des espaces fonctionnels usuels tels que H
1(Ω), H1

0 (Ω), H
2(Ω), etc, dont la

définition est basée sur la notion géométrique de maillage du domaine Ω. Un maillage est un

pavage de l’espace en volumes élémentaires très simples : intervalles, triangles, tétraèdres,

parallélépipèdes.

Dans cette section, le paramètre h de Vh correspond à la taille maximale des mailles ou

cellules qui composent le maillage.

Typiquement, une base de Vh sera constituée de fonctions dont le support est localisé sur

une ou quelques mailles. Ceci aura deux conséquences importantes :

– lorsque h tend vers 0, l’espace Vh tendera vers l’espace V tout entier.

– La matrice du système linéaire sera symétrique et définie positive, de plus elle sera

creuse, i.e la plupart de ses coefficients seront nuls.

La méthode des éléments finis est une des méthodes les plus efficaces, ce qui limitera le

coût de la résolution numérique, elle est la plus utilisée pour résoudre numériquement des

problèmes aux limites et elle est à la base de beaucoup de logiciels dans les calculs indus-

triels.
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Enfin, la méthode des éléments finis repose une façon particulière de choisir les bases des

espaces d’approximation pour les méthodes de Galerkin ( Ritz ).

3.3.2 La méthode des éléments finis en dimension 1

Pour simplifier la présentation de cette méthode, nous commençons par la présenter en

dimension 1. Sans perte de généralité, nous choisissons le domaine Ω =]0, 1[. Le maillage de

ce domaine repose sur la décomposition de l’intervalle [0, 1] en n+ 2 points de coordonnées

xj, 0 ≤ j ≤ n+ 1 tels que

x0 = 0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1.

Fig.3.3 Maillage de l’intervalle [0, 1].

Le maillage est dit uniforme si le pas de décomposition h est constant, c’est-à-dire que

xj = jh, 0 ≤ j ≤ n+ 1.avec, h =
1

n+ 1
,

Les points xj sont appelés les sommets ou les nuds du maillage.

Remarque 3.4 si on considére le cas général Ω =]a, b[, alors le maillage est de la forme

x0 = a < x1 < · · · < xn < xn+1 = b,

et le pas de décomposition est

hj = xj+1 − xj, 0 ≤ j ≤ n.

Exemple 3.5 On considère le problème suivant{
−u′′ = f dans]0, 1[,

u(0) = u(1) = 0.
(3.13)

La présentation très succincte faite sur cet exemple simple a pour but de donner les idées

de base et ne constitue qu’une première introduction à la méthode des éléments finis.

Si f ∈ L2(Ω), le problème admet une unique solution dans H1
0 (Ω).

Dans tout ce qui suit, on notera Pk l’ensemble des polynômes à coefficients réels, d’une

variable réelle et de degré inférieur ou égal à k, i.e,

Pk = {p : R → R; p(x) =
k∑

l=0

αlx
l; (α0, . . . , αk) ∈ Rk+1}.

68



Chapitre 3 Solutions approchées

a -La méthode des éléments finis P1

La méthode des éléments finis P1 se base sur l’espace discret des fonctions continues et

affines sur chaque maille

Vh = {v ∈ C([0, 1]); v|[xj ,xj+1] ∈ P1, 0 ≤ j ≤ n}, (3.14)

et sur son sous-espace

V 0
h = {v ∈ Vh, v(0) = v(1) = 0}. (3.15)

La méthode des éléments finis P1 est alors la méthode de Galerkin appliquée aux espaces

définis par (3.14) et (3.15).

Maintenant, on va choisir des fonctions qui forment une base de l’espace, les fonctions de

base (φj)0≤j≤n+1 sont choisies comme fonctions polynomiales de degré 1(affines) définies

par :

φj(x) =


x− xj−1

xj − xj−1

si x ∈ [xj−1, xj],

x− xj+1

xj − xj+1

si x ∈ [xj, xj+1],

0 sinon.

Si le pas de décomposition de l’intervalle est uniforme, les fonctions des base sont :

φj(x) =


x− xj−1

h
si x ∈ [xj−1, xj],

xj+1 − x

h
si x ∈ [xj, xj+1],

0 sinon.

(3.16)

Fig.3.4 Fonctions de base - fonctions chapeau -

Lemme 3.4 L’espace Vh défini par (3.14), est un sous-espace de H1(]0, 1[) de dimension

n + 2, et tout fonction vh ∈ Vh est définie de manière unique par ses valeurs aux sommets

(xj)0≤j≤n+1 :

vh(x) =
n+1∑
j=0

vh(xj)φj(x) ∀x ∈ [0, 1].
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De même, V 0
h défini par (3.15) est un sous-espace de H1

0 (]0, 1[) de dimension n, et toute

fonction vh ∈ V 0
h est définie de manière unique par ses valeurs aux sommets (xj)1≤j≤n :

vh(x) =
n∑

j=1

vh(xj)φj(x) ∀x ∈ [0, 1].

Remarque 3.5 La base (φj) définie par (3.10) permet de caractériser une fonction de Vh

par ses valeurs aux nuds du maillage. Dans ce cas, on parle d’éléments finis de Lagrange.

On peut introduire d’autres espaces Vh pour lesquels une fonction sera caractérisée, non

seulement par ses valeurs, mais aussi par les valeurs de sa dérivée, on parle alors d’éléments

finis d’Hermite. Ici, comme les fonctions sont localement P1, on dit que l’espace Vh défini

par (3.14) est l’espace des éléments finis de Lagrange d’ordre 1.

Remarquons aussi que, φj(xi) = δij, où δij est le symbole de Kronecker défini par :

δij =

{
1 si i = j

0 si i ̸= j

Cet exemple d’éléments finis P1 permet à nouveau de comprendre l’intérêt de la formulation

variationnelle. En effet, les fonctions de Vh ne sont pas deux fois dérivables sur le segment

[0, 1] et cela n’a pas de sens de résoudre, même de manière approchée, le problème (3.13).

Au contraire, il est parfaitement légitime d’utiliser des fonctions de Vh dans la formulation

variationnelle qui ne requiert qu’une seule dérivée.

Maintenant, on va résoudre le problème (3.13) par la méthode des éléments finis P1.

La formulation variationnelle de ce problème s’énonce comme suit : trouver u ∈ V tel que

A(u, v) = L(v),∀v ∈ V,

avec

V = H1
0 (]0, 1[),

A(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx,

L(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

Donc, le problème devient : Trouver uh ∈ V 0
h tel que

∀v ∈ V 0
h ,A(uh, v) = L(v), (3.17)
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avec

A(uh, v) =

∫ 1

0

u′h(x)v
′(x)dx,

L(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

La combinaison linéaire de uh sur la base (φj)1≤j≤n de l’espace V 0
h , avec v = φi nous donne

n∑
j=1

uh(xj)

∫ 1

0

φ′
j(x)φ

′
i(x)dx =

∫ 1

0

f(x)φi(x)dx.

La formulation variationnelle dans l’espace V 0
h revient à résoudre dans Rn le système linéaire

AhXh = bh, (3.18)

avec

Ah = (aij)1≤i,j≤n =

(∫ 1

0

φ′
j(x)φ

′
i(x)dx

)
1≤i,j≤n

,

Xh = (uh(xj))1≤j≤n ,

bh = (bi)1≤i≤n =

(∫ 1

0

f(x)φi(x)dx

)
1≤i≤n

.

La matrice Ah s’appelle la matrice de rigidité.

Comme les fonctions de base (φj)1≤j≤n ont un petit support, alors l’intersection des supports

de φi et φj est souvent vide et la plupart des coefficients de la matrice Ah sont nuls.

Le calcul des coefficients de la matrice Ah fait intervenir les dérivées φ
′
j(x) simples à calculer :

φ′
j(x) =


1

h
, si x ∈ [xj−1, xj],

−1

h
, si x ∈ [xj, xj+1],

0, sinon.

Calculons maintenant les éléments de la matrice Ah, tridiagonale et symétrique. Les trois

termes des diagonales sont :

aii =

∫ 1

0

φ′
i(x)φ

′
i(x)dx =

2

h
,

ai,i+1 =

∫ 1

0

φ′
i+1(x)φ

′
i(x)dx = −1

h
,

ai−1,i =

∫ 1

0

φ′
i(x)φ

′
i−1(x)dx = −1

h
.
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On déduit la matrice Ah :

Ah =
1

h



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1
. . . . . . 0

...
. . . . . . 2 −1

0 · · · 0 −1 2


Le second membre bh est le résultat des intégrales pour tout 1 ≤ i ≤ n :∫ 1

0

f(x)φi(x)dx =

∫ xi+1

xi−1

f(x)φi(x)dx.

Mais le calcul de ces intégrales de manière explicite peut être difficile ou impossible si la

fonction f est compliquée. Dans ce cas, on utilise des méthodes numériques pour les calculer,

citons par exemple :

– La formule du point milieu :
∫ b

a
ϕ(x)dx = (b− a)ϕ

(
a+ b

2

)
.

– La formule des trapèzes :
∫ b

a
ϕ(x)dx =

b− a

2
(ϕ(a) + ϕ(b)).

– La formule de Simpson :
∫ b

a
ϕ(x)dx =

b− a

6

(
ϕ(a) + 6ϕ(a+b

2
) + ϕ(b)

)
.

Lorsque les composantes du vecteur bh est calculé, il reste la résolution du système linéaire

(3.18) qui admet une unique solution.

Exemple 3.6 Cherchons à résoudre le problème de Neumann avec la méthode des éléments

finis P1, le problème étant le suivant :{
−u′′ + cu = f dans]0, 1[,

u′(0) = α, u′(1) = β.
(3.19)

On a vu dans le chapitre précédent que ce problème admet une unique solution dans

H1(]0, 1[) sous les hypothèses suivantes :

– f ∈ L2(]0, 1[), et α, β ∈ R.
– c ∈ L∞(]0, 1[) tel que ∃c0 > 0, c(x) ≥ c0 p.p dans ]0, 1[.

Appliquons les mêmes procédures utilisées dans l’exemple précédent, et nous obtenons la

formulation varitionnelle de l’approximation interne suivante : trouver uh ∈ Vh tel que

A(uh, v) = L(v),∀v ∈ Vh,

avec

A(uh, v) =

∫ 1

0

[u′h(x)v
′(x) + c(x)uh(x)v(x)] dx,

L(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx− αv(0) + βv(1).
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En décomposant uh sur la base (φj)0≤j≤n+1, la formulation variationnelle dans Vh revient à

résoudre dans Rn+2 le système linéaire

AhXh = bh,

avec Xh = (uh(xj))0≤j≤n+1, et la matrice de rigidité Ah est définie par :

Ah = (aij)0≤i,j≤n+1 =

(∫ 1

0

(φ′
j(x)φ

′
i(x) + c(x)φj(x)φi(x))dx

)
0≤i,j≤n+1

.

Le second membre du système linéaire bh est déterminé par :

bh = (bi)0≤i≤n+1 =


∫ 1

0
f(x)φi(x)dx, si 1 ≤ i ≤ n,∫ 1

0
f(x)φ0(x)dx− α, si i = 0,∫ 1

0
f(x)φn+1(x)dx+ β, si i = n+ 1.

Pratiquement, si c n’est pas une fonction constante, le calcul des coefficients de la matrice

de rigidité Ah est compliqué, donc l’évaluation de ces coefficients repose sur des méthodes

numériques pour les intégrales.

b - Convergence et estimation d’erreur

Après avoir calculé la solution par la méthode des éléments finis P1, il faut démontrer la

convergence de la solution obtenue vers la solution exacte du problème. Pour cela, définissons

tout d’abord un opérateur d’interpolation rh.

Définition 3.3 On appelle opérateur d’interpolation P1 l’application linéaire rh deH
1(]0, 1[)

dans Vh définie, pour tout v ∈ H1(]0, 1[), par

(rhv)(x) =
n+1∑
j=0

v(xj)φj(x).

Cette définition a bien un sens, car les fonctions de H1(]0, 1[) sont continues et leurs

valeurs ponctuelles sont donc bien définies. L’interpolée rhv d’une fonction v est simplement

la fonction affine par morceaux qui cöıncide avec v sur les sommets du maillage.
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Fig.3.5 Interpolation P1 d’une fonction de H1(]0, 1[).

La convergence de la méthode des éléments finis P1 repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.5 (lemme d’interpolation)[R] Soit rh l’opérateur d’interpolation P1. Pour

tout v ∈ H1(]0, 1[), il vérifie

lim
h→0

∥v − rhv∥H1(]0,1[) = 0.

De plus, si v ∈ H2(]0, 1[), alors il existe une constante C indépendante de h telle que

∥v − rhv∥H1(]0,1[) ≤ Ch∥v′′∥L2(]0,1[).

On a aussi le résultat suivant :

Théorème 3.3[2] Soient u ∈ H1
0 (]0, 1[) et uh ∈ V 0

h les solutions de (3.7) et (3.11) respecti-

vement. Alors la méthode des éléments finis P1 converge, i.e,

lim
h→0

∥u− uh∥H1(]0,1[) = 0.

De plus, si u ∈ H2(]0, 1[), alors il existe une constante C indépendante de h telle que

∥u− uh∥H1(]0,1[) ≤ Ch∥u′′∥L2(]0,1[) = Ch∥f∥L2(]0,1[). (3.20)

Remarque 3.7

– L’estimation (3.20) indique la vitesse de convergence de la méthode des éléments finis

P1, et comme cette majoration est proportionnelle à h, on dit que la méthode des

éléments finis P1 converge linéairement.

– On peut généraliser le théorème 3.3 à des maillages non uniforme, dans ce cas h est

défini par h = max
0≤j≤n

(xj+1 − xj).
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c -La méthode des éléments finis P2

Cette méthode repose sur les espaces de l’approximation suivants :

Vh = {v ∈ C([0, 1]); v|[xj ,xj+1] ∈ P2, 0 ≤ j ≤ n}, (3.21)

et sur son sous-espace

V 0
h = {v ∈ Vh, v(0) = v(1) = 0}. (3.22)

Les deux espaces sont composés de fonctions continues, paraboliques par morceaux et qu’on

peut représenter à l’aide de fonctions de base très simples.

Comme dans le cas de la méthode P1, il faut déterminer une base de Vh et un opérateur

d’interpolation.

Dans la méthode des éléments finis P1, toute fonction v de Vh était linéaire sur [xj, xj+1], il

suffisait donc de connâıtre les valeurs de v en xj et xj+1 pour déterminer v sur [xj, xj+1].

Pour la méthode des éléments finis P2, il est nécessaire de connâıtre les valeurs de v en trois

points de [xj, xj+1]. Pour cela, on définit le point milieu :

xj+1/2 = xj +
h

2
, ∀j = 0, . . . , n.

Par analogie avec la méthode P1, on va prendre pour fonctions de base les fonctions ψj et

ψj+1/2 appartenant à Vh telles que

ψj(xi) = δij et ψj+1/2(xi+1/2) = δij.

Les fonctions ψj et ψj+1/2 sont données par
ψj(x) = φ

(
x− xj
h

)
, 0 ≤ j ≤ n+ 1,

ψj+1/2(x) = χ

(
x− xj+1/2

h

)
, 0 ≤ j ≤ n,

avec

φ(x) =


(1 + x)(1 + 2x), si − 1 ≤ x ≤ 0,

(1− x)(1− 2x), si 0 ≤ x ≤ 1,

0, si non.

et

χ(x) =

{
(1− 2x)(1 + 2x) si |x| ≤ 1/2

0, si non

Donc le support de ψi est l’intervalle [xi−1, xi+1] et celui de ψi+1/2 l’intervalle [xi, xi+1].
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Fig.3.6 Graphes des fonctions ψj et ψj+1/2

Lemme 3.6 L’espace Vh défini par (3.21) est un sous-espace de H1(]0, 1[) de dimension

2n+ 3 et pour tout vh ∈ Vh, on a

vh =
n+1∑
j=0

vh(xj)ψj +
n∑

j=0

vh(xj+1/2)ψj+1/2 =
2n+2∑
j=0

vh(xj/2)ψj/2.

De même, l’espace V 0
h défini par (3.22) est un sous-espace de H1

0 (]0, 1[) de dimension 2n+1

et pour tout vh ∈ V 0
h , on a

vh =
n∑

j=1

vh(xj)ψj +
n∑

j=0

vh(xj+1/2)ψj+1/2 =
2n+1∑
j=1

vh(xj/2)ψj/2.

La formulation variationnelle de l’approximation interne revient à résoudre dans R2n+1 le

système linéaire

AhXh = bh, (3.23)

avec

Ah = (aij)1≤i,j≤2n+1 =

(∫ 1

0

ψ′
i/2(x)ψ

′
j/2(x)dx

)
1≤i,j≤2n+1

,

Xh =
(
uh(xj/2)

)
1≤j≤2n+1

,

bh = (bi)1≤i≤2n+1 =

(∫ 1

0

f(x)ψi/2(x)dx

)
1≤i≤2n+1

.
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Les fonctions de base ψi/2 ont un petit support, et la plupart des coefficients de la matrice

de rigidité sont donc nuls, Ah est ainsi pentadiagonale :

Ah =
1

h



16/3 −8/3 0

−8/3 14/3 −8/3 1/3 0

0 −8/3 16/3 −8/3 0

1/3 −8/3 14/3 −8/3 1/3
. . . . . . . . . . . . . . .

0 −8/3 16/3 −8/3 0

0 1/3 −8/3 14/3 −8/3

0 −8/3 16/3


.

Remarquons que cette matrice est plus pleine que celle obtenue par la méthode des éléments

finis P1, et donc que la résolution du système linéaire coûtera plus cher en temps de cal-

cul. Le second membre bh est calculé avec des méthodes numériques d’intégration. On a le

résultat de convergence suivant :

Théorème 3.4[2] Soit u ∈ H1
0 (]0, 1[) et uh ∈ V 0

h les solutions de (3.7) et (3.11) respective-

ment. Alors, la méthode des éléments finis P2 converge, i.e,

lim
h→0

∥u− uh∥H1(]0,1[) = 0.

De plus, si u ∈ H3(]0, 1[), alors il existe une constante C indépendante de h telle que

∥u− uh∥H1(]0,1[) ≤ Ch2∥u′′′∥L2(]0,1[).

On dit que la convergence est quadratique.

Remarque 3.8 D’après le théorème de convergence, on voit que l’avantage de la méthode

P2 est une accélération de la convergence lorsque la solution est régulière, c’est-à-dire u ∈
H3(]0, 1[). Le désavantage est que le système AhXh = bh est plus coûteux à résoudre car

la matrice de rigidité Ah n’est plus tridiagonale mais pentadiagonale. En particulier, on

remarque que si u /∈ H3(]0, 1[), il n’y a aucun intérêt à employer la méthode des éléments

finis P2.
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Application en contrôle optimal

Dans ce dernier chapitre, on va étudier des problèmes pratiques de contrôle optimal

gouvernés par des équations différentielles aux dérivées partielles. Dans le cadre de cette

thèse, on va traiter un problème de contrôle optimal appliqué à l’équation de la chaleur.

Ce problème a beaucoup d’applications dans le domaine de la physique et en automatique.

La résolution de ce problème se fait en calculant numériquement le contrôle optimal par la

méthode des différences finies et celle des éléments finis.

4.1 Problème de contrôle optimal stationnaire

4.1.1 Position du problème

On considère notre problème dans un domaine ouvert Ω de Rn (n = 1, 2, 3 dans la

pratique), avec des conditions mixtes de Dirichlet et de Neumann au bord de ce domaine.

Notons par ∂Ω = Γd ∪ Γn le bord du domaine.

Fig.4.1 Le domaine Ω et le bord ∂Ω.
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Le problème à résoudre est l’équation de la chaleur stationnaire( ne dépendant pas de

temps) : 
−∆u = 0, dans Ω,

u = 0, sur Γd,
∂u
∂n

= g, sur Γn,

(4.1)

avec u = u(g) et g = g(x), où u désigne la température et g le contrôle.

Notre but est alors de trouver la température u telle que celle-ci soit égale à une température

donnée u0, ou du moins très proche d’elle.

Pour ce faire, on définit la fonctionnelle de coût J suivante :

J(g) =
1

2

∫
Ω

|u(g)− u0|2 +
ε

2

∫
Γn

g2, (4.2)

où ε représente le compromis efficacité-coût.

La fonctionnelle (4.2) doit être minimisée, et notons par ḡ son unique minimum :

ḡ = argmin
g
J(g), J(ḡ) = min

g
J(g), g ∈ L2(Γn).

Le problème (4.1) revient à trouver u ∈ H1
0 (Γd) tel que∫

Ω

−∆uv = 0, ∀v ∈ H1
0 (Γd).

D’après la formule de Green, on a

∫
Ω

∇u∇v −
∫
Γn

∂u

∂n
v = 0.

On obtient alors :

∫
Ω

∇u∇v =

∫
Γn

gv.

D’autre part, pour minimiser la fonctionnelle J , il faut tout d’abord effectuer l’opération

de dérivation sur celle-ci. On introduit pour cela la dérivée directionnelle définie comme suit :

J ′(g, h) = lim
t→0

J(g + th)− J(g)

t
.

En effet, on a

J(g + th) =
1

2

∫
Ω

|u(g + th)− u0|2 +
ε

2

∫
Γn

(g + th)2.
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Comme l’application g 7→ u(g) est linéaire, on a u(g+ th) = u(g)+ tu(h). On obtient donc :

J(g + th) =
1

2

∫
Ω

|u(g)− u0 + tu(h)|2 + ε

2

∫
Γn

(g2 + t2h2 + 2thg)

=
1

2

∫
Ω

|u(g)− u0|2 + t2|u(h)|2 + 2t(u(g)− u0)u(h) +
ε

2

∫
Γn

(g2 + t2h2 + 2thg).

D’où
J(g + th)− J(g)

t
=

∫
Ω

(u(g)− u0)u(h) + ε

∫
Γn

gh+Kt,

où

K =
1

2

∫
Ω

|u(h)|2 + ε

2

∫
Γn

h2.

En passant à la limite lorsque t tend vers 0, on obtient alors la dérivée de J :

J ′(g, h) =

∫
Ω

(u(g)− u0)u(h) + ε

∫
Γn

gh.

La résolution de ce problème de contrôle par la méthode itérative du gradient se fait selon

l’itération suivante :

g(n+1) = g(n) − ρ∇J(gn),

où ρ > 0.

On a alors

J ′(g, h) = ⟨∇J(g), h⟩ =
∫
Γn

∇J(g)h.

4.1.2 Méthode de l’état adjoint

Pour que le gradient soit bien représenté, il faut transformer l’intégrale sur Ω vers

l’intégrale sur Γn. Pour cela, on utilise la méthode de l’état adjoint, en introduisant la

variable p vérifiant : 
−∆p = f, dans Ω,

p = α, sur Γd.
∂p

∂n
= β, sur Γn.

(4.3)

Maintenant, on va determiner les conditions au bord du domaine, en réécrivant la formula-

tion variationnelle du problème, et en comparant avec les conditions au bord du problème

initial. En effet, on a ∫
Ω

−∆pu(h) =

∫
Ω

fu(h).
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Par intégration par parties, on obtient successivement∫
Ω

∇p∇u(h)−
∫
∂Ω

∂p

∂n
u(h) =

∫
Ω

fu(h),

−
∫
Ω

p∆u(h) +

∫
∂Ω

(
p
∂u(h)

∂n
− u(h)

∂p

∂n

)
=

∫
Ω

fu(h),∫
Γn

ph+

∫
Γd

p
∂u(h)

∂n
−
∫
Γn

u(h)
∂p

∂n
=

∫
Ω

fu(h).

La comparaison avec le problème (4.1) nous donne :
−∆p = u(g)− u0, dans Ω,

p = 0, sur Γd,
∂p

∂n
= 0, sur Γn.

(4.4)

On obtient ainsi : ∫
Γn

ph =

∫
Ω

(u(g)− u0)u(h),

où p désigne l’état adjoint.

La dérivée directionnelle de la fonctionnelle J est alors définie par :

J ′(g, h) =

∫
Γn

∇J(g)h, où ∇J(g) = p+ εg. (4.5)

4.1.3 L’algorithme de résolution

On se donne une valeur initiale g(0), puis on résout le problème direct et le problème

adjoint pour i = 0, 1, . . ..

Problème direct Problème adjoint


−∆u(i) = 0, dans Ω,

u(i) = 0, sur Γd,

∂u(i)

∂n
= g(i), sur Γn,


−∆p(i) = u(i) − u0, dans Ω,

p(i) = 0, sur Γd,

∂p(i)

∂n
= 0, sur Γn.

(4.6)

La méthode itérative du gradient nous donne

g(i+1) = g(i) − ρ∇J(g(i)), avec ∇J(g(i)) = p(i) + εg(i).
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4.1.4 Exemple d’application

On considère en dimension 1 le problème suivant :
−u′′ = f, dans Ω,

u(1) = b, sur Γd,

u′(0) = a, sur Γn,

où f(x) = π2 cos(πx), Ω =]0, 1[, Γd = {1}, Γn = {0}, a = 0 et b = −1

Étape 01 : On subdivise le domaine en N parties, et on résout le problème au point

xi = (i− 1)h, où h désigne le pas de la subdivision avec h =
1

N
.

On peut discrétiser le problème précédent en utilisant la méthode des différences finies :

u′′(xi) =
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
, où ui = u(xi).

On obtient :

ui−1 − 2ui + ui+1

h2
= −f(xi), 2 ≤ i ≤ N − 1;

−ui + ui+1

h2
= −f(xi) +

a

h
, i = 1;

ui−1 − 2ui
h2

= −f(xi)−
b

h2
, i = N.

Le problème revient donc à résoudre le système linéaire AU = F , où

A =



−1 1 0 · · · 0

1 −2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −2 1

0 · · · 0 1 −2


, U =



u1

.

.

.

uN


et F = h2



−f(x1) +
a

h
−f(x2)

.

.

−f(xN)−
b

h2


.

La résolution du système linéaire nous donne un vecteur U à N composantes.

Étape 02 :

Aprés cette étape, par la même méthode on résout le problème adjoint
−p′′ = u− u0, dans Ω,

p(1) = 0, sur Γd,

p′(0) = 0, sur Γn.

La méthode des différences finies permet d’écrire :

p′′(xi) =
pi−1 − 2pi + pi+1

h2
, où pi = p(xi),

82



Chapitre 4 Application en contrôle optimal

on obtient :

pi−1 − 2pi + pi+1

h2
= −ui + u0, 2 ≤ i ≤ N − 1;

−pi + pi+1

h2
= −ui + u0, i = 1;

pi−1 − 2pi
h2

= −ui + u0, i = N.

Le système linéaire obtenu est AP = G, où

A =



−1 1 0 · · · 0

1 −2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −2 1

0 · · · 0 1 −2


, P =



p1

.

.

.

pN


et G = h2



−u1 + u0

−u2 + u0

.

.

−uN + u0


.

Étape 03 :

L’étape précédente à permis de calculer la solution p du problème adjoint, puis on calcule

∇J(g(i)) = p(i) + εg(i),

et

g(i+1) = g(i) − ρ∇J(g(i)), où g(0) = a

On fixe une précision d’erreur et on arrête les calculs.

4.2 Problème de contrôle optimal non stationnaire

On introduit maintenant le temps dans la résolution de l’équation de la chaleur, donc la

température u dépent de deux variables : u = u(x, t), avec x ∈]0, 1[ et t ∈]0, T [, T > 0.

Le problème à résoudre est le suivant :

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, dans ]0, 1[,

∂u

∂x
(0, t) = g(t),

u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0.

, (4.7)

où g ∈ L2(]0, T [).

La fonctionnelle à minimiser est donnée par :

J =
1

2

∫ T

0

∫ 1

0

|u(g)− u0|2 dxdt+
ε

2

∫ T

0

g2(t)dt, (4.8)
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et la dérivée directionnelle de la fonctionnelle (4.8) est égale à :

J ′(g, h) =

∫ T

0

∫ 1

0

(u(g)− u0)u(h)dxdt+ ε

∫ T

0

ghdt.

4.2.1 Méthode de l’état adjoint

De la même façon que pour le problème stationnaire (4.1), on écrit le problème adjoint,

puis on détermine les conditions aux limites et la condition initiale :

−∂p
∂t

− ∂2p

∂x2
= u(g)− u0, dans ]0, 1[,

∂p

∂x
(0, t) = α,

p(1, t) = β,

u(x, 0) = γ.

(4.9)

L’écriture de la formulation variationnelle de problème (4.9) nous donne :∫
x

∫
t

(
−∂p
∂t

− ∂2p

∂x2

)
u(h) =

∫
t,x

(u(g)− u0)u(h),

ceci donne après intégration par parties :∫
x

∫
t

p
∂u(h)

∂t
−

∫
x,t=T

pu(h) +

∫
x,t=0

pu(h) +

∫
t

∫
x

∂p

∂x

∂u(h)

∂x
−
∫

t,x=1

∂p

∂x
u(h) +

∫
t,x=0

∂p

∂x
u(h) =

∫
t,x

(u(g)− u0)u(h)

d’où ∫
t

∫
x

∂p

∂x

∂u(h)

∂x
= −

∫
t

∫
x

p
∂2u(h)

∂x2
+

∫
t,x=1

p
∂u(h)

∂x
−
∫
t,x=0

p
∂u(h)

∂x
.

On obtient alors 

−∂p
∂t

− ∂2p

∂x2
= u(g)− u0, dans ]0, 1[,

∂p

∂x
(0, t) = 0,

p(1, t) = 0,

p(x, T ) = 0.

(4.10)

Et λ = −
T∫
0

p(0, t)g(t)dt.

Si on pose p̂(x, t) = p(x, T − t), notre problème adjoint s’écrit alors :

∂p̂

∂t
− ∂2p̂

∂x2
= u(g)(x, T − t)− u0, dans ]0, 1[,

∂p̂

∂x
(0, t) = 0,

p̂(1, t) = 0,

p̂(x, 0) = 0.

(4.11)
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4.2.2 L’algorithme de résolution

La méthode de résolution du problème non stationnaire est la même que celle du problème

stationnaire, elle consiste donc à résoudre le problème direct ainsi que le problème adjoint :

Problème direct Problème adjoint



∂u(i)

∂t
− ∂2u(i)

∂x2
= 0, dans ]0, 1[,

∂u(i)

∂x
(0, t) = g(i)(t),

u(i)(1, t) = 0,

u(i)(x, 0) = 0.



∂p(i)

∂t
− ∂2p(i)

∂x2
= u(i)(x, T − t)− u0, dans ]0, 1[,

∂p(i)

∂x
(0, t) = 0,

p(i)(1, t) = 0,

p(i)(x, 0) = 0.

(4.12)

4.2.3 Exemple d’application

On considère en dimension 1 le problème suivant :

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f(x, t), dans ]0, 1[,

∂u

∂x
(0, t) = g(t),

u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0.

, (4.13)

où g ∈ L2 (]0, T [) .

Étape 01 :

On définit les pas de décompositions de l’espace et du temps :

xi = (i− 1)h et tn = nτ , avec h =
1

N
et τ =

T

k
pour i = 1, N et n = 0, k.

Le second membre du problème le contrôle sont définis respectivement par :

f(x, t) = (1 + π2t) sin(πx) et g(t) = πt.

La discrétisation du problème en espace et en temps avec la condition
τ

h2
≤ 1

2
pour un

schéma explicite, nous donne :

∂2u

∂x2
(xi, tn) ≈

uni−1 − 2uni + uni+1

h2
,

et
∂u

∂t
≈ uni − un−1

i

τ
,
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où uni = u(xi, tn).

On obtient

uni − un−1
i

τ
−
uni−1 − 2uni + uni+1

h2
= f(xi, tn), pour 2 ≤ i ≤ N − 1,

uni − un−1
i

τ
−
uni+1 − uni

h2
= f(xi, tn)−

g(tn)

h
, pour i = 1,

uni − un−1
i

τ
−
uni−1 − 2uni

h2
= f(xi, tn) pour, i = N.

Donc le problème peut s’écrire sous forme matricielle suivante :

1

τ
Un − 1

τ
Un−1 − 1

h2
AUn = F n,

où

A =



−1 1 0 · · · 0

1 −2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −2 1

0 · · · 0 1 −2


, Un =



un1

.

.

.

unN


et F n =



f(x1, tn)−
g(tn)

h
f(x2, tn)

.

.

f(xN , tn)


.

Le système matriciel peut encore s’écrire sous la forme :(
1

τ
I − 1

h2
A

)
Un = F n +

1

τ
Un−1, où I est la matrice unitaire.

Étape 02 :

L’étape précédente nous donne la solution du problème direct, donc le second membre du

problème adjoint est calculé. Par la même méthode, on va résoudre ce dernier :

∂p

∂t
− ∂2p

∂x2
= u(x, T − t)− u0, dans ]0, 1[,

∂p

∂x
(0, t) = 0,

p(1, t) = 0,

p(x, 0) = 0,

avec
∂2p

∂x2
(xi, tn) ≈

pni−1 − 2pni + pni+1

h2
,

et
∂p

∂t
≈ pni − pn−1

i

τ
.
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où pni = p(xi, tn).

On obtient

pni − pn−1
i

τ
−
pni−1 − 2pni + pni+1

h2
= u(xi, T − tn)− u0, pour 2 ≤ i ≤ N − 1,

pni − pn−1
i

τ
−
pni+1 − pni

h2
= u(xi, T − tn)− u0, pour i = 1,

pni − pn−1
i

τ
−
pni−1 − 2pni

h2
= u(xi, T − tn)− u0, pour i = N.

Donc le problème peut s’écrire sous forme matricielle suivante :

1

τ
P n − 1

τ
P n−1 − 1

h2
AP n = Gn,

où

A =



−1 1 0 · · · 0

1 −2 1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . −2 1

0 · · · 0 1 −2


, P n =



pn1

.

.

.

pnN


et Gn =



u(x1, T − tn)− u0

.

.

.

u(xN , T − tn)− u0


.

Le système matriciel peut encore écrire sous la forme :(
1

τ
I − 1

h2
A

)
P n = Gn +

1

τ
P n−1, où I est la matrice unitaire.

Étape 03 :

Une fois que les deux problèmes direct et adjoint sont résolus, on calcule alors dans cette

étape la prochaine approximation du contrôle :

∇J(g(i)) = p(i)(0, T − t) + εg(i)(t),

et

g(i+1)(t) = g(i)(t)− ρ∇J(g(i)), où g(0)(t) = πt

4.3 Résultats numériques

Exemple 1 :

Pour tester le programme, on va modifier plusieurs paramètres.

N : le pas de décomposition d’espace.

ρ > 0 et ε > 0 intervients dans le calcul de contrôle optimal.

Premièrement : on fixe le paramètre ρ = 1 et on va varier ε, on obtient les résultats suivants :
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
nombre d’itération

Fig.4.2 Le contrôle g, ρ = 1 et ε = 1 .

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
nombre d’itération

Fig.4.3 Le contrôle g, ρ = 1 et ε = 0.5 .

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
nombre d’itération

Fig.4.4 Le contrôle g, ρ = 1 et ε = 0.1 .

On peut remarquer que pour une valeur de ρ fixée, lorsque le paramètre ε tend vers 0, la

vitesse de covergence de l’alghorithme diminue.

Si on fixe la valeur du paramètre ε à 0.5, et on varie la valeur de, on aura les résultats

suivants :
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
nombre d’itération

Fig.4.5 Le contrôle g, ρ = 0.1 et ε = 0.5 .

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nombre d’itération

Fig.4.6 Le contrôle g, ρ = 0.5 et ε = 0.5 .

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
nombre d’itération

Fig.4.7 Le contrôle g, ρ = 2 et ε = 0.5 .

On retient que lorsqueρ augmente, l’algorithme converge plus vite.
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Conclusion générale

Notre contribution dans cette thèse est l’analyse numérique des équations différentielles

aux dérivées partielles, et l’application de ce dernier en conrôle optimal.

Pour cela, dans le premier chapitre nous avons d’abord rappelé les concepts de base et les

définitions sur les équations aux dérivées partielles, tels que l’ordre, le type linéaire et non

linéaire, ainsi que le concept d’un problème bien posé, tout en donnant des rappels sur

la dérivation d’une fonction à plusieurs variables. Nous avons aussi présenté les méthodes

analytique de résolution des EDP, telles la méthode des caractéristiques et la méthode de

changement de variables. On a terminé ce chapitre en résolvant des équations modèles,

comme les équations de transport, des ondes et de la chaleur.

Dans le deuxième chapitre on a décrit la formulation variationnelle des problèmes, ainsi que

le théorème de Lax-Milgram qui prouve l’existence et l’unicité de la solution.

Le trosième chapitre est réservé aux méthodes numériques pour calculer la solution aprochée

d’une EDP, à savoir la méthode des différences finies, la méthode Galarkin et la méthode des

éléments finis. Nous avons terminé notre travail par deux applications pratiques en contrôle

optimal, la première application porte sur un problème stationnaire et la deuxième sur le

cas non stationnaire.

En guise de perspectives, nous proposons les directions de recherche suivantes :

- Traiter un problème de contrôle optimal en élaborant une méthode constructive basé sur

un critère d’optimalité et des méthodes numériques de résolution des EDP ;

- Traiter des problèmes linéaires quadratiques de contrôle optimal en dimension supérieur à

un ; - Application aux problèmes elliptiques, paraboliques et hyperboliques.
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Résumé

Ce mémoire traite de l’anlayse numérique des équations différentielles aux dérivées par-

tielles (EDP) et d’applications en contrôle optimal. Nous avons d’abord rappelé les concepts

fondamentaux sur les EDP linéaires et la formulation variationnelle de ces problèmes.

Dans ce travail, on a présenté trois méthodes numériques pour calculer la solution ap-

prochée, à savoir la méthode des différences finies, la méthode de Galerkin et la méthode des

éléments finis. Les expérimentations numériques sont utilisées pour résoudre deux problèmes

de contrôle optimal concernant l’équation de la chaleur, et ce en utilisant la méthode des

différneces finies.

Mots clés :EDP , solutions analytiques, analyse numérique des EDP, contrôle optimal.

Abstract

This memory is devoted to numerical analysis of partial differential equations (PDE) with

applications in optimal control. We first recalled the basic concepts of linear PDEs and the

variational formulation of these problems.

In this work, three numerical methods to calculate the approximate solution are presented,

namely the finite differences method, Galerkin and finite elements method. Numerical expe-

riments are used to solve two optimal control problems which deal whith the heat equation,

and that by using the method of finite differences.

Key word : PDE, analytical solutions, numerical analysis of PDE, optimal control.
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