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Problèmes de Programmation Linéaire en Nombres
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1.8 Polyèdres dont les points extrêmes sont entiers . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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2.4.2 Inégalités valides pour un programme linéaire en nombres entiers . 49
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2.4.4 Inégalités valides pour un programme linéaire en nombres entiers et
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Introduction générale

La recherche opérationnelle s’occupe principalement à résoudre des problèmes d’opti-

misation au moyen de techniques souvent conjuguées à un formalisme précis du problème.

En particulier, les techniques de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes

(PLE, PLM) sont étroitement liées à la modélisation des problèmes dont les variables de

décision sont des vecteurs où certaines de ses composantes sont astreintes à prendre des

valeurs entières. Malgré cette restriction, la programmation linéaire mixte permet de mo-

déliser une grande variété de problèmes d’optimisation dans des domaines d’application

extrêmement divers : logistique et transport, productique, réseaux de télécommunications

ou de distribution d’énergie, automatique, ordonnancement de machines, problème de pla-

nification, problème de localisation etc...

Il s’agit là d’un des domaines les plus riches et les plus actifs de la programmation ma-

thématique, et le volume de publications et de recherches qui lui a été consacré depuis

les premiers travaux de Gomory en 1958 ([62], [65]) atteste de la difficulté du sujet et de

l’importance de ses applications.

Les problèmes de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes, à première

vue très voisins des problèmes de programmation linéaire (PL), sont d’une difficulté sur-

prenante. Du point de vue de la complexité, les problèmes en nombres entiers et mixtes

appartiennent à la classe des problèmes NP-difficiles (Karp 1978, Garey et Jehnson, 1979).

Les principales méthodes de résolution pour ce type de problèmes peuvent se ranger en

quatre groupes : résolution comme un programme linéaire ordinaire, méthodes de coupes,

méthodes arborescentes et méthodes de décomposition.

La résolution comme un (PL) ordinaire est possible pour les (PLE) équivalents à

leurs (PL) relaxés, c’est-à-dire que le sommet optimal du programme linéaire relaxé est à

coordonnées entières. Il y a un cas particulier où, pour tout vecteur entier b, l’intégralité

du polyèdre X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} est assurée lorsque la matrice A est totalement
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Introduction générale

unimodulaire, c’est-à-dire quand les sous-déterminants de A valent −1, 0 ou 1. Durant

les 40 dernières années, une profonde théorie sur les matrices totalement unimodulaires a

immergé. Dans le cas où la matrice A n’est pas totalement unimodulaire, l’intégralité de

la solution du programme linéaire relaxé est très rare.

La faiblesse de la relaxation continue est dûe à la faiblesse de la formulation du pro-

blème, à savoir que X est large par rapport à convS, qui est le plus petit polyèdre conte-

nant toutes les solutions entières du (PLE), S étant l’ensemble des points entiers de X.

Pour améliorer la relaxation continue, on peut ajouter au programme linéaire des inéga-

lités linéaires qui coupent X. Cette technique permet ainsi de resserrer la formulation du

problème ; on résout alors : max{c′x : x ∈ X ′} avec S ⊆ convS ⊆ X ′ ⊆ X, en prenant

implicitement en compte les contraintes d’intégralité. Idéalement, on cherche à déterminer

des inégalités définissant des facettes de convS, c’est-à-dire des plans supports de convS

de dimension égale à dim(convS)− 1.

Un tel algorithme est appelé algorithme de coupes ou de plans sécants, puisqu’il s’agit

de partir d’un point x de l’espace, généralement une solution optimale du programme

linéaire relaxé max{c′x : x ∈ X}, puis, tant que x n’appartient pas à convS, ”couper” X

en ajoutant une ou plusieurs inégalités au programme linéaire qui ne sont pas vérifiées par

la solution courante x. Les inégalités ajoutées sont appelées des inégalités valides (pour

toute solution de S) ou, plus précisément, des coupes. Les plans engendrés séparent le

point x de X du polyèdre convS et la recherche de la nouvelle solution est effectivement

restreinte à la partie de l’espace qu’ils définissent.

Les plans sécants générés par ces algorithmes peuvent êtres classés en deux grandes

catégories : la première comprend les coupes générales qui sont valides pour tout problème

(PLM), elle inclut les coupes mixtes entières de Gomory (Balas et al., 1996 [13] ; Gomory,

1960 [63] ; Chvátal (1973)[31] et Schrijver (1980)[116]) et les coupes d’arrondis en nombres

entiers et mixtes (MIR cuts) (Marchant and Wolsey, 2001 [95] ; Nemhauser et Wolsey, 1990

[106]). La seconde catégorie inclut des coupes particulières qui exploitent la structure

spécifique du problème, telles que les coupes pour le problème du sac-à-dos (Balas, 1975 ;

Crowder, Johnson et Padberg 1983 [36] ; Gu, Nemhauser et Savelsbergh, 1998 [69]).

Les méthodes arborescentes, quant à elles, sont largement utilisées, et ont permis de

résoudre avec succès certains problèmes combinatoires difficiles tels que : le problème du

voyageur de commerce (Held et Karp 1971, Hansen et Krarup 1974, Crowder et Padberg
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1980), les problèmes d’ordonnancement (Fisher 1976), les problèmes de localisation et de

classification (Mulvey et Crowder 1979, Arditi et Minoux 1981) et le problème d’affectation

généralisée (Roos et Soland 1975, Legendre et Minoux 1977). Le principe de ces méthodes

est de choisir une variable x et de séparer le problème en sous-problèmes selon les valeurs

de x, on peut dire qu’il s’agit d’une ”exploration intelligente ” du domaine des solutions

réalisables du (PLM) considéré.

Le principe des méthodes arborescentes est dû principalement à Land et Doig (1960)

[85], Bertier et Roy (1964), Roy, Bertier et Nghiem (1965), Dakin (1965) [37] , Hervé

(1967). Elles ont ensuite été utilisées et perfectionnées par de nombreux auteurs. On trouve

également de bons exposés de synthèse sur la théorie et les applications dans Lawler et

Wood (1966), Mitten (1970), Geoffrion et Marsten (1972), Hansen (1975), Linderoth et

Savelsbergh (1999) et Achterberg 2007 [3].

L’inconvénient des méthodes de coupes est qu’elles fournissent souvent une solution

réalisable uniquement à la fin, contrairement aux méthodes arborescentes qui livrent en

cours de recherche une suite de bonnes solutions approchées.

Lorsque les classes de facettes connues ne décrivent pas de façon suffisamment fine

le polyèdre des solutions entières, le processus ne se termine pas nécessairement par la

mise en évidence d’une solution entière (optimale). Dans ce cas, on obtient des bornes

(supérieures si l’on maximise) qui peuvent être utilisées pour guider une procédure de

recherche arborescente (de type branch-and-bound). Cette combinaison des méthodes de

coupes avec des méthodes arborescentes, dénommée ” Branch and Cut ”, est considérée

aujourd’hui comme l’approche la plus efficace pour obtenir l’optimum exact de problèmes

combinatoires difficiles. Elle a été utilisée avec succès, en particulier, sur les problèmes du

voyageur de commerce de grande dimension.

Durant les quatre dernières décades, les problèmes de programmation en nombres

entiers et mixtes ont été intensivement étudiés par de nombreux chercheurs : Hu 1969,

Garfinkel et Nemhauser 1972, Zionts 1974, Salkin 1975, Taha 1975, Schrijver 1988, Nem-

hauser and Wolsey 1988, Parker et Rardin 1988.

Plusieurs livres et articles sur la programmation en nombres entiers et en optimisation

combinatoire sont apparus dans les années 80 : [108, 66, 116, 68, 105, 128].

Ce mémoire comporte une introduction, trois chapitres et une conclusion.

– Dans le premier chapitre, on présente certains fondements théoriques de la pro-
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grammation linéaire. On y trouve, entre autres, les notions et résultats concernant

les espaces vectoriels, les théorèmes de séparation des ensembles convexes et des ré-

sultats concernant les cônes polyédriques convexes. Aussi on passe en revue quelques

résultats sur les polyèdres combinatoires et leurs applications en optimisation.

– Dans le second chapitre, on présente une synthèse des méthodes de résolution uti-

lisées dans le domaine de la programmation linéaire mixte, en s’efforçant de faire

ressortir les idées fondamentales qui sous-tendent la plupart des algorithmes ac-

tuellement connus. Nous commençons par étudier les deux principales familles de

méthodes de résolution : les méthodes de recherche arborescente et les méthodes de

coupes.

– Dans le dernier chapitre, on propose une méthode de plans sécants pour la résolution

de programmes généraux en nombres entiers prenant mieux en compte les structures

des problèmes que les méthodes actuelles, cette méthode proposée étant basée sur

la méthode de support.

– Enfin, on clôture ce mémoire par une conclusion générale et quelques directions de

recherche.
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Chapitre 1

Rappels sur l’algèbre linéaire et la
géométrie des polyèdres convexes

Dans ce chapitre, on présente certains fondements théoriques de la programmation

linéaire. On y trouve, entre autres, les notions et résultats concernant les espaces vectoriels,

les théorèmes de séparartion des ensembles convexes et des résultats concernant les cônes

polyédriques convexes.

1.1 Rappels sur la géométrie de Rn

1.1.1 Espaces vectoriels

Soit un espace vectoriel E, défini sur R. Ses éléments sont des points de E.

– L’expression
∑k

j=1 λjx
j est dite combinaison linéaire des vecteurs x1, ..., xk.

– Les vecteurs x1, ..., xk sont dit linéairement dépendants s’il existe k scalaires

réels, λ1, ..., λk, non tous nuls, tels que λ1x
1 + ... + λkx

k = 0. Autrement, ils

sont dits linéairement indépendants.

– La dimension de E est le nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants

dans E. Si E est de dimension n, une base de E est un ensemble de n vecteurs

linéairement indépendants de E.

1.1.2 Distance, Boule, Voisinage et Ensemble Ouvert

Définition 1.1.1. Norme

On appelle norme sur un espace vectoriel E défini sur R, une fonction de E dans R qui,

à tout x ∈ E, fait correspondre un scalaire non négatif, noté ‖x‖, et satisfaisant :
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Chap.I. Rappels sur l’algèbre linéaire et la géométrie des polyèdres convexes

1. ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0,

2. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pour tout x, y ∈ E,

3. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖, pour tout α ∈ R, x ∈ E.

Un espace vectoriel E muni d’une norme est dit normé .

Définition 1.1.2. Boule ouverte

Dans un espace normé E, on appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r > 0,

l’ensemble Br(x
0) = {x ∈ E : ‖ x− x0 ‖< r}. Dans R2 et R, on emploie les mots disque

ouvert et intervalle ouvert respectivement.

Définition 1.1.3. Voisinage

Soit E un espace normé et x ∈ E. On appelle voisinage de x tout sous-ensemble, noté

V (x), contenant une boule ouverte Br(x).

Définition 1.1.4. Point intérieur

Soit S un sous-ensemble de E. Un point p ∈ S est un point intérieur à S si S est un

voisinage de p, c’est-à-dire, s’il existe une boule ouverte Br(x) ⊂ S.

Définition 1.1.5. Intérieur

L’intérieur S0 d’un ensemble S est l’ensemble de tous les points qui sont intérieurs à S.

On a évidemment S0 ⊂ S.

Définition 1.1.6. Extérieur

L’extérieur d’un sous-ensemble S ⊂ E est l’intérieur du complément de S.

Définition 1.1.7. Point frontière

Soit p ∈ E et S ⊂ E. On dit que p est un point frontière de S s’il n’est ni intérieur ni

extérieur à S. Un point frontière de S peut appartenir ou non à S.

Définition 1.1.8. Frontière

La frontière d’un sous-ensemble S ⊂ E est l’ensemble des points-frontières de S.

Définition 1.1.9. Point adhérent

Soit p ∈ E et S ⊂ E. On dit que p est un point adhérent de S si tout voisinage de p

rencontre S.
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Chap.I. Rappels sur l’algèbre linéaire et la géométrie des polyèdres convexes

Définition 1.1.10. Adhérence

L’adhérence d’un sous-ensemble S ⊂ E est l’ensemble des points adhérents de S, noté

S̄. On rencontre parfois le terme fermeture pour adhérence.

Dans ce qui suit, on prend E = Rn.

Définition 1.1.11. Le produit scalaire de deux vecteurs x et y dans l’espace vectoriel

E = Rn est un nombre réel noté 〈x, y〉, défini par :

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

1.2 Matrices

Définition 1.2.1. Soit n,m ∈ N∗. Une matrice d’ordre m × n à coefficients dans R est

un tableau à deux dimensions, ayant m lignes et n colonnes, représentée sous la forme

suivante :

A = A(I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J) =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 ,

où I = {1, 2, ..., m} et J = {1, 2, ..., n} représentent respectivement l’ensemble des

indices des lignes et des colonnes de A.

Pour des calculs pratiques, la matrice A se note aussi

A = (a1, a2, ..., aj, ..., an) =



A
′
1

A
′
2
...

A
′
i

...
A

′
m


,

où

aj = A(I, j) =


a1j

a2j
...

amj


est un vecteur-colonne de dimension m, considéré comme une matrice d’ordre m × 1,

A
′
i = A(i, J) = (ai1, ai2, ..., ain) est un vecteur-ligne de dimension n, considéré comme
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Chap.I. Rappels sur l’algèbre linéaire et la géométrie des polyèdres convexes

une matrice d’ordre 1× n.

Le symbole (′) est celui de la transposition. Chaque vecteur, noté x = x(J) = (xj, j ∈

J), sera ainsi considéré comme un vecteur-colonne tandis que le vecteur-ligne sera noté

x′. La matrice transposée de A sera notée

A′ = A′(J, I) = (aji, j ∈ J, i ∈ I).

La matrice A est dite carrée si on a n = m ; de plus, si A = A′, la matrice est dite

symétrique. La matrice identité d’ordre n sera notée In.

Rang d’une matrice

Définition 1.2.2. Rang d’une matrice

Soient A ∈ Rm×n une matrice et

ImA = {y ∈ Rm : ∃ x ∈ Rn, y = Ax}

le sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de A. Le rang de A est la dimension de

ce sous-espace.

Définition 1.2.3. Le nombre maximum de colonnes (lignes) linéairement indépendantes

de A est le rang de A, noté rangA.

Définition 1.2.4. Une matrice carrée B d’ordre m est dite régulière si son rang est égal

à m ; dans ce cas, elle est inversible et la matrice inverse B−1 vérifie B−1B = BB−1 = Im.

Systèmes d’équations

Soit un système de m équations à n inconnues :

n∑
j=1

aijxj = bi i = 1, m,

ou, en notation vectorielle, Ax = b, avec b = (bi, i ∈ I) et m ≤ n. Si

– rangA < rang(A, b) : le système est impossible et ne possède aucune solution.

– rangA = rang(A, b) = n : le système possède une solution unique, cette solution est

x = A−1b.

– rangA = rang(A, b) < n : le système possède une infinité de solutions.
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Chap.I. Rappels sur l’algèbre linéaire et la géométrie des polyèdres convexes

1.3 Eléments d’analyse convexe

Par-delà la structure d’un ensemble, la notion d’ensemble convexe est de première

importance. Dans cette section, on donne sa définition et certaines de ses caractérisations.

Ensemble convexe

Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel est convexe si, quels que soient x, y ∈ S,

l’intervalle [x, y] est inclus dans S ou, de façon équivalente :

λx + (1− λ)y ∈ S, ∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1].

Il est dit strictement convexe s’il est convexe et si sa frontière ne contient aucun

segment de droite.

Fig. 1.1 – Exemples d’ensembles convexes et non convexes.

Combinaison convexe

Soient x1, ..., xk des vecteurs de Rn. On dira qu’un vecteur x de Rn est une combinaison

convexe de x1, ..., xk s’il existe λ1, ..., λk ∈ R tels que

x =
k∑

j=1

λjx
j,

k∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, k.

Théorème 1.3.1. [122] Un ensemble S est convexe si et seulement si toute combinaison

convexe finie de points de S appartient à S.
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Exemple 1.3.1. Soit un ensemble H = {x : c′x = d} de Rn. Si y ∈ H et z ∈ H, on

vérifie que x = λy + (1− λ)z satisfait c′x = d pour tout λ tel que 0 ≤ λ ≤ 1. Ainsi H est

convexe.

Exemple 1.3.2. Soit H = {x : c′x ≤ d} un demi-espace de Rn. On vérifie de même que

H est convexe.

Théorème 1.3.2. [122] Si S1, ..., Sr sont des ensembles convexes de Rn, alors leur

intersection est un ensemble convexe.

Exemple 1.3.3. Soient les ensembles Si = {x :
∑n

j=1 aijxj ≤ bi} ⊂ Rn, i = 1, m. Alors

leur intersection :

S = {x :
n∑

j=1

aijxj ≤ bi; i = 1, m} = {x : Ax ≤ b},

est un ensemble convexe, où A est une matrice d’ordre m× n, formée des coefficients aij,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Ainsi, l’intersection d’une famille de demi-espaces de Rn est un ensemble convexe.

Propriété 1.3.3. [122] Soient S1 et S2 deux ensembles convexes. Alors S = α1S1 + α2S2

est convexe pour tout α1, α2 ∈ R.

Propriété 1.3.4. [122] Soit S un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel. Alors,

l’adhérence et l’intérieur de S, sont convexes.

Enveloppe convexe d’un ensemble

Si un ensemble S n’est pas convexe, on peut alors définir un certain ensemble convexe

qui le contient.

On appelle enveloppe convexe d’un ensemble S l’intersection de tous les ensembles

convexes qui contiennent S.

L’enveloppe convexe de S, notée convS , est donc le plus petit ensemble convexe qui

contient S.

Cette enveloppe convexe existe et elle est non vide pour tout ensemble non vide. On peut

aussi caractériser l’enveloppe convexe par le théorème suivant :
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Théorème 1.3.5. [23] L’enveloppe convexe d’un ensemble S de Rn est égale à l’ensemble

de toutes les combinaisons convexes finies des points de S :

convS =

{
x ∈ Rn : x =

m∑
i=1

λix
i, xi ∈ S,

m∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, m

}
.

Théorème 1.3.6. [23] L’enveloppe convexe d’un ensemble compact (fermé et borné) est

un compact.

Polyèdres convexes

Définition 1.3.1. Un polyèdre convexe P est l’intersection (éventuellement vide) d’un

nombre fini de demi-espaces fermés :

P = {x ∈ Rn : A′
ix ≤ bi, i = 1, m}.

Exemple 1.3.4. L’ensemble P = {x ∈ Rn : A′
ix = bi, i = 1, m} formé de l’intersection

des hyperplans A′
ix = bi, i = 1, m, est un polyèdre convexe, puisque, on a :

A′
ix = bi ⇔


A′

ix ≥ bi,
et

A′
ix ≤ bi.

Définition 1.3.2. Un polyèdre convexe P est borné s’il existe une valeur u finie et positive

telle que :

|xj| ≤ u ∀j = 1, n, ∀x ∈ P.

Un polyèdre convexe, borné et non vide, est dit polytope .

Fig. 1.2 – Polyèdre convexe et polytope dans R2.
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Définition 1.3.3. Un polyèdre P est dit rationnel s’il existe une matrice (A, b) d’ordre

m× (n + 1) avec des coefficients rationnels, tel que : P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}.

Définition 1.3.4. Un polyèdre P ⊆ Rn est de pleine dimension si dimP = n.

Propriété 1.3.7. [121] Soit P = {x ∈ Rn : A′
ix ≤ bi, i = 1, m}.

1. Un point x de P est un point intérieur de P si :

A′
ix < bi ∀i = 1, k = m,

si k < m, on parle de point intérieur relatif.

2. Un point x de P est un point frontière de P si :

∃ i, 1 ≤ i ≤ m : A′
i x = bi.

3. Si les m hyperplans, définissant un polyèdre convexe, passent par un même point, le

polyèdre convexe est appelé cône polyédrique convexe ; en particulier, l’ensemble

{x ∈ Rn : A x ≤ 0}, où A est une matrice d’ordre m× n est un cône polyédrique

convexe.

1.3.1 Inégalités Valides, Faces et Facettes

Soit P = {x ∈ Rn : A′
ix ≤ bi, i = 1, m}.

Définition 1.3.5. Inégalité valide

Une inégalité π′x ≤ π0 est une inégalité valide pour P ⊆ Rn si π′x ≤ π0 pour tout x ∈ P .

Si S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b} et convS = {x ∈ Rn

+ : Ãx ≤ b̃}, les contraintes A′
ix ≤ bi et

Ã′
ix ≤ b̃i sont clairement des inégalités valides pour S.

Définition 1.3.6. Face

Les ensembles non vides de points de P vérifiant un sous-ensemble des m hyperplans

A′
ix = bi, 1 ≤ i ≤ m,

sont appelés des faces de P .

Les faces constituent des polyèdres convexes. Si la face est définie par l’intersection de

r hyperplans linéairement indépendants, elle est dite de dimension n− r.
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Définition 1.3.7.

– F définit une face du polyèdre P si F = {x ∈ P : π′x = π0} pour une certaine

inégalité valide π′x ≤ π0 pour P .

– Si F est une face de P , avec F = {x ∈ P : π′x = π0}, l’inégalité valide π′x ≤ π0

représente ou définit la face.

Théorème 1.3.8. [96] Un polyèdre a un nombre fini de faces.

Définition 1.3.8. Facette

F est une facette de P si F est une face de P et dimF = dimP − 1.

Proposition 1.3.9. [128] Si P est de pleine dimension, une inégalité valide π′x ≤ π0 est

nécessaire pour la description de P si et seulement si elle définit une facette de P .

Exemple 1.3.5. Considérons le polyèdre P ⊂ R2, représenté dans la figure 1.3, décrit

par les inégalités suivantes : 

x1 ≤ 2,
x1 + x2 ≤ 4,
x1 + 2x2 ≤ 10,
x1 + 2x2 ≤ 6,
x1 + x2 ≥ 2,
x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0.

Fig. 1.3 – Faces et facettes d’un polyèdre.

L’inégalité x1 ≤ 2 définit une facette de P ainsi que les inégalités x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≥ 2 et x1 ≥ 0. Par contre, l’inégalité x1 + x2 ≤ 4 définit une face, constituée
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seulement d’un point (2, 2) de P , et par conséquent elle est redondante. Alternativement,

considérons les inégalités x1 ≤ 2 et x1 +2x2 ≤ 6 avec les poids u = (1
2
, 1

2
), aussi on montre

que l’inégalité x1 + x2 ≤ 4 est redondante. L’inégalité x2 ≥ 0 est la somme de l’inégalité

x1 ≤ 2 et −x1 − x2 ≤ −2 et ainsi elle est redondante.

La description minimale de P est donnée par
x1 ≤ 2,
x1 + 2x2 ≤ 6,
x1 + x2 ≥ 2,
x1 ≥ 0.

1.4 Fonction linéaire et fonction convexe

Fonction linéaire

Définition 1.4.1. On dit qu’une fonction f : Rn −→ Rm est linéaire si, quel que soit

x, y ∈ Rn et α, β ∈ R, on a f(αx + βy) = αf(x) + βf(y).

Propriété 1.4.1. [122] Soit f : Rn −→ R une fonction linéaire, x1, ..., xm ∈ Rn et

α1, ..., αm ∈ R. Alors

f

(
m∑

i=1

αix
i

)
=

m∑
i=1

αif(xi).

Définition 1.4.2. On dit qu’une fonction f : Rn −→ R est affine si elle est la somme

d’une fonction linéaire et d’une constante.

Fonction convexe

Définition 1.4.3. Soit S un sous-ensemble convexe de Rn. Alors une fonction f : S −→ R

est convexe si, ∀ x1 et x2 ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1], l’inégalité suivante a lieu

f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

D’autre part, une fonction f est dite concave si (−f) est convexe, autrement dit :

∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Consequence 1.4.2.

– Toute fonction linéaire est à la fois convexe et concave.

– La somme de fonctions convexes est une fonction convexe.

– Une fonction vectorielle F : S −→ Rk, où F = (f1, f2, ..., fk) est convexe si

chacune des composantes fi est convexe.
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1.5 Séparation des ensembles convexes

1.5.1 Hyperplan dans l’espace Rn

On appelle hyperplan dans l’espace Rn tout ensemble H de dimension (n − 1) défini

par :

H = {x ∈ Rn : a′x = α},

où α ∈ R et a un vecteur non nul appelé normale à H.

L’hyperplan H sépare l’espace Rn en deux demi-espaces fermés H− et H+ :

H− = {x ∈ Rn : a′x ≤ α}, H+ = {x ∈ Rn : a′x ≥ α}.

Leurs demi-espaces ouverts correspondants sont :

H−− = {x ∈ Rn : a′x < α}, H++ = {x ∈ Rn : a′x > α}.

Remarque 1.5.1. Ces différents demi-espaces sont des ensembles convexes.

1.5.2 Séparation de deux ensembles par un hyperplan

On dit qu’un hyperplan

H = {x ∈ Rn : a′x = α}

sépare deux ensembles non vides S1 et S2 si :

a′x ≤ α, ∀x ∈ S1; a′y ≥ α, ∀y ∈ S2.

Un tel hyperplan est alors dit Hyperplan séparateur de S1 et S2.

– Si un hyperplan séparateur H ne contient pas simultanément les deux ensembles S1

et S2, on parle alors de séparation propre . Dans le cas où S1 ∪ S2 est inclus dans

H, alors la séparation est dite singulière ou triviale .

La séparation de deux ensembles S1 et S2 veut dire que S1 et S2 se trouvent des

deux cotés de l’hyperplan H, c’est-à-dire, S1 ⊂ H−, S2 ⊂ H+.

– L’hyperplan H sépare strictement deux ensembles non vides S1 et S2 si :

a′x < α, ∀x ∈ S1; a′y > α, ∀y ∈ S2.
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– La séparation de deux ensembles S1 et S2 par un hyperplan H est dite forte , s’il

existe un nombre réel positif ε tel que :

a′x ≤ α, ∀x ∈ S1; a′y ≥ α + ε, ∀y ∈ S2.

Il est clair qu’une séparation forte ou stricte induit toujours une séparation propre.

Exemple 1.5.1.

1. L’hyperplan x = 1 dans R sépare proprement les deux ensembles suivants :

S1 = {x ≤ 1}, S2 = {x ≥ 1}.

2. L’hyperplan donnée par H = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0} sépare fortement les deux

ensembles suivant :

S1 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 ≤ 0}, S2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 ≥
1

x1

+1}.

3. L’hyperplan donné par H = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0} sépare strictement les deux

ensembles suivant :

S1 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 < 0}, S2 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 ≥
1

x1

}.

1.5.3 Hyperplan d’appui

H est appelé hyperplan d’appui pour un ensemble S au point x0, où x0 est un point

frontière de S, si l’on a :

a′x0 = α et a′x ≤ α, ∀x ∈ S.

Théorème 1.5.1. [125]

Soit S un ensemble convexe fermé et x0 un point frontière de S, alors il existe un

hyperplan d’appui de S en x0.

Remarque 1.5.2.

– Un hyperplan H est dit valide pour un polyèdre P si P ⊆ H+. Si H est valide, alors

F = H ∩ P est une face de P .

– Les facettes représentent les hyperplans d’appui d’un polyèdre.
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1.5.4 Théorèmes de séparation des ensembles convexes

Lorsque deux ensembles S1 et S2 sont non vides, convexes et disjoints, alors il sont

forcément séparables. Mais avant, considérons tout d’abord le problème de séparation

d’un point y avec un ensemble convexe S.

Théorème 1.5.2. [20] Soit S un ensemble convexe et y un point de Rn n’appartenant

pas à l’adhérance S̄. Il existe alors un vecteur a, avec ‖ a ‖= 1, et un nombre positif ε tel

que :

〈a, x〉 ≤ 〈a, y〉 − ε, ∀x ∈ S.

Théorème 1.5.3. [20] Soit x0 un point frontière d’un ensemble convexe S. Il existe alors

un vecteur a, avec ‖ a ‖= 1, tel que :

〈a, x〉 ≤ 〈a, x0〉, ∀x ∈ S.

Remarque 1.5.3. Dans le cas d’un ensemble ouvert, cette inégalité est stricte.

Passons maintenant au théorème de séparation de deux ensembles convexes.

Théorème 1.5.4. [20] Soient S1 et S2 deux ensembles non vides convexes et disjoints. Il

existe alors un vecteur a, ‖ a ‖= 1, tel que :

〈a, x〉 ≤ 〈a, y〉, ∀x ∈ S1 et y ∈ S2.

Remarque 1.5.4. Si l’un des deux ensembles S1 ou S2 est ouvert, alors la séparation est

stricte :

〈a, x〉 < 〈a, y〉, ∀x ∈ S1 et y ∈ S2.

Si les ensembles convexes disjoints S1 et S2 sont tous les deux fermés et qu’ au moins

l’un d’entre eux est borné, alors le théorème suivant affirme que l’on peut les séparer

fortement :

Théorème 1.5.5. [20] Soit S1 et S2 deux ensembles convexes et fermés, dont l’intersection

est vide. Supposons de plus que S1 est borné, donc compact. Il existe alors un vecteur a,

‖ a ‖= 1, et un nombre strictement positif ε tel que :

〈a, x〉 ≤ 〈a, y〉 − ε, ∀x ∈ S1 et y ∈ S2.
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1.6 Cône polyédrique convexe et inéquations li-

néaires

Définition 1.6.1. Cône

Un ensemble K de Rn est un cône si x ∈ K implique λx ∈ K pour tout λ ≥ 0. Un cône

est pointé s’il possède un point extrême.

Fig. 1.4 – Exemple de cônes dans R2.

Définition 1.6.2. Cône polyédrique convexe

Soit A1, ..., Am ∈ Rn. L’ensemble Kt = {x ∈ Rn : A′
ix ≤ 0, i = 1, m} est un cône

polyédrique convexe.

Autrement dit, l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés, dont les hyperplans

générateurs passent par l’origine, est un cône polyédrique convexe.

En formant la matrice A d’ordre m× n, à l’aide des vecteurs lignes A′
1, ..., A′

m, on peut

aussi écrire Kt = {x ∈ Rn : Ax ≤ 0}.

Cette définition est dite tangentielle . Il existe aussi une autre définition de cône poly-

édrique convexe qui est dite ponctuelle :

Définition 1.6.3. Soit b1, ..., bk ∈ Rn. L’ensemble

Kp =

{
x ∈ Rn : x =

k∑
i=1

λib
i, λi ∈ R, λi ≥ 0, i = 1, k

}
,
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est un cône polyédrique convexe. Autrement dit, un ensemble de combinaisons linéaires

non négatives d’un nombre fini de points est un cône polyédrique convexe. En formant la

matrice B d’ordre n × k à l’aide des vecteurs colonnes b1, ..., bk et le vecteur colonne y

avec les λi, on peut écrire

Kp = {x ∈ Rn : x = By, y ≥ 0} .

On dira alors que le cône Kp est engendré par les rayons bi, i = 1, k.

Cône polaire

Soit K un cône polyédrique convexe de Rn. On appelle cône polaire de K, l’ensemble

K+ = {v ∈ Rn : 〈v, x〉 ≤ 0, ∀x ∈ K}.

Cône Dual. Théorème de Farkas [47]

On appelle dual du cône K, le cône K∗ constitué par l’ensemble des vecteurs qui font

un angle aigu avec les vecteurs de K :

K∗ = {v ∈ Rn : 〈v, x〉 ≥ 0,∀x ∈ K} .

Le théorème de Farkas (1902) indique que le dual du dual d’un cône convexe est le cône

inilial :

K∗∗ = K.

1.7 Points extrêmes et rayons extrêmes

Point extrême ou sommet

On dit que x est un point extrême d’un ensemble convexe P , s’il n’existe pas de points

x1, x2 de P , avec x1 6= x2, tels que x = λx1 + (1− λ)x2, où 0 < λ < 1.

Autrement dit, x est un point extrême de P si on ne peut l’exprimer comme combi-

naison convexe de deux points différents de P . Un point extrême sera toujours un point

frontière mais l’inverse n’est pas vrai.

Proposition 1.7.1. [96] x est un point extême de P si et seulement si x est une face de

dimension 0 de P .
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Un ensemble convexe P fermé peut n’avoir aucun point extrême ( par exemple si P

est un demi-espace fermé) ; il peut avoir un nombre fini ou infini de points extrêmes (un

disque fermé de R2 a un nombre infini de points extrêmes).

Théorème 1.7.2. [23] Existence d’un point extrême. Un ensemble non vide convexe

P de Rn fermé et borné a au moins un point extrême.

Définition 1.7.1. Solution de base.

Soit P = {x ∈ Rn : Ax = b, d− ≤ x ≤ d+} un polytope, avec A ∈ Rm×n et b ∈ Rm et

n ≥ m.

Soit un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J , J étant l’ensemble des indices des colonnes de

A, tel que J = JB ∪ JN , JB ∩ JN = ∅ et |JB| = m.

– Un vecteur x ∈ P est appelé solution réalisable de base s’il existe un sous-ensemble

d’indices JB ⊂ J tels que : detAB = detA(I, JB) 6= 0 et xj = d−j ∨ d+
j ∀ j ∈ JN .

– Si de plus d−j < xj < d+
j , ∀j ∈ JB, le vecteur x est appelé solution réalisable de

base non dégénérée.

Théorème 1.7.3. [23] Identification des sommets

Soit P = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} un polytope en forme standard, avec A ∈ Rm×n

de rang plein et b ∈ Rm et n ≥ m. Soient m colonnes de A linéairement indépendantes.

Appelons AB la matrice formée de ces m colonnes (Sans perte de généralité, supposons

que les m colonnes choisies soient les m premières. ) et AN la matrice formée des n−m

colonnes restantes, de telle sorte que

A = (AB|AN).

Soit le vecteur

x =

(
A−1

B b
0Rn−m

)
.

Si A−1
B b ≥ 0, alors x est un sommet de P .

Preuve. Supposons par l’absurde qu’il existe y, z ∈ P , y 6= x, z 6= x et 0 < λ < 1 tels

que

x = λy + (1− λ)z.

En décomposant, on obtient

xB = λyB + (1− λ)zB
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et

xN = λyN + (1− λ)zN .

Comme y et z sont dans P , nous avons yN ≥ 0 et zN ≥ 0. Comme 0 < λ < 1, la seule

manière pour que xN = 0 est que yN = zN = 0.

Donc,

yB = A−1
B (b− ANyN) = A−1

B b = xB

et

zB = A−1
B (b− ANzN) = A−1

B b = xB.

Nous obtenons x = y = z, ce qui contredit le fait que y et z sont différents de x, et ainsi

le résultat est prouvé. �

Théorème 1.7.4. [23] Equivalence entre points extrêmes et solutions de base

réalisables

Soit P = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} un polytope en forme standard, avec A ∈ Rm×n de

rang plein et b ∈ Rm et n ≥ m.

Le point x∗ ∈ P est un point extrême de P si et seulement s’il est une solution de base

réalisable.

Preuve. Implication directe. Soit x∗ un sommet de P . Supposons que x∗ n’est pas une

solution de base réalisable. Soit m colonnes linéairement indépendantes de A, prises arbi-

trairement, de manière qu’elles forment une matrice inversible AB, les n−m colonnes qui

restent forment une matrice AN . Dès lors, x∗ peut être décomposé en une composante de

base x∗B et une composante hors base x∗N telles que

x∗B = A−1
B (b− ANx∗N).

Comme x∗ n’est pas une solution de base réalisable, il existe au moins une composante de

x∗N qui soit non nulle. Appelons la composante x∗k. Construisons la direction d = (dB|dN)

telle que

dB = −A−1
B ak,

où ak est la kième colonne de A et la composante hors base dN a toutes les coordonnées

nulles, sauf la kième qui vaut 1. Dès lors,

Ad = ABdB + ANdN = −ABA−1
B ak +

∑
j∈JN

ajdj = −ak + ak = 0.
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Ainsi, pour tout α,

A(x∗ + αd) = Ax∗ + αAd = Ax∗ = b.

Comme x∗B > 0 et x∗k > 0, il est possible de choisir α1 > 0 et α2 > 0 suffisamment petits

pour que x1 = x∗ + α1d et x2 = x∗ − α2d soient dans P . Soit

λ =
α2

α1 + α2

.

On a 0 < λ < 1 et x∗ = λx1 + (1− λ)x2, ce qui contredit le fait que x∗ est un sommet du

polytope. Donc x∗B = A−1
B b ≥ 0, x∗N = 0 et par conséquent x∗ est une solution réalisable

de base réalisable.

L’implication inverse est prouvée par le théorème 1.7.3. �

Théorème 1.7.5. [105] Si P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} 6= ∅, rangA = n, et max{c′x : x ∈

P} est fini, alors il existe une solution optimale qui est un point extrême de P .

Rayon extrême

Définition 1.7.2. Soit r ∈ Rn. On appelle rayon engendré par r, l’ensemble {x ∈

Rn : x = λr, λ ≥ 0}.

Définition 1.7.3. Soit P 0 = {r ∈ Rn : Ar ≤ 0}. Si P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} 6= ∅, alors

r ∈ P 0 \ {0} est dit rayon de P .

Un point r ∈ Rn est un rayon de P si et seulement si pour tout point x ∈ P , l’ensemble

{y ∈ Rn : y = x + λr, λ ∈ R+} ⊆ P .

Définition 1.7.4. Un rayon r de P est un rayon extrême s’il n’existe pas de rayons

r1, r2 ∈ P 0, r1 6= λr2 pour tout λ ∈ R+, tel que r = 1
2
r1 + 1

2
r2.

Une autre manière de caractériser les rayons extrêmes d’un polyèdre est donnée par

la proposition suivante :

Proposition 1.7.6. [105] Soit P 6= ∅ ; r est un rayon extrême de P si et seulement si

{λr : λ ∈ R+} est une face de dimension un de P 0.

Corollaire 1.7.7. [105] Un polyèdre possède un nombre fini de points extrêmes et de

rayons extrêmes.
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Théorème 1.7.8. [105] Si P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} 6= ∅, rangA = n, et max{c′x : x ∈

P} est non borné, Alors P possède un rayon extrême r∗ avec c′r∗ > 0.

Lemme 1.7.9. [96] (Farkas)

Soit P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} un polyèdre dans Rn. Exactement une des deux

affirmations suivantes est vérifiée :

i. P n’est pas vide ;

ii. il existe y ∈ Rm, tel que y ≥ 0, y′A ≤ 0 et y′b > 0.

Les deux résultats suivants sont des théorèmes fondamentaux pour la résolution de

problèmes combinatoires par le biais de la programmation linéaire, approche aussi appelée

combinatoire polyédrique.

Théorème 1.7.10. [105] (Minkowski)

Soit P = {x ∈ Rn : A x ≤ b x ≥ 0} un polyèdre dans Rn. Si P n’est pas vide et si

rangA = n, alors P est l’ensemble des points pouvant être obtenus par la somme d’une

combinaison convexe de ses points extrêmes et d’une combinaison conique de ses rayons

extrêmes, c’est-à-dire :

P =

{
x ∈ Rn : x =

∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j,
∑
k∈K

λk = 1, λk ≥ 0 pour k ∈ K et µj ≥ 0 pour j ∈ J

}
,

où {xk}k∈K est l’ensemble des points extrêmes de P et {rj}j∈J est l’ensemble de ses rayons

extrêmes.

Preuve. Soit

Q =

{
x ∈ Rn : x =

∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j,
∑
k∈K

λk = 1, λk ≥ 0 pour k ∈ K et µj ≥ 0 pour j ∈ J

}
.

Comme xk ∈ P pour k ∈ K, et P est convexe, alors x′ =
∑

k∈K λkxk ∈ P pour tout λ

qui satisfait
∑

k∈K λk = 1, λk ≥ 0 pour k ∈ K. De même, comme rj, j ∈ J , sont des

rayons, x′ +
∑

j∈J µjr
j ∈ P pour tout µj ≥ 0 pour j ∈ J . Par conséquent Q ⊆ P .

Maintenant supposons que Q & P , donc il existe y ∈ P \ Q. En d’autres termes, il

n’existe pas de λ et µ qui satisfont∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j = y,
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−
∑
k∈K

λk = −1, λk ≥ 0 pour k ∈ K, µj ≥ 0 pour j ∈ J.

Alors d’après le lemme de Farkas, il existe (π, π0) ∈ Rn+1 tel que π′xk − π0 ≤ 0 pour

k ∈ K, π′rj ≤ 0 pour j ∈ J et π′y − π0 > 0. Maintenant considérons le programme

linéaire max{π′x : x ∈ P}. S’il possède une solution optimale finie, d’après le théorème

1.7.5 l’optimum est atteint sur un point extrême. Cependant, y ∈ P et π′y > π′xk pour

tout point extrême {xk}k∈K , qui est une contradiction. D’autre part, si le programme

linéaire est non borné, par le théorème 1.7.8, il existe un rayon extrême rj avec π′rj > 0.

A nouveau c’est une contradiction. Par conséquent Q = P . �

Ce théorème montre en particulier que tout polytope est l’enveloppe convexe de ses

points extrêmes, puisqu’un polytope ne possède pas de rayons.

Corollaire 1.7.11. Tout point d’un polytope P peut s’exprimer comme combinaison

convexe des points extrêmes de P .

La réciproque de ce théorème est aussi vraie, c’est-à-dire qu’étant donné deux en-

sembles {xk}k∈K et {rj}j∈J de points de Rn, l’ensemble des points pouvant être obtenus

par la somme d’une combinaison convexe des points de {xk}k∈K et d’une combinaison

conique des points de {rj}j∈J est un polyèdre.

Théorème 1.7.12. [96](Weyl)

Soit {xk}k∈K et {rj}j∈J deux ensembles finis de points de Rn à coordonnées rationnelles.

Alors,

P =

{
x ∈ Rn : x =

∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j,
∑
k∈K

λk = 1, λk ≥ 0 pour k ∈ K et µj ≥ 0 pour j ∈ J

}
,

est un polyèdre rationnel.

Ce dernier théorème est important, puisqu’une de ses conséquences est que l’enveloppe

convexe de tout ensemble fini de points rationnels de Rn est un polytope rationnel.

Théorème 1.7.13. [125] Soit P un ensemble convexe et H un hyperplan d’appui de P ;

alors tout point extrême de T = H ∩ P est un point extrême de P .

Preuve. Soit x0 un point extrême de T = H∩P et supposons que x0 ne soit pas un point

extrême de P ; alors on a x0 = λx1 + (1 − λ)x2 avec x1 6= x2, 0 < λ < 1 et x1, x2 ∈ P .
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Représentons l’hyperplan d’appui H par l’ensemble {x : a′x = α} avec P contenu dans

le demi-espace {x : a′x ≤ α} ; on a alors a′x1 ≤ α et a′x2 ≤ α. Puisque x0 ∈ H, on a

α = a′x0 = λa′x1 + (1− λ)a′x2 ; les inégalités précédentes doivent donc être des égalités.

Ainsi x1 et x2 sont dans H et donc dans T = H ∩P , x0 n’est pas un point extrême de T ;

ce qui est une contradiction. Ainsi tout point extrême de T est un point extrême de P .�

Théorème 1.7.14. [125] Soit P ∈ Rn un ensemble convexe fermé borné et f : P −→ R

convexe sur P , si f a un maximum sur P , il est atteint en un point extrême de P .

Preuve.

1. Supposons qu’il existe un point intérieur x0 où le maximum de f est atteint ; ainsi

f(x0) ≥ f(x) pour tout x de P . Choisissons un ε > 0 tel que Bε(x
0) = {x : ‖x −

x0‖ ≤ ε} ⊂ P . Considérons un point extrême y de P (y existe d’après le théorème

1.7.2). Soit x′ = x0+ ε(x0−y)
‖x0−y‖ , puisque x0 = λy+(1−λ)x′ avec 0 < λ = ε

(ε+‖x0−y‖) < 1,

f(x0) ≤ λf(y) + (1 − λ)f(x′). Ceci implique soit que f(x′) ou f(y) est supérieur à

f(x0) (mais ceci est impossible), soit que f(y) = f(x′) = f(x0). Le maximum est

donc atteint en un point extrême de P .

2. Supposons maintenant que le maximum ne soit atteint qu’en des points frontières

de P ; soit x∗ un tel point. Si x∗ est un point extrême, on a terminé ; sinon, on

considère un hyperplan d’appui H1 en x∗ (H1 existe d’après le théorème 1.5.1),

T1 = H1 ∩ P est de dimension n − 1 au plus. La valeur maximum de f sur T1 est

f(x∗) car x∗ ∈ T1. Si x∗ est un point intérieur de T1, alors, d’après 1, il existe un

point extrême x1 de T1 avec f(x1) = f(x∗). Si x1 est un point extrême de T1, c’est

un point extrême de P d’après le théorème 1.7.13. Si x∗ est un point frontière de

T1 (mais pas un point extrême), on prend un hyperplan d’appui H2 de T1 en x∗ et

l’on pose T2 = H2 ∩ T1, T2 est de dimension n− 2 au plus et max
x∈T2

f(x) = f(x∗). On

continue ainsi en réduisant la dimension d’au moins une unité à chaque étape. On

s’arrêtera dès que x∗ sera un point intérieur ou un point extrême d’un Tk. Ceci se

produira nécessairement après un nombre fini d’étapes puisque un Tk de dimension

0 est un point extrême de P d’après le théorème 1.7.13. �

Remarque 1.7.1. Dans le cas où P est un polytope, la démonstration du théorème 1.7.14

est simplifiée. D’après le corollaire 1.7.11, tout x de P est une combinaison convexe de
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points extrêmes x1, x2, ..., xr de P . Or P a un nombre fini de points extrêmes (c’est

l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces), d’où

f(x) = f

(
r∑

i=1

λix
i

)
≤

r∑
i=1

λif(xi) ≤
r∑

i=1

λi max
k

f(xk) = max
k

f(xk).

1.8 Polyèdres dont les points extrêmes sont entiers

Définition 1.8.1. Un polyèdre P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} non vide est dit entier si chacune

de ses faces (non vide) contient un point entier.

Dans cette section on va caractériser une classe importante de polyèdres avec cette

propriété.

Considérons un polyèdre P de la forme :

P =
{
x ∈ Rn : A x = b, d− ≤ x ≤ d+

}
,

où A est une matrice d’ordre m × n, b est un vecteur de dimension m, d− et d+ sont

des vecteurs de dimension n. On suppose que toutes les composantes de la matrice A et

des vecteurs b, d− et d+ sont entières. On veut déterminer une condition sous laquelle les

points extrêmes de P possèdent des composantes toutes entières.

Définition 1.8.2. Matrice unimodulaire

On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n à coefficients entiers est unimodulaire si son

déterminant vaut 0, 1, ou − 1.

On dit qu’une matrice rectangulaire avec des composantes entières est totalement uni-

modulaire (TU) si chacune de ses sous-matrices carrées est unimodulaire.

Il découle de cette définition que les coefficients aij de la matrice A ne peuvent valoir

que 0, 1 ou − 1.

Cette dernière condition n’est pas suffisante. Tester si une matrice quelconque est unimo-

dulaire n’est pas facile, mais certaines classes de matrices TU peuvent être détectées par

des propriétés. Heller et Tomkins [108] ont ainsi proposé une condition suffisante pour

qu’une matrice d’éléments dans {−1, 0, 1} soit TU :

– Chaque colonne ne contient pas plus de deux éléments non nuls.
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– On peut partitionner ses lignes en deux sous-ensembles L1 et L2 tels que :

a) Si une colonne possède deux éléments non nuls de même signe, l’un d’entre eux

appartient à l’ensemble L1 et l’autre à l’ensemble L2.

b) Si une colonne possède deux éléments non nuls de signe contraire, alors ils appar-

tiennent tous deux soit à L1 ou à L2.

Théorème 1.8.1. [94] Hofman, Kruskal (1956).

Une matrice A d’ordre m × n est totalement unimodulaire si et seulement si pour tout

vecteur entier b ∈ Rm, le polyèdre {x ∈ Rn, Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier.

Proposition 1.8.2. [105] Soit P un polyèdre de la forme

P =
{
x ∈ Rn : Ax = b, d− ≤ x ≤ d+

}
,

où A est une matrice d’ordre m× n, b est un vecteur de dimension m, d− et d+ sont des

vecteurs de dimension n. Supposons que toutes les composantes de la matrice A et des

vecteurs b, d− et d+ sont entières, et que la matrice A est totalement unimodulaire. Alors

tous les points extrêmes de P sont à composantes entières.

Preuve. Soit x0 un point extrême de P . Considérons le sous-ensemble d’indices

JB = {j : d−j < x0
j < d+

j },

et sans perte de généralité, supposons que

JB = {1, ..., m̄}, m̄ ≤ m.

Soit AB la matrice constituée des m̄ premières colonnes de A et soit x0
B le vecteur constitué

des m̄ premières composantes de x0.

Notons que les n − m̄ dernières composantes de x0 sont égales à l’une ou à l’autre des

composantes correspondantes de d− ou d+, qui sont entières. Ainsi, le point extrême x0

possède des composantes toutes entières si et seulement si le sous-vecteur x0
B possède des

composantes entières.

D’après le théorème 1.7.4, AB possède des colonnes linéairement indépendantes, alors

x0
B est l’unique solution du système d’équations

ABy = b̃,
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où b̃ est le vecteur b à qui on a soustrait le produit des dernières n− m̄ colonnes de A par

les composantes correspondantes de x0, donc b̃ possède des composantes entières. D’une

manière équivalente, il existe une sous-matrice inversible ĀB d’ordre m̄× m̄ de AB et un

sous-vecteur b̄ de b̃ avec m̄ composantes tels que

x0
B = Ā−1

B b̄.

Les composantes de x0
B seront entières si on peut garantir que les composantes de la

matrice inverse Ā−1
B sont entières. De la règle de Cramer pour la résolution de système

d’équations linéaires, chacune des composantes de l’inverse d’une matrice est une fraction

avec une somme de produits des composantes de la matrice au numérateur et le détermi-

nant de la matrice au dominateur. Comme par hypothèse, A est totalement unimodulaire,

la sous-matrice inversible ĀB est unimodulaire, et sont déterminant est égal à 1 ou −1.

d’où Ā−1
B possède des composantes entières, ce qui implique que x0

B et donc x0 possède

des composantes toutes entières. �

1.8.1 Systèmes totalement duaux entiers (TDE)

Un système est TDE si pour tout vecteur entier c ∈ Zn tel que le programme linéaire

max{c′x : Ax ≤ b} admet une solution optimale, alors le programme dual correspondant

possède une solution optimale entière.

Théorème 1.8.3. [93] Edmonds, Giles, (1977)

Si Ax ≤ b est TDE et b est entier, alors le polyèdre {x ∈ Rn : Ax ≤ b} est entier.

1.9 Partie entière et partie fractionnaire d’un

nombre

Définition 1.9.1. Si a est un scalaire quelconque, on désigne par :

– [a] le plus grand entier inférieur ou égal à a, appelé partie entière de a.

– La différence entre un nombre a et sa partie entière est appelée partie fractionnaire

et se note {a} : {a} = a− [a].

La partie fractionnaire d’un nombre est un réel positif ou nul et strictement inférieur

à 1.

Propriété 1.9.1. Les propriétés suivantes sont vraies :
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(i) {a + b} = {a}+ {b} − [{a}+ {b}], ∀a, b ∈ R2,

(ii) {−a} =

{
0, Si a ∈ Z ;
1− {a}, Sinon.

(iii) {ak} = {a}k − [{a}k], ∀a ∈ R, ∀k ∈ Z,

(iv) {a + k} = {a}, ∀a ∈ R, ∀k ∈ Z.

Preuve.

(i) On a ∀a, b ∈ R2 :

{a}+ {b} = [{a}+ {b}] + {{a}+ {b}},

⇐⇒ {{a}+ {b}} = {a}+ {b} − [{a}+ {b}].

Comme on a : {{a}+ {b}} = {a + b}, alors

{a + b} = {a}+ {b} − [{a}+ {b}].

(ii) Si a ∈ Z : {−a} = 0.

Sinon, on a

−a = [−a] + {−a} (1),

a = [a] + {a} (2).

(1) + (2) donne : [a] + [−a] + {a}+ {−a} = 0.

Comme on a : [a] + [−a] = −1, alors −1 + {a}+ {−a} = 0 ⇒ {−a} = 1− {a}.

{−a} =

{
0, Si a ∈ Z ;
1− {a}, Sinon.

(iii) On a : ∀a ∈ R, ∀k ∈ Z :

{a}k = [{a}k] + {{a}k},

⇒ {{a}k} = {a}k − [{a}k].

Comme on a : {{a}k} = {ak}, alors :

{ak} = {a}k − [{a}k].

(iv) On a ∀a ∈ R, ∀k ∈ Z :

a + k = [a + k] + {a + k},

⇒ {a + k} = a + k − [a + k],

= a + k − [a]− k, ([a + k] = [a] + k),

= {a}. �
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1.10 Lien polyédral entre un programme linéaire et

un programme linéaire en nombres entiers

On montre dans cette section qu’un programme en nombres entiers peut, en théorie,

être réduit en un programme linéaire.

Théorème 1.10.1. [105] Soit P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b} 6= ∅ et S = P ∩Zn, où (A, b) est

une matrice d’ordre m× (n + 1) d’entiers. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

i. Il existe un ensemble fini de points {ql}l∈L de S et un ensemble fini de rayons {rj}j∈Jde

P tels que :{
x ∈ Rn

+ : x =
∑
l∈L

αlq
l +
∑
j∈J

βjr
j,
∑
l∈L

αl = 1, α ∈ Z|L|
+ , β ∈ Z|J |

+

}
= S.

ii. Si P est un cône (b = 0), il existe un ensemble fini de rayons {vh}h∈H de P tel que :{
x ∈ Rn

+ : x =
∑
h∈H

γhv
h, γ ∈ Z

|H|
+

}
= S.

Preuve.

i. Soit {xk ∈ Rn
+ : k ∈ K} un ensemble fini de points extrêmes de P et soit {rj ∈

Rn
+ : j ∈ J} un ensemble fini de rayons de P . Comme P est un polyèdre rationnel,

tout vecteur extrême de P possède des coordonnées rationnelles. On a

P =

{
x ∈ Rn

+ : x =
∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j,
∑
k∈K

λk = 1, λk ≥ 0, k ∈ K et µj ≥ 0, j ∈ J

}
.

Sans perte de généralité, on peut supposer que {rj} pour j ∈ J sont des vecteurs

entiers.

Soit

Q =

{
x ∈ Zn

+ : x =
∑
k∈K

λkx
k +

∑
j∈J

µjr
j,
∑
k∈K

λk = 1, λk ≥ 0, k ∈ K et 0 ≤ µj < 1, j ∈ J

}
.

Q est un ensemble fini, disons Q = {ql ∈ Zn
+ : l ∈ L}, et Q ⊆ S. Maintenant

observons que xi ∈ S si et seulement si xi ∈ Zn
+ et

xi =

(∑
k∈K

λi
kx

k +
∑
j∈J

(µi
j − [µi

j])r
j

)
+

(∑
j∈J

[µi
j]r

i

)
,∑

k∈K

λk = 1, λk, µj ≥ 0, pour k ∈ K et j ∈ J. (1.1)
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Le premier terme de (1.1) est un point de Q, donc il existe l(i) ∈ L tel que

xi = ql(i) +
∑
j∈J

βi
jr

j, βi
j = [µi

j] pour tout j ∈ J. (1.2)

Le résultat s’ensuit.

ii. Observons que si P est un cône, alors ql ∈ S implique γql ∈ S pour tout γ ∈ Z+. Donc

il suffit de prendre

{vh : h ∈ H} = {ql : l ∈ L} ∪ {rj : j ∈ J}

dans la partie i. �

Théorème 1.10.2. [105] Soit P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b}, où (A, b) est une matrice

d’entiers d’ordre m× (n + 1) et S = P ∩ Zn, alors convS est un polyèdre rationnel.

Preuve. Comme tout point xi ∈ S peut être écrit sous la forme (1.2), toute combinaison

convexe des points {xi ∈ S, i ∈ I} peut être écrit comme

x =
∑
i∈I

γix
i =

∑
i∈I

γi

(
ql(i) +

∑
j∈J

βi
jr

j

)

=
∑
l∈L

 ∑
{i∈I:l(i)=l}

γi

 ql +
∑
j∈J

(∑
i∈I

γiβ
i
j

)
rj

=
∑
l∈L

αlq
l +
∑
j∈J

βjr
j,

où αl =
∑

{i∈I:l(i)=l}
γi ≥ 0 pour l ∈ L,

∑
l∈L

αl =
∑
i∈I

γi = 1, et βj =
∑
i∈I

γiβ
i
j ≥ 0 pour j ∈ J .

Maintenant il s’ensuit que

convS = {x ∈ Rn
+ : x =

∑
l∈L

αlq
l +
∑
j∈J

βjr
j,
∑
l∈L

αl = 1, αl, βj ≥ 0 pour l ∈ L et j ∈ J},

avec ql, rl ∈ Zn
+ pour l ∈ L et j ∈ J . par conséquent, d’après le théorème 1.7.12, convS

est un polyèdre rationnel. �

La preuve ci-dessus s’étend simplement au cas d’ensemble en nombres entiers et mixtes

avec des données rationnelles.

Elle montre aussi que si P ∩Zn 6= ∅ alors les rayons extrêmes de P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b}

et de conv(P ∩ Zn) cöıncident.
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Le théorème 1.10.2 suggère qu’on peut résoudre le programme en nombres entiers

(PLE) max{c′x : x ∈ S} où S = P ∩ Zn,

en résolvant le programme linéaire

(CPLE) max{c′x : x ∈ convS}.

Ce résultat important, mais élémentaire, est formulé par le théorème suivant.

Théorème 1.10.3. [105] Etant donné S = P ∩ Zn 6= ∅, P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b}, et

c ∈ Rn, il s’ensuit que :

a. La valeur de la fonction objectif de (PLE) est non bornée si et seulement si la valeur

de celle du (CPLE) est non bornée.

b. Si (CPLE) possède une valeur optimale finie, alors il possède une solution optimale

(à savoir, un point extrême) qui est une solution optimale pour (PLE).

c. Si x0 est une solution optimale pour (PLE), alors elle est aussi pour (CPLE).

Preuve. Soit z0 et z∗ la valeur optimale de (PLE) et (CPLE), respectivement. Notons

que S ⊆ convS implique que

z∗ ≥ z0. (1.3)

a. L’inégalité (1.3) implique que si z0 =∞, alors z∗ =∞. D’autre part, si z∗ =∞, alors

il existe un point extême entier x0 ∈ convS et un rayon r ∈ Zn
+ tels que c′r > 0

et x0 + θr ∈ convS pour tout θ ≥ 0. Mais x0 + θr ∈ S pour tout θ ∈ Z+, ce qui

implique que z0 =∞.

b. Comme convS est un polyèdre, si (CPLE) possède une solution optimale, celle-ci est

atteinte en un point extrême, soit x0. Comme x0 ∈ S, alors z0 ≥ c′x0 = z∗. d’après

(1.3), z0 = z∗.

c. S’ensuit de a et b et le fait que x0 ∈ convS. �

Corollaire 1.10.4 (105). (PLE) est soit non réalisable, non borné ou possède une so-

lution optimale.

Le théorème 1.10.3 montre qu’on peut résoudre le programme en nombres entiers

(PLE) en résolvant le programme linéaire (CPLE). Mais, en général, on ne connait pas

un ensemble d’inégalités linéaires définissant convS.
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Chapitre 2

Programmation linéaire en nombres
entiers et mixtes

Introduction

Nous donnerons ici les idées de base de quelques techniques qui permettent de

résoudre des problèmes de programmation linéaire où certaines variables sont astreintes

à prendre des valeurs entières ; on parle alors de programmation linéaire mixte. Si toutes

les variables sont à valeurs entières, on a un problème de programmation linéaire en

nombres entiers. Il s’agit là d’un des domaines les plus riches et les plus actifs de la

programmation mathématique, et le volume de publications et de recherches qui lui a été

consacrées depuis les premiers travaux de Gomory (vers 1958) atteste de la difficulté du

sujet et de l’importance de ses applications.

Les problèmes d’optimisation combinatoire surviennent typiquement sous la forme de

programme linéaire en nombres entiers et mixtes :

(PLM) max{c′x + d′y : Ax + Dy ≤ b, x ≥ 0 et entier, y ≥ 0},

où A est une matrice réelle d’ordre m × n, D est une matrice réelle d’ordre m × p, b est

un vecteur à m composantes réelles, c et d sont des vecteurs à n et p composantes réelles

respectivement. Si n = 0, alors on a un programme linéaire (PL). Si p = 0, alors on a

un programme linéaire en nombres entiers (PLE). Fréquemment, les variables entières ou

réelles sont bornées. Dans le cas où les variables entières sont astreintes à ne prendre que

les valeurs 0 ou 1, on parle alors de programmation en variables bivalentes.

Les problèmes de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes
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(PLE), (PLM), à première vue très voisins des problèmes de programmation linéaire

(PL), sont d’une difficulté surprenante. Beaucoup de problèmes se formulent de manière

naturelle sous forme de (PLM). L’adjonction de la contrainte d’intégralité sur le vecteur

x accentue de manière fondamentale la difficulté du problème et aucune technique efficace

n’est connue pour résoudre ce type de problèmes.

2.1 Particularité des modèles en variables entières et

mixtes

La programmation linéaire en nombres mixtes permet de modéliser de très nombreuses

contraintes complexes qui seraient intraitables sans variables entières. De nombreuses

contraintes, en apparence non linéaires, peuvent être linéarisées grâce à des variables en-

tières. Ces possibilités augmentent énormément le champ d’application de la programma-

tion linéaire. Même si les programmes linéaires obtenus sont souvent difficiles à résoudre,

la programmation linéaire en nombres mixtes est déjà très utile comme langage de modé-

lisation : elle permet de décrire de façon concise des problèmes discrets d’optimisation.

2.1.1 Exemples de problèmes

Exemple 2.1.1. Problèmes avec quantités indivisibles

C’est la première classe d’application qui vient à l’esprit. Il s’agit de problèmes où, soit les

quantités produites, soit les quantités de facteurs à mettre en œuvre doivent être entières.

Exemple 2.1.2. Problèmes avec coûts fixes

On veut représenter un coût de production qui est nul en l’absence de production et qui,

dans le cas contraire, vaut la somme d’un coût fixe de production, noté K, et d’un coût

proportionnel, le taux marginal étant m.

On veut donc pouvoir exprimer la fonction suivante :

c(x) =

{
0, Si x = 0,
K + mx, Si x > 0,

où x désigne le niveau de production.

La représentation mathématique de ce coût fixe nécessite l’ajout d’une variable indicatrice
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d’une production positive :

y =

{
1, si x > 0,
0, si x = 0.

La modification de la fonction objectif en c(x, y) = Ky +mx devient linéaire, avec l’ajout

des contraintes suivantes : x ≤ My, et y ∈ {0, 1}, avec M une borne supérieure sur la

quantité produite x.

Exemple 2.1.3. Problèmes avec contraintes logiques

Parfois des problèmes d’optimisation comportent une condition logique. Un exemple ty-

pique est celui des problèmes de gestion de projets avec contraintes disjonctives. Dans

ces problèmes, on doit déterminer l’enchâınement des tâches d’un projet de manière à le

réaliser dans le meilleur délai, et il se peut que deux tâches doivent être effectuées par

la même équipe d’ouvriers, en mettant en œuvre la même machine. Les deux tâches ne

peuvent donc avoir lieu simultanément, sans que l’on puisse dire laquelle doit être effectuée

en premier lieu. Mathématiquement, on peut écrire ceci par la condition suivante :{
ti + di ≤ tj, si i est réalisée avant j,
tj + dj ≤ ti, si j est réalisée avant i,

où ti est la variable indiquant le temps de début au plus tôt de la tâche i et di est sa

durée.

Cette disjonction peut être résolue par la programmation mixte binaire. En effet, définis-

sons la variable binaire yij, dont la valeur est 1 si la tache i est réalisée avant la tâche j

et 0 si la tâche j est réalisée avant la tâche i.

On remplace alors la condition de disjonction par les contraintes suivantes :
ti + di ≤ tj + M(1− yij),
tj + dj ≤ ti + Myij,
yij ∈ {0, 1},

où M est une borne supérieure sur la date de fin des travaux.

Exemple 2.1.4. Respect d’un sous-ensemble de contraintes

Supposons que dans une situation donnée, il est requis qu’uniquement k contraintes parmi

les m contraintes d’un problème soient respectées. Supposons que les m contraintes sont

sous la forme :

gi(x1, ..., xn) ≤ bi, i = 1, m.
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On définit la variable :

yi =

{
0, si la ième contrainte est respectée,
1, si la ième contrainte est violée.

Pour que k parmi m contraintes soient respectées, il suffira de considérer :
gi(x1, ..., xn) ≤ bi + Myi, i = 1, m, M suffisamment grand,
m∑

i=1

yi = m− k,

y ∈ {0, 1}m.

2.1.2 Formulation des problèmes

Considérons la formulation mathématique initiale d’un problème (PL) de program-

mation linéaire en variables continues :

(PL)

{
z = c′x −→ max,
x ∈ X,

où X représente le polyèdre convexe des solutions admissibles dans Rn :

X = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0}.

Pour que les calculs restent dans l’ensemble des rationnels, on suppose généralement les

données A, b et c à valeur dans Z.

Lorsque toutes les variables doivent être entières, le problème résultant, noté (PLE) ou

(ILP ) ”Integer Linear Programming”, est le problème général de la programmation linéaire

totalement en variables entières :

(PLE)

{
z = c′x −→ max,
x ∈ S = X ∩ Zn

+.

Si une partie seulement des variables doivent être entières, le problème résultant noté

(PLM) ou (MILP ) ”Mixed Integer Linear Programming”, est le problème général de la

programmation linéaire mixte :

(PLM)


z = c′x −→ max,
x ∈ X,
xj ∈ Z+, j = 1, p, p<n.

Ou, de manière équivalente, en faisant apparâıtre les deux types de variables dans la

fonction objectif et les contraintes :

(PLM)


z = c′x + d′y −→ max,
Ax + Dy ≤ b,
x ∈ Zp

+,
y ∈ Rn−p

+ .
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Illustration :

Soit le problème (PL) défini par

z = 3x1 + 2x2 −→ max,
−3x1 + 4x2 ≤ 6 (a),
2x1 + 2x2 ≤ 11 (b),
4x1 − 5x2 ≤ 10 (c),
x1 ≥ 0 (d),

x2 ≥ 0 (e),

et sa représentation dans R2 (voir figure 2.1). La solution optimale x∗ du problème (PL)

est le point d’intersection (25
6
, 4

3
) des contraintes (b) et (c), correspondant à la valeur

optimale z∗ = 91
6
.

– Si les deux variables x1 et x2 doivent être entières, le problème (PLE) correspond

au domaine d’admissibilité formé des points de la figure 2.2. La solution optimale du

problème (PLE) est le point (3, 2) correspondant à la valeur optimale z∗PLE = 13.

– Si seule la variable x1 doit être entière, le problème (PLM) correspond au domaine

d’admissibilité formé des cinq segments verticaux de la figure 2.3. La solution op-

timale du problème (PLM) est le point (4, 3
2
) correspondant à la valeur optimale

z∗PLM = 15.

Remarque 2.1.1. Lorsque toutes les variables d’un problème doivent être entières, mais

que tous les coefficients des contraintes ne le sont pas, les éventuelles variables d’écart ne

sont pas soumises à être entières. L’introduction de ces variables d’écart fournit alors un

problème mixte, dans le cas contraire on aura un problème en nombres entiers pur.

2.2 (PLEs) avec matrices totalement unimodulaires

Un point de départ naturel dans la résolution d’un programme en nombres entiers

(PLE) max{c′x : Ax ≤ b, x ∈ Zn
+},

avec (A, b) des données entières, est de se demander dans quels cas on a la chance d’avoir

la solution optimale du programme relaxé entière

(PL) max{c′x : Ax ≤ b, x ∈ Rn
+}.
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Fig. 2.1 – Domaine d’admissibilité du problème (PL).

Fig. 2.2 – Domaine d’admissibilité du problème (PLE).

Fig. 2.3 – Domaine d’admissibilité du problème (PLM).
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Dans la théorie de la programmation linéaire, on sait qu’une solution réalisable basique

prend la forme : x = (xB, xN) = (A−1
B b, 0), où AB est une sous-matrice non singulière

d’ordre m de A.

Observation 2.2.1. [128] (Condition suffisante). Si la base optimale AB est telle que

detAB = ±1, alors la résolution du programme linéaire relaxé résoud (PLE).

Preuve. De la règle de Cramer, A−1
B = A∗

B/detAB, où A∗
B est la comatrice de AB. Les

entrées de A∗
B sont tous des sommes de produits de termes de AB. Par conséquent, A∗

B

est une matrice entière, et comme le detAB = ±1, A−1
B est aussi entière. Par conséquent,

A−1
B b est entier pour tout vecteur entier b. �

Proposition 2.2.2. [128] Le programme linéaire max{c′x : Ax ≤ b, x ∈ Rn
+} possède

une solution optimale entière pour tout vecteur entier b, pour lequel il possède une valeur

optimale finie, si et seulement si A est totalement unimodulaire.

Le cas le plus favorable est donc quand la matrice A est totalement unimodulaire (tous

les déterminants de ses sous-matrices sont égaux à 0, 1, ou −1), puisqu’alors les polyèdres

X et convS cöıncident. Certains problèmes se modélisent trivialement en (PLE) avec

une matrice des contraintes totalement unimodulaire, tels de nombreux problèmes de

flots dans un graphe ou encore des problèmes d’ordonnancement simples. Ces problèmes

peuvent donc être résolus en un temps polynomial.

2.3 Méthode d’arrondi, Optimalité, Relaxation et

Dualité

2.3.1 Méthode d’arrondi

Hormis des cas très particuliers, une solution de (PL) comportera généralement des

composantes fractionnaires.

La première idée qui vient à l’esprit, lorsqu’on se trouve confronté à un problème en

nombres entiers, est d’utiliser une méthode d’arrondi, par exemple en remplaçant, dans la

solution optimale continue, chaque composante fractionnaire par l’entier le plus proche.

L’exemple suivant montre clairement l’insuffisance de telles méthodes et permet de mieux

saisir la difficulté inhérente aux problèmes de programmation en nombres entiers.
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Exemple 2.3.1. Considérons le problème (du type : ”sac à dos”) à deux variables et une

seule contrainte : 
z = 10x1 + 11x2 −→ max,
10x1 + 12x2 ≤ 59,
x1, x2 ≥ 0, entiers.

On peut représenter facilement l’ensemble des solutions continues d’une part, entières

d’autre part, dans le plan (figure 2.4).

L’optimum continu est le point de coordonnées x1 = 5, 9 et x2 = 0 pour lequel z = 59.

Une simple méthode d’arrondi conduirait à la solution x′ = (6, 0), laquelle ne satisfait

pas les contraintes, et à la solution x′′(5, 0) qui n’est pas optimale parmi les solutions à

valeurs entières.

En examinant maintenant les points à coordonnées entières à l’intérieur du polyèdre des

solutions continues, on constate que l’optimum entier est le point de coordonnées : x∗ =

(1, 4) pour lequel z∗ = 54. On voit que ce point est très éloigné de l’optimum continu.

Fig. 2.4 – Exemple illustrant la différence entre la résolution d’un programme linéaire ”en continu” et
”en nombres entiers”.

De fait, il est facile de construire des exemples de même type, pour lesquels l’optimum

entier est aussi éloigné que l’on veut de l’optimum continu. Ceci explique pourquoi les

méthodes d’arrondi sont en général inefficaces. Cependant, arrondir la solution du PL

relaxé est parfois possible quand les variables représentent des quantités importantes.
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2.3.2 Réduction à un problème en variables bivalentes (0 ou 1)

Considérons le (PLE) et supposons que X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} est borné.

Alors il est toujours possible d’associer à chaque variable xj des bornes de variation :

αj ≤ xj ≤ βj.

Pour déterminer βj, par exemple, on pourra résoudre le programme linéaire :{
xj −→ max,
x ∈ X.

Ainsi on peut toujours se ramener au cas où chaque variable xj ne peut prendre qu’un

nombre fini de valeurs.

On peut aller plus loin en remarquant que toute variable xj ne peut prendre que βj + 1

valeurs entières 0, 1, 2, ..., βj On peut alors lui substituer une combinaison linéaire :

xj = y0 + 2y1 + 4y2 + ... + 2pyp,

de p+1 variables : y0, ..., yp, chacune d’elles étant astreinte à ne prendre que deux valeurs

0 et 1 (p est le plus petit entier tel que βj ≤ 2p+1 − 1).

On peut de la sorte toujours se ramener au cas où (PLE) est un programme linéaire en

variables bivalentes. Cependant, la transformation précédente, qui est toujours possible,

n’est pas nécessairement toujours avantageuse en pratique.

2.3.3 Optimalité et relaxation

Soit le (PLE) :

z = max{c′x : x ∈ S ⊆ Zn},

comment peut-on prouver qu’un point donné x∗ est optimal ?

Ou posée d’une autre manière, on cherche quelques conditions d’optimalité qui nous per-

mettra d’avoir un critère d’arrêt dans un algorithme de résolution d’un (PLE).

Une réponse näıve est de trouver une borne inférieure z ≤ z et une borne supérieure z ≥ z

tel que z = z = z. Pratiquement, cela veut dire que l’algorithme trouvera une séquence

décroissante : z1 > z2 > ... > zs ≥ z, de la borne supérieure, et une séquence croissante :

z1 < z2 < ... < zt ≤ z, de la borne inférieure et arrêter le processus lorsque : zs− zt ≤ ε,

où ε est un nombre non négatif choisi à l’avance. Cependant, on doit trouver un moyen

pour déterminer de telles bornes inférieures et supérieures.
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Bornes primales (Bornes inférieures)

Toute solution réalisable x∗ ∈ S, nous fournit une borne inférieure z = c′x∗ ≤ z. C’est

là essentiellement le seul moyen qu’on connâıt pour obtenir une borne inférieure. Pour

certains (PLE), trouver une solution réalisable est une tâche très difficile.

Bornes duales (Bornes supérieures)

L’approche la plus importante est par la relaxation.

Définition 2.3.1. Un problème (LR) : zr = max{f(x) : x ∈ T ⊆ Rn} est une relaxation

de (PLE) : z = max{c′x : x ∈ S ⊆ Zn} si :

(i) S ⊆ T , et

(ii) f(x) ≥ c′x pour tout x ∈ S.

Proposition 2.3.1. [128] Si (LR) est une relaxation de (PLE), alors zr ≥ z.

Preuve. Si x∗ est une solution optimale de (PLE), x∗ ∈ S ⊆ T et z = c′x∗ ≤ f(x∗).

Comme x∗ ∈ T , f(x∗) est une borne inférieure pour zr, et donc z ≤ f(x∗) ≤ zr. �

La forme la plus utilisée est la programmation linéaire relaxée.

Proposition 2.3.2. [128]

(i) Si le problème relaxé (LR) est irréalisable, le problème original (PLE) est aussi ir-

réalisable.

(ii) Soit x∗ une solution optimale de (LR). Si x∗ ∈ S et f(x∗) = c′x∗, alors x∗ est une

solution optimale du (PLE).

Preuve.

(i) Comme (LR) est irréalisable, T = ∅, cela implique que S = ∅.

(ii) Comme x∗ ∈ S, z ≥ c′x∗ = f(x∗) = zr. Comme z ≤ zr, on obtient c′x∗ = z = zr. �

Relaxation Lagrangienne

Considérons le programme en nombres entiers

z = max{c′x : x ∈ S}, avec S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b},

qui peut être écrit ainsi :
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(PLE)


z = c′x −→ max,
A1x ≤ b1, (contraintes compliquées)
A2x ≤ b2, (contraintes faciles)
x ∈ Zn

+,

où A =

(
A1

A2

)
et b =

(
b1

b2

)
. On suppose que A2x ≤ b2 sont les m −m1 ”contraintes

faciles”. En retirant les m1 contraintes compliquées A1x ≤ b1, on obtient une relaxation

qui est plus facile à résoudre que le problème original. Il existe plusieurs problèmes qui

peuvent être ainsi partitionnés.

Le problème précédent peut s’écrire :

(PLEQ)


z = c′x −→ max,
A1x ≤ b1,
x ∈ Q,

où Q = {x ∈ Zn
+ : A2x ≤ b2}.

Maintenant, pour tout λ ∈ Rm1
+ considérons le problème :

(LRλ) z r(λ) = max{z(λ, x) : x ∈ Q},

où z(λ, x) = c′x + λ(b1 − A1x).

Le problème (LRλ) est dit relaxation Lagrangienne de (PLEQ) liée aux contraintes A1x ≤

b1.

(LRλ) ne contient pas les contraintes compliquées. Cependant, elles sont incluses dans la

fonction objectif avec le terme ”pénalité” : λ(b1−A1x). Comme λ ≥ 0, violer les contraintes

A1x ≤ b1 met le terme pénalité négatif, et par conséquent A1x ≤ b1 est nécessairement

satisfaite si λ est assez grand.

Proposition 2.3.3. [128] (LRλ) est une relaxation de (PLEQ) pour tout λ ≥ 0.

Preuve. Si x est réalisable pour (PLEQ), alors x ∈ Q et par conséquent x est réalisable

pour (LRλ). Aussi, z(λ, x) = c′x+λ(b1−A1x) ≥ c′x pour tout x réalisable dans (PLEQ),

puisque A1x ≤ b1 et λ ≥ 0. �

Comme conséquence de la proposition 2.3.3, on a zr(λ) ≥ z pour tout λ ≥ 0. La borne

minimale déduite de la famille infinie de la relaxation (LRλ)λ≥0 est zr(λ∗), où λ∗ est une

solution optimale du problème :

(LD) zLD = min
λ≥0

zr(λ).

Le problème (LD) est dit le dual Lagrangien de (PLE) lié aux contraintes A1x ≤ b1.
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2.3.4 Dualité

La propriété importante de la dualité est que la valeur d’une solution quelconque

réalisable du dual donne une borne supérieure sur la valeur optimale de la fonction objectif

z du primal. Ceci suggère la définition suivante :

Définition 2.3.2. Les deux problèmes

(PLE) z = max{c(x) : x ∈ S},

(D) w = min{w(u) : u ∈ U},

forment une paire duale faible si c(x) ≤ w(u) pour tout x ∈ S et tout u ∈ U . Si z = w,

ils forment alors une paire duale forte.

La question qui se pose alors est : est-ce que de telles formulations duales existent ?

Proposition 2.3.4. [128] Le problème en nombres entiers z = max{c′x : Ax ≤ b, x ∈

Zn
+} et le programme linéaire wLP = min{u′b : u′A ≥ c, u ∈ Rm

+} forme une paire duale

faible.

Proposition 2.3.5. [128] Supposons que (PLE) et (D) forment une paire duale faible.

Alors,

(i) Si D est non borné, (PLE) est irréalisable.

(ii) Si x∗ ∈ S et u∗ ∈ U satisfont c(x∗) = w(u∗), alors x∗ est optimale pour (PLE) et u∗

est optimale pour D.

Proposition 2.3.6. [105]Si un problème est dual pour une relaxation du (PLE), alors il

est aussi dual pour (PLE).

Preuve. Supposons que w = min{w(u) : u ∈ U} est dual pour (LR). Alors zr(x) ≤ w(u)

pour tout x ∈ X et tout u ∈ U . Par relaxation, c(x) ≤ zr(x) pour tout x ∈ S ⊆ X. Par

conséquent, c(x) ≤ w(u) pour tout x ∈ S et u ∈ U . �

2.3.5 Complexité

Le problème général de la programmation linéaire en variables entières (PLE) ou

(PLM) est d’une difficulté beaucoup plus grande, réellement d’une autre nature, que le

problème de programmation linéaire en variables continues (PL).
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Même si le problème (PLE) ne contient qu’un nombre fini de solutions (si le polyèdre S

est borné), alors que le problème (PL) contient une infinité non dénombrable de solutions

admissibles, le premier problème est beaucoup plus difficile que le second. En effet, l’étude

initiale du problème (PL) nous a montré immédiatement :

– que l’obtention de la solution optimale ne nécessite de s’intéresser qu’à un nombre

fini de solutions, à savoir les seuls sommets du polyèdre X ;

– que ces sommets sont facilement caractérisables (ce sont des solutions de base ad-

missibles) et qu’ils peuvent donc être aisément déterminés.

Par contre, dans les situations (PLE) ou (PLM), la solution optimale n’est, en général,

pas un sommet de S et peut donc être un point quelconque de S (point intérieur, point

frontière ou point extrême). On perd ainsi toute caractérisation particulière de la solution

optimale qui est, pour cette raison, bien plus difficile à déterminer.

Cette approche intuitive est évidemment confirmée par l’approche rigoureuse de la com-

plexité des algorithmes. Le problème de décision

Existe-t-il une solution x ∈ S = X ∩ Zn
+?

est un problème NP-complet (Garey 1979 ) de sorte que le problème (PLE) ou (PLM)

est NP-Difficile.

Dans la suite de ce chapitre, nous commencerons par étudier les deux principales

familles de méthodes actuellement connues pour résoudre les programmes linéaires en

nombres entiers et mixtes : Les méthodes de coupes (ou de troncatures) dans la première

section, et dans la deuxième section les méthodes de recherche arborescente (ou d’énumé-

ration partielle). La plupart des algorithmes connus dérive de l’une ou l’autre de ces deux

familles.

2.4 Méthodes des plans sécants

L’idée de base sur laquelle se fondent ces méthodes est la suivante : on commence

par résoudre le programme linéaire continu (PL) ; si la solution optimale obtenue est

un point extrême à coordonnées entières, celle-ci est une solution optimale de (PLE).

Dans le cas contraire, il est facile de voir que l’on peut toujours tronquer le domaine des
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solutions (en rajoutant une contrainte supplémentaire au problème) de façon à éliminer

ce point extrême sans exclure aucune solution réalisable entière. Une telle contrainte est

appelée une coupe (on dit encore : une troncature).

Reprenons l’exemple précédent (exemple 2.3.1) : l’optimum continu était le point extrême

(5.9, 0). La contrainte supplémentaire x1 ≤ 5 élimine ce point sans exclure aucune

solution entière. De même, toute contrainte supplémentaire du type x1 + x2 ≤ α, avec

5 ≤ α < 5.9 est une coupe.

Après avoir rajouté une coupe (ou éventuellement plusieurs), le programme linéaire

augmenté des contraintes correspondantes est de nouveau résolu en continu. Si la solution

optimale de ce nouveau problème est entière, on obtient alors une solution optimale

du (PLE). Sinon, on cherchera une nouvelle coupe que l’on rajoutera à l’ensemble des

contraintes ; puis le programme linéaire ainsi augmenté sera optimisé de nouveau, etc.

Si les coupes sont correctement choisies à chaque étape, le polyèdre admissible initial X

sera ainsi progressivement réduit jusqu’à cöıncider avec l’enveloppe convexe des solutions

entières. La solution continue du problème augmenté deviendra alors entière et le problème

sera résolu.

Il est clair, cependant, que le choix des coupes est déterminant pour la convergence de la

méthode. Si, dans l’exemple précédent, on choisit à l’étape k de rajouter une coupe du

type :

x1 + x2 ≤ αk, avec α1 = 5.8 et αk = αk−1 −
1

10k
,

il est sûr dans ces conditions que l’algorithme ne convergera pas vers une solution entière.

Si, par contre, on choisit comme coupes les deux contraintes :

x1 + x2 ≤ 5 et x2 ≤ 4,

qui définissent (avec les contraintes de positivité x1 ≥ 0, x2 ≥ 0) l’enveloppe convexe des

solutions entières du problème, on obtient directement l’optimum entier : x1 = 1, x2 = 4

comme solution continue du programme linéaire augmenté des deux contraintes.

Malheureusement, et c’est là la difficulté essentielle, on ne connâıt pas de méthode

systématique pour engendrer toutes les équations ou inéquations définissant l’enveloppe

convexe des points entiers contenus dans un polyèdre convexe donné. Elles peuvent
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d’ailleurs être énormément nombreuses comme l’indique clairement un résultat dû à Je-

roslow (1969, 1971) et à Rubin (1970) : même pour un programme en nombres entiers

à deux variables et une contrainte, on peut toujours choisir les coefficients de telle sorte

que le nombre de faces de l’enveloppe convexe des points entiers soit aussi grand que l’on

veut. Par conséquent, engendrer toutes les faces de l’enveloppe convexe des points entiers

serait coûteux et superflu : pour la plupart, ces contraintes ne seraient pas actives et ne

contribueraient en rien à définir l’optimum entier.

C’est pourquoi, un des résultats les plus importants en programmation en nombres entiers

a été la mise en évidence par Gomory (1958) de coupes d’un type particulier permettant

d’obtenir la convergence finie de la méthode.

Considérons le problème général de programmation linéaire en nombres entiers :

(PLE) max{c′x : x ∈ S}, où S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b},

où A et b des données réelles.

Proposition 2.4.1. [128] convS = {x ∈ Rn
+ : Ãx ≤ b̃} est un polyèdre.

Ce résultat nous montre qu’en théorie, on peut reformuler le problème (PLE) comme

un programme linéaire :

(PL) max{c′x : Ãx ≤ b̃, x ≥ 0}.

Ainsi, pour toute valeur de c, une solution optimale de (PL) est une solution optimale

de (PLE). Le même résultat reste valable pour un problème linéaire mixte, avec S =

{(x, y) ∈ Zn
+ × Rp

+ : Ax + Dy ≤ b}, où A, D et b sont des données rationnelles.

Pour des problèmes NP-difficiles, on a peu de chance de trouver une description exacte

de convS. Le but de cette section est de pouvoir approximer convS.

On rappel que [.] désigne la partie entière d’un nombre et {.} sa partie fractionnaire.

2.4.1 Inégalités valides pour un programme linéaire

Proposition 2.4.2. [128] π′x ≤ π0 est une inégalité valide pour X = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤

b} 6= ∅ si et seulement si

Il existe u ≥ 0, v ≥ 0 tels que u′A−v′ = π′ et u′b ≤ π0, ou alternativement il existe u ≥ 0

tel que u′A ≥ π′ et u′b ≤ π0.
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Preuve. Par la dualité, max{π′x : x ∈ X} ≤ π0 si et seulement si min{u′b : u′A− v′ =

π′, u ≥ 0, v ≥ 0} ≤ π0. �

Définition 2.4.1. Dominance

Les inégalités valides π′x ≤ π0 et u′x ≤ u0 sont dite équivalente si (π, π0) = λ(u, u0) pour

un certain λ > 0.

Si π′x ≤ π0 et u′x ≤ u0 sont deux inégalités valides pour X ⊆ Rn
+, π′x ≤ π0 domine

u′x ≤ u0 s’il existe µ > 0 tel que π′ ≥ µu′ et π0 ≤ µu0, et (π, π0) 6= (µu, µu0).

Observons que si π′x ≤ π0 domine u′x ≤ u0, alors {x ∈ Rn
+ : π′x ≤ π0} ⊂ {x ∈

Rn
+ : u′x ≤ u0}.

2.4.2 Inégalités valides pour un programme linéaire en nombres
entiers

On considère le domaine réalisable d’un programme en nombres entiers :

S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b}.

Proposition 2.4.3. [128] Soit S1 = {x ∈ Z : x ≤ b}, alors l’inégalité x ≤ [b] est valide

pour S1.

La procédure de Chvátal-Gomory (C-G) pour la construction d’inégalités va-
lides

Soit l’ensemble S = X ∩ Zn, où X = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b}, A est une matrice d’ordre

m× n et u ∈ Rm
+ :

(i) L’inégalité
n∑

j=1

uajxj ≤ ub

est valide pour X car u ≥ 0 et
∑n

j=1 ajxj ≤ b.

(ii) L’inégalité
n∑

j=1

[uaj]xj ≤ ub

est valide pour X puisque x ≥ 0.

(iii) L’inégalité
n∑

j=1

[uaj]xj ≤ [ub]

est valide pour S car x est entier, ainsi que
∑n

j=1[uaj]xj.
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L’effet surprenant est que cette simple procédure est suffisante pour générer toutes les

inégalités valides pour un programme en nombres entiers.

Théorème 2.4.4. [128] Toute inégalité valide pour S peut être obtenue en appliquant la

procédure de Chvátal-Gomory un nombre fini de fois.

Preuve. voir [128, 105].

Exemple 2.4.1. Soit S = X ∩ Zn l’ensemble des points entiers dans X, où X est donné

par : 
7x1 − 2x2 ≤ 14,

x2 ≤ 3,
2x1 − 2x2 ≤ 3,
x ≥ 0.

(i) Premièrement, en combinant les contraintes avec des poids non négatifs u = (2
7
, 37

63
, 0),

on obtient l’inégalité valide pour X

2x1 +
1

63
x2 ≤

121

21
.

(ii) En réduisant les coefficients du côté gauche de l’inégalité à l’entier le plus proche

donne l’inégalité valide pour X

2x1 + 0x2 ≤
121

21
.

(iii) Maintenant, comme le côté gauche de l’inégalité est entier pour tout point de S, on

peut réduire le côté droit de l’inégalité à l’entier le plus proche, et on obtient ainsi

l’inégalité valide pour S :

2x1 ≤ [
121

21
] = 5.

Observons que si on répète la procédure sur cette dernière inégalité avec un poids

1
2
, on obtient l’inégalité plus serrée x1 ≤ [5

2
] = 2.

Arithmétique modulaire (Modular Arithmetic)

Ici on dérive une inégalité valide pour l’ensemble des solutions d’une équation linéaire

en nombres entiers : S = {x ∈ Zn
+ :

∑n
j=1 αjxj = α0}, où αj ∈ R pour tout j = 0, n.

Soit d un entier positif et

Sd = {x ∈ Zn
+ :

n∑
j=1

αjxj = α0 + kd, k entier}.
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On va dériver une inégalité valide pour l’ensemble Sd, comme S ⊆ Sd, l’inégalité est aussi

valide pour S.

Soit αj = βj + kjd pour j = 0, n, où 0 ≤ βj < d et kj est un entier, ainsi βj est le reste

de la division de αj par d. Alors

Sd = {x ∈ Zn
+ :

n∑
j=1

βjxj = β0 + kd, k entier}.

Sachant que
∑n

j=1 βjxj ≥ 0 et β0 < d implique k ≥ 0 ; par conséquent on obtient l’inégalité

valide

n∑
j=1

βjxj ≥ β0. (2.1)

Cette inégalité est non triviale uniquement si d ne divise pas α0, c’est-à-dire si β0 > 0.

Pour l’ensemble donné par

37x1 − 68x2 + 78x3 + x4 = 141, x ∈ Z4
+,

l’inégalité (2.1) avec d = 12 donne x1 + 4x2 + 6x3 + x4 ≥ 9.

Une importante inégalité de ce type est dérivée quand d = 1 et α0 est non entier. Alors

(2.1) produit l’inégalité valide

n∑
j=1

(αj − [αj])xj ≥ α0 − [α0]⇐⇒
n∑

j=1

{αj}xj ≥ {α0}, (2.2)

qui est dite coupe de Gomory.

Par exemple, supposons 33
4
− 1

2
x1 + 7

4
x2 − 11

4
x3 = 0 est une équation obtenue dans la

résolution d’un programme linéaire et on requiert aussi que les variables soient entières

non négatives. Alors (2.2) produit l’inégalité valide : 1
2
x1 + 1

4
x2 + 3

4
x3 ≥ 3

4
.

Inégalités disjonctives (Disjunctive inequality)

Proposition 2.4.5. [128] Si
∑n

j=1 π1
j xj ≤ π1

0 est valide pour S1 ⊂ Rn
+ et

∑n
j=1 π2

j xj ≤ π2
0

est valide pour S2 ⊂ Rn
+, alors

n∑
j=1

min(π1
j , π2

j )xj ≤ max(π1
0, π2

0) (2.3)

est valide pour S1 ∪ S2.
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Preuve. Si x ∈ S1 ∪ S2, donc x ∈ S1 ou x ∈ S2. Comme x ≥ 0, alors
n∑

j=1

min(π1
j , π2

j )xj ≤
n∑

j=1

πi
jxj ≤ πi

0 ≤ max(π1
0, π2

0), pour i = 1, 2.

Ainsi, l’inégalité est valide pour tout x ∈ S1 ∪ S2. �

En d’autres termes, si on doit satisfaire un des ensembles de contraintes, mais pas

nécessairement les deux, et qu’on connâıt des inégalités valides pour chaque ensemble,

alors (2.3) est une inégalité valide pour la disjonction des deux ensembles.

Cela donne un autre moyen, dit procédure disjonctive, pour la génération d’inégalités

valides pour le domaine S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b}. Les deux étapes de la procédure sont :

i.
∑n

j=1(uaj)xj ≤ ub pour tout u ≥ 0.

ii. Etant donné δ ∈ Z+, si

(a)
∑n

j=1 πjxj − α(xk − δ) ≤ π0

est valide pour S pour un certain α ≥ 0 et

(b)
∑n

j=1 πjxj + β(xk − δ − 1) ≤ π0

est valide pour S pour un certain β ≥ 0, alors

(c)
∑n

j=1 πjxj ≤ π0

est valide pour S.

Notons que (a) montre que (c) est valide pour S1 = S ∩ {x ∈ Zn
+ : xk ≤ δ} et (b) montre

que (c) est valide pour S2 = S∩{x ∈ Zn
+ : xk ≥ δ+1}. Comme S = S1∪S2 la proposition

2.4.5 établit que (c) est valide pour S.

Les inégalités générées par l’application répétée de la procédure disjonctive sont dites

D-inégalités.

Exemple 2.4.2. Un exemple de D-inégalités est représenté dans la figure 2.5, où

X = {x ∈ R2
+ : −x1 + x2 ≤

1

2
,

1

2
x1 + x2 ≤

5

4
, x1 ≤ 2}.

Les deux premières inégalités peuvent être réécrites comme

−1

4
x1 + x2 −

3

4
x1 ≤

1

2

et

−1

4
x1 + x2 −

3

4
(1− x1) ≤

1

2
.

L’utilisation de la disjonction x1 ≤ 0 ou x1 ≥ 1 donne l’inégalité valide −1
4
x1 + x2 ≤ 1

2

pour S = X ∩ Z2.
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Fig. 2.5 –

2.4.3 Algorithme des plans sécants

On suppose que S = X ∩ Zn et que l’on connâıt une famille F d’inégalités valides

π′x ≤ π0, (π, π0) ∈ F pour S.

Définition 2.4.2. Problème de séparation

Le problème de séparation associé à un problème d’optimisation combinatoire est le pro-

blème suivant : Etant donné x∗ ∈ Rn, tester si x∗ ∈ convS ? Sinon, trouver une inégalité

π′x ≤ π0 satisfaite par tous les points dans S, mais qui est violée par le point x∗.

On décrit maintenant un algorithme de base de plans sécants pour

(PLE) : max{c′x : x ∈ S}, qui génére des inégalités valides à partir de F .

Algorithme

Initialisation. Poser t = 0 et X0 = X.

Itération t : Résoudre le programme linéaire

zt = max{c′x : x ∈ X t}.

Soit xt la solution optimale.

Si xt ∈ Zn, on arrête : xt est une solution optimale pour (PLE).

Si xt 6∈ Zn, résoudre le problème de séparation pour xt et la famille F .

Si une inégalité (πt, πt
0) ∈ F est trouvée avec (πt)′xt > πt

0 de sorte qu’elle coupe xt, poser

X t+1 = X t ∩ {x : (πt)′x ≤ πt
0}, et incrémenter t. Sinon arrêter.
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Si l’algorithme se termine sans trouver une solution entière pour (PLE),

X t = X ∩ {x : (πi)′x ≤ πi
0, i = 1, t}

est une formulation améliorée qui peut être introduite dans un algorithme de branch and

bound.

Le problème de séparation des inégalités de Chvátal-Gomory a été récemment démon-

tré comme étant NP-complet par Eisenbrand [45]. Cependant, Gomory [62, 64] a donné

une méthode pour déterminer une coupe séparant un point extrême du polyèdre de la

relaxation continue de S qui n’est pas un point entier.

Algorithme des coupes fractionnaires de Gomory

Ici on considère le programme en nombres entiers :

max{c′x : Ax = b, x ≥ 0 et entier}.

L’idée est de résoudre en premier lieu le programme linéaire relaxé associé et trouver

une solution optimale basique, choisir une variable qui n’est pas entière, et générer alors

l’inégalité de Chvátal-Gomory sur la contrainte associée à cette variable de base de telle

sorte à couper la solution du programme linéaire.

Etant donnée une solution optimale de base, le problème s’écrit alors sous la forme :

a00 +
∑

j∈JN

a0jxj −→ max,

xi +
∑

j∈JN

aijxj = ai0 pour i = 1, m,

x ≥ 0 et entier,

où a0j ≤ 0 pour j ∈ JN et ai0 ≥ 0 pour i = 1, m, où JN est l’ensemble des indices des

variables non basiques.

Si la solution de base optimale est non entière, il existe une certaine ligne i avec ai0 6∈ Z.

En choisissant une telle ligne, la coupe de Chvátal-Gomory associée est alors :

xi +
∑
j∈JN

[aij]xj ≤ [ai0]. (2.4)
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Après élimination de xi l’inégalité devient∑
j∈JN

(aij − [aij])xj ≥ ai0 − [ai0]⇐⇒
∑
j∈JN

{aij}xj ≥ {ai0}. (2.5)

Par définition et par le choix de la ligne i, 0 ≤ {aij} < 1 et 0 < {ai0} < 1. Comme x∗j = 0

pour toute variable non basique j ∈ JN dans la solution optimale du programme linéaire,

cette inégalité coupe x∗. Il est aussi important d’observer que la différence entre le terme

du coté gauche et celui du coté droit de l’inégalité de Chvátal-Gomory (2.4) est entière

quand x est entier, donc quand on réécrit (2.5) comme une égalité :

s = −{ai0}+
∑
j∈JN

{aij}xj,

la variable d’écart s est une variable entière non négative.

L’algorithme pour la programmation entière de Gomory [65] permet de trouver la

solution optimale d’un programme linéaire en nombres entiers en un nombre fini d’appli-

cation de la méthode de séparation décrite ci-dessus. En contrepartie, la convergence à

l’optimum est extraordinairement lente, due au fait que ces coupes sont ”faibles” au sens

que fréquemment elles ne définissent pas des hyperplans d’appui de l’enveloppe convexe

des points réalisables.

Exemple 2.4.3. Considérons le programme en nombres entiers
z = 4x1 − x2 −→ max,
7x1 − 2x2 ≤ 14,

x2 ≤ 3,
2x1 − 2x2 ≤ 3,

x1, x2 ≥ 0 et entiers.

Ajoutons les variables d’écarts x3, x4, x5, et remarquons que les données sont entières.

Les variables d’écart doivent donc prendre des valeurs entières. La résolution comme un

programme linéaire donne

c 4 −1 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

4 x1
20
7 1 0 1

7
2
7 0

−1 x2 3 0 1 0 1 0

0 x5
23
7 0 0 −2

7
10
7 1

z = 59
7 E 0 0 −4

7
−1
7 0
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La solution du programme linéaire est x = (20
7
, 3, 0, 0, 23

7
) 6∈ Z5

+. Ainsi, on utilise la
première ligne dans laquelle la variable x1 est fractionnaire, pour générer la coupe :

1

7
x3 +

2

7
x4 ≥

6

7
.

ou encore

s = −6

7
+

1

7
x3 +

2

7
x4,

avec s, x3, x4 ≥ 0 et entiers.
En additionnant cette coupe, et en réoptimisant de nouveau, on obtient le nouveau
tableau optimal suivant :

c 4 −1 0 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 s

4 x1 2 1 0 0 0 0 1

−1 x2
1
2 0 1 0 0 −1

2 1

0 x3 1 0 0 1 0 −1 −5

0 x4
5
2 0 0 0 1 1

2 6

z = 15
2 E 0 0 0 0 −1

2 −3

Maintenant la nouvelle solution optimale du programme linéaire est x = (2, 1
2
, 1, 5

2
, 0)

qui est toujours non entière, car la variable x2 est fractionnaire. La coupe de Gomory sur
la ligne 2, dans laquelle x2 est basique, est : 1

2
x5 ≥ 1

2
ou −1

2
x5 + t = −1

2
avec t ≥ 0 et

entier. En additionnant cette contrainte et en réoptimisant, on obtient

c 4 −1 0 0 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 s t

4 x1 2 1 0 0 0 0 1 0

−1 x2 1 0 1 0 0 0 1 −1

0 x3 2 0 0 1 0 0 −5 −2

0 x4 2 0 0 0 1 0 6 1

0 x5 1 0 0 0 0 1 0 −1

z = 7 E 0 0 0 0 0 −3 −1

Maintenant la solution du programme linéaire optimale est entière, et ainsi le vecteur
(x1, x2) = (2, 1) résout le programme original en nombres entiers.

Considérons maintenant la première coupe, en substituant x3 et x4, on obtient :

1

7
(14− 7x1 + 2x2) +

2

7
(3− x2) ≥

6

7
, ou x1 ≤ 2.
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Chap. II. Programmation linéaire en nombres entiers et mixtes

Dans la figure 2.6, on peut vérifier que cette inégalité est valide et coupe la solution

fractionnaire (20
7
, 3). D’une manière similaire, en substituant x5 dans la seconde coupe

on obtient l’inégalité valide x1 − x2 ≤ 1, écrite en termes des variables originales.

Fig. 2.6 – Les plans sécants de Gomory

Malgré le grand nombre de résultats théoriques qui ont pu être dérivés grâce aux

coupes de Chvátal-Gomory, celles-ci sont peu utilisées pour la résolution algorithmique

de programmes en nombres entiers. Une des causes en est que ces coupes ne sont pas

applicables aux programmes en nombres mixtes. Les coupes mixtes de Gomory que nous

allons maintenant étudier constituent une famille de coupes plus fortes et qui permettent

de résoudre ce problème.

2.4.4 Inégalités valides pour un programme linéaire en nombres
entiers et mixtes

L’inégalité mixte basique (The Basic Mixed Integer Inequality)

On a vu que quand x ≤ b, x ∈ Z, l’inégalité arrondie x ≤ [b] suffit pour générer toutes

les inégalités pour un problème totalement en nombres entiers. Ici on examine le cas d’un

programme en nombres entiers et mixtes.

Proposition 2.4.6. [128] Soit X≥ = {(x, y) ∈ Z× R+ : x + y ≥ b}. L’inégalité

y ≥ {b}([b] + 1− x) ou
y

{b}
+ x ≥ [b] + 1

est valide pour X≥.
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Preuve. Si x ≥ [b] + 1, alors y ≥ 0 ≥ {b}([b] + 1− x). Si x < [b] + 1, alors

y ≥ b− x = {b}+ ([b]− x)

≥ {b}+ {b}([b]− x), comme [b]− x ≥ 0 et {b} < 1,

= {b}([b] + 1− x). �

Corollaire 2.4.7. [128] Si X≤ = {(x, y) ∈ Z× R+ : x ≤ b + y}. L’inégalité

x ≤ [b] +
y

1− {b}
est valide pour X≤.

Preuve. En réécrivant l’inégalité x ≤ b + y comme y − x ≥ −b et en observant que

−b−[−b] = 1−{b}, on obtient d’après la proposition 2.4.6 que y
1−{b}−x ≥ [−b]+1 = −[b].

Ainsi, on voit que quand la variable continue y = 0, on obtient l’inégalité arrondie

entière.

Exemple 2.4.4. Soit l’ensemble {(x, y) ∈ Z4
+ ×R+ : 2x1 + 2x2 + x3 + x4 + y

11
≥ 72

11
}. En

utilisant la proposition 2.4.6 avec [b] = 6 et {b} = 6
11

, on obtient l’inégalité valide

y

11
≥ 6

11
(7− 2x1 − 2x2 − x3 − x4).

L’inégalité d’ arrondi en nombres entiers et mixtes
(The Mixed Integer Rounding (MIR) Inequality)

Considérons l’ensemble

XMIR = {(x, y) ∈ Z2
+ × R+ : a1x1 + a2x2 ≤ b + y},

où a1, a2 et b sont des réels et b 6∈ Z.

Proposition 2.4.8. [128] Supposons que {a1} ≤ {b} ≤ {a2}, alors

[a1]x1 + ([a2] +
{a2} − {b}

1− {b}
)x2 ≤ [b] +

y

1− {b}
(2.6)

est valide pour XMIR.

Preuve. (x, y) ∈ XMIR satisfait [a1]x1 + ([a2] + 1)x2 ≤ b + y + (1− {a2})x2 car x1 ≥ 0,

et a2 = [a2] + 1− (1− {a2}). Maintenant le corollaire de la proposition 2.4.76 donne

[a1]x1 + ([a2] + 1)x2 ≤ [b] + (y + (1− {a2})x2)/(1− {b}),

ce qui prouve l’inégalité. �
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Exemple 2.4.5. Considérons l’ensemble X = {(x, y) ∈ Z3
+ × R1

+ : 10
3
x1 + 1x2 + 11

4
x3 ≤

21
2

+ y}. On a {b} = 1
2
, {a1} = 1

3
, {a2} = 0, {a3} = 3

4
, et d’après la proposition 2.4.8, on

déduit que l’inégalité

3x1 + x2 +
5

2
x3 ≤ 10 + 2y

est valide pour X.

Inégalités de Chvátal-Gomory pour ensembles en nombres entiers et mixtes

Supposons qu’on a la région en nombres entiers et mixtes

X = {(x, y) ∈ Zn
+ × Rp

+ : Ax + Dy ≤ b},

où (A|D|b) est une matrice rationnelle d’ordre m× (n + p + 1). Notre objectif dans cette

section est de développer une procédure pour générer des inégalités valides pour X. Notons

que la procédure C−G ne fonctionne pas dans le cas de variables mixtes. En particulier, on

ne peut arrondir le coté droit de l’inégalité à sa partie entière lorsque tous les coefficients

dans le coté gauche sont entiers. Cependant, on sera capable d’obtenir une procédure,

reliée à la procédure disjonctive, qui généralise la procédure C-G.

Pour commencer, considérons l’exemple avec X défini comme suit :

3x1 − 7x2 + 2x3 + y1 − y2 ≤ 4
1

3
, x ∈ Z3

+, y ∈ R2
+.

En l’absence de la variable y, on obtient l’inégalité valide 3x1 − 7x2 + 2x3 ≤ 4. Peut-on

trouver une inégalité valide pour X de la forme

3x1 − 7x2 + 2x3 + µ+y1 − µ−y2 ≤ 4? (2.7)

i. Une borne sur µ+. Supposons qu’il y a une solution avec 3x1 − 7x2 + 2x3 = 4, y2 = 0,

et y1 > 0. L’inégalité (2.7) peut être valide si 4 + µ+y1 − 0 ≤ 4 ou µ+ ≤ 0.

ii. Une borne sur µ−. Supposons qu’il y a une solution réalisable avec 3x1−7x2 +2x3 = 5,

y1 = 0, et y2 = 2
3
. La validité de (2.7) implique que 5− 2

3
µ− ≤ 4 ou µ− ≥ 3

2
.

L’exemple indique que µ+ ≤ 0, µ− ≥ 1/(1− {b}).

Proposition 2.4.9. [105] Soit X = {(x, y) ∈ Zn
+ × Rp

+ :
∑
j∈J

ajxj +
∑
j∈K

djyj ≤ b}, où

J = {1, ..., n}, K = {1, ..., p}, et aj, dj, b ∈ R pour tout j. L’inégalité∑
j∈J

[aj]xj +
1

1− {b}
∑

j∈K−

djyj ≤ [b], (2.8)

où K− = {j ∈ K : dj < 0}, est valide pour X.
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Preuve. Supposons
∑
j∈K

djyj > {b} − 1. Alors

∑
j∈J

[aj]xj ≤
∑
j∈J

ajxj ≤ b−
∑
j∈K

djyj < b− ({b} − 1) = [b] + 1.

Puisque
∑
j∈J

[aj]xj est entier, on a
∑
j∈J

[aj]xj ≤ [b]. En ajoutant cette inégalité à

1
1−{b}

∑
j∈K−

djyj ≤ 0, cela donne (2.8).

Maintenant supposons que
∑
j∈K

djyj ≤ {b} − 1, ainsi
∑

j∈K−
djyj ≤ {b} − 1. Par conséquent,

on aura ∑
j∈J

[aj]xj +
1

1− {b}
∑

j∈K−

djyj ≤
∑
j∈J

ajxj +
1

1− {b}
∑

j∈K−

djyj

≤ b−
∑
j∈K

djyj +
1

1− {b}
∑

j∈K−

djyj ≤ b + (
∑

j∈K−

djyj)(
1

1− {b}
− 1)

= b +
{b}

1− {b}
(
∑

j∈K−

djyj) ≤ b− {b} = [b]. �

Exemple 2.4.6. Soit l’ensemble X = {(x1, y1) ∈ Z+ × R+ : x1 + y1 ≤ 5
2
} . De (2.8), on

obtient l’inégalité valide x1 ≤ 2 (voir figure 2.7). Notons que

{(x1, y1) ∈ R2
+ : x1 + y1 ≤ 5

2
, x1 ≤ 2} = conv{(x1, y1) ∈ Z+ × R+ : x1 + y1 ≤ 5

2
}.

Maintenant, soit X = {(x1, y1) ∈ Z+×R+ : x1− y1 ≤ 5
2
} . De (2.8), on obtient l’inégalité

valide x1 − 2y1 ≤ 2 (voir figure 2.7). Notons que

{(x1, y1) ∈ R2
+ : x1 − y1 ≤ 5

2
, x1 − 2y1 ≤ 2} = conv{(x1, y1) ∈ Z+ × R+ : x1 − y1 ≤ 5

2
}.

Fig. 2.7 –
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L’exemple 2.4.6 illustre la proposition suivante.

Proposition 2.4.10. [105] Soit X = {(x, y) ∈ Zn
+ × Rp

+ :
∑
j∈J

ajxj +
∑
j∈K

djyj ≤ b}, où

aj ∈ Z pour j ∈ J , pgcd{a1, ..., an} = 1, et b 6∈ Z. Alors (2.8) est une facette de convX.

2.4.5 Les coupes de Gomory en nombres entiers et mixtes

Comme dans le cas d’un programme en nombres entiers, chaque ligne du tableau

optimal associé au programme linéaire, dans laquelle une variable est basique mais frac-

tionnaire, peut être utilisée pour générer une coupe éliminant la solution optimale du

programme linéaire. Spécifiquement, chaque ligne produit un ensemble de la forme :

X i = {(xi, x, y) ∈ Z× Zn1
+ × Rn2

+ : xi +
∑
j∈N1

aijxj +
∑
j∈N2

aijyj = ai0}.

Proposition 2.4.11. Si ai0 6∈ Z, la coupe de Gomory en nombres entiers et mixtes :∑
{aij}≤{ai0}

{aij}xj +
∑

{aij}>{ai0}

{ai0}(1− {aij})
1− {ai0}

xj +
∑
aij>0

aijyj +
∑
aij<0

{ai0}
1− {ai0}

aijyj ≥ {ai0}

est valide pour X i.

Preuve. L’inégalité d’arrondi en nombres entiers et mixtes (2.6) pour X i est

xi +
∑

{aij}≤{ai0}

[aij]xj +
∑

{aij}>{ai0}

([aij)] +
{aij} − {ai0}

1− {ai0}
)xj +

∑
aij<0

aij

1− {ai0}
yj ≤ [ai0].

Après la substitution de xi, on obtient le résultat demandé. �

Exemple 2.4.7. Considérons le programme en nombres entiers et mixtes :
z = 4x1 − x2 −→ max,
7x1 − 2x2 ≤ 14,

x2 ≤ 3,
2x1 − 2x2 ≤ 3,
x1 ∈ Z+, x2 ≥ 0.

En le résolvant comme un programme linéaire, cela donne :

c 4 −1 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

4 x1
20
7 1 0 1

7
2
7 0

−1 x2 3 0 1 0 1 0

0 x5
23
7 0 0 −2

7
10
7 1

z = 59
7 E 0 0 −4

7
−1
7 0
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La variable de base x1 est fractionnaire et la première ligne donne la coupe

(MIR) : x1 ≤ 2, qui après élimination de x1 devient la coupe de Gomory en nombres

entiers et mixtes :
1

7
x3 +

2

7
x4 ≥

6

7
.

En ajoutant cette coupe et en réoptimisant, on aura la solution x = (2, 1
2
), qui est par

conséquent optimale pour le programme en nombres entiers et mixtes.

2.4.6 Procédure d’arrondi en nombres entiers et mixtes (MIR)

Maintenant on donne une procédure basée sur (2.8) pour la génération des inégalités

valides pour l’ensemble X = {(x, y) ∈ Zn
+ × Rp

+ : Ax + Dy ≤ b}.

Etape1 : Les inégalités∑
j∈J

(uaj)xj +
∑
j∈K

(udj)yj ≤ ub sont valides pour tout u ∈ Rm
+ .

Etape 2 : Etant données les deux inégalités valides∑
j∈J

πi
jxj +

∑
j∈K

µi
jyj ≤ πi

0 pour i = 1, 2, (2.9)

on construit la troisième inégalité valide

∑
j∈J

[π2
j − π1

j ]xj +
1

1− {π2
0 − π1

0}

(∑
j∈J

π1
j xj +

∑
j∈K

min(µ1
j , µ2

j)yj − π1
0

)
≤ [π2

0 − π1
0].(2.10)

Proposition 2.4.12. [105] Etant données les deux inégalités valides (2.9) pour X, il

s’ensuit que (2.10) est aussi valide pour X.

Preuve. Comme (2.9) est valide pour X et y ≥ 0, il s’ensuit que∑
j∈J

πi
jxj +

∑
j∈K

min(µ1
j , µ2

j)yj ≤ πi
0 pour i = 1, 2 (2.11)

est valide pour X. Réécrivons (2.11) pour i = 2 comme

∑
j∈J

(π2
j − π1

j )xj −

(
π1

0 −
∑
j∈J

π1
j xj −

∑
j∈K

min(µ1
j , µ2

j)yj

)
≤ π2

0 − π1
0.
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Maintenant (2.11) avec i=1 implique

s = π1
0 −

∑
j∈J

π1
j xj −

∑
j∈K

min(µ1
j , µ2

j)yj ≥ 0.

Ainsi on peut appliquer la proposition 2.4.9 à∑
j∈J

(π2
j − π1

j )xj − s ≤ π2
0 − π1

0

pour obtenir (2.10). �

Exemple 2.4.8. X = {x ∈ {0, 1}2, y ∈ R2
+ : y1 + y2 ≤ 7, yi ≤ 5xi, pour i = 1, 2}. En

utilisant l’étape 1, on obtient les deux inégalités valides

1

3
(y1 + y2) ≤

7

3
,

−5

3
(x1 + x2) +

1

3
(y1 + y2) ≤ 0.

En prenant l’une d’entre elles comme la 1ère (i=1) inégalité, et l’autre comme la 2ème

(i=2) inégalité, on obtient à partir de (2.10) l’inégalité valide, donnée par :

[−5

3
](x1 + x2) +

1

1− 2
3

(
1

3
(y1 + y2)−

7

3
) ≤ [−7

3
],

c’est-à-dire

−2(x1 + x2) + (y1 + y2) ≤ 4.

Les coupes mixtes de Gomory sont plus fortes et contiennent les coupes de Chvátal-

Gomory dans le cas des problèmes en nombres entiers. Comme pour celles-ci le problème

général de séparation est NP-complet, mais est soluble en temps polynomial pour les

solutions de base de la relaxation linéaire.

Comme pour le cas entier, Gomory a pu établir un algorithme de résolution exacte des

problèmes mixtes basé sur la séparation de ces coupes dans les années 60. Cependant, c’est

surtout depuis une dizaine d’années que ces coupes ont été utilisées pour la résolution

de problèmes par branch-and-cut. Suite aux premiers travaux de Balas et al., étudiant

l’utilisation de ces coupes dans un tel cadre ([13]), de nombreux travaux théoriques et

pratiques ont été conduits pour améliorer qualitativement l’efficacité des algorithmes de

séparation ([90, 34]).
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2.5 Les méthodes de recherche arborescente par sé-

paration et évaluation

Cette approche a été proposée par Little et al. pour résoudre le problème du voyageur

de commerce puis, repris par d’autres sous différentes variantes.

Essentiellement, il s’agit de diviser, c’est-à-dire séparer l’ensemble de toutes les solutions

réalisables en sous-ensembles plus petits (régions réalisables plus restreintes) et mutuelle-

ment exclusifs et en tentant d’identifier et d’éliminer de l’ensemble des solutions réalisables

du programme linéaire, certaines parties qui ne contiennent pas des solutions entières réa-

lisables.

L’implémentation de l’algorithme de Branch and Bound peut être vu comme un arbre

avec au nœud de la racine le problème original (PLE). L’arbre est construit d’une ma-

nière itérative avec de nouveaux nœuds formés par la séparation d’un nœud existant dont

lequel la solution optimale du problème relaxé associé n’est pas entière.

Choix de la variable de séparation

Durant le processus de partitionnement, une variable doit être choisie pour la sé-

paration, il est clair que le choix de cette variable influe sur le temps d’exécution de

l’algorithme. Plusieurs approches ont été développées, les plus courantes sont :

– La variable qui possède la partie fractionnaire la plus grande par rapport à l’entier

le plus proche est choisie.

– Pénalités de Driebck-Tomlin : Les pénalités donnent une borne inférieure sur la

dégradation de la valeur de la fonction objectif pour chaque branchement d’une

variable donnée. La pénalité est le coût du pivot dual dont on a besoin pour éliminer

la variable à valeur fractionnaire de la base. La pénalité supérieure up lorsqu’on force

la valeur de la kème variable de base à une valeur supérieure, après l’ajout de la

contrainte xk ≥ [xk] + 1, est égale à :

uk = min
j: akj<0

(1− {xk})cj

−akj

,

où cj est le coût réduit de la variable xj et les akj sont les coefficients de la ma-

trice transformée de la kème ligne du tableau optimal du problème relaxé (PL). La
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pénalité inférieure dk, obtenue après l’ajout de la contrainte xk ≤ [xk], est égale à :

dk = min
j: akj>0

{xk}cj

akj

.

Une fois les pénalités sont calculées, une variété de règles peuvent être utilisées pour

sélectionner la variable de branchement.

Principe d’évaluation

L’évaluation est effectuée en résolvant le programme linéaire relaxé associé à (PLE).

Cependant, il serait très inefficace de recommencer à chaque étape la résolution d’un

nouveau programme linéaire sans tirer parti des résultats obtenus jusqu’alors. Quand on

a à résoudre les programmes linéaires issus de la séparation d’un nœud donné on connâıt

la solution optimale xr associée au (PL) en ce nœud, cette solution serait encore optimale

pour (PL1) et (PL2) si seulement elle était réalisable : une contrainte est violée dans

chaque programme linéaire. On est donc dans un cas d’application d’un algorithme dual.

A l’étape i, on résout le programme linéaire associe à (PLEi). Deux cas se présentent :

– La solution obtenue est entière. Elle est une borne inférieure au programme (PLE)

et en même temps un majorant à toutes les solutions issues de la branche (PLEi).

On coupe sa branche.

– La solution obtenue n’est pas entière. Alors, (PLEi) est candidat à la séparation.

Choix d’une stratégie d’exploration des nœuds

L’exploration des nœuds de l’arborescence des solutions obéit à une stratégie donnée.

Dans la littérature, on distingue trois types de stratégies : Profondeur d’abord, largeur

d’abord et meilleur d’abord.

Dans la stratégie profondeur d’abord, on fait la séparation d’un nœud tant que celle-ci

peut se faire, c’est-à-dire, jusqu’au moment où l’on coupe sa branche, pour ensuite revenir

à une autre branche. A chaque étape on change de niveau.

Dans la stratégie largeur d’abord, on résoud tous les programmes d’un même niveau, puis

on sépare tous les nœuds séparables pour ensuite résoudre les programmes du niveau

suivant.

Dans le cas des deux stratégies précédentes, l’ordre d’exploration est défini au départ.

Par contre, dans la stratégie meilleur d’abord, il ne l’est pas. On sépare le nœud ayant la
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meilleure valeur de la fonction objectif.

L’inconvénient de la stratégie d’exploration profondeur d’abord est de ne pas tenir

compte de la fonction d’évaluation. C’est-à-dire qu’on peut être amené à traiter des

sous-ensembles dont l’évaluation est très médiocre et qui ont peu de chance de contenir

une solution optimale. En revanche elle possède l’avantage d’obtenir rapidement une

solution réalisable.

On trouve aussi dans la littérature d’autres stratégies d’exploration, comme par exemple,

choisir le nœud qui possède la somme des parties fractionnaires la plus élevée, cette

dernière est calculée comme suit : f =
∑n

j=1 min({xj}, 1− {xj}).

Considérons le problème en nombres entiers suivant :

(PLE) z = max{c′x : x ∈ S}, avec S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b}.

Proposition 2.5.1. [128] Soit (PLEi) le programme en nombres entiers associé au nœud

i :

(PLEi) zi = max{c′x : x ∈ Si},

où (Si)k
i=1 est une division de S. Alors z = max

i=1,k
zi.

Soit (LRi) une relaxation de (PLEi) :

(LRi) zi
X = max{c′x : x ∈ X i},

on a alors Si ⊆ X i et zi
X ≥ c′x pour tout x ∈ Si.

Proposition 2.5.2. [128] Le nœud correspondant à Si peut être coupé si une des trois

conditions suivantes est vérifiée.

1. (LRi) est irréalisable.

2. La solution optimale xi de (LRi) satisfait xi ∈ Si et zi
X = c′xi.

3. zi
X ≤ z, où z est la valeur de la meilleure solution entière réalisable trouvée jus-

qu’alors pour (PLE).

Preuve. La condition 1 implique Si = ∅. La condition 2 implique que xi est une solution

optimale de (PLEi). La condition 3 implique zi ≤ z. �
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Soit (DP i) un dual de (PLEi).

Proposition 2.5.3. [128] Le nœud correspondant à Si peut être coupé si une des deux

conditions suivantes est vérifiée :

1. La valeur de la fonction objectif de (DP i) et non bornée.

2. (DP i) possède une solution réalisable de valeur inférieure ou égale à z.

Preuve. La condition 1 implique Si = ∅. La condition 2 implique zi ≤ z. �

Considérons maintenant le problème en nombres mixtes suivant :

(PLM) z = max{c′x+d′y : (x, y) ∈ S}, avec S = {(x, y) ∈ Zn
+×Rp

+ : Ax+Dy ≤ b},

ainsi que le programme linéaire relaxé associé (LR) et sa valeur optimale zX sur l’ensemble

X = {(x, y) ∈ Rn
+ × Rp

+ : Ax + Dy ≤ b}.

Premièrement, on décrit le principe général de ”diviser et conquérir” de l’algorithme

de branch and bound pour la résolution d’un (PLM).

Algorithme général de Branch and Bound

(i) La borne supérieure initiale sur z est obtenue par la valeur de la solution optimale

zX de la relaxation linéaire (LR). Ce programme est facile à résoudre (en terme de

complexité et dans la pratique). Soit (x∗, y∗) la solution optimale de (LR).

On suppose ici sans perte de généralité que (LR) est borné.

On essaye de résoudre (PLM) en résolvant une séquence de programmes linéaires.

(ii) Si x∗ ∈ Zn
+, alors elle est réalisable pour (PLM) comme (x∗, y∗) ∈ S, elle est aussi

une borne inférieure sur z. Donc (x∗, y∗) est une solution optimale pour (PLM), car

dans ce cas la borne inférieure et supérieure sont égales.

(iii) Autrement, x∗ 6∈ Zn
+, alors la solution (x∗, y∗) n’est pas réalisable pour (PLM). On

essaye d’éliminer cette solution de (LR) en additionnant des contraintes linéaires.

Soit x∗j avec j ∈ {1, ..., n} une variable à valeur fractionnaire dans la solution

(x∗, y∗) de (LR).

Etape de branchement. Pour éliminer la solution (x∗, y∗), aussi bien que toutes

solutions [x∗j ] < xj < [x∗j ] + 1, on remplace l’ensemble X par l’union de deux en-

sembles disjoints X0 et X1, où

X0 = X ∩ {(x, y) ∈ Rn
+ × Rp

+ : xj ≤ [x∗j ]}
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et

X1 = X ∩ {(x, y) ∈ Rn
+ × Rp

+ : xj ≥ [x∗j ] + 1}.

La variable x∗j est dite la variable de branchement, et les contraintes xj ≤ [x∗j ]

et xj ≥ [x∗j ] + 1 sont dites les contraintes de branchement. On peut maintenant

remplacer la recherche de la meilleure solution mixte dans X par la recherche de la

meilleure solution dans X0 ∪X1.

(iv) On cherche maintenant la meilleure solution dans une des formulations de la liste

L = {X0, X1}. On continue l’approche de décomposition de la même façon. Cela

exige d’analyser chaque formulation de la liste L séparément.

Itération principale. Soit L la liste des formulations, et soit z la valeur de la

fonction objectif de la meilleure solution mixte trouvée. Tant qu’on ne connâıt pas

de solution réalisable pour (PLM), poser z = −∞.

Etape de sélection et de résolution. On choisit une formulation V de la liste

L, et on résout le programme linéaire correspondant pour obtenir zV correspondant

à la solution optimale (xV , yV ). Cette valeur zV est une borne supérieure sur la

valeur de la meilleure solution mixte dans l’ensemble V .

Etape d’élimination. Plusieurs cas peuvent se produire en examinant l’ensemble

V :

a. Si zV ≤ z, alors la meilleure solution dans V ne peut être strictement meilleure

que z, puisque zV est une borne supérieure sur la valeur de la meilleure solution

dans V . Cependant, on a pas besoin de considérer les solutions mixte dans V ,

et on élimine simplement V de la liste L.

b. Comme cas spécial, du précédant, quand V est vide, on élimine aussi V de la

liste.

c. Si zV > z et xV ∈ Zn
+, ainsi cette solution améliore la meilleure solution connue

jusqu’à présent. Alors, on a pas besoin de décomposer V . On met à jour la

meilleure solution on posant z = zV , et on retire V de la liste L.

d. Si zV > z et xV 6∈ Zn
+, alors la meilleure solution mixte dans V peut améliorer la

borne inférieure z. Cependant, on a besoin de décomposer le problème, retirer

V de la liste L, et rajouter les deux ensembles V 0et V 1 à la liste L, obtenus

par branchement comme décrit précédemment.
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(V) Arrêt. L’algorithme s’arrête quand la liste L des problèmes est vide. Cela est garantie

de se produire en un nombre fini d’étapes, si les variables entières sont bornées.

Temps d’exécution. Théoriquement, l’algorithme de branch and bound requiert

un nombre d’itérations qui est exponentielle en le nombre de variables entières (n).

Chaque itération consiste à la résolution d’un programme linéaire de la liste L qui

peut se faire en un temps polynomial avec un algorithme approprié.

Exemple

Soit à résoudre le problème en nombres entiers suivant :

(PLE) z = max{3x + 4y : (x, y) ∈ S},

avec S = {(x, y) ∈ Z2
+ : 2x + y ≤ 6, 2x + 3y ≤ 9}.

Le programme linéaire associé est :

(LR) z = max{3x + 4y : (x, y) ∈ X},

avec X = {(x, y) ∈ R2
+ : 2x + y ≤ 6, 2x + 3y ≤ 9}.

Le domaine associé est délimité par OABC, où O = (0, 0), A = (0, 3), B = (9
4
, 3

2
) et C =

(3, 0). La solution optimale de (LR) est atteinte au point B = (9
4
, 3

2
) avec zB = 51

4
. Cette

solution n’est pas entière. Posons z = −∞.

a) On choisit de séparer sur la variable y. On crée alors deux nouveaux sommets :

(LR0) = {LR, y ≤ 1} et (LR1) = {LR, y ≥ 2}.

On résout (LR1) et on obtient le domaine délimité par DAB, où D = (0, 2) et E = (3
2
, 2).

La solution optimale est atteint au point E = (3
2
, 2) avec zE = 25

2
.

Cette solution n’est pas entière. On explore (LR1) en le séparant sur la variable x qui n’est

pas entière. Cette séparation crée deux nouveaux sommets représentant les programmes

suivants :

(LR2) = {LR1, x ≤ 1} et (LR3) = {LR1, x ≥ 2}.

On résout (LR2) qui donne le domaine délimité par DAFG, où F = (1, 2) et G = (1, 7
3
).

La solution optimale est atteinte au point G = (1, 7
3
) avec zG = 37

3
, qui est non entière.

On sépare sur la variable y en créant deux nouveaux sommets associés aux programmes :

(LR4) = {LR2, y ≤ 2} et (LR5) = {LR2, y ≥ 3}.
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Fig. 2.8 – Domaine des solutions

On résout (LR4), le domaine est réduit au segment [D, F ]. La solution optimale est

atteinte au point F = (1, 2). Cette solution est entière, on coupe le nœud correspondant.

Comme zF > z, alors zF = 11 est une borne inférieure pour le programme (PLE), on

pose alors z = 11. On remonte au niveau 2, on explore à nouveau (LR2) en résolvant

le programme (LR5) qui est réduit au point A = (0, 3), cette solution étant entière, on

coupe ce nœud. Comme zA = 12 > z = 11, elle constitue une nouvelle borne inférieure

au programme (PLE). On remonte au niveau 1 et on résout (LR3) qui est vide, on coupe

ce noeud. On remonte au niveau 0 et on résout (LR0), le domaine correspondant à ce

nœud est OMNC, où M = (0, 1) et N = (5
2
, 1). La solution n’étant pas entière et comme

zN = 11.5 < z = 12, on coupe cette branche.

L’arborescence des solutions est représentée sur la figure 2.9.

Lorsque le programme à résoudre est de grand taille, il est très important de cher-

cher des heuristiques permettant de réduire rapidement l’arborescence. Autrement, non

seulement le temps d’exécution devient important mais aussi l’espace mémoire devient

insuffisant pour terminer la résolution.
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Fig. 2.9 – Arborescence des solutions.

Ces heuristiques interviennent surtout dans la recherche d’une borne inférieure. Cette der-

nière sert à couper assez rapidement le plus de branches possibles.

Une manière d’opérer est de prospecter le voisinage de la solution optimale initiale du pro-

gramme linéaire associé. N’importe qu’elle solution entière réalisable voisine de la solution

optimale réelle peut être retenue comme borne inférieure. La meilleure solution voisine

sera plus intéressante.

Dans l’exemple précédent x∗ = (9
4
, 3

2
), les solutions entières voisines sont : x1 = (2, 1),

x2 = (2, 2), x3 = (3, 1), x4 = (3, 2), la seule solution entière réalisable est x1.

Dans le cas général, considérons le programme linéaire suivant :

(LR)


z = c′x =

n∑
j=1

cjxj −→ max,

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Soit x∗ = (x∗1, . . . , x∗n) la solution optimale de ce programme. Posons xj = [x∗j ] + yj, où

yj = 0 ou 1. Le vecteur x = (x1, ..., xn) est entier. Si, de plus, la solution x est réalisable,

alors elle définit une borne inférieure au problème initial. La meilleure borne inférieure
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est celle qui optimise le programme suivant :

(PB)



n∑
j=1

cjyj −→ max,

n∑
j=1

aijyj ≤ bi −
∑n

j=1 aij[x
∗
j ], i = 1, m,

yj = 0 ou 1 j = 1, n.

En effet, ce problème est déduit en remplaçant xj dans (LR) et en utilsant le fait que les

quantités cj[x
∗
j ] et aij[x

∗
j ] sont des constantes, pour j = 1, n.

L’inconvénient est la résolution pour chaque noeud d’un programme linéaire bivalent en

0 ou 1. Ainsi, la recherche de la solution de (PB) est intéressante au début de la résolution

(vu que nous n’avons pas encore de solution entière). Il n’est pas nécessaire de la rechercher

en tout nœud de l’arborescence, car elle est coûteuse sans que la borne inférieure ne soit

améliorée.

2.6 Branch and cut

Nous avons vu dans l’algorithme de Branch and Bound que la recherche des solutions

consiste, en chaque étape, à éclater le domaine admissible du programme linéaire associé

en trois parties, une partie est éliminée puisque elle ne contient pas de solution entière, les

deux autres forment les domaines des nouveaux programmes à explorer. Dans les méthodes

des coupes, on réduit le domaine en ajoutant à chaque fois une contrainte supplémentaire

de manière à ce que tous les points extrêmes du nouveau polyèdre devient entiers.

Cependant, il est possible de combiner approche polyédrique (génération de coupes) et

branch and bound, on parle alors d’une méthode de branch and cut. A chaque itération de

la recherche arborescente, l’évaluation d’un nœud est calculée par relaxation augmentée

de coupes. L’introduction des coupes artificielles (les branchements) permet généralement

de déterminer de nouvelles inégalités valides plus profondes pour le sous-espace considéré

à chaque nœud . Quoique dans la pratique, rechercher de nouvelles coupes à chaque nœud

peut ralentir considérablement la procédure. Un compromis consiste à générer préalable-

ment, à la racine, un certain nombre d’inégalités valides et à un nœud donné qui n’est pas

invalidé par la relaxation continue seule, d’ajouter des inégalités qui coupent la solution

optimale de ce nœud. Eventuellement, le (PL) peut être réoptimisé et ce, tant qu’il existe

des coupes pour la solution fractionnaire courante.
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2.7 Décomposition de Benders

La décomposition de Benders présente une méthode de résolution des problèmes pour

lesquels on peut isoler des variables qui, une fois fixées, simplifient le problème. Par

exemple, dans un programme en variables mixtes, on considère généralement les variables

entières comme difficiles.

Cette méthode à été initialement développée par Benders en 1962 [18] et par Geoffrion en

1974 [59].

Reformulation de Benders

Considérons le programme en nombres mixtes suivant :

(PLM) z = max{c′x + d′y : Ax + Dy ≤ b, x ∈ S ⊆ Zn
+, y ∈ Rp

+}.

La procédure décrite ci dessous montre comment un (PLM) peut être reformulé

comme un problème dans S × R+ ; Ainsi, il y a une seule variable continue. Cependant,

cette formulation contient généralement un nombre énorme de contraintes linéaires.

Si on fixe dans ce programme les variables x, on obtient un programme linéaire (en y) :

(PLx) zx = max{d′y : Dy ≤ b− Ax, y ∈ Rp
+},

dont le dual s’écrit :

(Dx) zD = min{u′(b− Ax) : u ∈ Q} avec Q = {u ∈ Rm
+ : Du ≥ d}.

D’après la décomposition de Minkowski, un point u appartient au polyèdre Q si et

seulement s’il s’écrit comme combinaison linéaire des points extrêmes uk, k ∈ {1, ..., K}

et des rayons extrêmes vj, j ∈ {1, ..., J} de Q : u =
∑K

k=1 λku
k +

J∑
j=1

µjv
j, avec

K∑
k=1

λk =

1, λk ≥ 0, k ∈ K et µj ≥ 0, j ∈ J .

En supposons que le (PLM) est borné alors Q est non vide et on voit facilement que pour

un x donné, s’il existe un rayon extême (vj)′(b − Ax) < 0 alors zD = −∞, sinon Dx

atteint son minimum en un point extême uk.

Proposition 2.7.1. [105] La fonction zx est caractérisée comme suit :

i. Si Q = ∅, alors zx = +∞ si (vj)′(b−Ax) ≥ 0 pour tout j ∈ J , et zx = −∞ autrement.
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ii. Si Q 6= ∅, alors zx = min
k∈K

(uk)′(b−Ax) < +∞ si (vj)′(b−Ax) ≥ 0 pour tout j ∈ J , et

zx = −∞ autrement.

Une conséquence immédiate de la proposition (2.7.1) est que quand Q 6= ∅, le (PLM)

peut être equivalent à :
z = c′x + min

k∈K
(uk)′(b− Ax) −→ max

x
,

(vj)′(b− Ax) ≥ 0, j ∈ J,

x ∈ S.

Le (PLM) qui, par dualité, correspond à max{c′x + zD : x ∈ S}, peut donc se

reformuler par le programme en variables mixtes donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.7.2. [105] (PLM) peut être reformulé comme suit :

(PLM ′)



z = η −→ max,

η ≤ c′x + (uk)′(b− Ax), k ∈ K,

(vj)′(b− Ax) ≥ 0, j ∈ J ,

x ∈ S, η ∈ R.

Preuve. S’il n’existe pas x ∈ S tel que (vj)′(b−Ax) ≥ 0 pour tout j ∈ J , alors zx = −∞

pour tout x ∈ S et z = −∞. S’il existe x ∈ S tel que (vj)′(b − Ax) ≥ 0 pour tout j ∈ J

et Q = ∅, alors K = ∅, donc z = +∞ ; autrement (PLM ′) est équivalent à (2.12). �

(PLM ′) est la reformulation de Benders. Comme il possède typiquement un nombre

énorme de contraintes, une approche naturelle est de considérer les relaxations obtenus en

générant seulement les contraintes correspondantes à un nombre réduit de points extrêmes

et de rayons extrêmes.

Exemple 2.7.1.
z = 5x1 − 2x2 + 9x3 + 2y1 − 3y2 + 4y3 −→ max,
5x1 − 3x2 + 7x3 + 2y1 + 3y2 + 6y3 ≤ −2,
4x1 + 2x2 + 4x3 + 3y1 − y2 + 3y3 ≤ 10,
xj ≤ 5, j = 1, 3,
x ∈ Z3

+, y ∈ R3
+.

Ici on suppose que S = {x ∈ Z3
+ : xj ≤ 5, j = 1, 3}.

Dans la figure 2.10 on représente le polyèdre {u ∈ R2
+ : Du ≥ d} :

2u1 + 3u2 ≥ 2,
3u1 − u2 ≥ −3,
6u1 + 3u2 ≥ 4,
u ∈ R2

+.
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Fig. 2.10 –

Les points extrêmes de ce polyèdre sont u1 = (1, 0), u2 = (1
2
, 1

3
), u3 = (0, 4

3
) et u4 =

(0, 3), ses rayons extrêmes sont v1 = (1, 0) et v2 = (1, 3).

La reformulation résultante du programme en nombres mixtes est :

z = η −→ max,
η ≤ 5x1 − 2x2 + 9x3 + (−2− 5x1 + 3x2 − 7x3),
η ≤ 5x1 − 2x2 + 9x3 + 1

2
(−2− 5x1 + 3x2 − 7x3) + 1

5
(10− 4x1 − 2x2 − 4x3),

η ≤ 5x1 − 2x2 + 9x3 + 4
3
(10− 4x1 − 2x2 − 4x3),

η ≤ 5x1 − 2x2 + 9x3 + 3(10− 4x1 − 2x2 − 4x3),
(−2− 5x1 + 3x2 − 7x3) ≥ 0,
(−2− 5x1 + 3x2 − 7x3) + 3(10− 4x1 − 2x2 − 4x3) ≥ 0,
xj ≤ 5 pour j = 1, 3, x ∈ Z3

+, η ∈ R.

La solution optimale étant x = (0, 3, 1) et η = 3.

Etant donné le nombre de contraintes de (PLM ′), on optimise itérativement une re-

laxation (PL) en générant une à une les contraintes à la manière de coupes (coupes de

Benders).

Algorithme de génération de contraintes pour (PLM ′)

Initialisation Trouver les ensembles K1 ⊆ K, J1 ⊆ J (éventuellement vide). Poser

S1
R = {η ∈ R, x ∈ S : η ≤ c′x + (uk)′(b − Ax)} pour k ∈ K1, (vj)′(b − Ax) ≥ 0

pour j ∈ J1}, Poser t = 1.

Page 75
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Itération t : Etape 1 : Résoudre la relaxation de (PLM ′) :

(PLM t) zt = max{η : (η, x) ∈ St
R, x ∈ S}.

a. Si (PLM t) est irréalisable, arrêter. (PLM ′) est irréalisable.

b. Si (PLM t) est non borné, trouver une solution réalisable (ηt, xt) avec ηt > ω

pour une certaine valeur grande ω.

c. Autrement poser la solution optimale est (ηt, xt).

Etape 2 Séparation : Résoudre le programme linéaire

(PLxt)


zxt = d′y −→ max,
Dy ≤ b− Axt,
y ∈ Rp

+,

ou son dual.

a. Si zxt → +∞, arrêter. (PLM ′) est non borné.

b. Si zxt est fini, poser la solution primale yt, et la solution duale ut.

c. Si (PLxt) est irréalisable, poser vt le rayon dual avec (vt)′(b− Axt) < 0.

d. Test d’optimalité : Si c′xt + d′yt ≥ ηt, arrêter. (xt, yt) est une solution

optimale pour (PLM ′).

e. Violation. Si c′xt + d′yt < ηt ou (PLxt) est irréalisable, au moins une

contrainte de (PLM ′) est violée.

i. Si zxt est fini, η ≤ c′x + (ut)′(b−Ax) est violée. Poser Kt+1 = Kt ∪ {t},

ainsi

St+1
R = St

R ∩ {(η, x) : η ≤ c′x + (ut)′(b− Ax)}.

ii. Si (PLxt) est irréalisable, (vt)′(b − Ax) ≥ 0 est violée. Poser J t+1 =

J t ∪ (t), ainsi

St+1
R = St

R ∩ {(η, x) : (vt)′(b− Ax) ≥ 0}.

f. t←− t + 1.

Il y a plusieurs difficultés dans l’implémentation de l’algorithme de décomposition de

Benders pour la résolution de la relaxation

(PLM t)


zt = η −→ max,
η ≤ c′x + (uk)′(b− Ax), k ∈ Kt,
(vj)′(b− Ax) ≥ 0, j ∈ J t,
x ∈ S ⊆ Zn

+, η ∈ R.
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où Kt et J t sont les ensembles d’indices des inégalités valides après les t premières itéra-

tions.

Une des difficultés est que (PLM t) est un programme en nombres mixtes. Une seconde

difficulté est qu’il y a souvent dégénérescence du problème (PLxt), ainsi il n’y a pas de

solution duale unique ut. Une troisième difficulté est liée au choix des ensembles initiaux

Kt et J t.

Exemple 2.7.2. Reprenons l’exemple 2.7.1

Initialisation : K1 = J1 = ∅. t = 1.

Itération 1

Etape 1 : (PLM)1 z1 = max{(η, x) ∈ Z3
+ × R, xj ≤ 5 pour j = 1, 3}.

η1 → +∞, x1 = (0, 0, 0) est réalisable.

Etape 2 : Séparation : Résoudre le programme linéaire

(PLx1)


zx1 = 2y1 − 3y2 + 4y3 −→ max,
2y1 + 3y2 + 6y3 ≤ −2,
3y1 − y2 + 3y3 ≤ 10,
y ∈ R3

+.

(PLx1) est irréalisable puisque son dual est non borné. qui peut être vérifié par le point

extrême dual u1 = (1, 0) et le rayon extrême v1 = (1, 0) (voir la figure 2.10).

K2 = K1 ∪ {1}, J2 = J1 ∪ {1}.

Itération 2

Etape 1 :

(PLM2)


z2 = η −→ max,
η ≤ −2 + x2 + 2x3,
−2− 5x1 + 3x2 − 7x3 ≥ 0,
xj ≤ 5, j = 1, 3,
x ⊆ Z3

+, η ∈ R.

Une solution optimale est z2 = 5, x2 = (0, 5, 1).

Etape 2 :

(Dual de (PLx2))


6u1 − 4u2 −→ min,
2u1 + 3u2 ≥ 2,
3u1 − u2 ≥ −3,
6u1 + 3u2 ≥ 4,
u ∈ R2

+.

Le dual est non borné, qui peut être vérifié par le point extrême u2 = (0, 3) et le rayon

extrême v2 = (1, 3).
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K3 = K2 ∪ {2}, J3 = J2 ∪ {2}.

Itération 3

Etape1 :

(PLM3)



z3 = η −→ max,
η ≤ −2 + 1x2 + 2x3,
η ≤ 30− 7x1 − 8x2 − 3x3,
−2− 5x1 + 3x2 − 7x3 ≥ 0,
28− 17x1 − 3x2 − 19x3 ≥ 0,
xj ≤ 5, j = 1, 3,
x ∈ Z3

+, η ∈ R.

Une solution optimale est z3 = 3, x3 = (0, 3, 1).

Etape 2 :

(PLx3)


zx3 = 2y1 − 3y2 + 4y3 −→ max,
2y1 + 3y2 + 6y3 ≤ 0,
3y1 − y2 + 3y3 ≤ 0,
y ∈ R3

+.

La solution optimale est zx3 = 0, y3 = (0, 0, 0) et la solution duale optimale est u3 =

(0, 4
3
), c′x3 + zx3 = 3 = η3. Par conséquent (x3, y3) = (0, 3, 1, 0, 0, 0) est une solution

optimale.

Conclusion

Les méthodes de coupes ont permis, de résoudre des problèmes particuliers de type

”partitionnement” ou ”recouvrement” (Delorme 1974, par exemple). La motivation des

méthodes de coupes ou de troncature est de tenter de trouver l’enveloppe convexe des

solutions entières, c’est-à-dire le plus petit polyèdre contenant toutes les solutions entières

du (PLE). L’inconvénient de ces dernières est qu’elles fournissent souvent une solution

réalisable uniquement à la fin, contrairement aux méthodes arborescentes qui livrent en

cours de recherche une suite de bonnes solutions. Les méthodes de coupes sont complexes

et affichent des performances modestes en pratique. Cependant, les coupes sont utiles

comme techniques d’appoint dans les méthodes arborescentes. Plus récemment, l’étude

polyédrale des problèmes d’optimisation combinatoire, introduite par J. Edmonds, a

donné un regain d’intérêt pour les méthodes de coupes utilisées conjointement avec des

procédures par séparation et évaluation. Il s’agit d’étudier les spécificités de chaque

problème particulier et d’en déduire, sinon le polyèdre enveloppe convexe des solutions

réalisables entières du problème, du moins un certain nombre de ses faces.
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Chapitre 3

Méthode de support pour la
résolution d’un problème de
programmation linéaire en nombres
entiers

Introduction

On se propose de développer une nouvelle méthode pour la résolution d’un programme

linéaire en nombres entiers à variables bornées. A chaque itération de cet algorithme on

rajoute une nouvelle coupe et on résout le programme linéaire résultant par la méthode

de support. Après avoir démontré que les coupes rajoutées sont valides, on a mis au point

un algorithme pour sa construction, que l’on a illustré sur un exemple numérique.

3.1 Position du problème

Considérons le problème de programmation linéaire en nombres entiers et à variables

bornées, s’écrivant sous la forme canonique suivante :

(PLE)


z = c′x −→ max,
Ax = b,
d− ≤ x ≤ d+, x entier,

(3.1)

où A est une matrice rationnelle d’ordre m×n, rangA = m < n ; b est un vecteur rationnel

de dimension m ; c, x, d− et d+ sont des vecteurs de dimension n dans Zn.

On considère alors le problème relaxé associé de programmation linéaire suivant :

(PL)


z = c′x −→ max,
Ax = b,
d− ≤ x ≤ d+.

(3.2)
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Notons

I = {1, 2, ..., m} : l’ensemble d’indices des lignes de A,

J = {1, 2, ..., n} : l’ensemble d’indices des colonnes de A.

Donnons les définitions suivantes :

– Un vecteur x vérifiant les contraintes Ax = b, d− ≤ x ≤ d+, x entier, est une solution

réalisable (ou plan) du problème (3.1). L’ensemble des solutions réalisables est alors

donné par :

S = {x ∈ Zn : Ax = b, d− ≤ x ≤ d+}.

De même, on définit par X = {x ∈ Rn : Ax = b, d− ≤ x ≤ d+}, l’ensemble des

solutions réalisables du problème (3.2).

– Un plan x0 est dit optimal pour le problème (3.2) si z(x0) = max
x∈X

c′x.

– Un plan xε est appelé ε−optimal ou suboptimal si :

z(x0)− z(xε) = c′x0 − c′xε ≤ ε,

où x0 est une solution optimale du problème (3.2), xε est une solution réalisable du

problème (3.2) et ε un nombre supérieur ou égal à zéro choisi à l’avance.

– Soit un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J tel que J = JB∪JN , JB∩JN = ∅, |JB| = m.

L’ensemble JB est alors appelé support si :

detAB = detA(I, JB) 6= 0.

– Le couple {x, JB} formé du plan x et du support JB est appelé plan de support.

Un plan de support {x, JB} est dit basique si

∀j ∈ JN , xj = d−j ∨ d+
j .

– Le plan de support {x, JB} est non dégénéré si :

d−j < xj < d+
j , ∀j ∈ JB.

– En vertu de la partition de J = JB ∪ JN , on peut alors écrire et fractionner les

vecteurs et les matrices de la manière suivante : x =

(
xB

xN

)
, xB = (xj, j ∈ JB),

xN = (xj, j ∈ JN) ;
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c =

(
cB

cN

)
, cB = (cj, j ∈ JB), cN = (cj, j ∈ JN) ;

A(I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J) = (aj, j ∈ J), aj =


a1j

a2j
...

amj

 est la j ème colonne de

la matrice A ;

A = A(I, J) = (AB|AN), AB = A(I, JB), AN = A(I, JN).

3.2 Méthode directe de support pour la résolution

d’un problème de programmation linéaire à va-

riables bornées

La méthode directe de support a été développée par R. Gabassov et F. M. kirillova

dans les années 70 [53, 56]. Elle a la particularité de tenir compte des spécificités des

problèmes tels qu’ils sont formulés lors de leur modélisation première. Les algorithmes

qui sont déduits de cette méthode utilisent au maximum la structure particulière des

problèmes pour plus d’efficacité.

Soit le problème (3.2) de programmation linéaire à variables bornées.

3.2.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, JB} un plan de support du problème (3.2). Considérons un autre plan quel-

conque x̄ = x + ∆x. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

∆z = z(x̄)− z(x) = c′x̄− c′x = c′∆x. (3.3)

Par ailleurs on a : Ax̄ = Ax = b =⇒ A(x̄− x) = 0 =⇒ A∆x = 0.

L’inégalité A∆x = 0 peut alors s’écrire : A∆x = AB∆xB + AN∆xN = 0. D’où

∆xB = −A−1
B AN∆xN . (3.4)

Ainsi, l’accroissement (3.3) devient :

∆z = c′∆x = −c′BA−1
B AN∆xN + c′N∆xN = −(c′BA′

BAN − c′N)∆xN . (3.5)
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On définit le vecteur des potentiels u et le vecteur des estimations E comme suit :

u = c′BA−1
B ,

E ′ = u′A− c′ ⇔ Ej = u′aj − cj, j ∈ J,

où E ′ = (E ′
B, E ′

N), avec

E ′
B = u′AB − c′B = c′BA−1

B AB − c′B = 0,

E ′
N = u′AN − c′N = c′BA−1

B AN − c′N .

Finalement, la formule d’accroissement (3.5) prend la forme finale suivante :

∆z = −
∑
j∈JN

Ej(x̄j − xj). (3.6)

Critère d’optimalité

On a le théorème d’optimalité suivant :

Théorème 3.2.1. [54] (Critère d’optimalité)

Soit {x, JB} un plan de support du problème (3.2). Alors les relations :
Ej ≥ 0, pour xj = d−j ,

Ej ≤ 0, pour xj = d+
j ,

Ej = 0, pour d−j < xj < d+
j , j ∈ JN ,

(3.7)

sont suffisantes pour l’optimalité du plan de support {x, JB}. Ces même relations sont

aussi nécessaires, si le plan de support est non-dégénéré.

Remarque 3.2.1. Si le plan de support {x, JB} est basique, alors les relations d’opti-

malité sont : 
Ej ≥ 0, pour xj = d−j ,

Ej ≤ 0, pour xj = d+
j , j ∈ JN ,

Preuve. Condition suffisante

Soit {x, JB} un plan de support vérifiant les relations (3.7). Pour tout plan de support x̄

du problème (3.2), la formule d’accroissement (3.6) donne :

z(x̄)− z(x) = ∆z = −
∑

Ej>0, j∈JN

Ej(x̄j − d−j )−
∑

Ej<0, j∈JN

Ej(x̄j − d+
j ).
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Comme

d−j ≤ x̄j ≤ d+
j =⇒ x̄j − d−j ≥ 0 et x̄j − d+

j ≤ 0,

on déduit alors :

z(x̄) ≤ z(x),

pour tout x̄ solution réalisable.

Par conséquent, le vecteur x est une solution optimale du problème (3.2).

Condition Nécessaire

Soit {x, JB} un plan de support optimal non dégénéré du problème (3.2), et supposons

que les relations (3.7) ne sont pas vérifiées, c’est-à-dire qu’il existe au moins un indice

j0 ∈ JN tel que :

Ej0 > 0 et xj0 > d−j0 , ou bien Ej0 < 0 et xj0 < d+
j0

.

On construit alors un autre plan x̄ = x + ∆x = x + θl, où θ est un nombre réel positif et

l = {lj, j ∈ J} est un vecteur de direction que l’on construit comme suit :
lj0 = −signEj0 ,

lj = 0 j 6= j0, j ∈ JN ,

lB = l(JB) = −A−1
B AN lN = A−1

B aj0signEj0 .

(3.8)

Le vecteur x̄ vérifie la contrainte principale Ax̄ = b. Pour que x̄ soit un plan du problème

(3.2), il doit en plus vérifier l’inégalité :

d− ≤ x̄ ≤ d+ ⇐⇒ d− ≤ x + θl ≤ d+ ⇐⇒ d− − x ≤ θl ≤ d+ − x,

c’est-à-dire 
d−j − xj ≤ θlj ≤ d+

j − xj, j ∈ JB,

d−j0 − xj0 ≤ −θsignEj0 ≤ d+
j0
− xj0 .

(3.9)

Puisque le plan de support {x, JB} est non dégénéré, on a alors :

d−j − xj < 0 < d+
j − xj, j ∈ JB,

et 
d−j0 − xj0 < 0 si Ej0 > 0,

d+
j0
− xj0 > 0 si Ej0 < 0.
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Pour un nombre θ > 0 assez petit, les relations (3.9) seront alors vérifiées et le vecteur x̄

sera un plan du problème (3.2).

La formule d’accroissement (3.6) nous donne alors :

∆z = −
∑
j∈JN

Ej(x̄j − xj) = −θ
∑
j∈JN

Ejlj = θEj0signEj0 = θ|Ej0 | > 0. (3.10)

On déduit que z(x̄) > z(x), mais ceci est en contradiction avec le fait que x est un plan

optimal du problème (3.2).

Par conséquent, si {x, JB} est un plan optimal du problème (3.2) non dégénéré, alors les

relations (3.7) sont forcèment vérifiées. �

Estimation de suboptimalité

Pour estimer l’écart qui existe entre la valeur optimale z(x0) et une autre valeur z(x)

d’un plan de supprt quelconque {x, JB}, on remplace dans la formule d’accroissement

(3.6) le vecteur x̄ par x0 et on aura :

z(x0)− z(x) = −
∑
j∈JN

Ej(x
0
j − xj)

=
∑

Ej>0, j∈JN

Ej(xj − x0
j) +

∑
Ej<0, j∈JN

Ej(xj − x0
j). (3.11)

Puisque le plan optimal x0 vérifie d−j ≤ x0
j ≤ d+

j , j ∈ J , alors il en résulte que :

xj − d+
j ≤ xj − x0

j ≤ xj − d−j , j ∈ J.

Donc 
Ej(xj − x0

j) ≤ Ej(xj − d−j ), si Ej > 0,

Ej(xj − x0
j) ≤ Ej(xj − d+

j ), si Ej < 0.

Ainsi, on obtient une majoration du nombre inconnu de gauche de l’égalité (3.11) :

z(x0)− z(x) ≤
∑

Ej>0, j∈JN

Ej(xj − d−j ) +
∑

Ej<0, j∈JN

Ej(xj − d+
j ). (3.12)

Le nombre

β(x, JB) =
∑

Ej>0, j∈JN

Ej(xj − d−j ) +
∑

Ej<0, j∈JN

Ej(xj − d+
j ), (3.13)

est ainsi appelé estimation de suboptimalité du plan de support {x, JB}.
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Théorème 3.2.2. Soit {xε, JB} un plan de support du problème (3.2) et ε un nombre

positif ou nul arbitraire ε ≥ 0. Alors

xε est ε− optimal⇐⇒ β(xε, JB) ≤ ε.

Preuve. voir [54].

3.2.2 Algorithme de résolution

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque ε et un plan de support initial

{x, JB}, le but de cet algorithme est alors de construire un plan ε−optimal xε ou carrément

un plan optimal x0.

Une itération de l’algorithme consiste à faire le passage de {x, JB} vers {x̄, J̄B}, tel

que z(x̄) ≥ z(x).

Si le critère d’optimalité ou de suboptimalité n’est pas vérifié, c’est-à-dire β(x, JB) > ε,

il faut alors améliorer le plan x.

Changement de plan

On construit alors un nouveau plan x̄ de la manière suivante :

x̄ = x + θl, θ ≥ 0,

où l est un n−vecteur appelé direction d’amélioration ; θ est le pas le long de cette direc-

tion.

Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe et on ne fera varier qu’une seule

composante xj parmi toutes celles qui ne vérifient pas le critère d’optimalité (3.7).

Pour que l’accroissement (3.10) soit maximal, il faut alors prendre θ aussi grand que

possible et choisir l’indice j0 tel que :

|Ej0| = max
j∈JNNO

|Ej|,

où JNNO représente le sous-ensemble de JN des indices non optimaux.

D’autre part, la direction l est calculée suivant les relations (3.8) et le pas θ doit vérifier

les relations (3.9). Calculons les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas θ

dans (3.9) :
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Pour les indices j ∈ JB, on a la formule suivante :

θj =


d+

j −xj

lj
, lj > 0,

d−j −xj

lj
, lj < 0,

∞, lj = 0.

Le pas maximal θ pour que les relations (3.9) soient vérifiées, pour j ∈ JB, se calcule

comme suit :

θ = θj1 = min
j∈JB

θj.

Pour l’indice j0, le pas maximal θ doit être égal à :

θj0 =

{
d+

j0
− xj0 , lj0 = 1,

xj0 − d−j0 , lj0 = −1.

Le pas maximal le long de la direction l pour que x soit un plan est égal à :

θ0 = min{θj1 , θj0}, j1 ∈ JB, j0 ∈ JN . (3.14)

Le nouveau plan x̄ s’écrit alors : x̄ = x + θ0l.

Calculons l’estimation de suboptimalité pour le plan {x̄, JB} :

β(x̄, JB) =
∑

Ej>0, j∈JN

Ej(x̄j − d−j ) +
∑

Ej<0, j∈JN

Ej(x̄j − d+
j ).

On a pour j ∈ JN :

x̄j = xj, si j 6= j0, x̄j0 =

{
xj0 − θ0, si Ej0 > 0,
xj0 + θ0, si Ej0 < 0.

En remplaçant, on obtient :

β(x̄, JB) = β(x, JB)− θ0|Ej0|. (3.15)

Changement de support

Si β(x̄, JB) ≤ ε, alors le plan x̄ est ε-optimal et on peut arrêter l’algorithme, sinon on

remplace JB par un nouveau support J̄B de la manière suivante :

1. Si θ0 = θj0 , alors il est inutile de changer de support, on écrira donc : x̄ = x +

θ0l, J̄B = JB.

2. Si θ0 = θj1 , le nouveau plan de support (x̄, J̄B) s’écrit :

x̄ = x + θ0l, J̄B = (JB\j1) ∪ j0.

Si β(x̄, J̄B) est supérieur à ε, on recommence alors une nouvelle itération avec

{x̄, J̄B}.
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3.3 Algorithme de résolution d’un (PLE) par la mé-

thode de support

Le but de cet algorithme est de construire un plan optimal pour le problème (3.1).

Le principe est le même que celui des algorithmes de plans sécants. A savoir, on

commence par résoudre le problème relaxé (3.2) à l’aide de l’algorithme direct de support.

Si la solution optimale du (PL) contient uniquement des composantes entières, elle est

également une solution optimale du (PLE) ; dans ce cas, la résolution est terminée.

Sinon, si une ou plusieurs variables ne sont pas entières, on doit générer alors une coupe

valide. Cette contrainte supplémentaire est ajoutée au programme (PL) et on résout de

nouveau le problème résultant. Si la solution obtenue est à valeurs entières, la résolution

est terminée. Sinon, on génère une nouvelle coupe et on répète la procédure jusqu’à

l’obtention d’une solution optimale à valeurs entières.

Soit {x, JB} un plan de support du problème (3.2).

Suivant les valeurs des composantes du vecteur des estimations EN , on définit les en-

sembles d’indices suivants :

J+
N = {j ∈ JN : Ej > 0}, J−

N = {j ∈ JN : Ej < 0},

JN0 = {j ∈ JN : Ej = 0}, JN0 = J+ ∪ J−,

où J+ = {j ∈ JN0 : xj − d−j ≤ d+
j − xj}, et J− = {j ∈ JN0 : xj − d−j > d+

j − xj}.

En fonction de JB, on construit les fonctions pour tout i ∈ JB :

Zi(x) = −

b̃i −
∑

j∈J−N∪J−

xijd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xijd
−
j

+
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xj − d−j )

+
∑

j∈J−N∪J−

{−xij}(−xj + d+
j ), (3.16)

où b̃ = (A(I, JB))−1b = A−1
B b et X = (xij, i ∈ JB, j ∈ JN) = (A(I, JB))−1AN = A−1

B AN .

Proposition 3.3.1. [54] Zi(x
e) est un nombre entier, quelque soit {xe, JB} plan de

support du problème (3.1) et de plus, on a : Zi(x
e) ≥ 0, ∀i ∈ JB.
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Preuve. Soit xe un plan du problème (3.1), c’est à dire :

Axe = b, d− ≤ xe ≤ d+ et xe
j entier ∀j ∈ J.

On a : Axe = b⇒ ABxe
B + ANxe

N = b,

⇒ xe
B = A−1

B (b− ANxe
N),

⇒ xe
B = A−1

B b− A−1
B ANxe

N = b̃−Xxe
N ,

⇒ xe
i = b̃i −

∑
j∈JN

xijx
e
j , ∀i ∈ JB,

⇒ b̃i = xe
i +

∑
j∈JN

xijx
e
j , ∀i ∈ JB. (3.17)

En remplaçant b̃ dans la formule (3.16) et en utilisant les propriétes 1.8.4 du chapitre I,

on aura pour i ∈ JB :

Zi(x
e) = −

b̃i −
∑

j∈J−N∪J−

xijd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xijd
−
j

+
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xe
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

{−xij}(−xe
j + d+

j )

= −

xe
i +

∑
j∈JN

xijx
e
j −

∑
j∈J−N∪J−

xijd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xijd
−
j

+
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xe
j −

d−j ) +
∑

j ∈ J−N ∪ J−

{xij} 6= 0

(1− {xij})(−xe
j + d+

j ),

car {−a} = 1− {a}, ∀a ∈ R\Z. Comme {a + k} = {a}, ∀a ∈ R et ∀k ∈ Z, on aura

Zi(x
e) = −

 ∑
j∈J+

N∪J+

xij(x
e
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

xij(x
e
j − d+

j )

+
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xe
j

−d−j ) +
∑

j ∈ J−N ∪ J−

{xij} 6= 0

(d+
j − xe

j) +
∑

j∈J−N∪J−

{xij}(xe
j − d+

j ). (3.18)

On sait que :

{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )} ≤ {
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j )}+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )},

≤
∑

j∈J+
N∪J+

{xij(xe
j − d−j )}+

∑
j∈J−N∪J−

{xij(xe
j − d+

j )},

≤
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xe
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

{xij}(xe
j − d+

j ).
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Comme
∑

j ∈ J−N ∪ J−

{xij} 6= 0

(d+
j − xe

j) ≥ 0, alors on a bien : Zi(x
e) ≥ 0, ∀i ∈ JB et xe solution

réalisable entière de (3.1).

D’autre part, d’après les propriétés 1.8.4 du chapitre I, on peut écrire :

{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )}

= {
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j )}+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )} − [{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j )}+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )}],

=
∑

j∈J+
N∪J+

{xij(xe
j − d−j )}+

∑
j∈J−N∪J−

{xij(xe
j − d+

j )} − [
∑

j∈J+
N∪J+

{xij(xe
j − d−j )}]− [

∑
j∈J−N∪J−

{xij(xe
j − d+

j )}]

−[{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j }+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )}],

=
∑

j∈J+
N∪J+

{xij}(xe
j − d−j ) +

∑
j∈J−N∪J−

{xij}(xe
j − d+

j )−
∑

J+
N∪J+

[{xij}(xe
j − d−j )]−

∑
J−N∪J−

[{xij}(xe
j − d+

j )]

−[
∑

j∈J+
N∪J+

{xij(xe
j − d−j )}]− [

∑
j∈J−N∪J−

{xij(xe
j − d+

j )}]− [{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j }+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )}].

En remplaçant dans la formule (3.18), on obtient :

Zi(xe) =
∑

j ∈ J−N ∪ J−

{xij} 6= 0

(d+
j − xe

j) +
∑

J+
N∪J+

[{xij}(xe
j − d−j )] +

∑
J−N∪J−

[{xij}(xe
j − d+

j )]− [
∑

j∈J+
N∪J+

{xij(xe
j − d−j )}]

−[
∑

j∈J−N∪J−

{xij(xe
j − d+

j )}]− [{
∑

j∈J+
N∪J+

xij(xe
j − d−j }+ {

∑
j∈J−N∪J−

xij(xe
j − d+

j )}] ∈ Z+. �

Proposition 3.3.2. [54] Soit {x0, J0
B} un plan de support optimal de (3.2). S’il existe

un indice i1 ∈ J0
B tel que Zi1(x

0) < 0, alors l’inégalité

Zi1(x) ≥ 0,

donne une coupe valide.

Preuve. Evident, car on a démontré que pour une solution réalisable xe du problème

(3.1), on a Zi(x
e) ≥ 0, ∀i ∈ JB. �

Proposition 3.3.3. Soit {x0, J0
B} un plan de support optimal de (3.2). Si x0 est un plan

non entier tel que ∀i ∈ J0
B, on a Zi(x

0) ≥ 0, alors, x0 est forcément un plan non basique.

Preuve. Si {x0, J0
B} est un plan de support optimal basique de (3.2), alors dans ce cas

on aura :

x0
j =

{
d+

j , j ∈ J−
N ∪ J−,

d−j , j ∈ J+
N ∪ J+.
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Soit un indice i1 tel que la composante x0
i1

est non entière, donc, 0 < {x0
i1
} < 1.

L’expression de Zi1(x
0), prend alors la forme suivante :

Zi1(x
0) = −

b̃i1 −
∑

j∈J−N∪J−

xi1jd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xi1jd
−
j

+
∑

j∈J+
N∪J+

{xi1j}(d−j − d−j )

+
∑

j∈J−N∪J−

{−xi1j}(−d+
j + d+

j ),

= −

b̃i1 −
∑

j∈J−N∪J−

xi1jd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xi1jd
−
j

 .

D’autre part, on a :

Ax0 = b,

⇒ ABx0
B + ANx0

N = b,

⇒ x0
B = A−1

B b− A−1
B ANx0

N ,

= b̃−Xx0
N ,

⇒ b̃ = x0
B + Xx0

N ,

⇒ b̃i = x0
i +

∑
j∈J−N∪J−

xijd
+
j +

∑
j∈J+

N∪J+

xijd
−
j , i ∈ J0

B.

D’où

Zi1(x
0) = −{x0

i1
} < 0, d′où la contradiction. �

Proposition 3.3.4. Quand le plan x0 est basique, alors on a : Zi(x
0) ≤ 0, ∀ i ∈ JB.

Schéma de l’algorithme

Le schéma général de cet algorithme est décrit comme suit :

Etape 1 Poser t = 0, I0 = I = {1, 2, ..., m} et J0 = J = {1, 2, ..., n}.

Soit {x∗, J∗
B} un plan de support initial du problème (3.2). On construit alors un

plan de support optimal {x0, J0
B} par la méthode directe de support.

Si x0 ∈ Zn, arrêter l’algorithme : x0 est un plan optimal de (3.1). Sinon, aller à

l’étape 2.

Etape 2 On construit les fonctions Zi(x
0), pour tout i ∈ J0

B.

Etape 3 Deux cas peuvent se présenter :
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(i) ∃i1 ∈ J0
B : Zi1(x

0) < 0,

Dans ce cas (i) l’inégalité

Zi1(x) ≥ 0, (3.19)

donne une coupe valide.

On incrémente t, t = t + 1.

Aux contraintes de (3.2), on ajoute la contrainte (3.19) et on résoud le pro-

blème : 
z = c′x −→ max,
Ax = b,
Zi1(x) ≥ 0,
d− ≤ x ≤ d+.

(3.20)

On commence par le plan de support {x̄, J̄B}, avec

x̄ = x∗ + λ(x0 − x∗), 0 < λ < 1,

où λ sera trouvé à partir de l’équation Zi1(x̄) = 0.

Comme on a ajouté une inégalité au système (3.20), on rajoute une variable

d’écart x d’indice n + t (xn+t). On prend alors le support J̄B = J0
B ∪ {n + t}.

On pose It = It−1 ∪ {m + t} et J t = J t−1 ∪ {n + t}.

Soit {x1, J1
B} le plan de support optimal de (3.20). On refait alors le processus

comme avec {x0, J0
B}.

(ii) Zi(x
0) ≥ 0, ∀i ∈ J0

B.

Dans ce cas, on distingue deux situations possibles :

– x0 est non entier et basique, cette situation ne peut avoir lieu d’après la

proposition 3.3.3. C’est-à-dire, dans le cas de solutions basiques, le deuxième

cas ne se présente pas.

– x0 est non entier et non basique (la solution optimale x0 n’est pas unique).

Dans ce cas, il faut construire une solution x0B basique, et construire par

cette dernière une coupe régulière comme dans le cas (i).
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Montrons que {x̄, J̄B} est bien un plan de support pour le problème (3.20).

Preuve. On a :

Ax̄ = A(x∗ + λ(x0 − x∗)),

= Ax∗ + λA(x0 − x∗),

= b + λA∆x,

= b.

A∆x = 0, comme x0 et x∗ sont deux plans de (3.2).

Le vecteur x̄ vérifie la contrainte principale Ax̄ = b. Il vérifie aussi la contrainte Zi1(x̄) ≥ 0,

puisque par construction, le pas λ est tel que Zi1(x̄) = 0.

Pour que x̄ soit un plan du problème (3.20), il doit en plus appartenir à K = {x ∈

Rn : d− ≤ x ≤ d+}. En effet, comme K est convexe et x∗ et x0 ∈ K, alors il s’ensuit que

x̄ = λx0 + (1− λ)x∗ ∈ K.

D’où x̄ est un plan du problème (3.20).

J̄B est bien un support, puisque :

detA(It, J̄B) = detA(It−1 ∪ {m + t}, J0
B ∪ {n + t}) = detA(It−1, J

0
B) 6= 0. �

Calcul de λ à partir de l’équation Zi1(x̄) = 0 :

−{b̃i1 −
∑

j∈J−N∪J−

xi1jd
+
j −

∑
j∈J+

N∪J+

xi1jd
−
j }+

∑
j∈J+

N∪J+

{xi1j}(x∗j + λ(x0
j − x∗j)− d−j )

+
∑

j∈J−N∪J−

{−xi1j}(−x∗j − λ(x0
j − x∗j) + d+

j ) = 0,

Zi1(x
∗) + λ

∑
j∈J+

N∪J+

{xi1j}(x0
j − x∗j)− λ

∑
j∈J−N∪J−

{−xi1j}(x0
j − x∗j) = 0,

Zi1(x
∗) + λ(

∑
j∈J+

N∪J+

{xi1j}(x0
j − x∗j) +

∑
j∈J−N∪J−

{xi1j}(x0
j − x∗j)−

∑
j ∈ J−N ∪ J−

{xi1j} 6= 0

(x0
j − x∗j)) = 0,

Zi1(x
∗) + λ(

∑
j∈JN

{xi1j}(x0
j − x∗j)−

∑
j ∈ J−N ∪ J−

{xi1j} 6= 0

(x0
j − x∗j)) = 0,

d’où

λ =
Zi1(x

∗)∑
j ∈ J−N ∪ J−

{xi1j} 6= 0

(x0
j − x∗j)−

∑
j∈JN

{xi1j}(x0
j − x∗j)

.
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Exemple 3.3.1. Soit à résoudre le problème de programmation linéaire en nombres en-

tiers suivant par la méthode de support :

z = 3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 −→ max,

2x1 + 7x2 + 3x3 + +x5 = 18,

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 + x6 = 14,

3x1 + 2x2 + +2x4 + x7 = 11,

0 ≤ xi ≤ 10, xi entier, i = 1, 7.

(3.21)

Le programme relaxé associé est



z = 3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 −→ max,

2x1 + 7x2 + 3x3 + +x5 = 18,

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 + x6 = 14,

3x1 + 2x2 + +2x4 + x7 = 11,

0 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 7.

(3.22)

Etape 1 : Résolution par la méthode directe de support du problème relaxé (3.22).

Soit x∗ = (2, 1, 2, 0, 1, 5, 3)′ un plan initial de (3.22), z(x∗) = 20.

On prend le support J∗
B = {1, 2, 3}.

On construit alors le plan de support optimal :

x0 =

(
21

11
, 0,

52

11
,
29

11
, 0, 0, 0

)′

, J0
B = {1, 4, 3}, z(x0) =

329

11
.

Etape 2 : Le plan x0 est non entier, on rajoute alors au programme (3.22) une coupe.

Itération 1 Le vecteur des estimations vaut

E0
N = (E0

6 , E
0
5 , E

0
2 , E

0
7)

′ =

(
16

11
,

4

11
,
27

11
,

3

11

)′

, J0
N = {6, 5, 2, 7}.

Selon les valeurs des E0
j , j ∈ J0

N , on partitionne l’ensemble J0
N comme suit :

J+
N = {j ∈ J0

N : E0
j > 0} = {6, 5, 2, 7},

J−
N = J+ = J− = ∅.

On calcule alors la valeur des fonctions Zi(x
0), i ∈ J0

B :
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On trouve

ZB(x0) =

(
−10

11
,− 7

11
,− 8

11

)′

.

On se trouve donc dans le cas 1. On rajoute alors aux contraintes de (3.22) la

contrainte Zi1(x) ≥ 0.

L’indice i1 est choisi comme suit :

Zi1(x
0) = min

i∈J0
B

(Zi(x
0)).

On prend donc : i1 = 1. La contrainte Z1(x) ≥ 0 s’écrit ainsi :

Z1(x) = −10

11
+

5

11
x6 +

4

11
x5 +

5

11
x2 +

3

11
x7 ≥ 0.

Le programme résultant est :

z = 3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 −→ max,

2x1 + 7x2 + 3x3 + +x5 = 18,

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 + x6 = 14,

3x1 + 2x2 + +2x4 + x7 = 11,

5
11

x2 + 4
11

x5 + 5
11

x6 + 3
11

x7 − x8 = 10
11

,

0 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 7, x8 ≥ 0.

(3.23)

On résout le programme (3.23) en commençant par le plan initial suivant :

x̄ = x∗ + λ(x0 − x∗),

λ est calculé à partir de l’équation : Z1(x̄) = 0.

On trouve λ = 33
43

, et x̄ aura la valeur :

x̄ =

(
83

43
,
10

43
,
176

43
,
87

43
,
10

43
,
50

43
,
30

43

)′

.

Après l’ajout de la variable d’écart x8, le plan x̄ sera égal :

x̄ =

(
83

43
,
10

43
,
176

43
,
87

43
,
10

43
,
50

43
,
30

43
, 0

)′

,
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et J̄B = {1, 4, 3} ∪ {8}.

Le plan de support optimal du programme (3.23) est :

x1 =

(
1, 0,

16

3
,
7

3
, 0, 0,

10

3
, 0

)′

, J1
B = {1, 4, 3, 7}.

Itération 2 x1 n’étant pas entier, on recommence une nouvelle itération. Le vecteur des

estimations vaut

E1
N = (E1

6 , E
1
2 , E

1
8 , E

1
5)

′ = {1, 2, 1, 0}.

L’ensemble J1
N aura la partition suivante :

J+
N = {j ∈ J1

N : E1
j > 0} = {6, 2, 8},

J+ = {j ∈ J1
N : E1

j = 0, x1
j − d−j ≤ d+

j − x1
j} = {5},

J−
N = J− = ∅.

On calcule alors la valeur des fonctions Zi(x
1), i ∈ J1

B :

ZB(x1) =

(
0,−1

3
,−1

3
,−1

3

)′

.

On est toujours dans le cas 1. La nouvelle coupe est : Z2(x) ≥ 0.

On rajoute alors au programme (3.23) la contrainte suivante :

2

3
x2 +

1

3
x5 +

2

3
x6 +

1

8
x8 − x9 =

1

3
.

On résout le problème résultant, en commençant par le plan de support {x̄1, J̄1
B},

où J̄1
B = J1

B ∪ {9} = {1, 4, 3, 7, 9}.

Et x̄1 = x̄ + λ(x1 − x̄), λ est tel que Z2(x̄
1) = 0.

On trouve λ = 87
130

, et

x̄1 =

(
17

13
,

1

13
,
64

13
,
29

13
,

1

13
,

5

13
,
32

13
, 0, 0

)′

.

Le plan optimal obtenu, après l’ajout de la coupe Z2(x) ≥ 0 au programme (3.23),

par la méthode de support est :

x2 = (1, 0, 5, 3, 1, 0, 2, 0, 0)′, z(x2) = 29.

Ce plan étant entier, alors le processus s’arrête.
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Remarque 3.3.1. On a résolu le problème (3.21) par les deux méthodes classiques :

– La méthode des coupes de Gomory : la solution optimale est obtenue après l’ajout

de (02) coupes.

– La méthode de branch and bound : la solution optimale est obtenue après 15 bran-

chements.

– Notre méthode : la solution optimale est obtenue après l’ajout de (02) coupes.
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Conclusion générale

Un grand nombre de résultats dans l’optimisation combinatoire a été établi dans les

cinquantes dernières années. Beaucoup de nouveaux développements ont permis de ré-

soudre une large game de problèmes de programmation en nombres entiers, ce qui a

ouvert de nouveaux horizons pour obtenir des algorithmes plus efficaces dans ce domaine.

Le renforcement de la relaxation de programmes linéaires en nombres entiers par des

approches polyédriques est maintenant une méthode de base pour la résolution pratique et

efficace de programmes linéaires en nombres entiers. Au cours des vingt dernières années,

de très nombreuses méthodes de génération d’inégalités valides ont été développées.

Après avoir rappelé certains notions d’algèbre linéaire et d’analyse convexe ainsi que

les théorèmes de séparation des ensembles convexes dans le premier chapitre, nous avons

présenté dans le deuxième chapitre quelques techniques classiques qui permettent de ré-

soudre des problèmes de programmation linéaire où certaines variables sont astreintes à

prendre des valeurs entières.

Notre travail a consisté en la résolution des problèmes de programmation linéaire en

nombres entiers par la méthode de support, conjuguée à une procédure de coupes. Cette

méthode a la particularité de tenir compte des caractéristiques des problèmes tels qu’ils

sont formulés lors de leur modélisation première.

En guise de perspectives, nous proposons les directions de recherche suivantes :

– Généralisation de cette méthode aux cas des problèmes à variables mixtes.

– Faire des comparaisons numériques avec les méthodes de résolution classiques.

– Application de la méthode en utilisant d’autres variantes de la méthode de support,

voir même appliquer la méthode duale de support pour la résolution des programmes

obtenus après l’ajout d’une coupe.

– Adaptation de cette méthode aux cas des problèmes à variables bivalentes.

– Généralisation de cette méthode aux cas des problèmes multiobjectifs.
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linéaire-quadratique convexe à variables bornées. Actes du Colloque international

MSS’4, U.S.T.H.B, Alger, 1-6, Avril 17-19, 2004.
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Résumé

Les problèmes d’optimisation combinatoire se rencontrent dans beaucoup de disci-

plines. Ces problèmes sont naturellement faciles à formuler mathématiquement, mais dif-

ficiles à résoudre. Il est connu que la plupart d’entres eux appartient à la classe des

problèmes NP-difficiles.

Dans ce mémoire, il a été présenté un état de l’art des méthodes classiques de résolution

des problèmes de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes. On a d’abord

donné un rappel sur l’analyse convexe, les polyèdres ainsi que sur les matrices unimo-

dulaires. Ensuite, on a fait une synthèse sur les méthodes classiques élaborées dans ce

domaine, à savoir, la méthode de Branch and Bound et les coupes de Gomory.

Dans ce travail, on a élaboré une méthode de support pour la résolution d’un problème

de programmation linéaire en nombres entiers.

Mots clés : Convexité, matrices unimodulaires, programmation linéaire en nombres

entiers et mixtes, méthode des plans sécants, méthode de Branch and Bound, méthode de

support.

Abstract

Combinatorial optimization problems occur in many disciplines. These problems are na-

turaly easy to formulate mathematically, but more difficult to solve. It is known that more

of them belongs to the class of the NP-difficult problems.

In this thesis, it is presented a state of the art on the classical resolution methods of mixed

integer programming problems. After recalling some fundamental concepts of linear al-

gebra, convex analysis, polyhedrons and unimodular matrices, we presente the classical

methods elaborated in this field, namely, Branch and Bound and cutting plane methods.

In this work, we have elaborated a support method for the resolution of a linear integer

problem.

Keywords : Convexity, unimodular matrices, mixed integer linear programming, cut-

ting plane method, branch and bound method, support method.


