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Introduction

Les physiciens s’efforcent depuis longtemps pour connaitre les lois suivant lesquelles
les phénomeénes se manifestent. En employant toutes leurs connaissances, ils ont utilisés
de différentes méthodes et ils ont proposés donc plusieurs modeéles, en essayant toujours
d’expliquer, de la facon la plus correcte et la plus élégante, les résultats et les faits
expérimentaux qui sont a leur disposition

Dés le début du siécle dernier, les physiciens ont connu un développement no-
table,surtout avec ’établissement de la théorie relativiste, par Albert Einstein, et la
théorie quantique,par le célebre Niels Bohr,complétées plus tard par les travaux de
plusieurs savants.Dés son apparition en 1922, la théorie quantique a été la cause de plu-
sieurs débats entre les physiciens, surtout & cause de son aspect probabiliste.Cependant,
I’excellent accord entre les résultats théoriques et expérimentaux a fini par convaincre
tout le monde de la puissance de cette nouvelle théorie et & expliquer les phénomeénes
qui se passent a ’échelle atomique et nucléaire. En effet durant les 70 derniéres an-
nées, le domaine d’étude des systémes quantiques a été de plus en plus enrichi par de
nouvelles méthodes et approches mathématiques, analytiques et algébriques, a travers
les travaux d’une centaine de physiciens.(bu.umc..)

La supersymeétrie, (abrégé en SUSY) est un concept qui a été développé dans le do-
maine des particules élémentaires, un contexte ou la notion de symétrie a été largement
exploitée dans le but de caractériser les interactions fondamentales. Cette démarche
a conjointement permis de mettre un peu d’ordre dans la multitude des particules

élémentaires connues, c’est 'une des puissantes méthodes algébriques qui a largement
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contribué dans I’étude des systémes quantiques et qui a conduit les physiciens & établir
un nouveau domaine qui est connu maintenant par le nom de la mécanique quantique
super symétrique . Les idées de la SUSY ont contribué a la naissance de plusieurs
nouvelles approches dans différentes branches de la physique ; physique atomique, mo-
léculaire, nucléaire, statistique, physique de solide et bien sur la mécanique quantique.
Dés le début des recherches sur la SUSY, il a été clair qu’elle n’était pas seulement
un modele pour tester les méthodes de la théorie des champs, mais aussi un outil in-
téressant etpuissant par ses propres idées. Pour la premiére, les idées de la SUSY ont
été appliquées en mécanique quantique non relativiste (SUSYQM) par Nicolai en 1976
(bu.umc) , et ensuite en 1981 par Edward Witten qui a proposé une classe de grands
modeles unifiés au sein du cadre théorique de terrain. Plus précisément, il a considéré
des modeles (en Moins de quatre dimensions) dans lesquelles SUSY pourrait étre brisé
dynamiquement().Cela a conduit a la découverte remarquable de SUSY en quantum
Mécanique traitant de systémes inférieurs ou égaux a trois dimensions.,Nicolai et Wit-
ten [I] ont montré le lien avec la méthode de factorisation, proposée pour la premiere
fois par Schrodinger pour résoudre algébriquement le probléme de I'atome d’hydro-
géne ;Ces travaux ont été généralisés par la suite par Infeld et Hull qui ont obtenu une
large classe de potentiels exactement solubles en considérant six formes différentes de
factorisation.(théses etat li¢) Un développement considérable a été donné a ces travaux
par plusieurs auteurs , et notamment aprés I'introduction du concept d’invariance de
forme en 1983 par Gendenshtein [2]. Ce concept est a l'origine de la découverte d’une
large classe de potentiels analytiquement (algébriquement) solubles. Cette nouvelle
approche est devenue trés célébre par sa simplicité & obtenir le spectre des poten-
tiels supersymétriques algébriquement et avec un moindre cott. Elle est maintenant
généralisée et appliquée a la résolution de problémes avec potentiels non hermitiens,
Le mémoire est structuré en trois chapitres en plus d’une introduction et de la

conclusion.



Chapitre 1

La supersymétrie en mécanique
quantique

1.1 Introduction

Apres que la SUSY a été introduite dans la mécanique quantique, les gens ont
commencé 3 réaliser que ce domaine était intéressant par lui-méme et non seulement
comme terrain d’essai. Il est devenu évident que SUSY QM donne une idée plus appro-
fondie de la factorisation Méthode introduite par Infeld et Hull[7] ,et la solvabilité de
Potentiels. Cela a méme conduit a la découverte de nouveaux potentiels solubles. Pour
les potentiels qui ne sont pas exactement résolus. SUSY nous permet de développer
des méthodes d’approximation puissantes telles que SUSY WKB qui est plus précis
que 'approximation classique de WKB.

En 1983, Les potentiels invariables ont été introduits par Gendenshtein [I]. Il s’agit
également de la méthode de factorisation, d’abord introduite Par Infeld et Hull,et une
collection d’une nouvelle approximation plus puissante telles que la méthode supersy-
métrique WKB. Avec le concept de forme des potentiels invariables, introduit premié-
rement par Gendenshtein en 1983, une classe des potentiels peuvent étre identifiés, qui
sont tous analytiquement résolubles.la supersymétrie en mécanique quantique, ainsi,
illustre également la relation entre les spectres énergétiques et des fonctions d’onde de

deux potentiels.
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1.1.1 Factorisation d’un hamiltonien

La méthode de factorisation (Schrodinger [3], Hull et Infeld [4]) a été développée
dans le but de résoudre le probléme de I'atome d’hydrogeéne. Elle s’applique principa-
lement dans le cas d’un probléme a une dimension ou & potentiel central [5] .

Considérons une particule de masse m placée dans un potentiel V(x) quelconque
a une dimension définit sur un intervalle [a,b]. L’hamiltonien non relativiste de la

particule s’écrit sous la forme :

n? d?
 2mdz?

V(). (1.1)

les fonctions d’ondes v,,(x) et les valeurs propres E,, de H correspondant aux états

liés vérifient :

Hy,(z) = Exp,(z), pour n=0,1,2,...N, (1.2)

ou N est le nombre d’états liés, qui peut étre fini ou infini selon ’allure du potentiel

V(z). On se propose de factoriser ’hamiltonien H sous la forme [6]
H=A"A+C, (1.3)

ou C est une constante réelle, A et AT sont des opérateurs bosoniques de création et

d’annihilation définis par :

h d
A= ——+W 1.4
T W), (1.4)

. —h d

= N + W(z), (1.5)

avec W(x) est une fonction réelle appelée superpotentiel [5]. On définit un nouvel

hamiltonien
n —h? d?
1 C o de—l—V(a:) C, (1.6)
avec
h2 d? h d
A+A — = A el 2
< 9 A + o [dx,W(m)] +W (a:)>
—h? d? 9 h  dW(x)
_ el _ 1.
2m dx? + W) Vom dx (1.7)
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a cette étape, on définit un nouveau potentiel Vi(z) (en fonction de W (x))

h v
V2m  dx

L’équation ([1.8) est une équation différentielle non linéaire. Sa solution W (x) pour

Vi(z) = V(z) - C = W(z)

(1.8)

I’état fondamentale est obtenue lorsque la condition
Hithg = AT Ay =0 (1.9)

est vérifiée, et on aura

hod Y@
az ") = = ey

C’est a dire que W (z) s’obtient & partir de I’état fondamental 1),. Inversement, la

(1.10)

connaissance de W (x) détermine la fonction propre de I’état fondamental par intégra-

tion des deux membres de (|1.10))

—V2m [*
U6 (2) = Noexp [h/ Wy)dy| . (1.11)
ou Ny est une constante de normalisation. L’équation aux valeurs propres de H1 devient
HiyD(z) = BNy (). (1.12)

Les fonctions propres sont reliées a celles de 'hamiltonien H de cette fagcon

V(@) = (@), (1.13)
et pour les valeurs propres
EY = E, - C. (1.14)

Pour terminer cette partie, on montre qu’on peut toujours choisir, en SUSY QM,

la constante C' de sorte a avoir [6] [5]

C = Ey, (1.15)
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Maintenant, on introduit un potentiel V;(z) associé a H;. Par substitution de (1.15)

dans (?7), on arrive a

—h2 d2
Hi=H-Ey= %
! ™ om dz?

+V(z) — Eo. (1.16)
on définit alors un nouveau potentiel Vj(z) décalé d’une quantité égale a 1’énergie

potentielle de I'état fondamental Fy :

Vi(z) = V(z) — Ej. (1.17)

ainsi que ’hamiltonien correspondant :

—h? d?

les fonctions propres de Hi sont celles de H et les niveaux d’énergies sont translatées
de Eo
EWY = B, — Ey. (1.19)

Comme I'état fondamentale de H; correspond & une énergie nulle, I’équation de Schro-

dinger nous permet d’écrire

;52 d27/)0($)

Hitpo(z) = 2m  dz?

+ Vi(z)o(z) =0 (1.20)
On peut montrer que le potentiel Vi (x) s’écrit [7]

GRIC))

) = S o)

(1.21)

ol 1y () est la dérivée seconde de 1 ()
Hamiltonien partenaire et potentiel partenaire supersymétrique :

Un deuxiéme hamiltonien Hy peut etre obtenu par inversement de 'ordre de A et
AT 7,18 . On pose

Hy = AAT, (1.22)
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on définit Hy par :

i n? d?
Hy=AA"=—— . 1.2
2 2m dxz? +Va(2) (1.23)
le calcul du produit AA* donne [6] :
AAT = & +W2(x) + _h_dW(@) (1.24)

 2m da? Vom dx '

cette derniére équation suggere la définition d’un nouveau potentiel
h dW
Va(z) = W () + —— () (1.25)

V2om dx ’

Va(x) est appelé potentiel partenaire de Vi (z) et par conséquent Hy et Hg sont des
hamiltoniens partenaires supersymétriques.

On peut alors montrer qu’il existe des relations liants les valeurs et les fonctions
propres des hamiltoniens partenaires supersymétriques. L’équation de Schrodinger

pour H; est donnée par [7, 8]
Hyy() = AT ApR) = EDyY, (1.26)
I’application de Hy sur Ad}g) meéne alors &
Hy (ApD)) = Aa* Ap(D) = A = ED (ap(D). (1.27)

de la méme maniére, ’équation de Schrédinger pour Ho s’écrit :

Hyp?) = AA* YD) = EPw(?), (1.28)
on peut alors écrire que
Hi (Awg)) — AT AAT D = AT Hp @ = E@) (Awgp) . (1.29)

Ces équations signifient que Ai/}%l) est une fonction propre de Hs avec la valeur

)

propre E,(l1 , et de la meme maniére A+¢1(12) est la fonction propre de H; avec la valeur

propre E,(f) .
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On peut aussi montrer que

1
UP = ——=Au. (1.30)
En+1
1) :
pour ¢, 7, , on obtient
) = A=Aty (131)
EY

On remarque que 'opérateur A (respectivement A' ) transforme non seulement
une fonction propre de Hp (respectivement de Hs) en une fonction propre de Ha
(respectivement de Hj) avec la méme énergie, mais il annihile aussi un nceud dans
la fonction propre. La fonction d’onde de I’état fondamental de H; est annihilée par

Popérateur A [7,, 5].
1.1.2 Invariance de forme

Soient les potentiels SUSY-partenaires Vj o(z;a1) définis précédemment

Vilsan) = W2(esar) - oS00, (1.32)
V(s a1) = W2(a: ay) + — DV (Zi01) (1.33)

V2m dx ’

mathématiquement, on parle d’invariance de forme si les potentiels Vi (z;a1) et Va(z;ag)

satisfont & la condition [2] [?]

Va(z;a1) = Vi(z; a2) + R(aq), (1.34)

ot R(ay) est une fonction indépendante de = appelée le reste, a; est un ensemble de

parametres et ag est fonction de a; c.-a-d. ag = f(a1). Notons qu’en général, on prend
az = aj + constante (1.35)

et on parle alors d’invariance par translation de paramétres.Notons qu’on trouve, parmi

les potentiels invariants de forme ; les potentiels connus tels que : l'oscillateur & trois
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dimension, potentiel coulombien, potentiel de Rosen-Morse, potentiel de Scarf ...etc

]

1.1.3 Potentiels superpartenaires

Prenons deux potentiels superpartenaires Vi(x;a1) et Va(x;asz), les hamiltoniens

associés ont des spectres identiques a I'exception de E(()l) =0, et on admet que [5]

n? d?
o= :
! 2m da? +Vilwa),
n? d?
Hy— - % . a1).
2 2m dz? * Va(zian)

Supposons, en plus, qu’ils satisfont & la condition d’invariance de forme :

Va(z;a1) = Vi(z; a2) + R(ar).

on peut alors dédiure une relation entre les hamiltoniens [?]

n? d? R? d?
Hy(a1) = ——7+V2(9L‘;a1):—%@—Fvl(x;az)—#—]%(al)

Hi(az) + R(a1).
L’équation de Schrédinger pour Ha(aq) s’écrit pour n =0

Ha(a)o$ (war) = ES(a)el (z,a1)
= (Hi(az) + R(a) ¥ (z,ay)
= Hi(a2)¢ (x,a1) + R(a1)$§) (x,a1).
de sorte que
H(a2)$ (2, a1) = B (a2)y ) (z, a1).

et

Hy(a)(w.ar) = (E§” (a2) + RBla)) v (@,a1)

= R(a)$) (z, a1),

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)
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sachant que

Hy(a2)p$ (x, a2) = BV (a)e (, a9) = 0. (1.43)

Iénergie de I'état fondamentale de H; est nulle [5] , ce qui méne a

2 1
v (@ a) = i (z,a2), (1.44)
EP (@) = Rla). (1.45)
En se servant de la correspondance ET(LQ) = Efbl_zl entre les spectres, on obtient 1’énergie

du premier niveau excité de H;
EP(a1) = EY (az) = R(ay). (1.46)
Et en utilisant 1'équation (1.31)), la fonction d’onde associée est définit par

v (@ a) = ——L—AO (@) (z,a1),
Ey” (a1)

1
= =A% (@) (@, 02), (L47)

ol w(()l)(x, az) est donnée par le superpotentiel W (x) et par la relation as = f(a1) qui
découle de I'invariance de forme.

Les relations précédentes se généralisent a un niveau n quelconque [5]

¢7(12)(xaa1) - ¢£Ll)(waa2>- (148)
E@(@) = EP(a) + Rla). (1.49)

Cela suggere de refaire le processus (|1.39)) en définissant une famille d’hamiltoniens
constituant des paires successives de partenaire supersymétriques, de fagons a ce que le

ni®me niveau de Hycorrespond a I'état fondamentale du (n — 1) hamiltonien [f] :

Hi(m) = —;ij;Jer(:v;m), (1.50)
Hs(ay) = Hi(a1)+ R(ay), (1.51)
H3(a1) = Ha+ R(a1) = i + Vi(z;a3) + R(a2) + R(a1),  (1.52)

 2mda?
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Alors ces hamiltoniens successifs ne différent finalement que par une constante
additives et par la valeur des paramétres. Ils ont donc les mémes fonctions propres aux

valeurs des parameétres prés
Ui (@ a1) = Y (w5 a9). (1.53)

et leur valeurs propres sont simplement décalées d’une valeur égale & la constante

additive qui sépare les hamiltoniens
B (a1) = BV (a2) + R(ay), (1.54)

Un traitement similaire pour les fonctions d’ondes états propres permet d’obtenir la

relation importante suivante [7]

1/}7(11)(56’@1) - ‘w“l))> wg)l(x a1),

( E7(L1)(a1
_ At (a1)A* (az) 1)
<\/E(1) (a1) (l)l(a )> ¢n72(x7 al)?

- 11 ["““kl)] oD (@, an). (1.55)

E(l)(an k)
1.1.4 L’oscillateur harmonique a 1-Dimension

Comme application, nous allons examiner une particule de masse m soumise au
potentiel harmonique :
—n? d* 1
— —— + —mw??| Y, (z) = By, (x), pour n=0,1,2, ... (1.56)

I’hamiltonien peut étre factorisé comme [6]

2 2
[hd + 1mw2m2} = AT A+ Ep, (1.57)

= —mw?z? — Ey. (1.58)
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On prend une solution sous la forme

de sorte que

1
a’z? — h a = —mw?z?® — K. (1.60)

V2m 2

on obtient par identification les relations suivantes

1 ha

2 2

a® = -—mw*, et FEy= .
2 0 V2m

Sachant que les valeurs propres du potentiel harmonique sont positives, on considére

(1.61)

que a est positif,

a=,/-w. (1.62)

Ey=—. (1.63)

qui coincide bien str avec la valeur connue.

La fonction propre de I'état fondamental est simplement obtenue sous la forme

’L/}O(x) = Ngexp |:_\/%7m /x W(y)dy:| = Ngexp [—7’21—;{’1-2] , (1.64)

la constante de normalisation Ny peut étre calculer en imposant que la norme de la

fonction vy(x) soit égale a 1. Ainsi un calcul simple donne [6]

Yo(x) = (%) i exp [—%mj] . (1.65)

Dans le but de calculer le spectre énergétique total du probléme, vérifions tout d’abord
que Vi(z,a) est invariant de forme. En effet, on a :

h
Vi(x;a = a®z? —
1( ) \/%

a. (1.66)

et d’apres((|1.25))

h
Va(z;a) = a?x? + ﬁa. (1.67)
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ainsi, la condition d’invariance de forme (|1.34]) donne

2h

Vo(z;a1) = Vi(z;ae) +
2(w5a1) = Vi(z;az) Tom

ai. (168)

est bien satisfaite pour

az = f(a1) = a1, (1.69)

et
2h

V2m
En utilisant ((?7)) et en tenant compte de (1.69)), (1.70) et(1.62)), le spectre de Vi (x; a2)

R(al) = ai. (1.70)

sera donnée par

EWY = nhw. (1.71)

d’aprés ((1.41]), le spectre de ’hamiltonien H est égal a [5]

E, = E{+E,

_hw (n + ;) . (1.72)

Quand aux fonctions propres des différents niveaux excités, elles s’obtiennent en uti-

lisant la formule ([1.55)). Sachant que

h d mw
AT = —— + — 1.
et
EW - EY = hw(n—k). (1.74)

on trouve alors [5]

/4 |1 ho\" d "

Ce résultat coincide bien avec I'expression connue dans la littérature. Cet exemple
montre Pefficacité de la supersymétrie dans la résolution de I’équation de Schrodinger

lorsque le potentiel est invariant de forme et la symétrie n’est pas brisée [6].



Chapitre 2

Régles de quantification
semi-classiques

2.1 Meéthode d’approximation WKB

En 1926 Léon Brillouin, Hendrik Anthony Kramers et Gregor Wentzel [9], [10] ,
[11] ont développés cette méthode. Le physicien Brillouin a ameélioré cette approche,
et celle-ci est maintenant connue par la méthode WKB c’est une puissante méthode
d’approximation , Elle permet, entre autres, de donner une expression approchée des
niveaux d’énergie et des fonctions d’onde des états liés dans un puits de potentiel et
de calculer la probabilité de transmission & travers une barriére de potentiel En déduit
aussi que cette méthode en général n’est pas exacte donc beaucoup de physiciens ont
cherchés a apporter des corrections a cette régle. une parmi les régles de quantification
formulées a été inspirée par la supersymetrie et la méthode d’approximation WKB
c’est la SWKB cette approximation préserve le niveau de dégénérescence parmi les
potentiels de partenaires supersymétriques. En outre, contrairement au WKB habituel,
cette approximation n’est pas seulement exacte pour les grands nombres quantiques,
mais est également exacte par construction pour n = 0. La condition de quantification
WKB supersymétrique de l'ordre le plus bas appliquée a un potentiel. La généralisation
proprement dite de la condition WKB n’a été formulée qu’en 2005 par Z. Q. Ma et B.

W. Xu. Ces deux physiciens ont rajouté un terme quantique de correction a la formule

14
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WKB. IIs ont eux méme dénommeés leur formule "régle exacte". Depuis sa formulation,
de nombreux travaux ont été publiés relatifs & son application pour differents types
de systémes.

Dans ce chapitre, nous examinerons d’abord les principaux résultats de la théorie
wkb, puis nous décrirons une extension récente de I'approche semi-classique inspirée
de susy appelée méthode swkb, nous montrerons que pour de nombreux problémes, la
méthode swkb donne une meilleure précision que la méthode wkb. En particulier, nous
discutons et prouvons le résultat remarquable que 'approximation du swkb de ’ordre
le plus bas donne des valeurs propres énergétiques exactes La régle de Ma-Xu fera
I'objet de la derniére partie. Le comportement de chacune de ces trois régles devant
le probléme de l'oscillateur et le potentiel coulombien sera également examiné.(article

mr kasri)
2.1.1 Principe de la méthode

L’approximation WKB consiste développer la phase S(r) en puissance de et négli-
ger dans ’équation de Schrodinger les termes d’ordre supérieur ou égal On remplace,
disons qu’on remplace I’équation de Schrodinger par sa limite classique. La méthode
a toutefois une portée plus générale que I’approximation classique, car cette manipu-
lation peut se faire méme dans des régions de ’espace I'nterprétation classique.

on commence par poser

W(r) = A(r) eXP(;%w(T)) = exp(-5(r)), (2.1)

A(z) = exp(T'(r)). (2.2)

on deduit que :

S(ry=W(r)+ ZT(’F). (2.3)
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2.1.2 Les solutions WKB A une dimension

On va appliquer la méthode WKB dans les problemes a une dimension .

soit W(z) la fonction d’onde solution de 1’équation de schrodinger

—h2 420 (z)
EV(w) =5 =

+ V(2)U(z). (2.4)

commencons par effectuer le changement de variable

U(x) = exp(%S(m)). (2.5)

I'équation differentiel satisfaite par S(z)

1 th

5 [8'(z)] - 58" (@) = [~ V()] (2.6)
o (@) - 5 (@) + (Vi) - B) =0 27)

L’approxiamation WKB consiste a développer la phase S(x) pour chercher la

solution de ’équation de schrodinger non linéaire tel que

S(x) = So(z) + h%S1(z) + ... (2.8)

On remplacant S(x) dans I’equation précédente on trouve :

i 2
o (S5(0) 4 11 (0) + 1285(0)) "~ 3 (8§1) 4 187 () + - 84(0) )+ (Vo) ~ ) =0
(2.9)
1 2 2 h2\ > 2
5 [(Sé(w)) + 72 (S1(x))" + <2> (S5(2))” + 2hS)(x) Sy (x) + K3 S{(x)Sy(z) + h*Sp(x)Sh ()
(2.10)

(- 2284(x) - 25t (@) — E2SY(@) + (V(@) — E) =0)

2m 4dm
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2 4 3 2
s | SO+ 5 (S1@)” + g (S50 + - ShSH(e) + 5 Si@)Sya) + 5 Sh(o)Shlo)

(2.11)

8m

(~ 4 55(@) — #2S1(w) — P54 (@) + (V(2) — ) = 0)

2m am

h2

L +
2m

» (Sh(2)Sh()+ (81 () =iSY (@) +(V () = B) = 0

(2.12)

(S5())*+ - (Sh() S ()~ 4 (@)

on introduisant ce developpement dans ’equation et a retenir que les termes d’ordre

(Sh(x))? =2m[E — V(z)]. (2.13)
alors N
So(x) = :l:/p(:z:’)d:n'si E - V(z), (2.14)
So(x) = i / 5(a)d'si B < V(). (2.15)
I’equation d’onde s’écrit :
C ) /
V=—expt— [ Pdx 2.16
75 OPE (2.16)

et sa solution générale approximative sera :

!

C i C i
U= \/ﬁexp(—kﬁ/Pd:L“) + % exp(—% /Pd:c) (2.17)

la solution au point a :

1 xr
U(z) = 5}5 Cos(ﬁ/a Pda — %) (2.18)
la solution au point b :
W) = & (1/de ™ (2.19)
xTr) = \/T)COS ﬁ . X 4 .
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!

C 1 [* i C 1 [t ™
= cos(> | Pdr—T)y="cos(> [ Pdz—" 2.2
\/ﬁcos(ﬁ/a dx 4) \/ﬁcos(h/x dx 4) (2.20)

avec C' = (—=1)"C

1 [* T 1 b T

dans cette région 0o = 01 + w,

1 [* s 1 b T
ﬁ/a de_él__ﬁ/x Pdl"l‘z‘i‘ﬂ'n (222)
1 b T
il Pdx— = =7, 2.2
ﬁ/a dx 5 =T (2.23)
finalement on trouve :
b 1
/ Pdx = (n+ 5)7177 (2.24)
ou
P(z) =+/2m(E — V(x) (2.25)

est I'impulsion locale de la particule.

ce qui donne
/\/2m(E —V(z)=(n+ %)hﬂ' (2.26)

c’est I'approximation WKB
pour le potentiel V (z) = %mwsz. on applique la methode d’approximation WKB
P(z) = \/2m(E — V(x) on remplace V(z) dans cette équation pour trouver le

spectre de ’énérgie :

P(z) = \/Qm(E — %mw2x2) (2.27)

E =V(z) = gmuw’z} =

1 1
P(z) = \/Zm(2mw2x% - §mw2x2) (2.28)
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P(z) = mwy/ (23 — 22 (2.29)

ce qui donne
xl zl 2
/ mwy/ (23 — 22dz = / 2mw/ (3 — 2?)dz = T (2.30)
2 2 2

2

mw;?” = (n+ %)hw (2.31)

aprés le calcul on trouce le specte de I'energie FE,, :

E, = hw(n + %) (2.32)

2.1.3 Application de la condition WKB

Potentiel de Patome d’hydrogéne :

I’equation radiale 1

R2U(1+ 1)
2mr2

(r) + (V(r) +

—h &
2mr dr?

- Enl)] Ry(r) =0 (2.33)

on a Ry(r) = Uy(r) on remplace dans I’equation et on trouve

_ 2
[QWZ.CiQ(Unl) + %(Veff("") - Enl>:| Uni(r) =0 (2.34)

En multipliant les deux membres de I’équation par r il vient alors pour I’équation

radiale :

2m dr?

—h d?
{ (Uni) + (Vegs(r) — Enl):| Un(r) =0 (2.35)
le potentiel de coulomb

2
Verp(r) = 4;6620% + h;ﬁ:;l) on le remplace dans I'equation ... :

r 2mr?

P(r)dr = Vom / :2 \/ <E + 4;260 L_ R+ 1)>dr (2.36)
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"2 re2 1 R2(I+1)
= /—9mE Z —r2 _ - d 2.
" /Tlr <T ineoBEr | 2mE >T (237)
pour simplifier le calcul on note B = %
et C = —l(l +1)
* maintenant on calcul les points tournants :
B —+/B? - 4AC
= 2.
1 5 (2.38)
B+ vV B?% —4AC
_ 2.39
T2 54 (2.39)
ce qui donne :
T2
/ P(r)dr = vV—2mE . \/ (r—ry)(re —r)dr (2.40)
rl rl
on va utiliser cet integral :
b dy
I(a.b \/ —a)(b—y) a+b — mVab (2.41)
r2 T
/ P(r)dr = v 72mE§(r1 +19) — /172 (2.42)
rl
~ V=2mEL(B - 2VC) (2.43)
T, —e? —h2
=vV2mE—-(—— -2 (I+1 2.44
e B amp L) (244)
1 T 2m
+ - )rh=— 7—271\/ (l+1 2.45
1. 1 —e*V/2
(n+3) = S TOVER i) (2.46)
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(44 iy = L evem (2.47)
n+ - = .
2 247 EoVvV—F
finalement on trouve le specte de 'atome d’hydrogéne qui est égale a :
e m
E=(— ) 5 (2.48)
T €0 2h2(n+ 5+ I+ 1))
Oscillateur hamonique a trois dimensions :
le potentiel total s’écrit :
1 55 RAI+1)
V(r)= SmwT + o (2.49)
on le remplace dans ’équation ... :
r2
1 R+ 1
P(r)dr =v2m /rl \/<E — §mw2r2 - 2(m:_2)> dr (2.50)
T2 2
1 1 RAI(L+1
P(r)dr =V 2m/ \/E?“2 — —muw?rt — R+ 1) )dr (2.51)
r1 T 2 2m
r2
1 1 R+ 1
P(r)dr = v—-2mE /rl r\/—rz + ﬁmw%‘L + Q(m—; )dr (2.52)
On pose
1 5 R2(1+ 1)
donc les points tournants son données par :
1—-—+v1—-4AC
nE\ (2.54)
1++v1—-4A
re = %C (2.55)
a l'aide de cette integrale :
r2 1 T
/ ~/(r—r1) (rg —r)dr = E(a—&-b) — mVab (2.56)
,

1 T
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T2 T2
/ P(r)dr = v—2mE : %\/(r —1r1) (rg — r)dr (2.57)

1
1
(n+3)mh = \/—2mE(g(A +0) — 1V/AC) (2.58)
nous aboutissons & ’expression du spéctre de 'oscillateur harmonique & trois di-

mensions :

E, = hw(n+ g) (2.59)

2.2 Formule de quantification WKB-Supersymétrique

2.2.1 Dérivation de la formule

Nous allons d’écrire ici une méthode inspirée de la SUSY et de la méthode d’ap-
proximation WKB appelée méthode WKB supersymétrique (SWKB) dérivée pour la
premiére fois dans [I2] par A. Comet, A. Bandrauk et D. Campbell dans leur article
"Exactness of semiclassical bound state energies for supersymmetric quantum mecha-
nics". Il s’avére que tous les problémes de la méthode SWKB donnent une meilleure
précision que la méthode WKB .La condition de quantification SWKB est exacte pour
une grande classe de potentiels appelée potentiel invariant En outre, nous discutons
et prouvons le résultat remarquable que ’approximation SWKB de 'ordre le plus bas
donne des valeurs propres énergétiques exactes

a lordre le plus bas, la condition WKB pour un potentiel unidimensionnel V' (x)

s’écrit

/ :1 VEm(E — V@) = (n + %)Fm (2.60)

ou z et x sont les points tournants définie par E,, = V(z1) = V (z2)

la quantification précédente prend la forme suivante [1§]

x2(h) 1
= / flx,h)dzr = (n+ =)hnm (2.61)
z1(h) 2
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_ (=) _ 2 h
z,h)dr = /| 2m(E, ' — W4(x) + ——=W'(x 2.62
e \/ ( (@) + 5=W"(x) (2.62)
le developpement limite est donné par
I = I+ hl; + O(R?) (2.63)
ou
b
Ip=1limT = / \/ om(ES) — W2(z)da (2.64)
et
dl
I =lim — 2.65
1 1m dh ( )
. 2 8f d$2 dl‘l

les deux derniers térmes sont égale a 0 f(z2,h) = f(x1,h) =0

en substituant 1’expression de I dans ’equation , on trouve [1§] :

1

_ [ O wrardes [ W'(z) _
1_/a \/Qm(E,S) W2(z)d +2/a erOW) (

le deuxieme integrale dans cette equation nous donne facilement %hﬂ'

donc la quantification SWKB est [18§]

/b \/QW(Ef(f) — W2(z)dz = nmh (2.68)

2.2.2 Application de la condition SWKB

oscillateur harmonique 4 une dimension :

comme application on a appliquer 'approximation SWKB pour un oscillateur har-

2

monique & une dimension sachant que V(z) = $mw?z? etle superpotentiel W (z) =

m
2’LU$

b
[SWEB / \/2m(E; — %w%ﬂ)dw = nrh (2.69)
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b
ISWKB _ / \/ZmE; — m2w2x?)dx = nrwh (2.70)
a
b —
2F,
ISWEB mw/ = — x2)dx = nwh (2.71)
o || mw
pour trouver les points tournants on doit résoudre
2E
2 n
— =0 2.72
x‘ + p— (2.72)
2E,
=+ 2.73
v maw? (2.73)
a et b verifient
2E, 2E~
a+b=+ %etab:— " (2.74)
mw mw

on utilise la formule suivante :

Via—x)(b+ z)dx = %(b—a)2 (2.75)

T m8E,
Zh—qg)2="21n 2.
finalement on déduit I’énérgie de 'oscillateur harmonique
E, =nwh (2.77)
et on sais que
1
Ey = iwh (2.78)
E, =E; + Ey (2.79)
1
= nwh + iwh (2.80)

E,=(n+ %)wh (2.81)
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Potentiel coulombien :

le potentiel coulombien prend la forme

2ml(l+1) €2
Vetf =322 — (2.82)

le superpotentiel associé est donné par :

m € (I+1)h
W(x) = \/;(l D Vo (2.83)

on remplace maintenant le superpotentiel W (z) dans la condition SWKB | et on

prend h=2m =1

2 l+1
[SWKB _ / € 2dp — 2.84
Ggp 7 Vdr=nn (2:84)
b 4 2 2
SWKB _ - € (1+1) e,
I B /a \/ "o (1+1)2 T2 + ?dr =nm (2.85)
/ \/ z+ 1) )+ 1)+ re2dr =nm (2.86)

les points tournants a et b sont donnés par :

_62_\/644_4(]3* (z+1)2)(l+1) . _e2+\/€4+4(E* (HI)Q)(H— 1)2
a = e frd

— ed — ed
2(En — i) 2En — giap)

(2.87)

et on peut facilement déduire que :

_ .2 —(1 12
a—i—b:—eeél,etab:L

— — 7 (2.88)
(En — 7o) (Bn — map)

le calcul de l'integrale I°WEB donne

JSWKB _ \/((l_|_1 / v/ (r—a)(b—r)dr (2.89)

7T€2

= - —7n(l+1)=nr (2.90)
2 wee — En)
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et a I’aide de cette integrale

/b % r—a)(b—r)dr = g(a +b) + mVab. (2.91)

nous obtenons ’expression du spéctre du potentiel coulombien

e 1 1

E_:ESWKB:— _
" " 4((l+1)2 (n+1+1)2

) (2.92)

on peut maintenant calculer I’énergie & 1’état fondamental a partir du potentiel

partenaire tel que

aw et e 1(l+1)
v =w? - —— = - — 2.
dr  4(1+4+1) r + r2 (2.93)
I(1+1) €2
V(r)— Eg= - ——-F 2.94
(r) — Eo 3 . 0 (2.94)
ce qui implique que
4
—e
Ey = .
T (2.95)

2.3 Reégle de quantification de Ma- Xu

En 2005, Ma et Xu [13], et en s’appuyant sur les travaux du physicien Z. Q.
Cao et ses colaborateurs [I5, [I6], ont proposé une nouvelle régle de quantification
améliorée, permettant de récupérer le spectre exact de certains systémes quantiques
exactement solvables. Depuis, de nombreux articles ont été publiés sur les applications
possibles de la formule Ma-Xu a des différents systémes [5-14]. Jusqu’a présent, le lien
entre l'exactitude de la formule Ma-Xu et la solvabilité du systéme considéré semble
étre resté pas clair. En fait, I'invariance de forme de translation du potentiel permet
d’assurer 'exactitude du Ma-Xu formule

Reégle de Ma-Xu :

En insérant ¢(x) = (1/¢(x)) dyp(z)/dx dans 'équation de Schrodinger

1 d
¥ (z) dz

dy(z),  —2m
) = (B V(). (2.96)

(
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on trouve
1 d —2m
il = E-V 2.97
) ds W) = S5 (B V(@) (2.97)
puisque le terme de gauche de I’équation précédente s’écrit tout simplement
1 de(x) dy(x)] _ dé(x) | 5
= 2.98
o [P e = T ) (299)
on arrive,ainsi a I’équation de Riccati
do(x) __2m 2
o - [E — V()] —¢*(x). (2.99)

C’est une équation différentielle du premier ordre. Il plus facile de résoudre, pour
I’état fondamentale du moins, I’équation de Ricatti que ’équation de Schrodinger.

Définissons maintenant un angle

tan H(x):j;g;, d’ou on a O(z)=arctan LIZE:;” +nm, (2.100)

ou n augmente de 1 pour chaque noeud de ¢(z) lorsque E > V(z), et nous savons par
ailleurs que

— g < arctan f§ < (2.101)

T
2
I'intégration de 6’'(z) entre deux points x4 et xp conduit, en vertu de I'équ.(2.100) a

B

/:B ) 4y~ lim arctan( k(z) ) 4 lim arcmn( k() > 2109)

A dx T o+ d(xa) T=Tp— o(zp)
les deux termes de la limite disparaissent aux points tournants, et en utilisant ’ex-

pression de 0(z)

dk(x) do(x)
dzx ¢*(x) + k2 (z) '
a partir de ’équation de Schrodinger, on tire
®(z) + k*(z) = — dng). (2.104)

et par conséquent

do(x)
dx

— k(z) - o(a) [d’;(j) ] [dﬁ;@] T Esve (2.105)
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En intégrant les deux membres de cette équation dans l’intervalle des deux points
tournants, nous aboutissons a
TR TR TR -1
/ Mdm :/ k:(:v)dx—/ o(z) [dk(a:)} [d(b(:c)] dx. (2.106)
2, dT - - dz dx

la comparaison des deux intégrales trouvées de 6(x), entraine [5]

" r@de | o) [H@] [#@] 7 4 -y (2.107)
[ wwrae= [ "ot |2 |57

on aboutit finalement & la régle de quantification exacte (sans approximation) a une

/x Y k(@)de = N + / " o) [d];(;)} {dfﬂ K3 (2109

A TA

dimension

avec N = (n+ 1) est le nombre de nceuds de ¢(z) qui est supérieur d’une unité au
nombre de nceuds de la fonction d’onde.

Le premier terme N7 est la contribution des noeuds de la dérivée de et le second

B dk d !
terme / o(x) [ d(xx)] [ ZE:)} dx représente la correction quantique.
TA

2.3.1 Correction quantique a la condition semi-classique WKB

La contribution majeure de Ma et Xu a été de trouver I’expression analytique de

la correction quantique v,, a la condition WKB

v (Ep) =7+ /x jB%(x) [dkgf)] [d¢§£x)]l da (2.109)

Nous voyons que ce terme de correction fait intervenir 'impulsion classique (sa dérivée)
mais surtout la dérivée logarithmique ¢,,(z) correspondante a 'état propre v, (z). La
détermination de =, suggére donc la connaissance de ¢, () qui n’est pas une tache
aisée. Ma et Xu ont observés que ce terme ne dépendait pas de I’énergie pour un grand

nombre de potentiels connues, et par conséquent, il suffit de poser [21]

v (En) =7 (Eo) =7+ /%B’“é("”“)zgg

da (2.110)
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En pratique la régle exacte est utilisée avec le terme de correction vy (Ep). C’est a dire
B
/ k(z)dr = nm + v (Ep) (2.111)
A
remarque :
Ma et Xu ont testé la formule (2.111]) pour plusieurs potentiels connues et ils ont pu
reproduire les niveaux d’énergie exactes. Mais ces derniers n’ont pas donnés d’éléments

de réponse a la question de savoir dans dans qu’elles conditions la proposition

7 (En) =7 (Eo) (2.112)

était vérifice. Mais comme cela a été souligné par Y. Grandati et A. Bérard [21], la
condition est satisfaite pour tous les potentiels invariants de forme par trans-
lation. Leur arguments s’appuye sur les résultats de travaux antérieurs obtenus par
Barclay [22] qui a démontré que pour tous les potentiels (TSIP) : la somme des termes
d’ordres supérieurs dans le développement en A de la condition WKB convergeaient

vers une constante et sont par conséquent indépendant de I’énergie.
2.3.2 Espace a trois dimensions

La regle de quantification peut étre généralisée a I’équation de Schrodinger a trois
dimensions pour des potentiels & symetrie sphérique. Aprés séparation de la partie

radiale de la fonction d’onde

1
(1) = —R(r)Y;, (0,¢). (2.113)
I’équation radiale devient
d*R(r) 2m
72 = ~ 5z [E — Veff] R(r), (2.114)

elle est similaire a ’équation de Schrodinger & une dimension, avec

R2L(1+1)

Vesr =V(r)+ —5 3

(2.115)
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ainsi, la régle de quantification a trois dimensions s’écrit

/T:Bk:n(r)dr = N+ / :B(;s(r) [C”;Sf)] [dfgﬁ)} ar, (2.116)

avec

_ V2m[B, - V()

k(1) - )

et E > V(z).L’énergie s’obtient a partir de la dérivée logarithmique ¢(r) définit par

1 dR(r)
R(r) dr ~’

o(r)= (2.117)

ou r4 et rp sont deux points tournants déterminés par £ = Vs (r).
Nous allons maintenant traiter trois problémes : le premier est celui du potentiel
de Poscillateur harmonique dans un cadre non relativiste, le deuxiéme est ’étude d’un

pion chargé ( relativiste) et nous terminerons par I’étude d’un potetiel non-central.
2.3.3 Oscillateur harmonique & 3 dimensions

Le potentiel total s’écrit

I 55 RAUI+1)
V(r)= ST + o (2.118)
les points tournants son données comme suit
5 1/2
h Enl Enl
_ EEAA Nt N LN B 1 2.11
o= e (- () - (2.119)
5 1/2
h Enl Enl
= — | — — ) =1l(l+1 . 2.120
= mw \ hw + <hw> (t+1) ( )

La solution de I’équation de Riccati et I’énergie de 1’état fondamental sont données
par [13]

I+1 &
S(r) — *7: -—r, (2.121)
Ey = hw<l+3>, (2.122)

2
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les intégrales dans ’équation (2.111)) ont pour valeurs [13]

/T:Bkn(r)dr :g <§w’” ~ i+ 1)> (2.123)
/r:Bd)(T) [dlilir)} {dégir)] 71d7’ - g <l ~VI+1) - ;) , avec n=1 (2.124)

I’application de la régle exacte conduit au résultat attendu

Ey = hw <n + ;’) (2.125)



Chapitre 3

Application de la SWKB a une
famille de potentiels

. La classification des potentiels solubles en famille a été I’un des fruit de la SUSY et
I'invariance de forme. L’avantage de cette derniére est qu’elle permet un traitement uni-
fié d’'un groupe de potentiel, contrairement & I’approche standard qui étudiait chaque
potentiel soluble séparement de tous les autres. Récemment, une nouvelle classification
a été proposée [23] des potentiels invariants de forme par translation qui repose sur
deux grande classe . La premiére dite générique regroupe les potentiels de Rosen-Morse
(Iet II) et le potentiel d’Eckart. Quant a la seconde, en contient les potentiels du type
Poshll-Teller ( les trois potentiels) et du type Scarf (I et II) .Dans cette partie, nous
allons appliqué la formule SWKB pour extraire les niveaux d’énergie pour la premiére
classe de potentiels.

Nous disons qu’un potentiel unidimensionnel V' (x) est un potentiel générique de la
1 ére catégorie ,avec Un choix approprié d’une fonction y(x) [21]

on a les 2 conditions suivantes :
Viz) — V(y) =Xy’ + Ay + Ao, A2 =0 (3.1)

y' () = a(l£y®) >0

Nous recherchons maintenant le superpotentiel associé a cette catégorie. Pour une

particule soumise & un potentiel V(x) avec un spectre d’état lié (E,; ¥,,)

32
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Le superpotentiel est donné en termes de la fonction d’onde de I’état fondamental

Uy par la relation (h=2m =1)

W(z) = dd (In o) (3.2)

X

W (z) étant une solution de I’équation non linéaire de Riccati
W2 - W'(z) =V(z)— Ep (3.3)

En cherchant une solution polynomiale W(y) de léquation W (z) exprimée en
fonction de la variable y, on obtient : W(y) = ay + b (a = 0) ou les coefficients a

et b et I’énergie de I’état fondamental Ey sont donnés

par :
a::l:%—f— (%)2+/\2, b= ;‘—; (3.4)
FEo = \o + aa — b2, (3.5)

de la 1 ére équation on obtient :
ala Fa) = Ao (3.6)

3.1 Le spectre de la premiére catégorie de potentiels

3.1.1 Expression analytique des niveaux d’énergie

La condition de quantification SWKB est la version supersymétrique de 1’état

connu de JWKB | Et permet d’estimer les niveaux d’énergie de V' (z) via 'identité :

TR
[SWKB _ / ES) —W2(2)dz = nr (3.7
L

ou xgr, et xgr sont les points tournants et ESL_) = F, — Ey. Le superpotentiel est

donné par

W(y) =ay+0b
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dy 2 dy
o) = dr= g (3.8)
TR d
[SWEB :/ VES) -y — 3.9
TR d
_ (-) 2 Y
= By — b)y?———— 3.10
/n VED — @+ br (3.10)
TR d
b2 2yb dy
- - = 3.12
oL a*> a (1+y?) (312
a [oR 22 ES)—b2 dy
_a a2 3.13
a/zL \/ y oV a? (1+y2) (3.13)
les solutions de cette équation
22 B -2
—y =y — 5 =0 (3.14)
a a
(=) (=)
sont les points tournants (A = (%b)2 + 4E”a L. 4%5 )
(=) (-)
£y B,
ySR—f—F\/ P ,ySL—f \| =5 2 (3.15)
la somme et la différence s’écrivent
—2b
YSR T YsL = 0 (3.16)
(=) _ g2
By’ —b
YSR-YSL = =5 (3.17)

I'integral précédente peut étre écrite sous la forme
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LI I U o b BT | dy
[SWEB _ a/ - n_y_ (= i 3.18
a or ( a + aQ ) y y ( a a2 ) (1 in) ( )
qui prend la forme plus simple suivante
TR d
[SWEKB _ @ / _ _ 9w 1
o) Vysr —ylly — ysi] 0z (3.19)

Le premier cas

Y =a(l+y?)

Pour trouver le spectre E, on doit calculer I'integrale I°WXB d’abord dans Pour

ce faire, on utilise la relation suivante

[NIE

TR dy T
/:BL [ﬁ—y][y—a]mzﬁ[\/1+am—aﬂ+1} —71  (3.20)

et I'intégrale en question se transforme en

2
JSWKB _ 0T —b B —b E) n ES) — b2 Ta

a\/i a

la condition SWKB I°WXB — nr. nous permet alors d’écrire que

1
ar | [EC)2 o 2 B 02]%  ra
14+ — 44— 1—-=| ——== 3.22
aﬁ\/a4++a4+a2+a2+ o —=nn (3.22)
1
T [\/E(—)Q +at+ bh 1 40202 + B 4 a2 — bﬂ 2T (3.23)
a2 o

finalement on obtient

JSWKB _ 7:/5 [\/(E(—)+a2—b2)2+4a2b2+E,S)+a2—b2]
a
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Pour la premiére catégorie de potentiels, le calcul du spectre énergétique est réalisé

ISWKB

en résolvant I’équation = n 0. On introduit la notations suivante 7, = E(7) +

a? —b?

ISWKB)

dans l'equation précédente ( La substitution de ces variables & l'identité

ISWKB — nr donne en conséquence

/M3 + 4a2b? 4y = 2(a + an)? (3.25)

(a+an)? Est 'une des deux solutions de I’équation quadratique %ZQ—nl Z—2b%a? =

—m £ /0] — 4a?b?
2

Zig = = 2(a + an)? (3.26)

Il est suffisant de résoudre ce dernier par rapport & n; On obtient I’expression

analytique du niveau d’énergie F,, :

_ e + (a + an)? (3.27)

= (a+ an)? '

en tenant compte que b = g—é et Eé_) =F,— Ey

= _7)\% + (a + an)? (3.28)

= 4(a + an)? '
E,—\ —aa+a2:_7)\%+(a+om)2 (3.29)

no 0 4(a + an)? ’

-\ 2 _ 2

En:m—i—(a—l—an) —a“+aa+ Ao (3.30)

le 2 éme cas y' = a (1 —y?)

En tenant compte de la formule intégrale suivante [24]

A 7T
| VE=Du—ar s = - VI-a (-5 - VIt 0 +5)] ~1<a<f<l,

(3.31)
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et comme lintégrale ISWHEB est donnée dans 1’équation (3.19), on obtient alors

19wKn - T [Qa— Via+0? = Er = J/(a - —Eg] -

On introduit, maintenant, la notations suivante

My = \/(a +b)2 — By (3.32)

2(an — a) est alors 'une des deux solutions de 1’équation quadratique

1
522 + 1 Z +2ba =0 (3.33)

en effet ;

Z1g = —ny £ /13 — 4ab = 2(an — a) (3.34)

11 est suffisant de résoudre cette derniére par rapport & 17, . On obtient 1’expression

analytique du niveau d’énergie E,

B —2ba_ 1

= ~7 3.35
72 7 9 ( )
en remplacant, on aura
ba
c’est a dire
2 _ (ba)2 2
ny = W + (OHL — a) + 2ab (337)

'utilisation de ([3.32]) nous conduit ainsi

b 2
2R B = mfﬁf%  (an — a)? (3.38)
qui n’est autre que
2 2 (ba)? 2
CL"‘b —En-l—Eozan(om—a) (339)

et en tenant compte aussi de

Ey = Ao + aa — b2
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on obtient finalement 1’éxpression du spectre E,

_A% 2 2

3.2 Rosen Morse

Dans la mécanique quantique, un potentiel attractif localisé supporte généralement
un ensemble d’états liés caractérisé par un spectre discret d’énergies autorisées avec
un continuum d’états de diffusion,

caractérisé (dans une dimension) par ’énergie dépendant le déphasage.le potentiel
de Morse, nommé d’aprés le physicien Philip Morse, est un modéle pratique d’énergie
potentielle pour une molécule diatomique. C’est une meilleure approximation pour la
structure vibrationnelle de la molécule que celle de 'oscillateur harmonique quantique
car il comprend de maniére explicite les effets d’une rupture de liaison, comme I’exis-
tence des états non liés. Il prend aussi en compte I’anharmonicité des liaisons réelles
et la probabilité non nulle de transition pour les états harmoniques et les bandes de

combinaison. [25]

3.3 Potentiel de Rosen Morse 1

Le potentiel Rosen Morse I avec un état fondamental a énergie nulle a la forme [5]

A(A - B?
V(z) = M + 2B cot(ax) — A? + —5, 0<ax<m (3.41)
sin”(ax) A
On utilise le variable
y = —cot(ax) , (¥ (z) = a(l+47), (3.42)
et & 'aide de
1
=1+ coth? az

sin? oz
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le potentiel devient
2 »  B?
V(iy)=A(A—a)[1+y*] —2By— A + 5 (3.43)
B2
V(y) = A(A - a)y* — 2By + yri aA
en posant comme nouvelle notations
Ao =A(A—-a) (3.44)
A =—-2B (3.45)
BZ
le superpotentiel s’écrit alors
w(y) =Ay+B=2b+y
B
a 1 (3.47)
on remplce dans expression de I’énergie pour le cas y/(z) = T
(=) L 2 g2 —\ 2
E" —br=—— 3.48
. ta 4(a+an)2+(a+0zn) ( )
c’est a dire
ES) = T + (a + an)? — a® + b? (3.49)
" 4(a + an)? ’
et comme E,, = E7(f) + Ey, on aura
)\2
E,=—a’>+aa+ X\ — ! 5+ (a+ an)? (3.50)

4(a+an)?
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on remplace A\g A1 Ao et a et b
B? 4B?
E, = —A? A+ ——-—aAd——— -+ (A 2 .51
+a +A2 o 4(A—|—om)2+( +an) (3.51)
BZ B2
E,=— — A?— A 2 52
yE (A+om)2+( + an) (3.52)

3.4 Potentiel de Rosen Morse 11

Le potentiel Rosen Morse II Le potentiel Rosen Morse I avec un état fondamental

a énergie nulle a la forme [24]

A(A—a) , B?
=-——_ ~ +2Btanh A —
V(zx) cosh®(az) + anh(ax) + A° + Yok
on introduit le variable
y = tanh(ax)
y = a(l-y?)

et & l'aide de la relation

1

m = (1 — tanh?(ax))

le potentiel se transforme

2

V(z) = ~A(A - a)(1 ~ tanh®(0) + 2B tanh(0z) + o + A°

2

V(z) = A(A - o) tanh? (az) + 2B tanh(az) + % —od

qu’on peut réécrire
2

B
V(y) = A(A+ a)y* + 2By + yri aA

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Pour le supepotentiel, nous aurons
B
W(z) = Atanh(az) + 1 (3.60)
il n’est pas diificile de voir que
B2
A =2B ; Ag = yeil aA i e =A(A+ a) (3.61)
et
B
a=4 . (362)
On remplce dans ’énergie pour notre cas
- —(ba)2 2 2 2
en utilisant la relation E,, = E,(l_) + Ejy, on arrive a
E'n:i—(an—a)2+a2+b2+>\o+afl—b2 (3.64)
(an — a)?
qu’on peut écrire
E B ( 2 +a®+ X +ad (3.65)
=————(an—a a Q .
" (an —a)? 0
on remplace A\g A1 A2 et a et b on trouve
B? B?
E,=A+— —(an—A? - ——— 3.66
" T (an — A) (an — A)? (8.66)



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons tout d’abord introduit certaines techniques utilisée
en SUSY QM. Nous avons soulignés 'inportance du concept de superpotentiel et I'in-
variance de forme des potentiels. Nous avons égélement présentés ’approche WKB et
la condition de quantification qui en découle. Celle-ci bien qu’elle fournisse un acces
au spectre n’est , pour la majorité des systémes physiques, pas exacte. La version su-
persymétrique de la condition WKB, obtenue en combinant les idées de la SUSY et
I’approximation WKB s’avére beaucoup plus précise pour le calcul des spectres E,,.
Nous avons vu que la SWKB faisait intervenir non pas le potentiel auquel est soumise
la particule mais le superpotentiel associé. Ce dernier est la solution de I’équation
de Riccati pour I’état fondamental. Dans la derniére partie du second chapitre, on a
introduit la reégle exacte de Ma-Xu qui représente la version quantique de la condi-
tion WKB. Nous avons ainsi fait le tour de ’essentiel des formules de quantifications
utilisée pour l'extraction des spectres.

L’adoption de la récente classification des potentiels nous a permis le traitement
unifié¢ de deux potentiels : Rosen-Morse I et Rosen Morse I1. Tout d’abord, vous avons
commencé par déterminer le superpotentiel associé & cette classe en résolvant ’équation
de Riccati. L’application de la régle SWKB nous a conduit & I'expression analytique
globale pour cette famille. L’application directe ensuite a permis de reproduire les

résultats des niveaux d’énergie pour les potentiels Rosen-Morse I et II.
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