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Introduction

Comme une partie très importante de l’analyse non linéaire, la théorie du point fixe joue

un rôle clé en ce qui concerne la résolution de nombreux systèmes complexes issus des ma-

thématiques appliquées (réacteurs chimiques, transport de neutrons, biologie des populations,

maladies infectieuses, économie, mécanique appliquée, . . . ). La théorie elle-même s’est dévelop-

pée rapidement dans de nombreuses directions commençant par le théorème du point fixe de

Brouwer (1910), le principe de contraction de Banach (1922) et le théorème du point fixe de

Schauder pour les applications compactes (1930). Le théorème du point fixe de Krasnosel’skii

pour la somme de deux opérateurs (1955) est considéré à la fois comme une extension et une

combinaison de ces deux derniers résultats (voir [16, 25, 38]).

Beaucoup de théorèmes du point fixe ont fourni des critères pour l’existence d’une solution

positive ou des solutions positives multiples pour des problèmes aux limites. Certains de ces

théorèmes peuvent être trouvés dans les travaux de Guo [20, 21, 22], Krasnosel’skii [28], Leggett

et Williams [32] et Avery et al.[6, 9].

Les théorèmes du point fixe mentionnés ci-dessus ont été appliqués par de nombreux au-

teurs dans des travaux traitant des équations différentielles ordinaires [5, 8, 19] et équations

dynamiques sur les échelles de temps [18, 30, 35]. Ces théorèmes ont été également utilisés pour

développer des résultats concernant des équations aux différences [7, 15, 23, 33].

L’indice du point fixe est un concept de la théorie du point fixe, qui peut être considéré comme

une mesure de multiplicité des points fixes positifs pour des opérateurs non linéaires possé-

dant certaines propriétés. Notons que la théorie du point fixe positif a également été fortement

influencée par l’avancement des travaux de recherche réalisés sur cet indice pour différentes

1



Introduction 2

classes d’applications.

Nous nous intéressons, dans ce mémoire, à présenter quelques types des théorèmes des points

fixes multiples. Ces théorèmes donnent des conditions suffisantes qui assurent l’existence de deux

ou trois points fixes sur un cône d’un espace de Banach. Nous nous intéressons, également, aux

questions d’existence et de localisation de solutions positives pour des problèmes aux limites

associés aux E.D.O, ainsi que pour des équations intégrales de type Hammerstein.

Ce mémoire se compose de cinq chapitres :

Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques notions de base indispensables

à la compréhension de la suite du travail. Nous commençons par le concept d’un cône, ensuite

nous définissions un des outils de base de l’analyse fonctionnelle ; le degré topologique de Leray-

Schauder pour les perturbations compactes de l’identité, puis nous introduirons l’indice du

point fixe qui est une extension de ce dernier. Et nous terminerons ce chapitre par donner les

théorèmes d’expansion et de compression d’un cône les plus utilisés dans la littérature pour

la recherche des solutions positives. Il s’agit du théorème d’expansion et de compression d’un

cône de type ordre dû a Krasnosel’skii (1964) et celui de type norme dû a Guo (1988).

Grace à ces deux derniers résultats, des théorèmes des points fixes multiples qui assurent

l’existence d’au moins deux points fixes ont été établis. Ces théorèmes sont utilisés à la résolution

d’une équation intégrale de type Hammerstein et d’un problème aux limites du second ordre,

ce qui fera l’objet du deuxième chapitre.

Dans le troisième chapitre nous présentons un résultat de multiplicité d’Amann qui remplace

l’expansion et la compression de l’opérateur du point fixe en certaines frontières par l’expansion

et la compression de cet opérateur uniquement en certains points. Ce résultat représente une

généralisation directe et naturelle du théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de

Banach ordonné quelconque en utilisant les intervalles ordonnés. Notons que ce résultat de

multiplicité est une conséquence d’un théorème plus général dû à H.Amann [2]. Ce dernier

assure l’existence d’au moins trois points fixes pour un opérateur complètement continu.

Dans le quatrième chapitre nous présentons les méthodes développées par Leggett et Williams



Introduction 3

améliorant les résultats d’Amann. Ce chapitre est constitué de deux parties, dans la première

nous exposons les méthodes des points fixes multiples développées par Leggett et Williams pour

la résolution de deux problèmes aux limites issues de la théorie des réacteurs chimiques. Dans

la deuxième partie nous présentons un théorème de trois points fixes développé par Leggett et

Williams qui permet d’étudier une large classe de problèmes. Ce théorème discute l’existence

des points fixes d’un opérateur non linéaire complètement continu défini sur un cône K d’un

espace de Banach ordonné E, pour des ensembles de la forme :

S(α, a, b) = {x ∈ K : α(x) ≥ a et ‖x‖ ≤ b}

où a, b ∈ (0,+∞) et α est une fonctionnelle concave. Notons que dans ce type de théorèmes, la

concavité est essentielle pour donner des estimations importantes ainsi que dans la définition

d’un cône approprié. De récentes généralisations de ce type de théorèmes sont utilisées pour

obtenir des solutions positives sous des conditions plus flexibles.

Dans le cinquième chapitre nous présentons le théorème de Li-Han (2004) généralisant, à la

fois, les théorèmes de trois points fixes d’Amann et de Leggett-Williams, qui sont apparemment

complètement indépendants l’un de l’autre. Dans le théorème de Li-Han, l’ensemble des points

fixes est de la forme :

X(β, α, a, b) = {x ∈ X : α(x) > a, β(x) 6 b}.

où X est un sous ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach E, en particulier

X peut être un cône. Les fonctionnelles α, β sont concave et convexe, respectivement.



Notations

p.p Presque partout.

resp. Respectivement.

(a, b) Intervalle ouvert ]a, b[.

∂Ω La frontière de Ω.

Ω̊ L’intérieur de Ω.

Ω L’adhérence de Ω.

‖.‖ Une norme.

I L’application identité.

f |V La restriction de f dans V.

i(f, U,D) Indice du point fixe de f sur U par rapport à D.

Fix(f) L’ensemble des points fixes de f.

rang F La dimension de l’espace image par l’opérateurF.

A invariant Un ensemble A est dit invariant par un opérateur F si F (A) ⊂ A.

C(X, Y ) L’espace de toutes les fonctions continues de X dans Y.

C(Ω) L’espace de toutes les fonctions continues de Ω dans R.

C+(Ω) L’espace des fonctions positives continues de C(Ω).

L∞(Ω) L’espace de toutes les fonctions presque partout bornées

a valeurs réelles Lebesgue mesurable.

mes(D) Mesure de Lebesgue de L’ensemble D.

Conv(A) Le plus petit convexe contenant A.

4



1 Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les résultats préliminaires indispensables à la compréhen-

sion de la suite du travail.

1.1 Les cônes

Dans ce qui suit (E, ‖.‖) désigne un espace de Banach.

Définition 1.1. Un sous ensemble P ⊂ E non vide, convexe et fermé est dit cône s’il vérifie

les deux conditions suivantes :

(i) (x ∈ P et λ ≥ 0)⇒ λx ∈ P ;

(ii) (x ∈ P et −x ∈ P)⇒ x = 0, i.e., (P ∩ (−P) = {0}).

Définition 1.2. Pour tout cône P de E, on peut définir sur E une relation d’ordre partiel

comme suit :

∀x, y ∈ E : x ≤ y ⇔ y − x ∈ P .

Nous pouvons aussi définir les relations d’ordre partiel suivantes :

I x < y ⇔ x ≤ y et x 6= y.

I x� y ⇔ y − x ∈ P̊ si P̊ 6= ∅.

I x 
 y ⇔ y − x 6∈ P .

5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 6

On définit aussi, le segment d’un cône P (intervalle ordonné) par :

[x, y] = {z ∈ P : x ≤ z ≤ y}.

Remarque 1.1. Un espace de Banach qui contient un cône, est dit un espace de Banach

ordonné.

Définition 1.3. Soit P un cône de E. Alors, on dit que

I P est normal s’il existe une constante δ > 0 tel que

‖x+ y‖ ≥ δ, ∀x, y ∈ P avec ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

I P est solide si P̊ 6= ∅ où P̊ = int(P) c’est l’intérieur de P.

I P est générateur si E = P − P , i.e, ∀x ∈ E,∃ u, v ∈ P tels que : x = u− v.

(en d’autres termes tout élément x ∈ E peut s’écrire sous la forme : x = u − v où

u, v ∈ P)

Remarque 1.2. Géométriquement, la normalité d’un cône signifie que l’angle entre chaque

deux vecteurs unitaires positifs ne peut pas dépasser π. Autrement dit, un cône normal ne peut

pas être trop large.

Le théorème suivant nous donne d’autres définitions d’un cône normal.

Théorème 1.1. (voir [21, Theorem 1.1, page 4]). Soit P un cône de l’espace de Banach E.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. P est normal ;

2. ∃γ > 0 tel que ‖x+ y‖ ≥ γmax{‖x‖, ‖y‖} ∀x, y ∈ P ;

3. ∃N > 0 tel que 0 ≤ x ≤ y ⇒ ‖x‖ ≤ N ‖y‖ ∀x, y ∈ P ;

(i.e. la norme ‖.‖ est semi monotone).

4. Tout intervalle ordonné [x, y] = {z ∈ E : x ≤ z ≤ y} est borné.
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Exemple 1.1.

1. Soient E = Rn et P1 = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, ..., n} = (R+)n.

(a) P1 est un cône solide et générateur dans Rn, car P̊1 = (R∗+)n et comme R+ est un

cône générateur sur R, alors pour i = 1, ..., n : ∀xi ∈ R, ∃ui, vi ∈ R+ : xi = ui − vi.

(b) De plus, comme toutes les normes sur Rn sont monotones on a

∀x, y ∈ Rn, 0Rn ≤ x ≤ y ⇒ ‖x‖ ≤ ‖y‖.

Donc P1 est normal avec la constante de normalité N = 1.

2. Soit E = C(G), l’espace des fonctions continues sur un fermé borné G ⊂ Rn, muni de la

norme ‖x‖C(G) = sup
t∈G
|x(t)| et P2 = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, ∀t ∈ G}.

(a) P2 est un cône solide et générateur sur C(G).

(b) P2 est normal car la norme ‖.‖C(G) est monotone sur C(G).

(c) On définit d’autres cônes sur E tels que :

P3 = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, et
∫
G0
x(t)dt ≥ ε0‖x(t)‖C(G)},

P4 = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, et min
t∈G1

(x(t)) ≥ ε1‖x(t)‖C(G)}.

avec G0, G1 sont des sous ensembles fermés de G, et ε0 et ε1 sont deux constantes

telles que : 0 < ε0 < mes(G0) et 0 < ε1 < 1. On a P3 ⊂ P2 et P4 ⊂ P2 et tous les

deux sont des cônes solides et normaux sur C(G).

3. Soit E = Lp(Ω), l’espace des fonctions Lebesgue-intégrable sur Ω ⊂ Rn avec p ≥ 1 et

0 < mes(Ω) <∞ muni de la norme ‖x‖ =
(∫

Ω
|x(t)|p dt

) 1
p

et

P5 = L+
p (Ω) = {x ∈ Lp(Ω) : x(t) ≥ 0 p.p dans Ω}.

Il est clair que P5 est un cône générateur, et puisque la norme de Lp(Ω) est croissante,

alors il est normal, mais il n’est pas solide, car P̊5 = ∅ sauf le cône L+
∞(Ω) qui est

d’intérieur non vide. En effet, si P̊5 était d’intérieur non vide alors ∃f ∈ P̊5,
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i.e. ∃δ > 0 tel que : B(f, δ) ⊂ P5.

On prend Ω = [0, 1], et considérons la suite (fn)n∈N définie par :

fn(t) =


−f(t), si t ∈ [0, 1

n
],

f(t), si t ∈] 1
n
, 1].

Alors

∫ 1

0
|fn(t)− f(t)|pdt =

∫ 1
n

0
|fn(t)− f(t)|pdt+

∫ 1

1
n

|fn(t)− f(t)|pdt

=
∫ 1

n

0
| − f(t)− f(t)|pdt+

∫ 1

1
n

|f(t)− f(t)|pdt

= 2p
∫ 1

n

0
|f(t)|pdt.

Donc ‖fn − f‖ =
(

2
∫ 1
n

0 |f(t)|pdt
) 1
p

→ 0 quand n→∞, car f ∈ L+
p (Ω), c’est à dire

∀δ > 0,∃n0 ∈ N, n ≥ n0 ⇒ ‖fn − f‖ ≤ δ,

ce qui entaîne que

∀δ > 0,∃n0 ∈ N, n ≥ n0 ⇒ fn ∈ B(f, δ),

ce qui contredit le fait que fn n’est pas dans le cône P5, car mes
(
[0, 1

n
]
)
6= 0.

1.2 Quelques classes d’opérateurs

1.2.1 Opérateurs monotones

Définition 1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach ordonnés et T : D ⊂ X → Y un

opérateur.

(a) T est dit croissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx ≤ Ty.

(b) T est dit strictement croissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx < Ty.

(c) T est dit fortement croissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx� Ty.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 9

(d) T est dit décroissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx ≥ Ty.

(e) T est dit strictement décroissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx > Ty.

(f) T est dit fortement décroissant si ∀x, y ∈ D, x < y ⇒ Tx� Ty.

1.2.2 Opérateurs complètement continus

Définition 1.5. Soit T : Ω ⊂ E → E un opérateur continu. On dit que :

(i) T est borné s’il transforme les bornés de Ω en des ensembles bornés.

(ii) T est compact si l’ensemble T (Ω) est relativement compact.

(iii) T est complètement continu s’il transforme les bornés de Ω en des ensembles relativement

compacts.

Remarque 1.3. (a) Tout opérateur compact est complètement continu.

(b) Si Ω est borné, la réciproque est vraie.

Définition 1.6. (définition d’un opérateur compact en utilisant les suites) Soient X et Y deux

espaces de Banach. Soit T : X → Y un opérateur continu. T : X → Y est compact si et

seulement si pour toute suite (xn)n∈N de X on peut extraire une sous suite (xnk)k∈N telle que la

suite (T (xnk))k∈N converge dans Y.

Théorème 1.2. (Critère de compacité d’Ascoli-Arzelà)[13]

Soit X un espace métrique compact et Y un espace de Banach. H ⊂ C (X, Y ) un sous-espace

muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.,

∀x ∈ X, l’ensemble {f (x) : f ∈ H} est borné dans Y .

2. H est équi-continu, i.e.

∀ ε > 0, ∃ V ∈ V (x) , ∀ y ∈ X ; y ∈ V ⇒ ‖f (y)− f (x)‖Y ≤ ε, ∀f ∈ H.

Cas où X = [a, b] ⊂ R et Y = R
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Théorème 1.3. (Cas particulier d’Ascoli-Arzelà)

Soit (fn)n∈N ⊂ C([a, b],R) une suite vérifiant :

(1) (fn)n∈N est uniformément bornée, i.e., ∃ c > 0, ∀n ∈ N : |fn| ≤ c.

(2) (fn)n∈N est équi-continue, i.e., ∀ ε > 0, ∃ δ = δ (ε), ∀x, y ∈ [a, b] :

|x− y| ≤ δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| ≤ ε,∀n ∈ N.

Alors, (fn)n∈N admet une sous-suite convergente. (i.e., (fn)n∈N est relativement com-

pacte).

Corollaire 1.1. Si (fn)n∈N est bornée dans Ck+1([a, b],R), alors elle admet une sous-suite

convergente dans Ck([a, b],R).

Lemme 1.1. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue "T.C.D.L")

Soit (fn)n∈N une suite de L1(Ω) avec Ω ⊂ Rn. Supposons que :

(i) fn(x)→ f(x), quand n→∞ p.p dans Ω,

(ii) il existe une fonction g ≥ 0 et g ∈ L1(Ω) telle que ∀n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) p.p dans Ω.

Alors, f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, quand n→∞.

1.3 Indice du point fixe

La théorie du point fixe dans les espaces de Banach, soit sous forme de théorèmes du

point fixe ou sous forme de méthodes topologiques liées au degré topologique, a été largement

appliquées dans l’étude de l’existence et de la multiplicité des solutions pour des problèmes aux

limites non linéaires. L’indice du point fixe est un concept de la théorie du point fixe. Nous

pouvons le considérer comme une mesure de multiplicité des points fixes des opérateurs non

linéaires possédants certaines propriétés.

Dans cette section nous nous intéresserons à l’indice du point fixe pour la classe des opéra-

teurs complètement continus.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 11

1.3.1 Degré topologique de Leray-Schauder

Le degré topologique de Leray-Schauder est construit pour les applications qui diffèrent de

l’identité par une application compacte (perturbations compactes de l’identité).

Soit X un espace de Banach, Ω ⊂ X un ouvert et f : Ω → X une application continue.

Le théorème suivant établit l’existence et l’unicité du degré topologique de Leray-Schauder à

travers ses propriétés. Pour plus de détails voir les références [14],[17]

Théorème 1.4. Soit A l’ensemble des triplets (f, Ω, y0) où Ω est un ouvert borné de X, y0 ∈ X

et f = I −K avec K : Ω → X une application compacte telle que y0 6∈ f(∂Ω). Alors, il existe

une application

deg : A → Z

(f,Ω, y0) 7→ deg(f,Ω, y0),

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (Normalisation). deg(I,Ω, y0) =


1, si y0 ∈ Ω,

0, si y0 6∈ Ω.

(ii) (Invariance homotopique). Soit {ft}0≤t≤1 une famille d’applications compactes et

dépendant continûment de t telle que y0 6∈ ft(∂Ω), ∀ t ∈ [0, 1]. Alors le degré deg(ft,Ω, y0)

ne dépend pas de t. En particulier

deg(f1,Ω, y0) = deg(f0,Ω, y0).

(iii) (Additivité). Soit y0 ∈ X et (Ωi)1≤i≤n une famille d’ouverts deux à deux disjoints

vérifiant l’une des assertions suivantes :

(a) Ω = ⋃n
i=1 Ωi et y0 6∈ f(∂Ω) où n ∈ N ;

(b) ⋃ni=1 Ωi ⊂ Ω et y0 6∈ f(Ω \ ⋃ni=1 Ωi).

Alors

deg(f,Ω, y0) =
n∑
i=1

deg(f,Ωi, y0),
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où seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

(vi) (Existence de solutions). Si deg(f,Ω, y0) 6= 0 alors il existe x0 ∈ Ω : f(x0) = y0.

(v) (Excision). Si C ⊂ Ω est fermé et y0 /∈ f(C) ∪ f(∂Ω), alors

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω \ C, y0);

L’entier deg(f,Ω, y0) est appelé le degré topologique de Leray-Schauder de f sur Ω en y0, ce

degré est unique.

Remarque 1.4. Les propriétés d’existence de solutions et d’invariance par homotopie conduisent

à des théorèmes du point fixe très importants. Ces derniers sont souvent utilisés pour résoudre

des problèmes aux limites non linéaires.

1.3.2 Indice du point fixe

Nous avons présenté ci-dessus le degré topologique de leray-Schauder, un des outils les plus

importants en analyse fonctionnelle non linéaire. En relation avec les opérateurs non linéaires

dans un espace de Banach ordonné, il est naturel de considérer des opérateurs qui sont définis

sur des sous ensembles (relativement) ouverts d’un cône. Si le cône n’a pas de points intérieurs,

le degré de Leray-Schauder n’est pas immédiatement applicable. Mais en raison du fait que le

cône est un rétracté de l’espace de Banach qui le contient, il est possible d’étendre la notion

de degré au cas d’un opérateur compact défini sur un ouvert d’un cône. Cette extension est

appelée "indice du point fixe".

Dans ce qui suit, nous présentons les propriétés les plus importantes de cet indice.

Définition 1.7. Soit X un espace de Banach. On dit que Y ⊂ X est un rétracté de X s’il

existe une application continue r : X → Y telle que r(x) = x, ∀x ∈ Y.

Remarque 1.5. Toute partie convexe fermée de X est un rétracté de X ; en particulier tout

cône P ⊂ X est un rétracté de X.
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La clé pour définir l’indice du point fixe est le résultat suivant de Dugundji :

Théorème 1.5. Si D est un sous ensemble non vide fermé, convexe d’un espace de Banach

X, alors D est un rétracté de X.

Définition de l’indice du point fixe

Maintenant, soit U un sous ensemble ouvert borné d’un sous ensemble fermé, convexe D d’un

espace de Banach X. Supposons que f : U → D est une application compacte telle que

Fix(f) ∩ ∂U = ∅, où Fix(f) = {x ∈ U : f(x) = x}. i.e., l’application f n’a pas de points fixes

sur la frontière de U. Soit r : X → D une rétraction. L’indice du point fixe i (f, U,D) de f sur

U par rapport à D est défini par :

i (f, U,D) = i (f ◦ r, r−1(U), X) = deg(I − f ◦ r, r−1(U), 0). (1.1)

Comme f est une application compacte, il y a un sous ensemble compact K de X qui contient

f(U) et par conséquent il contient f ◦ r(r−1(U)), donc f ◦ r : r−1(U)→ X est une application

compacte.

La rétraction de X vers D n’ajoute aucun point fixe et donc il n’y a pas de points fixes de f ◦ r

sur la frontière de r−1(U). Par conséquent, le degré de Leray-Schauder deg(I − f ◦ r, r−1(U), 0)

de I − f ◦ r sur r−1(U) est bien défini. Cependant, il peut y avoir de nombreuses façons de

rétracter X vers D. Il découle immédiatement de l’invariance homotopique et de la propriété

d’excision de deg que cet entier est le même pour toutes les rétractations de X sur D.

L’entier i (f, U,D) est appelé l’indice du point fixe de f sur U par rapport à D.

Par définition, l’indice du point fixe de f sur U est le degré de Leray-Schauder de I − f ◦ r sur

r−1(U). Par conséquent, l’application i : M→ Z avec

M =
{

(f, U,D) : D ⊂ X rétracté , U ⊂ D ouvert borné, f : U → D compact, Fix(f) ∩ ∂U = ∅
}
,

hérite des propriétés du degré de Leray-Schauder.
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Dans ce qui suit, on considère D un rétracté d’un espace de Banach X, U ⊂ D un sous

ensemble ouvert borné et f : U → X une application complètement continue sans point fixe

sur ∂U.

Théorème 1.6. L’indice du point fixe i(f, U,D) défini dans (1.1) satisfait les propriétés

suivantes :

(a) (Normalisation). Si f : U → U est une application constante, alors

i (f, U,D) = 1.

(b) (Invariance par homotopie). Supposons H : U × [0, 1] → D est une application

complètement continue telle que H(x, t) 6= x pour tout x ∈ ∂U et t ∈ [0, 1], alors

i (H0, U,D) = i (H1, U,D).

(c) (Additivité). Pour tout couple d’ouverts disjoints U1, U2 de U tel que f n’admet pas

de point fixe sur U \ (U1 ∪ U2),

i (f, U,D) = i (f, U1, D) + i (f, U2, D),

où i(f, Uk, D) := i(f|Uk , Uk, D), k = 1, 2.

(d) (Existence de solutions). Si i (f, U,D) 6= 0, alors f a un point fixe dans U .

(e) (Permanence). Si Y est un rétracté de D et f(U) ⊂ Y , alors

i (f, U,D) = i (f, U ∩ Y, Y ),

où i (f, U ∩ Y, Y ) := i (f | U∩Y , U ∩ Y, Y ).

(f) (Excision). Soit V un sous ensemble ouvert de U tel que f n’admet pas un point fixe

dans U\V, alors

i (f, U,D) = i (f |V , V,D),

Les résultats suivants sont des conséquences directes des propriétés précédentes.
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Proposition 1.1. [22, Lemma 3.4.1, page 174] Soit P un cône d’un espace de Banach E et U

un ouvert borné de E avec 0 ∈ U. Supposons que F : P∩U → P est un opérateur complètement

continu satisfaisant la condition :

Fx � x, ∀x ∈ P ∩ ∂U.

Alors, l’indice du point fixe i (F,P ∩ U,P) = 1.

Proposition 1.2. [21, Lemma 2.3.1, page 88] Soit X un fermé convexe d’un espace de Banach

E et U un ouvert borné de X avec 0 ∈ U. Supposons que F : U → X est un opérateur

complètement continu satisfaisant la condition de Leray-Schauder :

Fx 6= λx, pour tout x ∈ ∂U et λ ≥ 1. (1.2)

Alors, l’indice du point fixe i (F,U,X) = 1.

Corollaire 1.2. Soit P un cône d’un espace de Banach E et U un ouvert borné de E avec

0 ∈ U. Supposons que F : P ∩ U → P est un opérateur complètement continu satisfaisant la

condition :

‖Fx‖ ≤ ‖x‖ et Fx 6= x pour tout x ∈ P ∩ ∂U. (1.3)

Alors, l’indice du point fixe i (F,U,P) = 1.

Démonstration. Il suffit de montrer que la condition (1.3) de ce corollaire implique la condition

(1.2) de la proposition 1.2. En effet, si on suppose par l’absurde qu’il existe x0 ∈ P∩∂U et λ0 ≥ 1

tel que Fx0 = λ0x0, alors, de deux chose l’une

• Si λ0 > 1, on aura ‖Fx0‖ = λ0‖x0‖ > ‖x0‖, d’où la contradiction.

• Si λ0 = 1, on aura Fx0 = x0, d’où la contradiction. Le corollaire est donc démontré.

Proposition 1.3. [22, Corollary 1.3.1] Soit X un fermé convexe d’un espace de Banach E et

U un sous ensemble non vide, ouvert, borné et convexe de X. Supposons que F : U → X est

un opérateur complètement continu tel que F (U) ⊂ U.

Alors, l’indice du point fixe i (F,U,X) = 1.
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Proposition 1.4. Soit P un cône d’un espace de Banach E et U un ouvert borné de E.

Supposons que F : P ∩U → P est un opérateur complètement continu satisfaisant la condition

‖Fx‖ ≥ ‖x‖ et Fx 6= x pour tout x ∈ P ∩ ∂U.

Alors, l’indice du point fixe i (F,P ∩ U,P) = 0.

Proposition 1.5. [22, Lemma 3.4.1, page 174] Soit P un cône d’un espace de Banach E et U

un ouvert borné de E. Supposons que F : P ∩ U → P est un opérateur complètement continu

satisfaisant la condition

Fx 
 x pour tout x ∈ P ∩ ∂U.

Alors, l’indice du point fixe i (F,P ∩ U,P) = 0.

Proposition 1.6. Soit C un sous ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de

Banach X et F : C → C une application compacte. Alors

i(F,C,C) = 1.

Démonstration. Supposons que F est sans point fixe sur ∂C car sinon, il n’y aura rien à

démontrer. Par la remarque 1.5, C est un rétracté de X, donc l’indice i(F,C,C) est bien

défini. On fixe x0 ∈ C̊ et on définit l’application compacte H : [0, 1]× C → C par :

H(t, x) = (1− t)Fx+ tx0, où t ∈ [0, 1].

L’applicationH est bien définie car C est convexe et le bord de C dans C est vide. Les propriétés

d’invariance homotopique et de normalisation de l’indice du point fixe nous donnent

i(F,C,C) = i(x0, C, C) = 1.

Remarque 1.6. On peut démontrer le même résultat si C est seulement un rétracté de X

en utilisant la définition (1.5), en considérant une boule qui contient f(C) et en appliquant la

propriété de l’invariance homotopique du degré de Leray-Schauder pour la déformation homo-

topique h(x, t) = x− t[fo r](x), 0 ≤ t ≤ 1 où r est une rétraction quelconque.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 17

Théorème du point fixe d’expansion et de compression d’un cône de type ordre

On commence par le théorème principal suivant, dû à Krasnosel’skii en 1964, appelé théo-

rème du point fixe d’expansion et de compression d’un cône.

Théorème 1.7. [21, Theorem 2.3.3]. Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts bornés d’un espace de

Banach E tels que 0 ∈ Ω1 et Ω1 ⊂ Ω2. Soit F : P ∩ (Ω2 \ Ω1)→ P un opérateur complètement

continu, vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) Fx � x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1 et Fx 
 x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω2 ;

(ii) Fx 
 x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1 et Fx � x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω2.

Alors F a au moins un point fixe dans P ∩ (Ω2 \ Ω1).

Démonstration. Par le théorème d’extention de Dugundji (voir théorème 5.6 dans l’annexe), F

a une extension complètement continue (aussi notée par F ) de P ∩Ω2 dans P . Supposons que

F vérifie la condition (i) (c’est le cas d’expansion du cône), la preuve étant semblable quand la

condition (ii) est satisfaite.

D’après les propositions 1.1 et 1.5, nous obtenons

i(F,P ∩ Ω1,P) = 1 et i(F,P ∩ Ω2,P) = 0

Par suite, la propriété d’additivité de l’indice nous donne

i (F,P ∩ Ω2,P) = i (F,P ∩ (Ω2\Ω1),P) + i (F,P ∩ Ω1,P),

d’où,

i (F,P ∩ (Ω2\Ω1),P) = −1.

Par conséquent, la propriété de l’existence de l’indice assure que F admet au moins un point

fixe dans P ∩ (Ω2 \ Ω1).

Théorème du point fixe d’expansion et de compression d’un cône de type norme

La version de type norme du théorème d’expansion et de compression d’un cône de Kras-

nosel’skii est obtenue par Guo en 1988.
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Théorème 1.8. [21, Theorem 2.3.4.]. Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts bornés d’un espace de

Banach E tels que 0 ∈ Ω1 et Ω1 ⊂ Ω2. Soit F : P ∩ (Ω2 \ Ω1)→ P un opérateur complètement

continu, vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1 et ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω2 ;

(ii) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1 et ‖Fx‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω2.

Alors F a au moins un point fixe dans P ∩ (Ω2 \ Ω1).

Démonstration. Démontrons le théorème sous la condition (ii) (c’est le cas de compression du

cône). Grâce au théorème d’extension de Dugundji, on fait étendre F à un opérateur complè-

tement continu, noté aussi F , de P ∩ Ω2 dans P .

On peut supposer, sans restriction de généralité, que Fx 6= x ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1 et Fx 6= x ∀x ∈

P ∩ ∂Ω2, sinon le théorème est démontré. Sous ces conditions d’après le corollaire 1.2 et la

proposition 1.4 nous obtenons

i (F,P ∩ Ω1,P) = 0 et i (F,P ∩ Ω2,P) = 1

Ensuite, la propriété d’additivité de l’indice nous donne

i (F,P ∩ Ω2,P) = i (F,P ∩ (Ω2\Ω1),P) + i (F,P ∩ Ω1,P),

d’où :

i (F,P ∩ (Ω2\Ω1),P) = 1.

D’après la proprièté d’existence de l’indice on en déduit que F admet au moins un point fixe

dans P ∩ (Ω2\Ω1). D’une manière analogue, nous obtenons la même conclusion si la condition

(i) est vérifiée. Le théorème est donc démontré.



2 Théorèmes des points fixes multiples de type
Expansion-Compression

Dans tout ce qui suit, P désigne un cône dans un espace de Banach (E, ‖.‖). Pour un certain

réel r > 0, Br = {x ∈ E : ‖x‖ < r} est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r.

2.1 Résultats d’existence

En utilisant les conditions des théorèmes d’expansion et de compression d’un cône certains

théorèmes de points fixes multiples sont immédiatement obtenus.

Théorème 2.1. [22, Theorem 3.4.1.],[24, Theorem 1.1] Supposons que Ω1,Ω2 et Ω3 sont des

ouverts bornés non vides de E tels que 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2 et Ω2 ⊂ Ω3. Soit F : P ∩ (Ω3 \Ω1)→ P

un opérateur complètement continu. Si les conditions suivantes sont satisfaites :

Fx 
 x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω1; (2.1)

Fx � x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω2; (2.2)

Fx 
 x, ∀x ∈ P ∩ ∂Ω3. (2.3)

Alors F a au moins deux points fixes non nuls x1 et x2 dans P ∩ (Ω3 \ Ω1) qui satisfont

x1 ∈ P ∩ (Ω2 \ Ω1) et x2 ∈ P ∩ (Ω3 \ Ω2).

Démonstration. Les conditions (2.1)− (2.3) et les propositions 1.1 et 1.5 entraînent que

i (F,P ∩ Ω1,P) = 0,

19
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i (F,P ∩ Ω2,P) = 1,

i (F,P ∩ Ω3,P) = 0.

Alors d’après la propriété d’additivité de l’indice, on aura

i (F,P ∩ (Ω2 \ Ω1),P) = i (F,P ∩ Ω2,P)− i (F,P ∩ Ω1,P) = 1.

i (F,P ∩ (Ω3 \ Ω2),P) = i (F,P ∩ Ω3,P)− i (F,P ∩ Ω2,P) = −1

La propriété d’existence de l’indice assure donc l’existence de deux points fixes distincts

x1 ∈ P ∩ (Ω2 \ Ω1) et x2 ∈ P ∩ (Ω3 \ Ω2). Il est clair que x1 6≡ 0 et x2 6≡ 0, ce qui termine la

démonstration.

Egalement, le théorème suivant est utile pour établir l’existence de deux points fixes dans

un cône :

Théorème 2.2. ([3], Theorem 7.9) Soient 0 < L < r < R trois constantes réels. Soit F : P ∩

BR → P un opérateur complètement continu vérifiant les conditions suivantes :

(i) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂BL ;

(ii) ‖Fx‖ ≤ ‖x‖, x 6= Fx, ∀x ∈ P ∩ ∂Br ;

(iii) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ P ∩ ∂BR.

Alors F a au moins deux points fixes non nuls x1 et x2 tels que

x1 ∈ P ∩ (Br\BL) et x2 ∈ P ∩ (BR\Br).

Démonstration. Supposons que F n’admet pas un point fixe sur P ∩ ∂BL et P ∩ ∂BR, sinon le

théorème est démontré. De la condition (ii), le corollaire 1.2 nous donne

i(F,P ∩ Br,P) = 1,

De les conditions (i) et (iii), la proposition 1.4 nous donne

i(F,P ∩ BL,P) = 0,
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i(F,P ∩ BR,P) = 0.

Alors d’après la propriété d’additivité de l’indice, on aura

i(F,P ∩ (Br \ BL),P) = i(F,P ∩ Br,P)− i(F,P ∩ BL,P) = 1.

i(F,P ∩ (BR \ Br),P) = i(F,P ∩ BR,P)− i(F,P ∩ Br,P) = −1.

Par conséquent, la propriété d’existence de l’indice assure l’existence de deux points fixes dis-

tincts x1 ∈ P ∩ (Br \ BL) et x2 ∈ P ∩ (BR \ Br).

Remarque 2.1. Ce théorème a était démonter dans un cadre plus général dans [22, Corollary

3.4.1.]

Corollaire 2.1. Soient 0 < L < r < R trois constantes réels. Soit F : P ∩ BR → P un

opérateur complètement continu vérifiant les conditions suivantes :

(a) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, pour tout x ∈ P ∩ ∂BL ;

(b) ‖Fx‖ < ‖x‖, pour tout x ∈ P ∩ ∂Br ;

(c) ‖Fx‖ ≥ ‖x‖, pour tout x ∈ P ∩ ∂BR.

Alors F a au moins deux points fixes x1 et x2 avec x1 ∈ P ∩ (Br\BL) et x2 ∈ P ∩ (BR\Br).

Démonstration. Il est facile de voir que :

La condition (ii) du théorème 2.2 ⇒ La condition (b) du corollaire 2.1.

2.2 Applications

Exemple 2.1. Considérons l’équation intégrale polynomiale d’Hammerstein suivante :

x(t) =
∫
G
K(t, s)f(s, x(s))ds, t ∈ G (2.4)

où G est un ensemble fermé borné de Rn et

f(t, x) =
m∑
i=1

ai(t)xαi , αi > 0, (i = 1, 2, ...,m) (2.5)
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Clairement, x ≡ 0 est une solution triviale de l’équation intégrale (2.4). Supposons que :

(H1) K est une fonction réelle continue positive sur G × G et qu’il existe un ensemble

fermé G0 ⊂ G (mes(G0) > 0) et 0 < ε0 < 1 tel que :

K(t, s) > 0, t, s ∈ G0,

K(t, s) ≥ ε0K(u, s), t ∈ G0, s, u ∈ G.

(H2) ai (i = 1, 2, ...,m) sont des fonctions continues positives sur G et il existe αi0 < 1 et

αi1 > 1 tels que ai0(t) > 0, ai1(t) > 0, t ∈ G0.

(H3)
m∑
i=1

∫
G
ai(t) dt < M−1, où M = max

t,s∈G
K(t, s).

Théorème 2.3. Sous les hypothèses (H1) − (H3), l’équation intégrale (2.4) a deux solutions

continues positives non triviales.

Démonstration. Soient l’espace de Banach E = C(G) muni de la norme ‖x‖ = max
t∈G
|x(t)| et le

cône

P = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, t ∈ G et min
t∈G0

x(t) ≥ ε0‖x‖}

On considère l’opérateur A : P → E défini par :

(Ax)(t) =
∫
G
K(t, s)f(s, x(s)) ds.

Soit x ∈ P . De la condition (H1), pour tout t ∈ G0, nous obtenons

(Ax)(t) ≥ ε0

∫
G
K(u, s)f(s, x(s)) ds = ε0(Ax)(u), u ∈ G,

ce qui implique que

min
t∈G0

(Ax)(t) ≥ ε0‖Ax‖.

D’où,

A(P) ⊂ P (2.6)

De (H1) et (H2), il s’ensuit que l’opérateur A : P → P est complètement continu.

Soit x ∈ P , pour t ∈ G0, nous avons

(Ax)(t) ≥
∫
G0
K(t, s)ai0 [x(s)]αi0 ds ≥ ττ0(mesG)εαi00 ‖x‖αi0 ,
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(Ax)(t) ≥
∫
G0
K(t, s)ai1 [x(s)]ai1 ds ≥ ττ1(mesG)εαi10 ‖x‖αi1 ,

où τ = min
t,s∈G0

K(t, s) > 0, τ0 = min
t∈G0

ai0(t) > 0, τ1 = min
t∈G0

ai1(t) > 0.

Donc

‖Ax‖ ≥ ττ0(mesG)εαi00 ‖x‖αi0 , x ∈ P , (2.7)

et

‖Ax‖ ≥ ττ1(mesG)εαi10 ‖x‖αi1 , x ∈ P . (2.8)

De (2.7) et (2.8), il s’ensuit qu’il existe R > 1 > r > 0 tels que :

‖Ax‖ > ‖x‖, x ∈ P , ‖x‖ = r, (2.9)

‖Ax‖ > ‖x‖, x ∈ P , ‖x‖ = R. (2.10)

En effet, il suffit de prendre r et R qui vérifient (respectivement) les inégalités suivantes :

ττ0(mesG)εαi00 rαi0 < r,

ττ1(mesG)εαi10 Rαi1 < R.

D’autre part, si x ∈ P , ‖x‖ = 1, nous obtenons

0 ≤ (Ax)(t) ≤M
m∑
i=1

∫
G
ai(s) ds, t ∈ G

Ensuite, par la condition (H3) :

‖Ax‖ ≤M
m∑
i=1

∫
G
ai(s)ds < ‖x‖, x ∈ P , ‖x‖ = 1. (2.11)

De (2.6), (2.9)− (2.11) et le corollaire 2.1, il s’ensuit que A a deux points fixes non nuls x1 et

x2 dans P , satisfaisant r < ‖x1‖ < 1 < ‖x2‖ < R.

Exemple 2.2. Considérons le problème aux limites d’une équation différentielle de seconde

ordre suivant : 

−x′′(t) = f(t, x(t)), 0 ≤ t ≤ 1,

a x(0)− b x′(0) = 0,

c x(1) + d x′(1) = 0,

(2.12)
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où f(t, x) est donnée par (2.5), a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, d ≥ 0 et δ = ac+ bc+ ad > 0.

Clairement, x(t) = 0, t ∈ [0, 1] est une solution triviale du problème (2.12).

Supposons que :

(H) les fonctions ai (i=1,2,...,m) sont continues positives sur [0, 1] et qu’il existe ai0 < 1, ai1 >

1 tels que ai0(t)ai1(t) 6= 0, ∀ t ∈ [0, 1]. De plus,

m∑
i=1

∫ 1

0
ai(t) ds < γ−1, (2.13)

où

γ =



δ−1(4ab)−1, ac 6= 0,

δ−1(bc+ bd), a = 0,

δ−1(ad+ bd), c = 0.

(2.14)

Théorème 2.4. Sous la condition (H), le problème aux limites (2.12) a deux solutions positives

non triviales dans C2([0, 1]).

Démonstration. x ∈ C2([0, 1]) est une solution du problème aux limites (2.12) si et seulement

si x est une solution continue de l’équation intégrale :

x(t) =
∫ 1

0
K(t, s)f(s, x(s)) ds, (2.15)

où

K(t, s) =


δ−1(at+ b)(c(1− s) + d), t ≤ s,

δ−1(as+ b)(c(1− t) + d), t > s.

(2.16)

L’équation intégrale (2.15) est une équation intégrale de la forme (2.4) où G = [0, 1] (n = 1),

de (2.16) on peut facilement montrer que

0 ≤ K(t, s) ≤ δ−1(as+ b)(c(1− s) + d) ≤ γ, ∀ t, s ∈ [0, 1], (2.17)

où γ est donnée par (2.14), alors

M = max
t,s∈G

K(t, s) ≤ γ. (2.18)
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Par conséquent, de l’hypothèse (H) ils existent 0 < η < β < 1, tels que :

ai0(t) > 0, ai1(t) > 0, η ≤ t ≤ β.

On prend G0 = [η, β], alors de (2.16), on a : K(t, s) > 0, t, s ∈ G0.

De plus, ∀ t ∈ G0, on a :

K(t, s) ≥


δ−1(aη + b)as+b

a+b (c(1− s) + d), t ≤ s,

δ−1(c(1− β) + d) c(1−s)+d
c+d (as+ b), t > s.

(2.19)

De (2.17) et (2.19),

K(t, s) ≥ ε0K(u, s), t ∈ G0, u, s ∈ G, (2.20)

ε0 = min
{
aη + b

a+ b
,
c(1− β) + d

c+ d

}
, 0 < ε0 < 1. (2.21)

Donc, les conditions (H1) et (H2) dans l’exemple précédent sont satisfaites.

De plus, de (2.13) et (2.18), on peut montrer que la condition (H3) est aussi satisfaite.

Donc d’après la conclusion de l’exemple précédent l’équation intégrale (2.15) a deux solutions

continues positives non triviales qui sont des solutions dans C2([0, 1]) du problème (2.12).

Ceci complète la démonstration.



3 Théorèmes des points fixes multiples dus à
Amann, 1976

En 1970, Amann [1, 2] a utilisé la théorie de l’indice du point fixe pour étudier les équations

opérationnelles non linéaires dans des espaces de Banach ordonnés et il a obtenu le célèbre

théorème d’Amann des trois points fixes. La différence fondamentale et principale entre le

théorème d’Amann et les théorèmes de multiplicité, présentés dans le chapitre précédent, est

dans les conditions d’expansion et de compression de l’opérateur du point fixe. En fait, dans le

théorème d’Amann, l’opérateur peut être expansif ou compressif en certains points tandis que,

dans les théorèmes du chapitre 2, l’opérateur est expansif ou compressif sur certaines frontières.

Les théorèmes d’expansion et les théorèmes de compression d’un cône sont des généralisa-

tions du théorème des valeurs intermédiaires connu dans R qui affirme que si f : [a, b] ⊂ R→ R

est une fonction continue vérifiant (f(a) − a)(b − f(b)) > 0, alors f admet un point fixe dans

(a, b).

Comme simple généralisation du théorème des valeurs intermédiaires, il semble naturel de

remplacer l’intervalle [a, b] par un intervalle ordonné au lieu d’une coquille conique. En effet,

si on suppose que la fonction f : [a, b] → R est compacte et croissante. Alors l’existence d’un

point fixe de f est assuré par le théorème du point fixe de Schauder si a ≤ f(a) et f(b) ≤ b.

L’avantage de ce théorème et qu’on doit vérifier seulement deux conditions, permettant à f

de transformer les points a, b dans l’intervalle ordonné [a, b]. C’est un problème beaucoup plus

facile que de vérifier les hypothèses du théorème de la compression d’un cône. D’autre part,

26
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on peut donner un exemple où la fonction f qui transforme les points a, b en dehors de [a, b]

n’a pas toujours un point fixe dans l’intervalle ordonné [a, b]. Par conséquent, il ne paraît pas

être possible de généraliser le résultat obtenu en dimension une, par l’expansion d’un intervalle

ordonné au cas de dimension supérieure.

3.1 Résultats d’existence

Dans ce qui suit, on montre que sous certaines conditions supplémentaires, il est possible de

généraliser le théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné quelconque

en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité est obtenu en se basant sur le

résultat général suivant dû à H.Amann [2].

Théorème 3.1. Soit D un rétracté d’un espace de Banach E et soit F : D → D une application

compacte. Supposons que D1 et D2 sont deux rétractés disjoints de D, Uk ⊂ Dk un ouvert de

D, pour k ∈ {1, 2}. De plus, supposons que F (Dk) ⊂ Dk et Fix(F ) ∩ (Dk \ Uk) = ∅.

Alors, F possède au moins trois points fixes distincts x, x1, x2 tels que

xk ∈ Uk, k ∈ {1, 2}, et x ∈ D \ (D1 ∪D2).

Démonstration. On a F (Dk) ⊂ Dk, pour k ∈ {1, 2}, donc grâce au théorème du point fixe de

Schauder il existe xk ∈ Dk tel que Fxk = xk pour k ∈ {1, 2}. Mais F n’admet pas de point fixe

sur Dk \ Uk, donc forcément xk ∈ Uk. D’où F admet aux moins deux points fixes x1, x2 avec

x1 ∈ U1 et x2 ∈ U2.

Montrons maintenant qu’il existe un autre point fixe x ∈ D \ (D1 ∪D2) :

D’après la propriété d’additivité de l’indice on obtient

i(F,D \ (U1 ∪ U2), D) = i(F,D,D)−
2∑

k=1
i(F,Uk, D).

Ensuite, comme Dk est un rétracté de D et F (Uk) ⊂ Dk, alors la propriété de permanence de

l’indice implique que

i(F,Uk, D) = i(F,Uk ∩Dk, Dk) = i(F,Uk, Dk).
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De plus, Uk ⊂ Dk et F n’admet pas de point fixe sur Dk \ Uk alors la propriété d’excision de

l’indice entraîne que

i(F,Uk, Dk) = i(F,Dk, Dk).

Par conséquent,

i(F,D \ (U1 ∪ U2), D) = i(F,D,D)−
2∑

k=1
i(F,Uk, Dk).

On a i(F,C,C) = 1 pour toute application compacte d’un rétracté C dans lui même.

donc i(F,D,D) = i(F,D1, D1) = i(F,D2, D2) = 1. D’où,

i(F,D \ (U1 ∪ U2), D) = −1.

De la propriété d’existence de l’indice du point fixe on conclut que F admet aux moins un point

fixe x ∈ D \ (U1 ∪ U2) ⊂ D \ (U1 ∪ U2).

Corollaire 3.1. Soit E un espace de Banach, P ∈ E un cône solide.

Supposons qu’il existe quatre points yk, zk ∈ E pour k ∈ {1, 2} tels que y1 < z1 < y2 < z2.

Supposons que F : [y1, z2]→ E est un opérateur compact fortement croissant vérifiant

y1 ≤ F (y1), F (z1) < z1, y2 < F (y2), F (z2) ≤ z2.

Alors F a au moins trois points fixes distincts x, x1, x2 tels que

y1 ≤ x1 � z1, y2 � x2 ≤ z2, et y2 
 x 
 z1.

Démonstration. Soit D = [y1, z2] et Dk = [yk, zk], k ∈ {1, 2}, des rétractés de E avec Dk ⊂ D

et D1 ∩D2 = ∅. Par conséquent Dk, k ∈ {1, 2}, est aussi un rétracté de D.

De plus, comme F est croissante, les hypothèses impliquent que F (D) ⊂ D et F (Dk) ⊂ Dk, k ∈

{1, 2}. Puisque F est fortement croissante et F (z1) < z1, il découle de la proposition 5.2 (voir

l’annexe) que F a un point fixe maximal x̂1 dans D1 tel que x̂1 � z1.

Donc D1 est d’intérieur non vide U1 dans D et F n’a pas de points fixes sur D1 \ U1.

De même, on assure l’existence d’un point fixe minimal x̂2 de F dans D2 et le fait que F est

fortement croissante on peut assurer que D2 a un intérieur non vide U2 dans D et que F n’a
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pas de points fixes sur D2 \ U2. Le théorème 3.1 est donc applicable, d’où le résultat.

Remarque 3.1. Le théorème précédent fournit une généralisation d’un résultat représenté dans

le cas où E = R par la figure 3.1.

Figure 3.1

Remarque 3.2. La même preuve s’applique dans des situations plus générales :

(a) Il suffit de supposer que F est croissante (au lieu de fortement croissante), si on peut

montrer que le point fixe maximal x̂1 de F dans [y1, z1] satisfait x̂1 � z1 et que le point

fixe minimal x̂2 dans [y2, z2] satisfait y2 � x̂2 par d’autres considérations.

(b) L’hypothèse "F est croissante" peut être complètement éliminée si l’on sait que F envoie

chacun des intervalles ordonnés D,D1 et D2 dans lui même de telle sorte que F n’a pas

de points fixes sur les frontières de Dk dans D, k ∈ {1, 2}.
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3.2 Application

Exemple 3.1. Considérons le problème aux limites suivant :
x′′(t) = f(t, x(t)), a ≤ t ≤ b,

x(a) = x(b) = 0,
(3.1)

où f : [a, b]× R→ R est une fonction continue décroissante par rapport à la seconde variable.

Les solutions de ce problème sont les points fixes de l’opérateur A : C([a, b]) → C([a, b])défini

par :

Ax(t) =
∫ b

a
G(t, s)f(s, x(s))ds,

où G est la fonction de Green donnée par :

G(t, s) =


(t−a)(s−b)

b−a , a ≤ t ≤ s ≤ b,

(s−a)(t−b)
b−a , a ≤ s ≤ t ≤ b.

Supposons que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) il existe M > 0 et N > 0 tels que N ≤ f(t, u(t)) ≤M, ∀ t ∈ [a, b] et ∀ u ∈ R ;

(H2) il existe α < β < γ < δ ∈ R tels que :

∫ b

a
G(t, s)ds ≥ α

N
;

∫ b

a
G(t, s)ds < β

M
;∫ b

a
G(t, s)ds > γ

N
;∫ b

a
G(t, s)ds ≥ δ

M
.

Théorème 3.2. Sous les conditions (H1) et (H2), le problème (3.1) admet au moins trois

solutions positives x, x1, x2 telles que

α ≤ x1 � β, γ � x2 ≤ z2, et γ 
 x 
 β.
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Démonstration. En utilisant les estimations précédentes on obtient

A(α) =
∫ b

a
G(t, s)f(s, α) ds ≥ N

∫ b

a
G(t, s) ds ≥ α;

A(β) =
∫ b

a
G(t, s)f(s, β) ds < N

∫ b

a
G(t, s) ds < β;

A(γ) =
∫ b

a
G(t, s)f(s, γ) ds > N

∫ b

a
G(t, s) ds > γ;

A(δ) =
∫ b

a
G(t, s)f(s, δ) ds ≥M

∫ b

a
G(t, s) ds ≥ δ.

Toutes les conditions du corollaire 3.1 étant satisfaites pour l’opérateur A pour y1 = α, z1 =

β, y2 = γ et z2 = δ. d’où l’opérateur A possède au moins trois points fixes distincts x, x1, x2

tels que

α ≤ x1 � β, γ � x2 ≤ z2, et γ 
 x 
 β.



4 Théorèmes des points fixes multiples dus à
Leggett-Williams, 1979

4.1 Théorèmes des points fixes pour des problèmes de

la théorie des réactions chimiques

Introduction

Dans ce qui suit, nous présentons des méthodes, dévloppées par Leggett et Williams en

1979 dans [31], pour montrer l’existence de points fixes positifs multiples d’un opérateur com-

plètement continu. Les résultats obtenus seront utilisés pour étudier l’existence de solutions

positives des deux problèmes aux limites suivants :
x′′(t) + 1

t
x′(t) + f(x(t)) = 0, 0 < t < 1,

x′(0) = x(1) = 0,
(4.1)

et 
x′′(t) + 2

t
x′(t) + f(x(t)) = 0, 0 < t < 1,

x′(0) = x(1) = 0.
(4.2)

Ces problèmes apparaissent dans la théorie des réactions chimiques, et selon le "taux de

réaction" f , ces problèmes peuvent avoir des solutions multiples correspondents à plusieurs

états stationnaires de la réaction chimique. Dans [34], Parter a combiné les techniques du point

fixe de Karsonel’skii-Stecenko [29] et de Amann [1] pour montrer l’existence de trois solutions

32
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du problème (4.1), pour certaine fonction f croissante qui généralise le taux de réaction.

f(x) = β exp(− 1
x+ τ

), β > 0, τ ≥ 0, (4.3)

L’existence de solutions pour les problèmes (4.1) et (4.2) peut être discutée en considérant

des équations intégrales équivalentes de la forme :

x(t) = Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds, (4.4)

où G est la fonction de Green positive associée aux problèmes (4.1) et (4.2), respectivement.

Dans de nombreux problèmes appliqués, le terme non linéaire f est positif et l’opérateur A

vérifie la condition suivante :

A envoie les ensembles bornés de L∞([0, 1]) dans des ensembles compacts de C([0, 1]).

4.1.1 Résultats d’existence

Pour tout nombre positif c, on considère les ensembles bornés :

Kc = {x ∈ C(Ω) : 0 ≤ x(t) ≤ c, t ∈ Ω},

Lc = {x ∈ L∞(Ω) : 0 ≤ x(t) ≤ c, p.p. t ∈ Ω}.

où Ω ⊂ Rn un sous ensemble compact.

Dans ce qui suit, A désigne un opérateur complètement continu d’un ensemble Lc dans C+(Ω)

(c.à.d. A est continu et envoie Lc dans un sous ensemble relativement compact de C+(Ω) ).

Le premier résultat présenté fournit des conditions suffisantes pour assurer l’existence d’au

moins un point fixe non trivial x∗ de A. Notons que l’utilité de ce résultat réside dans le fait que

les bornes inférieures déterminées pour x∗ peuvent être utilisées pour distinguer x∗ des autres

points fixes de A.

Théorème 4.1. [31, Theorem 1.] Soit A : Lc → Kc un opérateur complètement continu.

Supposons qu’il existe des nombres réels a et b, et un ensemble Ω1 ⊂ Ω fermé non vide tel que :

0 < a < b ≤ c; (4.5)
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|Ax(t)− Ax(s)| ≤ b− a pour x ∈ Lc et t, s ∈ Ω1; (4.6)

Ax(t) > a ( resp. Ax(t) ≥ a ) t ∈ Ω1, (4.7)

pour tout x ∈ Lc et a ≤ x(s) ≤ b p.p. s ∈ Ω1.

Alors, il existe x∗ ∈ Kc tel que Ax∗ = x∗ vérifiant

x∗(t) > a (resp. x∗(t) ≥ a) pour tout t ∈ Ω1.

Démonstration. On considère l’opérateur B : Kc → Lc défini par :

Bx(t) =


a si t ∈ Ω1 et x(t) < a,

x(t) sinon.

On a B est continu, donc l’opérateur T ≡ AB est complètement continu de Kc dans Kc. Comme

Kc est un fermé, borné et convexe de C(Ω), alors d’après le théorème du point fixe de Schauder

il existe x∗ ∈ Kc tel que Tx∗ = x∗.

Supposons qu’il existe t0 ∈ Ω1 tel que x(t0) ≤ a (resp. x(t0) < a), alors pour tout s ∈ Ω1 on a

x(s)− x(t0) ≤ |x(s)− x(t0)|

= |A(Bx)(s)− A(Bx)(t0)|

≤ b− a.

Ce qui implique que

x(s) ≤ x(t0) + b− a ≤ b.

Par conséquent, a ≤ Bx(s) ≤ b, ∀ s ∈ Ω1. Il s’ensuit d’après (4.7) que

x(t0) = A(Bx)(t0) > a (resp. x(t0) ≥ a),

ce qui est une contradiction. Donc x(t) > a (resp. x(t) ≥ a) ∀ t ∈ Ω1.

D’où,

Bx = x et x = Tx = ABx = Ax.
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Théorème 4.2. [31, Theorem 2.] Supposons qu’en plus des hypothèses du théorème précédent

(avec Ax(t) > a dans (4.7)), il existe un réel d avec 0 < d < a tels que :

A : Ld → {x ∈ Kd : ‖x‖ < d}. (4.8)

Alors, A possède au moins trois points fixes dans Kc.

Démonstration. L’existence d’un point fixe x1 ∈ Kd découle directement de la condition (4.8)

et le théorème du point fixe de Schauder.

Du théorème 4.1, A possède aussi un point fixe x2 ∈ Kc tel que : x2(t) > a, ∀ t ∈ Ω1.

Montrons maintenant l’existence d’un troisième point fixe, pour cela on considère l’opérateur

B : Kc → Lc défini par :

B(x) =


b si t ∈ Ω1 et x(t) > b,

x(t) sinon.

Alors, l’opérateur T ≡ AB est complètement continu de Kc dans Kc. De plus, il envoie Kd dans

son intérieur K̊d. Soit

Q = {x ∈ Kc : x(t) ≥ a, ∀ t ∈ Ω1}.

Q est un sous ensemble fermé, borné et convexe de C(Ω). De plus, si x ∈ Q alors

a ≤ Bx(t) ≤ b, t ∈ Ω1.

Ce qui implique d’après (4.7) que

a < A(Bx)(t), ∀ t ∈ Ω1.

Par conséquent, l’opérateur T envoie Q dans son intérieur Q̊ et d’après le théorème 3.1 (pour

D = Kc, D1 = Kd, U1 = K̊d, D2 = Q et U2 = Q̊), T possède un point fixe x3 ∈ Kc \ (Q ∪ Kd).

Puisque x3 /∈ Q, il existe t0 ∈ Ω1 tel que x3(t0) < a, donc pour tout t ∈ Ω1 on obtient

x3(t)− x3(t0) ≤ |x3(t)− x3(t0)|

= |A(Bx3)(t)− A(Bx3)(t0)|

≤ b− a.
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Donc

x3(t) ≤ x3(t0) + b− a ≤ b.

Par conséquent, Bx3 = x3 et x3 = ABx3 = Ax3, il est clair que x1, x2 et x3 sont distincts.

Remarque 4.1. 1. Les inégalités strictes, dans les conditions (4.7) et (4.8) permettent

l’application du lemme 3.1 en s’assurant que l’opérateur T, dans la démonstration du

théorème 4.2, ne possède pas de points fixes sur la frontière des ensembles Kd et Q.

2. Dans les applications du théorème 4.2, si l’on sait que A ne possède pas un point fixe y1

dans Kd avec ‖y1‖ = d, et que AB n’a pas un point fixe y2 dans Q avec y2(t) = a pour

un certain t ∈ Ω1, alors il suffit de vérifier que Ax(t) ≥ a dans la condition (4.7), et que

B : Ld → Kd dans la condition (4.8).

L’application A envoie l’ensemble Lc dans Kc, est une hypothèse trop restrictive pour cer-

tains opérateurs intégraux qui nous intéresse. Dans le théorème qui suit, cette exigence est

remplacée par une condition plus faible ( condition (4.13) ) et l’existence de deux points fixes

est démontrée.

Théorème 4.3. ([31], Theorem 3.) Soit A : Lb → C+(Ω) un opérateur complètement continu.

Supposons qu’il existe des nombres réels a et d et un ensemble Ω1 ⊂ Ω non vide borné tels que :

0 < d < a < b; (4.9)

|Ax(t)− Ax(s)| ≤ b− a pour x ∈ Lb et t, s ∈ Ω1; (4.10)

Ax(t) > a t ∈ Ω1 pour x ∈ Lb et a ≤ x(s) p.p. s ∈ Ω1; (4.11)

A : Ld → {x ∈ Kd : ‖x‖ < d}; (4.12)

Ax atteint son maximum sur Ω1 si x ∈ Lb. (4.13)

Alors, A possède au moins deux points fixes dans Kb.
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4.1.2 Applications

Exemple 1

Considérons le problème aux limites (4.1) :
x′′(t) + 1

t
x′(t) + f(x(t)) = 0, 0 < t < 1,

x′(0) = x(1) = 0,

où f : R→ R est une fonction positive et continue. Les solutions de ce problème sont précisé-

ment les points fixes de l’opérateur A sur C([0, 1]) défini par :

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds,

où G est la fonction de Green définie par :

G(t, s) =


−s ln s, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

−s ln t, 0 ≤ s < t ≤ 1.

L’opérateur A envoie L∞([0, 1]) dans C([0, 1]). De plus, une application du critère de compacité

d’Ascoli-Arzelà assure que A est complètement continu.

Soit Ω1 l’ensemble des solutions du problème suivant :

min
t∈Ω1

∫
Ω1
G(t, s) ds = max

Ω0⊂Ω
min
t∈Ω0

∫
Ω0
G(t, s) ds. (4.14)

C’est ce choix de Ω1 qui minimise l’exigence sur A, dans la condition (4.7), dans les théorèmes

4.1 et 4.2. Pour les problèmes aux limites avec des fonctions non linéaires, croissantes et bornées

comme le problème (4.1) avec f est de la forme (4.3) c’est le choix optimal pour Ω1. En effet,

la condition (4.8) du théorème 4.2 ne dépend pas de Ω1, et les conditions (4.5) et (4.6) peuvent

être satisfaites trivialement en choisissant b et c assez grands.

La solution du problème (4.14) dans ce cas est Ω1 = [0, e− 1
2 ].

Pour s fixé, G(t, s) est une fonction décroissante par rapport à t.
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Par suite, on obtient les inégalités suivantes :

∫ 1

0
G(t, s) ds ≤

∫ 1

0
G(0, s) ds =

∫ 1

0
−s ln(s) ds = 1

4 , 0 ≤ t ≤ 1;

∫
Ω1
G(t, s) ds ≥

∫ e−
1
2

0
G(e− 1

2 , s) ds =
∫ e−

1
2

0
−s ln(e− 1

2 ) ds = 1
4e, t ∈ Ω1;∫

[0,1]\Ω1
G(t, s) ds ≥

∫ 1

e−
1
2
G(e− 1

2 , s) ds =
∫ 1

e−
1
2
−s ln(s) ds = e− 2

4e , t ∈ Ω1;
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)| ds ≤

∫ 1

0
|G(0, s)−G(1, s)| ds = 1

4e, t1, t2 ∈ Ω1.

Toutes ces estimations avec le théorème 4.2, nous permettent d’obtenir le résultat suivant.

Théorème 4.4. Supposons qu’il existe des nombres positifs, a, b, c, d et m tels que :

0 < d < a < b ≤ c; (4.15)

0 ≤ m ≤ f(x) ≤ 4e(b− a), 0 ≤ x ≤ c; (4.16)

f(x) > 4e a− (e− 2)m, a ≤ x ≤ b; (4.17)

f(x) < 4d, 0 ≤ x ≤ d; (4.18)

f(x) < 4c, 0 ≤ x ≤ c. (4.19)

Alors, le problème (4.1) possède au moins trois solutions dans Kc.

De plus, si f n’est pas constante sur aucun sous intervalle de [0, c], alors les conditions (4.17)

et (4.18) peuvent être remplacées par :

f(x) ≥ 4ea− (e− 2)m, a ≤ x ≤ b; (4.20)

f(x) ≤ 4d, 0 ≤ x ≤ d. (4.21)

Démonstration. Supposons d’abord que les conditions (4.15) - (4.19) sont satisfaites.

Vérifions les conditions du théorème 4.2.

I Si x ∈ Lc et t1, t2 ∈ Ω1 alors :

|Ax(t1)− Ax(t2)| ≤
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)||f(x(s))| ds

≤ 1
4e(4e)(b− a) = b− a.
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I Si x ∈ Lc et a ≤ x(s) ≤ b p.p. s ∈ Ω1, alors

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds

=
∫ e−

1
2

0
G(t, s)f(x(s)) ds+

∫ 1

e−
1
2
G(t, s)f(x(s)) ds

> [4ea− (e− 2)m]
∫ e−

1
2

0
G(t, s) ds+m

∫ 1

e−
1
2
G(t, s) ds

> [4ea− (e− 2)m]( 1
4e) +m(e− 2

4e )

= a− (e− 2)
4e m+m(e− 2

4e )

= a.

Donc Ax(t) > a, t ∈ Ω1.

I Si de plus, x ∈ Ld, alors

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds < 1

4(4d) = d, 0 ≤ t ≤ 1,

d’où

Ax(t) < d, 0 ≤ t ≤ 1.

I Si, x ∈ Lc, alors

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds < 1

4(4c) = c, 0 ≤ t ≤ 1,

d’où

Ax(t) ≤ c, 0 ≤ t ≤ 1.

Par conséquent, d’après le théorème 4.2, A possède au moins trois points fixes dans Kc.

Pour montrer le dernier résultat du théorème, d’après la remarque 4.1, il suffit de monter

que A n’a pas un point fixe y2 avec y2(t) ≥ a ∀ t ∈ Ω1 et y2(t0) = a pour un certain t0 ∈ Ω1.

I On a G(t, s) est une fonction décroissante par rapport à t pour s fixé, alors Ax(t) est une

fonction décroissante pour tout x ∈ Kc. Par conséquent, si y1 est un point fixe de A tel que

‖y1‖ = d, alors

d = y1(0) = −
∫ 1

0
s(ln s)f(y1(s)) ds.
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Comme

−
∫ 1

0
s(ln s) ds = 1

4 et f(y1(s)) ≤ 4d, 0 ≤ s ≤ 1,

alors f(y1(s)) devrait être égale à 4d, f est constante sur un certain intervalle [d0, d]

par contre y1(s) = d =
∫ 1

0 G(1, s)f(y1(s)) ds = 0 < d, d’où la contradiction.

Par conséquent, A n’a pas un point fixe y1 avec ‖y1‖ = d.

I Supposons que y2 est un point fixe de l’opérateur AB du théorème 4.2, tel que y2 ∈ ∂Q,

alors y2 = A(By2) est décroissante sur [0, 1], et il s’ensuit que

a = y2(e− 1
2 ) = ABy2(e− 1

2 ).

D’autre part, f(By2(t)) > 0 t ∈ Ω1 tel que y2 est décroissante dans [0, e− 1
2 ], comme f n’est

pas constante sur aucun intervalle alors pour s ∈ [0, e− 1
2 ] on a f(By2(s)) > 4ea− (e− 2)m

donc

a =
∫ 1

0
G(e− 1

2 , s)f(By2(s)) ds

>
[
4ea− (e− 2)m

] ∫ e−
1
2

0
G(e− 1

2 , s) ds+m
∫ 1

e−
1
2
G(e− 1

2 , s) ds

≥
[
4ea− (e− 2)m

] 1
4e +m

(e− 2
4e

)
≥ a−

(e− 2
4e

)
m+m

(e− 2
4e

)
= a,

d’où la contradiction.

Les conditions du théorème 4.4 sont simples à vérifier dans le cas où f est bornée et strictement

croissante (par exemple, la fonction définie dans (4.3)).

Corollaire 4.1. Soit f une fonction bornée, strictement croissante, positive et continue sur

[0,+∞[, supposons qu’il existe a et d, 0 ≤ d < a tels que :

f(d) ≤ 4d et f(a) ≥ 4ea− (e− 2)f(0),

alors le problème (4.1) a au moins trois solutions positives.
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Démonstration. Soit M = sup
x≥0

f(x), on choisit b > a et c ≥ b de sorte que M ≤ 4e(b − a) et

M ≤ 4c. Alors les conditions (4.15),(4.16),(4.20),(4.21) et (4.19) sont satisfaites et comme f

n’est pas constante sur aucun intervalle de [0, c]. Alors le corollaire découle du théorème 4.4.

Notons que si les conditions (4.15),(4.16),(4.17) et (4.19) sont vraies pour f , alors d’après

le théorème 4.1 le problème aux limites (4.1) possède au moins une solution non nulle. Et par

le théorème 4.3 si les conditions (4.15)−(4.18) sont satisfaites pour f , alors le problème (4.1)

possède au moins deux solutions.

On applique dans ce qui suit le corollaire 4.1 pour le cas spécial (4.1), (4.3) en présentant de

légères améliorations de ce corollaire.

Théorème 4.5. Soit f(x) = β exp
(
−1
x+τ

)
, 0 ≤ τ ≤ 1

4 .

Alors le problème (4.1) a au moins trois solutions si

β ≤ 2
(
1− 2τ − (1− 4τ) 1

2
)

exp
( 2

1− (1− 4τ) 1
2

)
(4.22)

et

β ≥ 2e
(
1− 2τ + (1− 4τ) 1

2
)[

exp
( −2

1 + (1 + 4τ) 1
2

)
+ (e− 2) exp(−1

τ
)
]−1

. (4.23)

(Quand τ = 0, les conditions (4.22) et (4.23) devront être interprétées comme : β < ∞ et

β ≥ 4e2).

Démonstration. Pour 0 ≤ τ ≤ 1
4 , la fonction f(x)

x
est décroissante sur :

(
0,

(
1− 2τ − (1− 4τ) 1

2
)

2
)
et
((1− 2τ + (1− 4τ) 1

2
)

2 ,∞
)

et croissante ailleurs, donc les meilleurs choix pour a et d sont :

a = (1− 2τ + (1− 4τ) 1
2 )

2 , et d = (1− 2τ − (1− 4τ) 1
2 )

2 .

I Si β satisfait (4.22), alors f(x) ≤ 4d, et si β satisfait (4.23), alors f(x) ≥ 4ea− (e− 2)f(0).

par conséquent, pour τ > 0 la conclusion découle directement du corollaire 4.1.

I Si τ = 0 alors lim
x→0

f(x)
x

= 0.
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On prend a = 1 et on choisit d < 1 tel que f(x) ≤ 4d et une simple application du corollaire

4.1 complète la preuve. [i.e f(a) = βe−1 ≥ 4e2e−1 = 4e1 > f(x) ≥ 4ea− (e− 2)f(0)]

Remarque 4.2. L’ensemble des β satisfaisant (4.22) et (4.23) est non vide si et seulement si

τ < τ ∗ ' 0, 159241.

Exemple 2

Le problème aux limites (4.2) :
x′′(t) + 2

t
x′(t) + f(x(t)) = 0, 0 < t < 1,

x′(0) = x(1) = 0,

se traite de manière analogue comme le problème (4.1), ici la fonction de Green est donnée

par :

G(t, s) =


(1− s)s, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

1−t
t
s2, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

Les solutions du problème (4.2) sont les points fixes dans C([0, 1]) de l’opérateur A, défini par :

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s) ds.

dans cet exemple, Ω1 = [0, e− 2
3 ] satisfait (4.14), et on obtient les inégalités suivantes :

∫ 1

0
G(t, s) ds ≤

∫ 1

0
G(0, s) ds =

∫ 1

0
(1− s)s ds = 1

6 , 0 ≤ t ≤ 1;

∫
Ω1
G(t, s) ds ≥

∫ 2
3

0
G(2

3 , s) ds =
∫ 2

3

0

(1− 2
3

2
3

)
s2 ds = 4

81 , t ∈ Ω1;

∫
[0,1]\Ω1

G(t, s) ds =
∫ 1

2
3

G(t, s) ds ≥
∫ 1

2
3

G(2
3 , s) ds =

∫ 1

2
3

(1− s)s ds = 7
162 , t ∈ Ω1;

∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)| ds ≤

∫ 1

0
|G(0, s)−G(1, s)| ds = 2

27 , t1, t2 ∈ Ω1.

Le théorème qui suit découle de ces inégalités, et la preuve est analogue à la preuve du théorème

4.4.
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Théorème 4.6. Supposons qu’il existe des nombres réels a, b, c, d et m, et une fonction continue

f tels que :

0 < d < a < b ≤ c; (4.24)

0 ≤ m ≤ f(x) ≤ 27 (b− a)
2 , 0 ≤ x ≤ c; (4.25)

f(x) > 81a
4 −

7m
8 , a ≤ x ≤ b; (4.26)

f(x) < 6d, 0 ≤ x ≤ d; (4.27)

f(x) ≤ 6c, 0 ≤ x ≤ c. (4.28)

Alors, le problème (4.2) a au moins trois solutions dans Kc.

De plus, si f n’est pas constante sur aucun sous intervalle de [0, c], alors les deux conditions

(4.26) et (4.27) peuvent être remplacées par :

f(x) ≥ 81a
4 −

7m
8 , a ≤ x ≤ b; (4.29)

f(x) ≤ 6d, 0 ≤ x ≤ d. (4.30)

Théorème 4.7. Soit f(x) = exp( −1
x+τ ), 0 ≤ τ ≤ 1

4 .

Alors le problème (4.2) a au moins trois solutions si

β ≤ 3
(
1− 2τ − (1− 4τ) 1

2
)

exp
( 2

1− (1− 4τ) 1
2

)
(4.31)

et

β ≥ 81
8
(
1− 2τ + (1− 4τ) 1

2
)[

exp
( −2

1 + (1− 4τ) 1
2

)
+ 7

8 exp(−1
τ

)
]−1

. (4.32)

[
Quand τ = 0, les conditions (4.31) et (4.32) devront être interprétées comme suit : β <∞ et

β ≥ 81 e2

4

]

La preuve est analogue à celle du théorème 4.5

Remarque 4.3. L’ensemble des β satisfaisant (4.31) et (4.32) est non vide si et seulement si

τ ≤ τ ∗ ' 0.150790.
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4.2 Théorèmes des points fixes pour des opérateurs non

linéaires dans des espaces de Banach ordonnés

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’étude de l’existence de points fixes positifs

multiples d’un opérateur non linéaire, complètement continu défini sur un cône K d’un espace

de Banach ordonné X.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats développées par Leggett et Williams

dans [32] donnent des conditions suffisantes pour qu’un opérateur puisse admettre deux ou trois

points fixes positifs sans avoir besoin d’être fortement croissant et de satisfaire les hypothèses

de croissance imposées par les méthodes de Krasonel’skii-Stecenko dans [29] et par H. Amann

[1, 2].

Pour étudier l’existence de points fixes multiples d’un opérateur F , nous allons considérer

(comme un analogue des intervalles ordonnés) des ensembles de la forme :

S(α, a, b) = {x ∈ K : α(x) ≥ a et ‖x‖ ≤ b},

où α est une fonctionnelle positive, concave définie sur K. L’avantage de cette méthode est que

ces ensembles n’ont pas besoin d’être invariants par l’opérateur F . Ceci induit une généralité

et une grande facilité d’application des résultats théoriques.

On définit l’ensemble Kc, 0 < c ≤ ∞ par :

Kc = {x ∈ K : ‖x‖ ≤ c}, 0 < c <∞ et K∞ = K.

Nous avons été amenés, par les études de divers opérateurs intégraux intervenant dans les

problèmes appliqués, à considérer l’opérateur F : Kc → K satisfaisant la propriété suivante :

(L) F admet une extension continue F1 : K → K tel que rangF1 = rangF et F1 n’admet

pas un point fixe dans K\Kc.
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Dans ce qui suit, nous donnons un exemple simple d’un opérateur vérifiant la propriété (L).

Exemple 4.1. (a) Soit A : Kc → K un opérateur complètement continu vérifiant A(Kc) ⊂ Kc.

Définissons A1 : K → K par :

A1x =


Ax, si x ∈ Kc

A
(
cx
‖x‖

)
, si x ∈ K\Kc.

Alors, rangA1 = rangA et A1 est continu et tout les points fixes de A1 doivent être dans Kc.

La condition (L) est donc satisfaite.

(b) Plus généralement, on suppose que A : Kc → K est un opérateur complètement continu tel

que Ax ∈ Kc pour tout x ∈ Kc avec ‖x‖ = c et on définit A1 comme dans (a). Il est clair que

rangA1 = rangA et A1 est continu. Si x ∈ K\Kc alors A1x = A
(
cx
‖x‖

)
∈ Kc car

∥∥∥ cx
‖x‖

∥∥∥ = c, ce

qui entraîne que A1x 6= x ; la condition (L) est donc satisfaite.

La notion centrale pour ces résultats est celle d’une fonctionnelle concave dans le cône K ;

c’est une fonction continue positive α : K → [0,∞) vérifiant

α(λx+ (1− λ)y) ≥ λα(x) + (1− λ)α(y), 0 ≤ λ ≤ 1.

Exemple 4.2. Considérons le cône K = C+(Ω), où Ω est un ensemble compact de Rn. Soit Ω1

un sous-ensemble fermé de Ω. Alors les fonctions définies par :

α(x) = min
t∈Ω1

x(t) et α(x) =
∫

Ω1
x(t)dt

sont des fonctionnelles concaves positives sur K.

Si la fonctionnelle α est concave positive sur le cône K, l’ensemble S(α, a, b) est fermé, borné

et convexe dans K. Dans les preuves d’existence des points fixes multiples des opérateurs non

monotones sur un cône, les ensembles S(α, a, b) remplacent souvent les intervalles ordonnés

utilisés avec les opérateurs monotones.
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4.2.1 Résultats d’existence

Notre premier résultat donne des conditions suffisantes pour qu’un opérateur

F : Kc → K ait au moins un point fixe non trivial dans S(α, a, c).

Théorème 4.8. Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu. On suppose qu’il existe

une fonctionnelle concave α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K ainsi que des réels c ≥ b >

a > 0 satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b);

2. Fx ∈ Kc si x ∈ S(α, a, c);

3. α(Fx) > a pour tout x ∈ S(α, a, c) avec ‖Fx‖ > b.

Alors, F admet au moins un point fixe x dans S(α, a, c).

Démonstration. Soit l’ensemble U = {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a} ; U est alors l’intérieur de

S(α, a, c) dans Kc. Supposons que x ∈ ∂U soit un point fixe de F ; alors α(x) = a avec ou bien

x ∈ S(α, a, b), ou bien ‖x‖ > b.

X Si x ∈ S(α, a, b), alors α(x) = α(Fx) > a, ce qui contredit le fait que α(x) = a .

X Si ‖x‖ > b, alors ‖Fx‖ > b, par la condition (3), on trouve α(x) = α(Fx) > a, d’où la

contradiction.

Donc l’indice du point fixe i (F,U,Kc) est bien défini.

On choisit x0 ∈ S(α, a, b) tel que α(x0) > a et on considère l’opérateur complètement

continu H : [0, 1]× U → Kc défini par :

H(t, x) = (1− t)Fx+ tx0.

L’opérateur H n’admet pas de points fixes sur [0, 1]×∂U . En effet, s’il existe (t, x) ∈ [0, 1]×∂U

tel que H(t, x) = x. Alors α(x) = a et si ‖Fx‖ > b, par la condition (3), on obtient α(Fx) > a.

Donc

α(x) = α((1− t)Fx+ tx0)

≥ (1− t)α(Fx) + tα(x0) > a;
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d’où la contradiction.

Si ‖Fx‖ ≤ b, alors ‖x‖ = ‖(1− t)Fx+ tx0‖ ≤ (1− t)‖Fx‖+ t‖x0‖ ≤ b.

Donc, x ∈ S(α, a, b) et par la condition (1), on aura α(Fx) > a et encore nous arrivons à

la contradiction α(x) > a. Ainsi l’indice du point fixe i (H(t, .), U,Kc) est donc bien défini

∀ t ∈ [0, 1]. Par conséquent, les propriétés de normalisation et d’invariance homotopique de

l’indice du point fixe entraînent que

i (F,U,Kc) = i (x0, U,Kc) = 1.

L’opérateur F admet donc au moins un point fixe dans U.

Remarque 4.4. La condition (3) du théorème 4.8 sera satisfaite si l’une des conditions sui-

vantes est vérifiée :

(i) α(Fx) ≥ a
b
‖Fx‖, ∀x ∈ S(α, a, c);

(ii) ‖Fx‖ − α(Fx) ≤ b− a, ∀x ∈ S(α, a, c).

Dans les applications du théorème 4.8 il est souvent plus facile d’établir la validité de (i) ou

(ii), que de vérifiée la condition plus générale (3).

Remarque 4.5. Notons que, dans le théorème 4.8, les ensembles S(α, a, b), S(α, a, c) ne sont

pas obligatoirement invariants par l’opérateur F . Dans la pratique, généralement c’est très

difficile de construire des ensembles concaves invariants sur un cône autre que les intervalles

ordonnés contenant zéro et les ensembles de la forme Kr. De plus l’exigence que d’autres types

d’ensembles soient invariants par un opérateur restreint l’application des résultats théoriques.

Les deux théorèmes suivants (théorèmes 4.9 et 4.10), nous assurent l’existence d’au moins

trois points fixes positifs pour F , mais en ajoutant des restrictions supplémentaires sur cette

opérateur. L’utilisation de l’indice du point fixe dans les théorèmes 4.9 et 4.10 est similaire à

la preuve du théorème 2 dans [1]. Cependant, dans ce dernier il est supposé que le domaine

D et les deux sous ensembles disjoints de D sont invariants par F . Dans le théorème 4.9 on
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suppose l’invariance du domaine Kc et d’un sous ensemble Kd ⊂ Kc, et dans le théorème 4.10

on suppose seulement l’invariance du sous ensemble Kd.

Théorème 4.9. Soit F : Kc → Kc un opérateur complètement continu. On suppose qu’il existe

une fonction concave α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K et des nombres réels a, b et d avec

0 < d < a < b ≤ c satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b);

2. ‖Fx‖ < d si x ∈ Kd;

3. α(Fx) > a pour tout x ∈ S(α, a, c) avec ‖Fx‖ > b.

Alors F admet au moins trois points fixes x1, x2, x3 dans Kc tels que

‖x1‖ < d, α(x2) > a et ‖x3‖ > d avec α(x3) < a.

Démonstration. Soit U1 = {x ∈ Kc : ‖x‖ < d} et U2 = {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a}.

Alors, U1 et U2 sont deux ensembles ouverts, convexes dans Kc et F n’admet pas de points fixes

sur ∂U1 ∪ ∂U2 = ∂(U1 ∪ U2). En effet,

X S’il existe x ∈ ∂U1 tel que Fx = x, on obtient ‖Fx‖ = ‖x‖ = d, d’où une contradiction avec

la condition (2).

X S’il existe x ∈ ∂U2 tel que Fx = x, on obtient aussi une contradiction (voir la preuve du

théorème précédent). D’après la condition (2), on aura F (Ū1) ⊂ U1.

• Par le théorème de point fixe de Schauder, F admet un point fixe x1 ∈ U1.

• Par le théorème 4.8, F admet au moins un point fixe x2 ∈ U2.

• Montrons l’existence d’un troisième point fixe.

D’après la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on a :

i (F,Kc\(U1 ∪ U2),Kc) = i (F,Kc,Kc)−
2∑
i=1

i (F,Ui,Kc).

Soit V un sous ensemble ouvert, convexe de Kc tel que F : V → V n’admet pas un point fixe

sur ∂V. Puisque V est un rétracté de Kc ; par la propriété de permanence de l’indice du point



CHAPITRE 4. THÉORÈMES DES POINTS FIXES MULTIPLES DUS À LEGGETT-WILLIAMS, 1979 49

fixe, on aura i (F, V,Kc) = i (F, V, V ). D’autre part, on peut montrer que i (F, V, V ) = 1 (voir la

démonstration du proposition 1.6). Or, F (Ū1) ⊂ U1 et F (Kc) ⊂ Kc, alors d’après la proposition

1.3 on a

i (F,U1,Kc) = 1 = i (F,Kc,Kc).

Notons que F n’admet pas un point fixe sur le bord de U1 dans Kc et le bord de Kc dans Kc

est vide. Aussi comme dans la preuve du théorème 4.8, on a i (F,U2,Kc) = 1.

Par conséquent, nous obtenons

i (F,Kc\(U1 ∪ U2),Kc) = 1− 2 = −1.

La propriété d’existence de l’indice du point fixe entraîne que F possède un point fixe x3 dans

Kc\(U1 ∪ U2). Ce qui achève la démonstration.

Dans le théorème qui suit on remplace l’hypothèse que F (Kc) ⊂ Kc dans le théorème 4.9

par la propriété plus générale (L). Cependant la condition (3) doit être un peu modifiée.

Théorème 4.10. Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu satisfaisant la propriété

(L). On suppose qu’il existe une fonctionnelle concave positive α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout

x ∈ K ainsi que des nombres réels a, b et d avec 0 < d < a < b ≤ c satisfaisant les conditions

suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, b);

2. ‖Fx‖ ≤ d si x ∈ Kd;

3. α(Fx) > a si x ∈ Kc et ‖Fx‖ > b.

Alors, F admet au moins trois points fixes x1, x2, x3 dans Kc tels que

‖x1‖ < d, α(x2) > a et ‖x3‖ > d avec α(x3) < a.

Démonstration. Soit F1 une extension de F donnée dans la propriété (L) et choisissons r ≥ c tel

que F1(Kr) ⊂ Kr. Notons que l’opérateur F1 satisfait les conditions (1) et (2) du théorème 4.8.

Si x ∈ S(α, a, r) et ‖F1x‖ > b, alors F1x = Fx pour tout x ∈ Kc et α(F1x) = α(Fx) > a, car
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‖Fx‖ > b, la condition (3) du théorème 4.8 est donc satisfaite pour l’ensemble Kr et l’opérateur

F1. Par conséquent, F1 admet au moins trois points fixes dans Kr. Puisque F1 n’admet pas un

point fixe dans K\Kc, ces points fixes sont dans Kc et sont les points fixes de F .

Il est possible d’obtenir deux points fixes de F même s’il ne satisfait pas la propriété (L).

Dans ce cas, la condition (3) du théorème 4.8 doit être remplacée par des conditions plus fortes.

Théorème 4.11. Soit F : Kc → K un opérateur complètement continu. On suppose qu’il

existe une fonction concave positive α vérifiant α(x) ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ K et des nombres

réels a, b et d avec 0 < d < a < c satisfaisant les conditions suivantes :

1. {x ∈ S(α, a, c) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Fx) > a si x ∈ S(α, a, c);

2. ‖Fx‖ < d si x ∈ Kd ; ainsi que

3. ou bien ‖Fx‖ − α(Fx) ≤ c− a pour tout x ∈ Kc tel que ‖Fx‖ > c.

4. ou bien α(Fx) > a
c
‖Fx‖ pour tout x ∈ Kc et ‖Fx‖ > c.

Alors, F admet au moins deux points fixes x1, x2 dans Kc tels que

‖x1‖ < d et ‖x2‖ > d avec α(x2) < a.

Démonstration.

• L’existence d’un point fixe x1 dans Kd découle du théorème du point fixe de Schauder.

• Pour montrer l’existence d’un second point fixe de F dans Kc, on définit l’opérateur B : Kc →

Kc par :

Bx =


Fx, si ‖Fx‖ ≤ c;

cFx
‖Fx‖ , si ‖Fx‖ > c.

Il est clair que l’opérateur B est complètement continu et ‖Bx‖ < d si x ∈ Kd. Supposons

que x ∈ S(α, a, c).

X Si ‖Fx‖ ≤ c, alors α(Bx) = α(Fx) > a.
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X Si ‖Fx‖ > c, alors α(Bx) ≥ c
‖Fx‖ α(Fx). En effet,

α(Bx) = α

(
cFx

‖Fx‖

)

= α

(
c

‖Fx‖
Fx+ (1− c

‖Fx‖
)0
)

≥ c

‖Fx‖
α(Fx) + (1− c

‖Fx‖
)α(0)

≥ c

‖Fx‖
α(Fx).

Par conséquent, si ‖Fx‖ > c et la condition (3) est satisfaite, on obtient

‖Bx‖ − α(Bx) ≤ c

(
1− α(Fx)

‖Fx‖

)

= c‖Fx‖−1 (‖Fx‖ − α(Fx))

≤ c‖Fx‖−1(c− a) < c− a.

Donc, α(Bx) > ‖Bx‖+ a− c = a. Si ‖Fx‖ > c et la condition (4) est satisfaite, on obtient

α(Bx) ≥ c α(Fx)‖Fx‖−1 > c‖Fx‖−1
(
a

c
‖Fx‖

)
= a.

Les hypothèses du théorème 4.8 sont maintenant satisfaites (avec b = c) pour l’opérateur B.

D’après la preuve du théorème 4.8, B admet un point fixe x2 ∈ Kc\(Kd ∪ S(α, a, c)).

Par conséquent, α(x2) < a.

X Si ‖Fx2‖ > c et la condition (3) est vérifiée, alors

a > α(x2) = α(Bx2) ≥ c‖Fx2‖−1α(Fx2)

≥ c‖Fx2‖−1 (‖Fx2‖+ a− c) = c− c‖Fx2‖−1(c− a)

≥ c− (c− a) = a,

ce qui est une contradiction. Finalement

X Si ‖Fx2‖ > c et la condition (4) est vérifiée, alors

a > α(x2) = α(Bx2) ≥ c‖Fx2‖−1α(Fx2)

> c‖Fx2‖−1
(
a

c
‖Fx2‖

)
= a,

ce qui est une contradiction. Donc ‖Fx2‖ ≤ c et Fx2 = Bx2 = x2.
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4.2.2 Applications

Exemple 1

Considérons l’opérateur intégral de Hammerstein défini sur C(Ω) par :

Ax(t) =
∫

Ω
G(t, s)f(s, x(s)) ds, t ∈ Ω. (4.33)

où Ω est un ensemble compact dans Rn, la fonction f : Ω × [0, c] → [0,∞) est continue, et

G : Ω × Ω → [0,∞) est telle que A soit complètement continu sur Kc = {x ∈ K : ‖x‖ ≤ c}

où K est le cône défini par K = C+(Ω). Soit Ω1 un sous ensemble compact de Ω de mesure de

Lebesgue positive, et supposons que

‖G‖ = sup
t∈Ω

∫
Ω
G(t, s) ds <∞,

ε = inf
t∈Ω1

∫
Ω1
G(t, s) ds > 0,

et

δ = sup
(u,t)∈Ω1×Ω

∫
Ω
|G(t, s)−G(u, s)| ds > 0.

Théorème 4.9 peut conduire au résultat suivant pour les opérateurs de Hammerstein.

Théorème 4.12. Supposons qu’il existe des nombres réels positifs a, b, et d, avec 0 < d < a <

b ≤ c, satisfaisant les conditions suivantes :

1. f(t, x) > aε−1 si t ∈ Ω1, a ≤ x ≤ b;

2. f(t, x) < d‖G‖−1 si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ d;

3. f(t, x) ≤ δ−1(b− a) si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ c;

4. f(t, x) ≤ c‖G‖−1 si t ∈ Ω, 0 ≤ x ≤ c.

Alors, l’opérateur (4.33) possède au moins trois points fixes dans Kc.

Démonstration. La condition (2) implique que ‖Ax‖ < d si ‖x‖ ≤ d, et la condition (4) assure

que A envoie Kc dans Kc.
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Définissons α sur K par α(x) = min
t∈Ω1

x(t).

Evidemment, α(x) ≤ ‖x‖ et il existe x ∈ S(α, a, b) tel que α(x) > a. Si x ∈ S(α, a, b), alors

α(Ax) = min
t∈Ω1

∫
Ω
G(t, s)f(s, x(s)) ds

≥ min
t∈Ω1

∫
Ω1
G(t, s)f(s, x(s)) ds

> min
t∈Ω1

∫
Ω1
G(t, s)aε−1 ds = a.

Finalement, si x ∈ S(α, a, c), alors pour t ∈ Ω et u ∈ Ω1,

∫
Ω
G(t, s)f(s, x(s))ds−

∫
Ω
G(u, s)f(s, x(s)) ds ≤

∫
Ω
|G(t, s)−G(u, s)|f(s, x(s)) ds

≤
∫

Ω
|G(t, s)−G(u, s)|δ−1(b− a) ds

≤ b− a.

Par conséquent, ‖Ax‖ − α(Ax) ≤ b− a et si ‖Ax‖ > b, alors α(Ax) > a.

Toutes les conditions du Théorème 4.9 sont donc satisfaites. D’où, le résultat demandé.

Exemple 2

On considère, le problème aux limites non linéaire
x′′(t) = −f(x(t)), 0 ≤ t ≤ 1, ,

x(0) = 0, x′(1) = 0,
(4.34)

où f : R→ R une fonction continue. Les solutions de (4.34) sont les points fixes d’un opérateur

A défini sur C[0, 1] par :

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s))ds, (4.35)

où

G(t, s) = min{t, s}.

Théorème 4.13. Supposons qu’il existe des nombres a et d, avec 0 < d < a, satisfaisant les

propriétés suivantes :

(i) f(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 2a,
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(ii) f(x) < 2d, 0 ≤ x ≤ d,

(iii) f(x) ≥ 4a, a ≤ x ≤ 2a.

Alors, le problème aux limites (4.34) a au moins deux solutions positives.

De plus, si f est minorée sur [0,∞[, alors le problème a au moins trois solutions positives.

Démonstration. Les solutions du problème (4.34) correspondent aux points fixes de l’opérateur

A défini par (4.35), et A envoie Kc dans K, où c est un nombre positif quelconque tel que

f(x) ≥ 0 pour x ∈ [0, c]. Une simple application du théorème Ascoli-Arzelà montre que A est

complètement continu sur Kc.

Nous supposons, en premier lieu, que les conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 4.13 sont

satisfaites, et nous appliquons le théorème 4.11 pour établir l’existence d’au moins deux points

fixes de A. Si x ∈ Kd, alors

‖Ax‖ = Ax(1) =
∫ 1

0
G(1, s)f(x(s)) ds < 2d

∫ 1

0
s ds = d,

et la condition (2) du théorème 4.11 est satisfaite. Soit α(x) = min
1
2≤t≤1

x(t).

Clairement, on a {x ∈ S(α, a, 2a) : α(x) > a} 6= ∅, et si x ∈ S(α, a, 2a), alors

α(Ax) = min
1
2≤t≤1

∫ 1

0
G(t, s)f(x(s))ds

=
∫ 1

0
G(1

2 , s)f(x(s))ds

>
∫ 1

1
2

G(1
2 , s)f(x(s))ds

≥
∫ 1

1
2

1
2(4a)ds = a.

Par conséquent, la condition (1) du théorème 4.11 est satisfaite.
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Si f est positive sur tout intervalle [0, c], alors si x ∈ Kc et ‖Ax‖ > 2a, on obtient

α(Ax) =
∫ 1

0
G(1

2 , s)f(x(s)) ds

=
∫ 1

2

0
sf(x(s)) ds+

∫ 1

1
2

1
2 f(x(s)) ds

>
1
2

(∫ 1
2

0
sf(x(s)) ds+

∫ 1

1
2

sf(x(s)) ds
)

= 1
2

∫ 1

0
sf(x(s)) ds

= 1
2

∫ 1

0
G(1, s)f(x(s)) ds

= Ax(1)
2

= ‖Ax‖
2 = c

2c‖Ax‖.

Pour c = 2a, la condition (4) du théorème 4.11 sera satisfaite, d’où A possède au moins deux

points fixes dans Kc.

Nous supposons ensuite que f bornée au-dessus sur [0,∞) et montrons que A a au moins trois

points fixes dans K. Si f(x) > 0 pour tout x > 2a, alors il existe r > 2a tel que A envoie Kr

dans Kr, et l’existence de trois points fixes de A dans K s’ensuit du théorème 4.9, avec b = 2a

et c = r.

Exemple 3

Considérons le problème aux limites :
βx′′(t)− x′(t) + f(x(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1, β > 0,

βx′(0)− x(0) = 0, x′(1) = 0,
(4.36)

où la fonction f : [0,∞)→ R est donnée par :

f(x) = p(q − x) exp
(
−k

1 + x

)
. (4.37)

La fonction de Green pour le problème (4.36) est donnée par :

G(t, s) =


exp( t−s

β
), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

1, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.
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les solutions de (4.36) peuvent être identifiées par les points fixes de l’opérateur complètement

continu A : C+[0, 1]→ C[0, 1] défini par :

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds.

Théorème 4.14. Supposons qu’il existe des nombres positifs a et d avec 0 < d < a tels que :

1. f(x) ≥ 0 si 0 ≤ x ≤ ae
1
β ;

2. f(x) < d si 0 ≤ x ≤ d;

3. f(x) > a(β − βe
−1
β )−1 si a ≤ x ≤ ae

1
β ;

Alors (4.36) a au moins deux solutions positives. Si de plus, f(x) est bornée au dessus sur

[0,∞), ou s’il existe c ≥ ae
1
β tel que 0 ≤ f(x) ≤ c pour 0 ≤ x ≤ c, alors (4.36) a au moins

trois solutions positives.

Démonstration. Soit K = C+([0, 1]), et soit α(x) = min
0≤t≤1

x(t), x ∈ K. Notons que G(t, s) est

une fonction croissante par rapport à t pour s fixé. Si x ∈ K et ‖x‖ ≤ d, alors

‖Ax‖ = Ax(1) =
∫ 1

0
G(1, s)f(x(s)) ds

< d
∫ 1

0
G(1, s) ds = d.

De plus, si x ∈ S(α, a, ae
1
β ), alors

α(Ax) = Ax(0) =
∫ 1

0
e
−s
β f(x(s)) ds

> a(β − βe
−1
β )−1

∫ 1

0
e
−s
β ds = a.

Finalement, si x ∈ K, ‖Ax‖ > 0, et f(x(s)) ≥ 0, pour 0 ≤ s ≤ 1, alors

α(Ax) = Ax(0) =
∫ 1

0
e
−s
β f(x(s)) ds

> e
−1
β

∫ 1

0
f(x(s)) ds = e

−1
β Ax(1)

= e
−1
β ‖Ax‖ = a(ae

1
β )−1‖Ax‖.

Par suite, l’existence d’au moins deux solutions positives découle du théorème 4.11 avec c = ae
1
β .

Maintenant, supposons que 0 ≤ f(x) ≤ c pour 0 ≤ x ≤ c, où c ≥ ae
1
β , alors

‖Ax‖ = Ax(1) =
∫ 1

0
f(x(s)) ds ≤ c, x ∈ Kc.
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Par conséquent, pour b = ae
1
β , l’existence de trois solutions positives s’ensuit du théorème 4.9.



5 Généralisation des théorèmes de trois points fixes
d’Amann et de Leggett-Williams et applications,

2004

Les théorèmes d’Amann et de Leggett-Williams sont apparemment complètement indépen-

dants l’un de l’autre. Dans le théorème d’Amann, l’ensemble des points fixes est un intervalle

ordonné et l’opérateur est expansif ou compressif en certains points tandis que dans le théo-

rème de Leggett-Williams, l’ensemble des points fixes est une coquille conique de la forme

{x ∈ P : a ≤ α(x) et ‖x‖ ≤ b}, où a, b ∈ (0,+∞) et α est une fonctionnelle concave et l’opé-

rateur est compressif sur la frontière inférieure de cet ensemble. Il s’avère, cependant, que les

deux théorèmes peuvent être considérés comme des cas spéciaux d’un autre théorème du point

fixe qui "construit un pont" entre les deux théorèmes : c’est le théorème de Li-Han formulé en

2004 dans [24].

Dans ce qui suit, on considère E un espace de Banach munit de la norme ‖.‖.

Nous commençons par donner quatre lemmes utiles pour démontrer quelques résultats dans ce

chapitre.

Lemme 5.1. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E, U ⊂ X un ouvert borné

et A : U → X un opérateur complètement continu. S’il existe z ∈ U tel que Ax− x 6= t(x− z)

pour tout x ∈ ∂U et t > 0, alors l’indice du point fixe i(A,U,X) = 1.

Démonstration. S’il existe x1 ∈ ∂U et t1 ∈ [0, 1] tel que x1 = (1− t1)Ax1 + t1z, alors t1 6= 1 et

Ax1 − x1 = t1
1−t1 (x1 − z), où t1

1−t1 > 0. Ce qui contredit l’assertion.
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D’où x 6= (1−t)Ax+tz pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ ∂U. Par suite, d’après la propriété d’invariance

homotopique de l’indice du point fixe, on a

i(A,U,X) = i(z, U,X) = 1.

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 5.2. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E, U ⊂ X un ouvert borné

et A : U → X un opérateur complètement continu. S’il existe z ∈ X\U tel que Ax−x 6= t(x−z)

pour tout x ∈ ∂U et t > 0, alors l’indice du point fixe i(A,U,X) = 0.

Démonstration. S’il existe x1 ∈ ∂U et t1 ∈ [0, 1] tel que x1 = (1 − t1)Ax1 + t1z, alors t1 6= 1

et Ax1 − x1 = t1
1−t1 (x1 − z), où t1

1−t1 > 0. Ce qui contredit l’assertion. Par suite, la propriété

d’invariance homotopique de l’indice du point fixe entraine que

i(A,U,X) = i(z, U,X) = 0.

Ce qui achève la démonstration.

Soit X un sous ensemble non vide fermé convexe de E. Soit β une fonctionnelle continue

convexe sur X, i.e.

β((1− t)x+ ty) 6 (1− t)β(x) + tβ(y) ∀ x, y ∈ X et t ∈ [0, 1],

α une fonctionnelle continue concave sur X, i.e., −α est convexe. Soit a, b des nombres réels et

on définit les sous ensembles suivants :

X(α, a) = {x ∈ X : α(x) > a},

X(β, b) = {x ∈ X : β(x) 6 b},

X(β, α, a, b) = {x ∈ X : α(x) > a, β(x) 6 b}.

Lemme 5.3. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E, et soient α, β deux

fonctionnelles continues concave et convexe sur X, respectivement. Soient a et b des nombres

réels et A : {x ∈ X : α(x) < a} → X un opérateur complètement continu. Supposons que
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(i) {x ∈ X : α(x) < a} 6= ∅ et qu’il est borné ;

(ii) {x ∈ X(β, α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Ax) > a pour tout x ∈ X(β, α, a, b);

(iii) α(Ax) > a pour tout x ∈ X(α, a) avec β(Ax) > b.

Alors pour U = {x ∈ X : α(x) < a}, on a i(A,U,X) = 0.

Démonstration. Soit U = {x ∈ X : α(x) < a}. Alors d’après la condition (i), le sous ensemble

U est un ouvert, non vide et borné de X. De la condition (ii), on peut choisir z ∈ {x ∈

X(β, α, a, b) : α(x) > a} alors α(z) > a et β(z) 6 b. D’où z ∈ X \ U.

Montrons maintenant que Ax − x 6= t(x − z) pour tout x ∈ ∂U et t > 0. En effet, s’il existe

x1 ∈ ∂U et t1 > 0 tel que Ax1 − x1 = t1(x1 − z), alors α(x1) = a et x1 = 1
1+t1Ax1 + t1

1+t1 z.

XSi β(Ax1) 6 b, alors d’après la convexité de β on obtient β(x1) 6 1
1+t1β(Ax1) + t1

1+t1β(z) 6 b.

Cela implique d’après la condition (ii) que α(Ax1) > a. Ensuite, comme α est concave, a =

α(x1) > 1
1+t1α(Ax1) + t1

1+t1α(z) > a, une contradiction.

XSi β(Ax1) > b, alors d’après la condition (iii) on a α(Ax1) > a. Ce qui entraine aussi

a = α(x1) > 1
1+t1α(Ax1) + t1

1+t1α(z) > a, une contradiction.

Par conséquent, du lemme 5.2, il s’ensuit que i(A,U,X) = 0. Ce qui complète la démonstration.

Lemme 5.4. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E et soient β, α deux

fonctionnelles continues convexe et concave sur X, respectivement. Soient b et a des nombres

réels et A : {x ∈ X : β(x) < b} → X un opérateur complètement continu. Supposons que

(i) {x ∈ X : β(x) < b} est borné ;

(ii) {x ∈ X(β, α, a, b) : β(x) < b} 6= ∅ et β(Ax) < b pour tout x ∈ X(β, α, a, b);

(iii) β(Ax) < b pour tout x ∈ X(β, b) avec α(Ax) < a.

Alors pour U = {x ∈ X : β(x) < b}, on a i(A,U,X) = 1.

Démonstration. Soit U = {x ∈ X : β(x) < b}. Alors d’après les conditions (i) et (ii), le

sous ensemble U est un ouvert, non vide et borné de X. De la condition (ii), on peut choisir
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z ∈ {x ∈ X(β, α, a, b) : β(x) < b} alors α(z) > a et β(z) < b. D’où z ∈ U.

Montrons maintenant que Ax − x 6= t(x − z) pour tout x ∈ ∂U et t > 0. En effet, s’il existe

x1 ∈ ∂U et t1 > 0 tel que Ax1 − x1 = t1(x1 − z), alors β(x1) = b et x1 = 1
1+t1Ax1 + t1

1+t1 z.

XSi α(Ax1) > a, alors on obtient α(x1) > 1
1+t1α(Ax1) + t1

1+t1α(z) > a. Cela implique d’après

la condition (ii) que β(Ax1) < b. Par conséquent, b = β(x1) 6 1
1+t1β(Ax1) + t1

1+t1β(z) < b, une

contradiction.

XSi α(Ax1) < a, alors d’après la condition (iii) on a β(Ax1) < b. Ce qui entraine aussi

b = β(x1) 6 1
1+t1β(Ax1) + t1

1+t1β(z) < b, une contradiction.

Il s’ensuit du lemme 5.1 on a i(A,U,X) = 1. Ce qui complète la démonstration.

5.1 Résultats d’existence

Théorème 5.1. Soit X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E. Soient U1, U2

deux ouverts de E et U1 ∩ U2 = ∅. Supposons que A : X → X est un opérateur complètement

continu et

(i) il existe z1 ∈ U1 tel que Ax− x 6= t(x− z1) pour tout x ∈ ∂U1 et t ≥ 0 ;

(ii) il existe z2 ∈ U2 tel que Ax− x 6= t(x− z2) pour tout x ∈ ∂U2 et t ≥ 0.

Alors A possède au moins trois points fixes x1, x2 et x3 dans X tels que

x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 et x3 ∈ X \ (U1 ∪ U2).

Démonstration. Comme X est un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E, alors

i(A,X,X) = 1. D’après le lemme 5.1, i(A,U1, X) = 1 et i(A,U2, X) = 1. Donc de la propriété

d’additivité de l’indice de point fixe, on obtient

i(A,X \ (U1 ∪ U2), X) = i(A,X,X)− i(A,U1, X)− i(A,U2, X)

= 1− 1− 1 = −1

Par conséquent, il existe x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 et x3 ∈ X \ (U1 ∪ U2) tels que

Axi = xi, i = 1, 2, 3.
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Corollaire 5.1. Soient X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E, α et β

deux fonctionnelles continues concave et convexe sur X, respectivement.

Soit U1 = {x ∈ X : β(x) < b} et U2 = {x ∈ X : α(x) > a}, où a et b sont des nombres réels.

Supposons que A : X → X est un opérateur complètement continu, U1, U2 sont non vides, avec

U1 ∩ U2 = ∅ et

(a) β(Ax) < b pour tout x ∈ X avec β(x) = b ;

(b) α(Ax) > a pour tout x ∈ X avec α(x) = a.

Alors A possède au moins trois points fixes x1, x2 et x3 dans X tels que

β(x1) < b, a < α(x2), b < β(x3) et α(x3) < a.

Démonstration. XOn considère z1 ∈ U1, alors β(z1) < b. S’il existe x ∈ ∂U1 et t ≥ 0 tels que

Ax− x = t(x− z1), alors β(x) = b et x = 1
1+tAx+ t

1+tz1.

D’après la convexité de β et la condition (a), nous avons

b = β(x) ≤ 1
1 + t

β(Ax) + t

1 + t
β(z1) < b.

Ce qui est une contradiction. D’où la condition (i) du théorème 5.1 est satisfaite.

XDe même, si on considère z2 ∈ U2, nous pouvons monter que la condition (ii) du théorème

5.1 est satisfaite.

Ainsi, selon le théorème 5.1, l’opérateur A possède au moins trois points fixes . Ce qui complète

la démonstration.

Théorème 5.2. Soient X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E, α et

ψ des fonctions continues concaves sur X, β et θ des fonctions continues convexes sur X, et

α(x) ≤ β(x) pour tout x ∈ X. soit A : X → X un opérateur complètement continu. S’il existe

des nombres constants a, b, d et h avec d < a tels que les conditions suivantes sont satisfaites :
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(H1) {x ∈ X(θ, α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Ax) > a pour tout x ∈ X(θ, α, a, b) ;

(H2) {x ∈ X(β, ψ, h, d) : β(x) < d} 6= ∅ et β(Ax) < d pour tout x ∈ X(β, ψ, h, d) ;

(H3) α(Ax) > a pour tout x ∈ X(α, a) avec θ(Ax) > b ;

(H4) β(Ax) < d pour tout x ∈ X(β, d) avec ψ(Ax) < h.

Alors A a au moins trois points fixes, x1, x2 et x3 dans X avec

β(x1) < d, a < α(x2), d < β(x3) et α(x3) < a.

Démonstration. Soit U1 = {x ∈ X : β(x) < d}. Alors il s’ensuit des conditions (H2), (H4) et

une application du lemme 5.4 que i(A,U1, X) = 1.

soit U2 = {x ∈ X : α(x) > a}, qui s’écris aussi U2 = {x ∈ X : −α(x) < −a}. Les conditions

(H1) et (H3) peuvent aussi s’écrire comme

(H1) {x ∈ X(−α,−θ,−b,−a) : −α(x) < −a} 6= ∅ et −α(Ax) < −a pour tout x ∈

X(−α,−θ,−b,−a),

(H3) −α(Ax) < −a pour tout x ∈ X(−α,−a) avec −θ(Ax) < −b.

Donc, une application du lemme 5.4 implique que i(A,U2, X) = 1.

Comme α(x) ≤ β(x) pour tout x ∈ X et d < a, donc U1 ∩ U2 = ∅. Comme i(A,X,X) = 1 et

la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on a

i(A,X \ (U1 ∪ U2), X) = i(A,X,X)− i(A,U1, X)− i(A,U2, X)

= 1− 1− 1 = −1.

Par conséquent, il existe x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 et x3 ∈ X \ (U1 ∪ U2) tels que

Axi = xi, i = 1, 2, 3.

Ce qui achève la démonstration.

Dans tout ce qui suit P désigne un cône dans un espace de Banach réel (E, ‖.‖), alors P est

un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E.
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Théorème 5.3. Soit P un cône de E, A : P → P un opérateur complètement continu. Soient

α et β deux fonctionnelles continues, concave et convexe sur P,respectivement et soient a et b

des nombres réels. Supposons que

(i) 0 ∈ {x ∈ P : α(x) < a} et {x ∈ P : α(x) < a} est borné ;

(ii) {x ∈ P(β, α, a, b) : α(x) > a} 6= ∅ et α(Ax) > a pour tout x ∈ P(β, α, a, b) ;

(iii) α(Ax) > a pour tout x ∈ P(α, a) avec β(Ax) > b ;

(iv) i(A,Pr,P) = 1 pour un nombre r suffisamment petit,

i(A,PR,P) = 1 pour un nombre R suffisamment grand, où Pr = {x ∈ P : ‖x‖ < r}.

Alors A possède au moins trois points fixes dans P .

Démonstration. Soit U = {x ∈ P : α(x) < a}. Alors il s’ensuit du lemme 5.3 que

i(A,U,P) = 0.

Comme 0 ∈ {x ∈ P : α(x) < a} et {x ∈ P : α(x) < a} est borné, il existe un nombre positif

r suffisamment petit et un nombre positif R suffisamment grand tels que Pr ⊂ U ⊂ U ⊂ PR.

Donc de la propriété d’additivité de l’indice du point fixe, on a

i(A,U \ Pr,P) = i(A,U,P)− i(A,Pr,P) = 0− 1 = −1,

i(A,PR \ U,P) = i(A,PR,P)− i(A,U,P) = 1− 0 = 1.

D’où, A a au moins trois points fixes x1, x2 et x3 avec

x1 ∈ Pr, x2 ∈ U \ Pr et x3 ∈ PR \ U.

i.e.,

‖x1‖ < r, ‖x2‖ > r avec α(x2) < a, et ‖x3‖ < R avec α(x3) > a.

Ce qui complète la démonstration.

Remarque 5.1. Le théorème de trois points fixes d’Amann (corollaire 3.1) se démontre en

utilisant le corollaire 5.1, pour : X = [y1, z2], α(x) = sup{λ ≥ 0 : x − y1 ≥ λ(y′2 − y1)} et

β(x) = inf{λ ≥ 0 : x− y1 ≤ λ(z′1 − y1)} (pour la démonstration voir [24, Theorem 2.5] ).
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Remarque 5.2. Le théorème de trois point fixes de Leggett-Williams ( théorème 4.9) se dé-

montre en utilisant le théorème 5.2 pour : X = P̄c, ψ(x) = 0 et θ(x) = β(x) = ‖x‖.

5.2 Applications

Comme une simple application du théorème 5.3, on considère l’existence des solutions sy-

métriques positives pour le problème au limite suivant :
−x′′(t) = f(x(t)), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1) = 0,
(5.1)

où f est une fonction continue positive sur R. Il est bien connu que toute solution du problème

(5.1) sur C2([0, 1]) est solution de l’équation intégrale suivante sur C([0, 1]) :

x(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds, t ∈ [0, 1], (5.2)

où G(t, s) : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] est définie par :

G(t, s) =


t(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

On définit l’opérateur A : C([0, 1])→ C([0, 1]) comme suit :

Ax(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(x(s)) ds, t ∈ [0, 1], ∀x ∈ C([0, 1]). (5.3)

Toute solution x∗ de (5.2) dans C([0, 1]) est un point fixe de l’opérateur A dans C([0, 1]).

Si x ∈ C([0, 1]) est symétrique pour t = 1
2 , i.e., x(t) = x(1− t) pour tout t ∈ [0, 1], alors

Ax(t) =
∫ t

0
s(1− t)f(x(s)) ds+

∫ 1

t
t(1− s)f(x(s)) ds

= −
∫ 1−t

1
(1− τ)(1− t)f(x(1− τ)) dτ −

∫ 0

1−t
tτf(x(1− τ)) dτ

=
∫ 1−t

0
tτf(x(1− τ)) dτ +

∫ 1

1−t
(1− τ)(1− t)f(x(1− τ)) dτ

=
∫ 1−t

0
τ(1− (1− t))f(x(τ)) dτ +

∫ 1

1−t
(1− t)(1− τ)f(x(τ)) dτ

= Ax(1− t), t ∈ [0, 1].
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Par conséquent, Ax est aussi symétrique par rapport à t = 1
2 . Et pour t ∈ [0, 1

2 ] on a

Ax(t) =
∫ t

0
s(1− t)f(x(s)) ds+

∫ 1
2

t
t(1− s)f(x(s)) ds+

∫ 1

1
2

t(1− s)f(x(s)) ds

=
∫ t

0
s(1− t)f(x(s)) ds+

∫ 1
2

t
t(1− s)f(x(s)) ds−

∫ 0

1
2

tτf(x(1− τ)) dτ

=
∫ t

0
s(1− t)f(x(s)) ds+

∫ 1
2

t
t(1− s)f(x(s)) ds+

∫ t

0
tτf(x(τ)) dτ +

∫ 1
2

t
tτf(x(τ)) dτ

=
∫ t

0
sf(x(s)) ds+

∫ 1
2

t
tf(x(s)) ds

=
∫ 1

2

0
min{t, s}f(x(s)) ds.

D’où,

Ax(t) =
∫ 1

2

0
min{t, s}f(x(s)) ds, t ∈ [0, 1

2]. (5.4)

D’autre part, si x ∈ C2([0, 1]) est une solution positive de (5.1), alors −x′′(t) = f(x(t)) ≥ 0

pout tout t ∈ [0, 1]. Ainsi, x est une fonction concave sur [0, 1]. Donc, on discute les solutions

positives symétriques de (5.2) seulement sur l’ensemble suivant :

K = {x ∈ C([0, 1]) : x(t) ≥ 0, x(t) = x(1− t) pour tout t ∈ [0, 1]

et x est une fonction concave sur [0, 1]}.

On peut montrer que K est un cône sur C([0, 1]). De plus, si x ∈ K, alors ‖x‖ = max
t∈[0,1]

x(t) = x(1
2)

et x(t) ≥ 2t‖x‖ pour tout t ∈ [0, 1
2 ].

Lemme 5.5. L’opérateur A : K → K est complètement continu.

Démonstration. Soit x ∈ K. Alors d’après (5.2) et ce qui précède montre en effet que

Ax(t) ≥ 0, Ax(t) = Ax(1− t) pour tout t ∈ [0, 1].

Il s’ensuit aussi de (5.3) que (Ax)′′(t) = −f(x(t)) ≤ 0 pour tout t ∈ [0, 1], alors Ax est une

fonction concave sur [0, 1]. Par conséquent Ax ∈ K. Comme G est continue sur [0, 1]× [0, 1] le

critère d’Arzela-Ascoli entraîne que l’opérateur A est complètement continu. Ce qui complète

la démonstration.
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Posons

f 0 = lim
x→0+

sup f(x)
x

, f∞ = lim
x→+∞

sup f(x)
x
.

Théorème 5.4. Supposons que

(a) f 0 < π2, f∞ < π2 ;

(b) il existe un nombre positif b tel que f(x) ≥ 16 b pour tout x ∈ [b, 2b].

Alors le problème (5.1) possède au moins trois solutions positives symétriques (au moins deux

solutions ne sont pas nulles)

Démonstration. Vérifions les conditions du théorème 5.3.

(1) Soit α(x) = min
t∈[ 1

4 ,
1
2 ]
x(t) sur K. Alors α est une fonctionnelle continue concave sur K,

et α(x) ≥ 1
2‖x‖ pour tout x ∈ K. De plus, 0 ∈ {x ∈ K : α(x) < b} et l’ensemble

{x ∈ K : α(x) < b} est borné.

Soit β(x) = ‖x‖ sur K. Alors β est une fonctionnelle continue convexe sur K.

(2) Evidemment, pour x0 ≡ 2b, x0 ∈ {x ∈ K(β, α, b, 2b) : α(x) > b},

alors {x ∈ K(β, α, b, 2b) : α(x) > b} 6= ∅.

Soit x ∈ K(β, α, b, 2b). Alors b ≤ α(x) et β(x) ≤ 2b. Ce qui implique que b ≤ x(t) ≤ 2b

pour tout t ∈ [1
4 ,

1
2 ]. Et ainsi d’après (5.4) et la condition (b), on a

α(Ax) = min
t∈[ 1

4 ,
1
2 ]

∫ 1
2

0
min{t, s}f(x(s)) ds =

∫ 1
2

0
min{1

4 , s}f(x(s)) ds

=
∫ 1

4

0
sf(x(s)) ds+

∫ 1
2

1
4

1
4f(x(s)) ds >

∫ 1
2

1
4

1
416 b ds = b.

D’où la condition (ii) du théorème 5.3 est satisfaite.

(3) Soit x ∈ K(α, b) et β(Ax) = ‖Ax‖ > 2b. Alors il s’ensuit de α(x) ≥ 1
2‖x‖ pour tout

x ∈ K que α(Ax) ≥ 1
2‖Ax‖ > b. Alors la condition (iii) du théorème 5.3 est vérifiée.

(4) Montrons d’abord que

∫ 1
2

0
min{t, s} sin πt dt = 1

π2 sin πs, s ∈ [0, 1
2]. (5.5)
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On a,

∫ 1
2

0
min{t, s} sin πt dt =

∫ s

0
t sin πt dt+

∫ 1
2

s
s sin πt dt

= − t
π

cosπt
∣∣∣∣∣
s

0
+ 1
π

∫ s

0
cos πt dt− s

π
cosπt

∣∣∣∣∣
1
2

s

= − s
π

cosπs+ 1
π2 sin πt

∣∣∣∣∣
s

0
+ s

π
cosπs = 1

π2 sin πs, s ∈ [0, 1
2].

Comme f 0 < π2, il existe δ > 0 et un r > 0 suffisamment petit tel que f(x) ≤ (1−δ)π2x

pour tout t ∈ [0, r]. Maintenant on montre que

x 6= λAx pour tout λ ∈ [0, 1] et x ∈ ∂Kr où ∂Kr = {x ∈ K : ‖x‖ = r}.

S’il existe λ1 ∈ [0, 1] et x1 ∈ ∂Kr tel que x1 = λ1Ax1, alors 0 ≤ x1(t) ≤ r pour tout

t ∈ [0, 1]. Donc d’après (5.5),

∫ 1
2

0
x1(t) sin πt dt = λ1

∫ 1
2

0

[ ∫ 1
2

0
min{t, s}f(x1(s)) ds

]
sin πt dt

= λ1

π2

∫ 1
2

0
f(x1(s)) sin πs ds ≤ 1

π2

∫ 1
2

0
π2(1− δ)x1(s) sin πs ds,

Ceci implique que δ
∫ 1

2
0 x1(t) sin πt dt ≤ 0. Ce qui est impossible. Par conséquent nous

avons montré que x 6= λx pour tout λ ∈ [0, 1] et x ∈ ∂Kr. Ainsi, d’après l’invariance

homotopique de l’indice du point fixe. On a

i(A,Kr,K) = i(0,Kr,K) = 1.

(5) Comme f∞ < π2, il existe σ > 0 et R0 > 0 tel que f(x) ≤ (1 − σ)π2x pour tout

x ∈ [R0,+∞). Et comme f est continue sur [0, R0], il existe C > 0 tel que f(x) ≤ C

pour tout x ∈ [0, R0]. Par conséquent, f(x) ≤ π2(1− σ)x+ C pour tout x ∈ [0,+∞).

On choisit R suffisamment grand tel que R > C
(2σπ) . Maintenant, montrons que

x 6= λAx pour tout λ ∈ [0, 1] et x ∈ ∂KR.



CHAPITRE 5. GÉNÉRALISATION DES THÉORÈMES DE TROIS POINTS FIXES D’AMANN ET DE
LEGGETT-WILLIAMS ET APPLICATIONS, 2004 69

S’il existe λ1 et x1 ∈ ∂KR tel que x1 = λ1Ax1, alors, d’après (5.5),∫ 1
2

0
x1(t) sin πt dt = λ1

∫ 1
2

0

[ ∫ 1
2

0
min{t, s}f(x1(s)) ds

]
sin πt dt

= λ1

π2

∫ 1
2

0
f(x1(s)) sin πs ds

≤ 1
π2

∫ 1
2

0
[π2(1− σ)x1(s) + C] sin πs ds

= (1− σ)
∫ 1

2

0
x1(s) sin πs ds+ C

π3 ,

Ce qui implique que σ
∫ 1

2
0 x1(t) sin πt dt ≤ C

π3 .

Mais
∫ 1

2
0 x1(t) sin πt dt ≥ ‖x1‖

∫ 1
2

0 2t sin πt dt = 2 R
π2 . Donc 2σ R

π2 ≤ C
π3 , i.e.,R ≤ C

(2σπ) . Ce

qui contredit le choix de R.

D’où on a montré que x 6= λAx pour tout λ ∈ [0, 1] et x ∈ ∂KR. Ainsi d’après l’invariance

homotopique de l’indice du point fixe, on a

i(A,KR,K) = i(0,KR,K) = 1.

D’où, la condition (iv) du théorème 5.3 est satisfaite.

Toutes les conditions du théorème 5.3 sont satisfaites, alors A possède au moins trois points

fixes x1, x2 et x3, vérifiants ‖x1‖ > r avec α(x1) < b, ‖x2‖ < R avec α(x2) > b, et ‖x3‖ < r, où

x1 et x2 sont des points fixes positifs non nuls.

Ce qui complète la preuve.

Exemple 5.1. Soit

f(x) =



9.84x, x ∈ [0, b2 ],

22.18(x− b
2) + 4.92b, x ∈ [ b2 , b],

16.01b, x ∈ [b, 2b],

9.84(x− 2b) + 16.01b, x ∈ [2b,+∞).

alors f satisfait toutes les conditions du théorème 5.4. Alors le théorème 5.4 assure que le

problème (5.1) a au moins deux solutions positives symétriques non nulles x1 et x2, et une

solution nulle x3 qui satisfont

α(x1) < b, α(x2) > b et x3 = 0.
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Extension et rétraction dans les espace de Banach

Définition 5.1. Soit X un espace topologique et A ⊂ X un sous ensemble non vide.On dit

que A ⊂ X est un rétracté de X s’il existe une application continue r : X → A telle que

r(x) = x ∀x ∈ A; ou encore si I|A admet une extension à X. L’application r est alors appelée

rétraction.

Exemple 5.2. Dans Rn, la boule Bn = B(x0, R) est un rétracté de l’espace Rn. Il suffit pour

cela de considérer l’application r définie par :

r(x) =


x, si ‖x− x0‖ ≤ R

x0 +R x−x0
‖x−x0‖ , si ‖x− x0‖ ≥ R.

Proposition 5.1. A est un rétracté de X si et seulement si pour tout espace topologique Y,

toute application continue f : A→ Y admet une extension continue f̃ : X → Y.

Démonstration

(i) Soit r : X → A une rétraction et f : A → Y une application continue. Alors l’application

composée f ◦ r : X → Y est une extension continue de l’application f .

(ii) Réciproquement, si toute application continue f : A → Y admet une extension à l’espace

X, alors l’application identité I|A : A→ A possède une extension r : X → A.
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Théorèmes d’extension de Dugundji

Théorème 5.5. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A ⊂ X une partie fermée de

X et f : A → Y une application continue. Alors f admet une extension continue f̃ : X → Y

telle que f̃(X) ⊂ Conv(f(A)).

Théorème 5.6. Soient X et Y deux espaces de Banach, A ⊂ X une partie fermée, bornée et

f : A → Y une application compacte. Alors f admet une extension compacte f̃ : X → Y telle

que f̃(X) ⊂ Conv(f(A)).

Corollaire 5.2. Tout ensemble convexe fermé A d’un espace vectoriel normé X est un rétracté

de cet espace.

Démonstration

D’après le théorème de Dugundji, l’application I|A admet une extension unique Ĩ|X telle que

Ĩ(X) ⊂ Conv(I(A)) = Conv(A). D’autre part, A ⊂ X entraîne Ĩ(A) ⊂ Ĩ(X) ⊂ Conv(A).

Donc A ⊂ Ĩ(X) ⊂ Conv(A) = A car, A étant convexe. Par conséquent, Ĩ(X) = A ; d’où le

résultat demandé.

Propriété du point fixe

Définition 5.2. Un espace topologique X possède les propriétés du point fixe si toute application

continue de X dans X a un point fixe dans X.

Théorème 5.7. Si un espace topologique X est homéomorphe à un espace topologique Y et X

possède la propriété du point fixe, alors Y possède la propriété du point fixe.

Démonstration. Comme X est un homéomorphe de Y , il y a une application f : X → Y tel

que

1. f est une bijection,

2. f est continue,
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3. il existe f−1 et f−1 est continue.

Soit g : Y → Y une application continue. Comme f(X) = Y , on a

f−1 ◦ g ◦ f : X → X

est une application continue et comme X possède la propriété du point fixe, il existe un x ∈ X

tel que

f−1 (g(f(x))) = x.

Par conséquent,

g(f(x)) = f(x),

i.e., f(x) est un point fixe de g. Car g : Y → Y l’application continue a été choisi arbitrairement,

nous concluons que Y possède la propriété du point fixe. Ce qui complète la preuve.

Théorème 5.8. Si Y possède la propriété du point fixe et X est un rétracté de Y , alors X

possède la propriété du point fixe.

Démonstration. Comme X est un rétracté de Y , il y a une application continue r : Y → X

pour r = I sur X. Soit f : X → X une application continue quelconque. Alors

f ◦ r : Y → X ⊂ Y.

Par conséquent, utilisant le fait que Y possède la propriété du point fixe, il y a un y ∈ Y tel

que

(f ◦ r)(y) = y et y ∈ X.

D’ici, r(y) = y et

(f ◦ r)(y) = f(r(y))

= f(y)

= y.

Donc f possède un point fixe dans X. Ce qui complète la preuve.
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Proposition 5.2. Soit (E,P) un espace de Banach ordonné, et soit [y1, z2] un intervalle or-

donné non vide de E. Supposons que F : [y1, z2] → E est un opérateur compact croissant tel

que : y1 ≤ F (y1) et F (z2) ≤ z2. Alors F possède un point fixe minimal x̂2 et un point fixe

maximal x̂1.

De plus, x̂2 = lim
k→∞

F k(y1) et x̂1 = lim
k→∞

F k(z2), et les itérations (F k(y1)) et (F k(z2)) sont

croissantes et décroissantes, respectivement.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons abordé la question de multiplicité des points fixes, en pré-

sentant quelques résultats importants pour les opérateurs complètement continus qui assurent

l’existence et la multiplicité du point fixe sur un cône d’un espace de Banach ordonné. Puis

nous avons appliqué quelques résultats afin d’établir l’existence de solutions positives multiples

de certaines équations différentielles non linéaires ainsi que pour des équations intégrales de

type Hammerstein.

La théorie des points fixes s’est imposée et s’est révélée être un outil très puissant et important

dans l’analyse qui ne cesse d’évoluer et de s’étendre, en particulier le théorème de point fixe de

Leggett-Williams [32] est d’une utilité essentielle dans l’étude d’existence de solutions multiples

positives des problèmes aux limites non linéaires. Récemment, de remarquables théorèmes de

point fixe ont été établis en se basant sur les résultats de Leggett et Williams [[4], [10]-[12], [39],

[40]]. Nous trouvons par exemple :

le théorème du point fixe de cinq fonctionnelles [4] dû à Avery, le théorème du point fixe de

quatre fonctionnelles [10] dû à Avery, Henderson et O’Regan, une généralisation du théorème

de point fixe de Leggett-Williams [11] dû à Avery et Peterson. Ces théorèmes ont été appliqués

pour obtenir de nouveaux résultats d’existence et de multiplicité.
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Résumé  

Nous nous sommes intéressées dans ce travail aux questions liées à l'existence, la positivité, la 

localisation et à la multiplicité de solutions des équations abstraites de la forme : 

�� = �   � ∈ �, 

où � est un opérateur complètement continu et 	 est un convexe fermé d'un espace de Banach. 

 Nous avons présenté quelques types de théorèmes du point fixe qui assurent l'existence de deux ou 

trois points fixes, dans un sous ensemble d'un cône, sous certaines conditions. 

 Comme applications nous avons employé certains de ces théorèmes afin de montrer l'existence de 

solutions positives multiples de quelques problèmes aux limites non linéaires, ainsi qu'à la résolution 

de certaines équations intégrales de type Hammerstein. 

Mots clés : Théorème du point fixe, indice du point fixe, les cônes, points fixes multiples, théorème 

de Leggett -Williams, expansion-compression d’un cône, théorème d’Amann. 

Abstract  

We are interested in this work in questions related to the existence, positivity, localization and the 

multiplicity of solutions of abstract equations of the form: 

�� = �   � ∈ �, 

where � is a completely continuous operator and 	 is a closed convex set of a Banach space. 

 We have presented some types of fixed point theorems which ensure the existence of two or three 

fixed points, in a subset of a cone, under certain conditions. 

 As applications, we have used some of these theorems in order to show the existence of multiple 

positive solutions of some nonlinear boundary value problems as well as to the resolution of some 

integral equations of Hammerstein type. 

 

Key Words: fixed point theorem, fixed point index, cones, multiple fixed points, Leggett-William’s 

theorem expansion-compression of a cone, Amann’s theorem. 

   

   ملخص
  نھتم في ھذا العمل بمسائل تتعلق بوجود وحصر وتعدد الحلول الموجبة لمعدلات مجردة من الشكل: 

�� = �   � ∈ �, 

بعرض بعض نظریات النقطة  في ھذا الإطار قمنا جزء محدب مغلق من فضاء بناخي. 	 و متراص)ر مستمر تماما (مؤثّ  �   حیث
الصامدة التي تناقش وتضمن وجود نقطتین أو ثلاث نقاط صامدة موجبة في جزء مغلق ومحدب من مخروط وذلك تحت شروط 

بعض ھذه النظریات لإثبات وجود وتعدد الحلول الموجبة لبعض المسائل الحدیة الغیر خطیة وكذا لحل  ستخدمناا معینة. كتطبیقات
  . ( Hammerstien)التكاملیة من نوع ھامرشتاینبعض المعادلات 

 

 ،Leggett –Williamsنظریة  متعددة،نقاط ثابتة  المخروطات، الصامدة،ر النقطة مؤشّ  الصامدة،نظریة النقطة  الكلمات المفتاحیة:
   Amann.نظریة

  

 

 


