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Introduction

Comme une partie tres importante de I’analyse non linéaire, la théorie du point fixe joue
un role clé en ce qui concerne la résolution de nombreux systémes complexes issus des ma-
thématiques appliquées (réacteurs chimiques, transport de neutrons, biologie des populations,
maladies infectieuses, économie, mécanique appliquée, ... ). La théorie elle-méme s’est dévelop-
pée rapidement dans de nombreuses directions commencant par le théoreme du point fixe de
Brouwer (1910), le principe de contraction de Banach (1922) et le théoréme du point fixe de
Schauder pour les applications compactes (1930). Le théoreme du point fixe de Krasnosel’skii
pour la somme de deux opérateurs (1955) est considéré a la fois comme une extension et une
combinaison de ces deux derniers résultats (voir [16, 25, 38]).

Beaucoup de théorémes du point fixe ont fourni des critéres pour I'existence d’une solution
positive ou des solutions positives multiples pour des problemes aux limites. Certains de ces
théorémes peuvent étre trouvés dans les travaux de Guo [20, 21, 22], Krasnosel’skii [28], Leggett
et Williams [32] et Avery et al.[6, 9].

Les théoremes du point fixe mentionnés ci-dessus ont été appliqués par de nombreux au-
teurs dans des travaux traitant des équations différentielles ordinaires [5, 8, 19] et équations
dynamiques sur les échelles de temps [18, 30, 35]. Ces théorémes ont été également utilisés pour
développer des résultats concernant des équations aux différences [7, 15, 23, 33].

L’indice du point fixe est un concept de la théorie du point fixe, qui peut étre considéré comme
une mesure de multiplicité des points fixes positifs pour des opérateurs non linéaires possé-
dant certaines propriétés. Notons que la théorie du point fixe positif a également été fortement

influencée par I'avancement des travaux de recherche réalisés sur cet indice pour différentes
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classes d’applications.

Nous nous intéressons, dans ce mémoire, a présenter quelques types des théoremes des points
fixes multiples. Ces théoremes donnent des conditions suffisantes qui assurent I’existence de deux
ou trois points fixes sur un céone d’un espace de Banach. Nous nous intéressons, également, aux
questions d’existence et de localisation de solutions positives pour des probléemes aux limites
associés aux E.D.O, ainsi que pour des équations intégrales de type Hammerstein.

Ce mémoire se compose de cinq chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de quelques notions de base indispensables
a la compréhension de la suite du travail. Nous commencons par le concept d’un cone, ensuite
nous définissions un des outils de base de I’analyse fonctionnelle ; le degré topologique de Leray-
Schauder pour les perturbations compactes de l'identité, puis nous introduirons l'indice du
point fixe qui est une extension de ce dernier. Et nous terminerons ce chapitre par donner les
théoremes d’expansion et de compression d'un cone les plus utilisés dans la littérature pour
la recherche des solutions positives. Il s’agit du théoreme d’expansion et de compression d’un
cone de type ordre dit a Krasnosel’skii (1964) et celui de type norme di a Guo (1988).

Grace a ces deux derniers résultats, des théorémes des points fixes multiples qui assurent
I'existence d’au moins deux points fixes ont été établis. Ces théoremes sont utilisés a la résolution
d’une équation intégrale de type Hammerstein et d’un probleme aux limites du second ordre,
ce qui fera I'objet du deuxieme chapitre.

Dans le troisieme chapitre nous présentons un résultat de multiplicité d’Amann qui remplace
I’expansion et la compression de 'opérateur du point fixe en certaines frontiéres par ’expansion
et la compression de cet opérateur uniquement en certains points. Ce résultat représente une
généralisation directe et naturelle du théoreme des valeurs intermédiaires dans un espace de
Banach ordonné quelconque en utilisant les intervalles ordonnés. Notons que ce résultat de
multiplicité est une conséquence d’un théoréme plus général di & H.Amann [2]. Ce dernier
assure ’existence d’au moins trois points fixes pour un opérateur compléetement continu.

Dans le quatrieme chapitre nous présentons les méthodes développées par Leggett et Williams
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améliorant les résultats d’Amann. Ce chapitre est constitué de deux parties, dans la premiere
nous exposons les méthodes des points fixes multiples développées par Leggett et Williams pour
la résolution de deux problemes aux limites issues de la théorie des réacteurs chimiques. Dans
la deuxieme partie nous présentons un théoreme de trois points fixes développé par Leggett et
Williams qui permet d’étudier une large classe de problemes. Ce théoreme discute 1’existence
des points fixes d’un opérateur non linéaire completement continu défini sur un cone K d’un

espace de Banach ordonné E, pour des ensembles de la forme :

S(a,a,b) ={x € K: alzx) >aet |z|| < b}

ou a,b € (0,+00) et v est une fonctionnelle concave. Notons que dans ce type de théoremes, la
concavité est essentielle pour donner des estimations importantes ainsi que dans la définition
d’un cone approprié. De récentes généralisations de ce type de théoremes sont utilisées pour
obtenir des solutions positives sous des conditions plus flexibles.

Dans le cinquiéme chapitre nous présentons le théoréeme de Li-Han (2004) généralisant, a la
fois, les théoremes de trois points fixes d’Amann et de Leggett-Williams, qui sont apparemment
completement indépendants I'un de 'autre. Dans le théoréme de Li-Han, ’ensemble des points

fixes est de la forme :

X(B,a,a,b) ={zx € X: a(z) >a, f(x) < b}.

ou X est un sous ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach E, en particulier

X peut étre un cone. Les fonctionnelles «, 3 sont concave et convexe, respectivement.



Notations

p.p Presque partout.
resp. Respectivement.

(a,b) Intervalle ouvert |a, b|.
o) La frontiere de (2.

0 L’intérieur de €.

Q L’adhérence de €.

1|1l Une norme.

1 L’application identité.

flv La restriction de f dans V.

i(f,U,D) Indice du point fixe de f sur U par rapport a D.
Fix(f) L’ensemble des points fixes de f.

rang F La dimension de I’espace image par 'opérateur F.

A invariant  Un ensemble A est dit invariant par un opérateur F' si F'(A) C A.

C(X.,Y) L’espace de toutes les fonctions continues de X dans Y.
C(2) L’espace de toutes les fonctions continues de {2 dans R.
C+ () L’espace des fonctions positives continues de C'(£2).
L>(Q) L’espace de toutes les fonctions presque partout bornées

a valeurs réelles Lebesgue mesurable.
mes(D) Mesure de Lebesgue de L’ensemble D.

Conv(A) Le plus petit convexe contenant A.



Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les résultats préliminaires indispensables a la compréhen-

sion de la suite du travail.

1.1 Les cOnes

Dans ce qui suit (F, ||.||) désigne un espace de Banach.

Définition 1.1. Un sous ensemble P C E non vide, conveze et fermé est dit cone s’il vérifie

les deuz conditions suivantes :
(i) (xePetA>0)=AxeP;

(ii) (x€P et —x€eP)=2=0,1ie, (PN(=P)={0}).

Définition 1.2. Pour tout cone P de E, on peut définir sur E une relation d’ordre partiel

comme suit :

Ve,ye F: e <y&sy—axeP.

Nous pouvons aussi définir les relations d’ordre partiel suivantes :
> r<ysr<yetxFuy.
b r<Lysy—axeP si PO

> rtysy—axgP.
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On définit aussi, le segment d’un cone P (intervalle ordonné) par :
2,y ={z€P: z<z<y}

Remarque 1.1. Un espace de Banach qui contient un cone, est dit un espace de Banach

ordonné.

Définition 1.3. Soit P un cone de E. Alors, on dit que

» P est normal s’il existe une constante § > 0 tel que
|z +yll =6, Yo,y € P avee |lzf| = [[y[| = 1.

> P est solide si P+ ot P = int(P) c’est Uintérieur de P.
» P est générateur si E =P — P, i.e, Vr € E, 3 u,v € P tels que : v = u — 0.
(en d’autres termes tout élément x € E peut s’écrire sous la forme : © = u — v oi

u,v €P)

Remarque 1.2. Géométriquement, la normalité d’un cone signifie que l’angle entre chaque
deux vecteurs unitaires positifs ne peut pas dépasser . Autrement dit, un cone normal ne peut

pas étre trop large.
Le théoréme suivant nous donne d’autres définitions d’un cone normal.

Théoréme 1.1. (voir [21, Theorem 1.1, page 4]). Soit P un céne de l’espace de Banach E.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. P est normal ;
2. Iy >0 tel que ||z +yl| = ymaz{|[=[, |y} Vz,yeP;

3. AN >0 tel que 0 <z <y=|z]| <Nyl Vr,yeP;

(i.e. la norme ||.| est semi monotone).

4. Tout intervalle ordonné [x,y] = {z € E: © <z <y} est borné.
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Exemple 1.1.
1. Soient E =R" et Py = {z = (21,29, ..,xn) ER": 2; >0, i =1,...,n} = (Ry)".

(a) Py est un cone solide et générateur dans R", car Py = (RL)™ et comme R est un

cone générateur sur R, alors pourt=1,...n:Vr; € R Ju;,v; € Ry x; = u; — ;.

e plus, comme toutes les normes sur sont monotones on a
b) De pl toutes [ R" t ¢
Vr,y € R", Opn <z <y = [lz]| < lyl|

Donc Py est normal avec la constante de normalité N = 1.
2. Soit E = C(G), l’espace des fonctions continues sur un fermé borné G C R"™, muni de la
norme ||x||cq) = igg |x(t)| et Po ={x € C(G) : x(t) >0, Vt € G}.
(a) Py est un cone solide et générateur sur C(G).
(b) Py est normal car la norme ||.||c(q) est monotone sur C(G).

(¢) On définit d’autres cones sur E tels que :
Py={r€C(@):a(t) 20, et [ a(t)dt>zolw®le}
0

Pi={r € C(G):x(t) >0, et min(x(t)) > e1llz(t)]le@ }-

teGy
avec Gy, G1 sont des sous ensembles fermés de G, et gy et 1 sont deux constantes
telles que : 0 < g9 < mes(Gg) et 0 < e; < 1. On a P3 C Py et Py C Py et tous les

deuz sont des cones solides et normauz sur C(G).

3. Soit E = LP(Q), lespace des fonctions Lebesque-intégrable sur @ C R™ avec p > 1 et

1

0 < mes(2) < oo muni de la norme ||z|| = (/ |x(1§)|pdt>p et
0
Ps=L7(Q) ={zxeLP(Q): z(t) >0 p.p dans Q}.

Il est clair que Ps est un cone générateur, et puisque la norme de LP(Q)) est croissante,
alors il est normal, mais il n'est pas solide, car Py = 0 sauf le come LI () qui est

d’intérieur non vide. En effet, si Ps était d’intérieur non vide alors Af € Ps,
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i.e. 30 > 0 tel que : B(f,9) C Ps.

On prend Q = [0, 1], et considérons la suite (f,)nen définie par :

—f@t), sitelo,2],

f(t), siteli ]

fn(t) =

Alors

1

1) = folde = [T 10— FPds+ [ 150 - Fo)ra

= [T 50 - foPd+ [176) - fe

= 2 [Tl

[

Done £, = 1l = (245

f(t)|pdt)p — 0 quand n — oo, car f € L7 (), c’est a dire
Vo >0,3ng € Nyn >ng = ||f, — fl] <9,

ce qui entaine que

Vo > 0,3dng € Nyn >ng = f, € B(f,9),

ce qui contredit le fait que f,, n’est pas dans le cone Ps, car mes ([0, %]) #0.

1.2 Quelques classes d’opérateurs

1.2.1 Opérateurs monotones

Définition 1.4. Soient X et Y deuxr espaces de Banach ordonnés et T : D C X — Y un

opérateur.
(a) T est dit croissant siVz,y € D, v <y =Tz <Ty.
(b) T est dit strictement croissant siVx,y € D, x <y = Tz < Ty.

(c) T est dit fortement croissant siVx,y € D, v <y = Tr < Ty.
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(d) T est dit décroissant siVz,y € D, x <y = Tx > Ty.
(e) T est dit strictement décroissant siVzx,y € D, x <y = Tx >Ty.

(f) T est dit fortement décroissant siVzx,y € D, x <y = Tx > Ty.

1.2.2 Opérateurs completement continus

Définition 1.5. Soit T: Q0 C E — E un opérateur continu. On dit que :

(i) T est borné s’il transforme les bornés de ) en des ensembles bornés.

(1i) T est compact si 'ensemble T'(S2) est relativement compact.

(1ii) T est complétement continu s’il transforme les bornés de §) en des ensembles relativement

compacts.

Remarque 1.3. (a) Tout opérateur compact est complétement continu.

(b) Si Q est borné, la réciproque est vraie.

Définition 1.6. (définition d’un opérateur compact en utilisant les suites) Soient X etY deux
espaces de Banach. Soit T: X — Y un opérateur continu. T : X — Y est compact si et
seulement si pour toute suite (x,)neny de X on peut extraire une sous suite (T, )ren telle que la

suite (T'(xy, ))ken converge dans'Y.

Théoréme 1.2. (Critére de compacité d’Ascoli-Arzela)[15]
Soit X un espace métrique compact et Y un espace de Banach. H C C(X,Y) un sous-espace

muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.,

Vo e X, l'ensemble {f (x): f € H} est borné dans Y .

2. H est équi-continu, i.e.

Ve>0,3VeV(x),VyeX;yeV=|f(y) - f@)ly <e VfeH.

Casou X =[a,b)CRet Y =R
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Théoréme 1.3. (Cas particulier d’Ascoli-Arzeld)
Soit (fn)nen C C([a,b],R) une suite vérifiant :
(1) (fn)nen est uniformément bornée, i.e., 3¢ >0,Vn e N: |f,]| <ec
(2) (fu)nen est équi-continue, i.e., Ve > 0,35 =10 (c), Va,y € [a,b] :
|t —y| <d=|fulz) — fuly)] <&, VneN.
Alors, (fn)nen admet une sous-suite convergente. (i.e., (fn)nen est relativement com-

pacte).

Corollaire 1.1. Si (f,)nen est bornée dans C*'([a,b],R), alors elle admet une sous-suite

convergente dans C*([a,b],R).

Lemme 1.1. (Théoréme de convergence dominée de Lebesque "T.C.D.L")
Soit (fn)nen une suite de L1(Q) avec Q C R™. Supposons que :
(i) fu(z) = f(x), quand n — oo p.p dans €2,
(ii) il existe une fonction g > 0 et g € LY(Q) telle que Vn € N, | f,(z)| < g(x) p.p dans Q.

Alors, f € LYQ) et || fn — fllzr — 0, quand n — .

1.3 Indice du point fixe

La théorie du point fixe dans les espaces de Banach, soit sous forme de théoremes du
point fixe ou sous forme de méthodes topologiques liées au degré topologique, a été largement
appliquées dans I'étude de I'existence et de la multiplicité des solutions pour des problemes aux
limites non linéaires. L’indice du point fixe est un concept de la théorie du point fixe. Nous
pouvons le considérer comme une mesure de multiplicité des points fixes des opérateurs non
linéaires possédants certaines propriétés.

Dans cette section nous nous intéresserons a l’'indice du point fixe pour la classe des opéra-

teurs completement continus.
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1.3.1 Degré topologique de Leray-Schauder

Le degré topologique de Leray-Schauder est construit pour les applications qui different de
'identité par une application compacte (perturbations compactes de 'identité).

Soit X un espace de Banach, €2 C X un ouvert et f : 2 — X une application continue.
Le théoreme suivant établit 'existence et 'unicité du degré topologique de Leray-Schauder a

travers ses propriétés. Pour plus de détails voir les références [14],[17]

Théoréme 1.4. Soit A l'ensemble des triplets (f, 2, yo) ot Q est un ouvert borné de X, yo € X
et f=1—K avec K : QQ — X une application compacte telle que yo € f(02). Alors, il existe

une application

deg: A — Z

<f7Q7y0) = deg(vaayO)u

vérifiant les propriétés suivantes :

1, siygeQ,
(i) (Normalisation). deg(I,,yo) =

0, siyy ¢ Q.

(ii) (Invariance homotopique). Soit {fi}o<t<1 une famille d’applications compactes et
dépendant continiment det telle que yo & f(0), Vt € [0,1]. Alors le degré deg(fi, 2, yo)

ne dépend pas de t. En particulier

deg(fla Qu ZJO) = deg<f07 Q7 yO)

(iii) (Additivité). Soit yo € X et (£)1<i<n une famille d’ouverts deux a deux disjoints
vérifiant ['une des assertions suivantes :
(a) Q=U~,Q; etyo & f(OQ) oun €N ;
(b) Uiy i C Q et yo & fF(2\ UL, Q).
Alors

deg(f7 Qa yO) = Zdeg(fa Qia 3/0),

i=1
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ot seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.
(vi) (Existence de solutions). Si deg(f,Q2,y0) # 0 alors il existe xo € Q: f(x0) = yo.

(v) (Excision). SiC C Q est fermé et yo & f(C)U f(09), alors

deg(f797y0) = deg(f, Q \ Ca yO);

L’entier deg(f,$2,y0) est appelé le degré topologique de Leray-Schauder de f sur Q2 en yg, ce

degré est unique.

Remarque 1.4. Les propriétés d’existence de solutions et d’invariance par homotopie conduisent
a des théoréemes du point fixe trés importants. Ces derniers sont souvent utilisés pour résoudre

des problemes aux limites non linéaires.

1.3.2 Indice du point fixe

Nous avons présenté ci-dessus le degré topologique de leray-Schauder, un des outils les plus
importants en analyse fonctionnelle non linéaire. En relation avec les opérateurs non linéaires
dans un espace de Banach ordonné, il est naturel de considérer des opérateurs qui sont définis
sur des sous ensembles (relativement) ouverts d’un cone. Si le cdne n’a pas de points intérieurs,
le degré de Leray-Schauder n’est pas immédiatement applicable. Mais en raison du fait que le
cone est un rétracté de l’espace de Banach qui le contient, il est possible d’étendre la notion
de degré au cas d'un opérateur compact défini sur un ouvert d’'un cone. Cette extension est
appelée "indice du point fixe".

Dans ce qui suit, nous présentons les propriétés les plus importantes de cet indice.

Définition 1.7. Soit X un espace de Banach. On dit que Y C X est un rétracté de X s’il

existe une application continue v : X — Y telle que r(x) =z, Vo €Y.

Remarque 1.5. Toute partie convexe fermée de X est un rétracté de X ; en particulier tout

come P C X est un rétracté de X.
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La clé pour définir I'indice du point fixe est le résultat suivant de Dugundji :

Théoréme 1.5. Si D est un sous ensemble non vide fermé, convere d’un espace de Banach

X, alors D est un rétracté de X.

Définition de I’indice du point fixe
Maintenant, soit U un sous ensemble ouvert borné d’un sous ensemble fermé, convexe D d'un
espace de Banach X. Supposons que f : U — D est une application compacte telle que
Fiz(f)NoU =0, on Fix(f) ={x € U: f(x) = z}. i.e., Papplication f n’a pas de points fixes
sur la frontiere de U. Soit r : X — D une rétraction. L’indice du point fixe i (f, U, D) de f sur

U par rapport a D est défini par :
i(f,UD)=i(for,r (U),X) =deg(I — for,r=(U),0). (1.1)

Comme f est une application compacte, il y a un sous ensemble compact K de X qui contient
f(U) et par conséquent il contient f or(r—1(U)), donc for : r—1(U) — X est une application
compacte.

La rétraction de X vers D n’ajoute aucun point fixe et donc il n’y a pas de points fixes de for
sur la frontiere de r—!(U). Par conséquent, le degré de Leray-Schauder deg(I — for,r=1(U),0)
de I — for sur r}(U) est bien défini. Cependant, il peut y avoir de nombreuses fagons de
rétracter X vers D. Il découle immédiatement de I'invariance homotopique et de la propriété
d’excision de deg que cet entier est le méme pour toutes les rétractations de X sur D.
L’entier i (f,U, D) est appelé I'indice du point fixe de f sur U par rapport a D.

Par définition, I'indice du point fixe de f sur U est le degré de Leray-Schauder de I — f or sur

r~Y(U). Par conséquent, application i : M — Z avec
M = {(f, U,D) : D C X rétracté ,U C D ouvert borné, f : U — D compact, Fiz(f) NoU = @},

hérite des propriétés du degré de Leray-Schauder.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 14

Dans ce qui suit, on considere D un rétracté d’un espace de Banach X, U C D un sous

ensemble ouvert borné et f : U — X une application complétement continue sans point fixe

sur OU.

Théoréme 1.6.  L’indice du point fize i(f,U, D) défini dans (1.1) satisfait les propriétés

sutvantes :

(a) (Normalisation). Si f: U — U est une application constante, alors
i(f,U,D)=1.

(b) (Invariance par homotopie). Supposons H : U x [0,1] — D est une application

complétement continue telle que H(xz,t) # x pour tout x € U et t € [0,1], alors
i (Hy,U,D) =i (H.,U, D).

(c) (Additivité). Pour tout couple d’ouverts disjoints Uy, Uy de U tel que f n’admet pas

de point fize sur U\ (U; U Us),
i(f,U,D)=1i(f,Uy,D)+1i(f Us, D),

o Z(f, Uk, D) = i<f|ﬁk’ Uk, D), k= 1, 2.
(d) (Existence de solutions). Sii(f,U, D) # 0, alors f a un point fize dans U.

(e) (Permanence). SiY est un rétracté de D et f(U) C Y, alors
i(f,U,D)=14i(f,UNY,Y),

ou i (f,UNYY):=i(flgay UNY.Y).

(f) (Excision). Soit V' un sous ensemble ouvert de U tel que f n’admet pas un point fize
dans U\V, alors

Z(f,U,D):l(.ﬂv,Vv,D),

Les résultats suivants sont des conséquences directes des propriétés précédentes.
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Proposition 1.1. [22, Lemma 3.4.1, page 174] Soit P un cone d’un espace de Banach E et U
un ouvert borné de E avec 0 € U. Supposons que F : PNU — P est un opérateur complétement

continu satisfaisant la condition :
Fr %z VoePnol.
Alors, Uindice du point fize i (F,PNU,P)=1.

Proposition 1.2. /21, Lemma 2.3.1, page 88] Soit X un fermé conveze d’un espace de Banach
E et U un ouvert borné de X avec 0 € U. Supposons que F : U — X est un opérateur

completement continu satisfaisant la condition de Leray-Schauder :
Fx # Mz, pour tout © € OU et X\ > 1. (1.2)
Alors, lindice du point fize i (F,U, X) = 1.

Corollaire 1.2. Soit P un cone d’un espace de Banach E et U un ouvert borné de E avec
0 € U. Supposons que F : PNU — P est un opérateur complétement continu satisfaisant la
condition :

|Fx|| < ||z|]| et Fx#x pour tout x € P NOU. (1.3)
Alors, Uindice du point five i (F,U, P) = 1.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la condition (1.3) de ce corollaire implique la condition
(1.2) de la proposition 1.2. En effet, si on suppose par I’absurde qu’il existe zo € PNOU et Ay > 1
tel que Fzg = A\gxg, alors, de deux chose 1'une

e Si \g > 1, on aura ||Fxo|| = Ao||@ol| > ||xo]|, d’ot la contradiction.

e Si \g =1, on aura Fzy = zy, d’ou la contradiction. Le corollaire est donc démontré. O

Proposition 1.3. [22, Corollary 1.3.1] Soit X un fermé convexe d’un espace de Banach E et
U un sous ensemble non vide, ouvert, borné et convere de X. Supposons que F : U — X est

un opérateur complétement continu tel que F(U) C U.

Alors, lindice du point fize i (F,U,X) = 1.
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Proposition 1.4. Soit P un cone d’un espace de Banach E et U un ouvert borné de E.

Supposons que F : PNU — P est un opérateur complétement continu satisfaisant la condition
|Fx|| > ||z|| et Fx # x pour tout x € PN IU.
Alors, Uindice du point five i (F,P N U, P) = 0.

Proposition 1.5. [22, Lemma 3.4.1, page 174] Soit P un cone d’un espace de Banach E et U
un ouvert borné de E. Supposons que F': PNU — P est un opérateur complétement continu

satisfaisant la condition

Fx £z pour tout x € PNIU.
Alors, Uindice du point five i (F,P N U, P) = 0.

Proposition 1.6. Soit C' un sous ensemble conveze, fermé, borné et non vide d’un espace de

Banach X et F : C' — C une application compacte. Alors
i(F,C,C)=1.

Démonstration. Supposons que F est sans point fixe sur 0C car sinon, il n’y aura rien a
démontrer. Par la remarque 1.5, C' est un rétracté de X, donc l'indice i(F,C,C) est bien

défini. On fixe 7o € C et on définit 'application compacte H : [0,1] x C'— C par :
H(t,z) = (1 —t)Fx +txy, out e [0,1].

L’application H est bien définie car C' est convexe et le bord de C' dans C' est vide. Les propriétés

d’invariance homotopique et de normalisation de I'indice du point fixe nous donnent
i(F,C,C) =i(xy,C,C) = 1.
O

Remarque 1.6. On peut démontrer le méme résultat si C est seulement un rétracté de X
en utilisant la définition (1.5), en considérant une boule qui contient f(C') et en appliquant la

propriété de linvariance homotopique du degré de Leray-Schauder pour la déformation homo-

topique h(x,t) =z —t[for](z), 0 <t <1 od r est une rétraction quelconque.
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Théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un céone de type ordre

On commence par le théoréme principal suivant, di a Krasnosel’skii en 1964, appelé théo-

reme du point fixe d’expansion et de compression d’un cone.

Théoréme 1.7. [21, Theorem 2.3.3]. Soient Qy et Qo deux ouverts bornés d’un espace de
Banach E tels que 0 € Qy et Qy C Qy. Soit F: PN (ﬁz \ Q1) = P un opérateur complétement
continu, vérifiant ['une des conditions suivantes :

(1) Fxta, VeePNoY et FrLa, Vo e PN ;

(41)) FrLa, Ve e PNOY et Fatx, YeePNos.

Alors F a au moins un point five dans P N (Qy \ Q).

Démonstration. Par le théoreme d’extention de Dugundji (voir théoreme 5.6 dans 'annexe), F'
a une extension complétement continue (aussi notée par F) de P N Qy dans P. Supposons que
F vérifie la condition (7) (c’est le cas d’expansion du cone), la preuve étant semblable quand la
condition (ii) est satisfaite.

D’apres les propositions 1.1 et 1.5, nous obtenons
(F,PNQL,P)=1 et i(F,PNQy,P)=0
Par suite, la propriété d’additivité de 1'indice nous donne
i(E,PNQy,P) =i (F,PN(QW\2),P)+i(F,PNQ,P),
d’o,
i(F,PN(2\0),P)=—1.

Par conséquent, la propriété de l'existence de 'indice assure que F' admet au moins un point
fixe dans P N (2 \ ). O
Théoreme du point fixe d’expansion et de compression d’un coéne de type norme

La version de type norme du théoreme d’expansion et de compression d’un céne de Kras-

nosel’skii est obtenue par Guo en 1988.
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Théoréme 1.8. [21, Theorem 2.3.4.]. Soient )y et Qy deux ouverts bornés d’un espace de
Banach E tels que 0 € Qy et Qy C Qy. Soit F: PN (ﬁg \ Q1) = P un opérateur complétement

continu, vérifiant 'une des conditions suivantes :
(1) ||Fx| <|z|, Ye € PNOQ et ||[Fz| > ||z||, Yx € PNy ;

(i) |Fz| > ||, Yo € PO et |Fz| < ||, Yo € PN OQ,.

Alors F a au moins un point five dans PN (Qy \ Q).

Démonstration. Démontrons le théoréeme sous la condition (i7) (c’est le cas de compression du
cone). Grace au théoreme d’extension de Dugundji, on fait étendre F' & un opérateur comple-
tement continu, noté aussi F', de P Ny dans P.

On peut supposer, sans restriction de généralité, que F'o #£x Vr € PNOQ et Fo #£x Vr €
P N 082, sinon le théoreme est démontré. Sous ces conditions d’apres le corollaire 1.2 et la

proposition 1.4 nous obtenons
i(F, PN, P)=0 et i (F,PNQy,P)=1
Ensuite, la propriété d’additivité de 'indice nous donne
I(F,PNQ,P)=i(F,PN(Q\),P)+i(F,PNQ,P),

d’ou :
i (F,PN(2\0Q),P)=1.
D’apres la proprieté d’existence de 'indice on en déduit que F' admet au moins un point fixe

dans P N (£25\2;). D’une maniere analogue, nous obtenons la méme conclusion si la condition

(i) est vérifiée. Le théoreme est donc démontré. O



Théoremes des points fixes multiples de type
Expansion-Compression

Dans tout ce qui suit, P désigne un cone dans un espace de Banach (E, ||.||). Pour un certain

réel r >0, B, = {z € E: ||z|]| <r} est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r.

2.1 Reésultats d’existence

En utilisant les conditions des théoremes d’expansion et de compression d'un cone certains

théoremes de points fixes multiples sont immédiatement obtenus.

Théoréme 2.1. [22, Theorem 3.4.1.],[24, Theorem 1.1] Supposons que Qy,s et Q3 sont des
ouverts bornés non vides de E tels que 0 € Qy, Q1 C Qy et Qy C Q3. Soit F: PN (Q3\ Q) — P

un opérateur complétement continu. Si les conditions suivantes sont satisfaites :

Fr Lz, Vo ePno; (2.1)
Fr %z, Vo € PNoQy; (2.2)
Fr Lz, Yo e PNoQs. (2.3)

Alors F a au moins deux points fizes non nuls x1 et xy dans P N (Q3\ Q1) qui satisfont
r1 €PN (QQ \§1> et 9 € PN (Qg\ﬁg)
Démonstration. Les conditions (2.1) — (2.3) et les propositions 1.1 et 1.5 entrainent que

i(F, PNy, P)=0,

19
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i(F, PNy, P)=1,
i(F,PNQsP)=0.

Alors d’apres la propriété d’additivité de 'indice, on aura
H(EPO(Q\N),P)=i(F,PNQ,P)—i(F, PN, P)=1

i(F,PN(Q\Q),P)=i(F,PNQs,P)—i(F,PNQ,P)=—1

La propriété d’existence de l'indice assure donc I'existence de deux points fixes distincts
71 € PN (D \ Q) et zg € PN (Q3\ Q). 11 est clair que z; Z 0 et 29 Z 0, ce qui termine la

démonstration. O

Egalement, le théoréme suivant est utile pour établir I'existence de deux points fixes dans

un cone :

Théoréme 2.2. ([3], Theorem 7.9) Soient 0 < L <r < R trois constantes réels. Soit F': PN

Br — P un opérateur complétement continu vérifiant les conditions suivantes :
(@) ||[Fz| > [z]|, Vo € PNOBL;
(17) ||Fz| < ||z], * # Fzx, Yoz € PNIB,;

(iir) [[Fz| > ||z|, Yz € P NOoBg.

Alors F' a au moins deux points fizes non nuls x1 et x5 tels que
r1 €PN (BT\BL) et xo € PN (BR\BT>

Démonstration. Supposons que F' n’admet pas un point fixe sur P N 9B, et P N IBg, sinon le

théoréme est démontré. De la condition (i), le corollaire 1.2 nous donne
i(F,PNB,P)=1,
De les conditions (7) et (iii), la proposition 1.4 nous donne

i(F,PNBL,P)=0,
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i(F,PﬂBR,P) = 0.

Alors d’apres la propriété d’additivité de I'indice, on aura
i(F,PN(B,\BL),P)=i(F,PNB,P)—i(F,PNBL,P)=1.

i(F,PN(Br\B,),P) =i(F,P N Bg, P) —i(F,PNB,P)=—1.

Par conséquent, la propriété d’existence de 'indice assure I'existence de deux points fixes dis-
tincts 1 € PN (B, \ Br) et 2o € PN (Br\ B,).

]

Remarque 2.1. Ce théoréme a était démonter dans un cadre plus général dans [22, Corollary
3.4.1.]
Corollaire 2.1. Soient 0 < L < r < R trois constantes réels. Soit F: PN Br — P un
opérateur completement continu vérifiant les conditions suivantes :

(a) ||Fx| > ||z]|, pour tout x € PNIBL ;

(b) ||Fz|| < ||z||, pour tout x € PN OB, ;

(c) ||[Fz|| > ||z||, pour tout x € P N OBkg.
Alors F a au moins deuz points fives x1 et xo avec 11 € PN (B, \Br) et x5 € P N (Br\B,).

Démonstration. 11 est facile de voir que :

La condition (i¢) du théoréme 2.2 = La condition (b) du corollaire 2.1. O

2.2 Applications

Exemple 2.1. Considérons [’équation intégrale polynomiale d’Hammerstein suivante :

x(t) = /(;K(t,s)f(s,x(s))ds, teG (2.4)

ou G est un ensemble fermé borné de R™ et

m

ftz) =) a(t)z*, o >0, (i=1,2,..,m) (2.5)

i=1
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Clairement, x = 0 est une solution triviale de I’équation intégrale (2.4). Supposons que :

(H1) K est une fonction réelle continue positive sur G X G et qu’il existe un ensemble
fermé Gy C G (mes(Gp) > 0) et 0 <eg <1 tel que :
K(t,s) > 0, t,s€ Gy,
K(t,s) > eoK(u,s), t € Gy, s,u€q.
(H2) a; (1 =1,2,...,m) sont des fonctions continues positives sur G et il existe oy, < 1 et

a;, > 1 tels que a;y(t) >0, a;(t) >0, t € Gy.

(Hs) Z/ a;(t)dt < M, ou M =max K(t,s).
i=17G

t,seG
Théoréme 2.3. Sous les hypothéses (H1) — (H3), l'équation intégrale (2.4) a deuz solutions

continues positives non triviales.

Démonstration. Soient I'espace de Banach F = C(G) muni de la norme ||z|| = max |z(t)| et le
€
cone

P={xeC(G):x(t) >0,t G et {Iellan(t) > gollz||}

On considere 'opérateur A : P — E défini par :

(A)(1) = [ K(t.)f(s.2(s) d
Soit & € P. De la condition (H;), pour tout ¢ € G, nous obtenons
(Az)(t) > eo/GK(u, s)f(s,z(s))ds = eo(Ax)(u), u € G,

ce qui implique que

min(A)(t) 2 =ol|Az].

Do,
AP)CP (2.6)
De (H1) et (Hsz), il s’ensuit que opérateur A : P — P est complétement continu.

Soit x € P, pour t € GGy, nous avons

(Az)(t) > .. K(t, 8)a;,[x(s)]%0 ds > 719(mesG)ey ™ ||«

Otz'o
)
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(Az)(t) > / K(t,8)as, [2(s)]% ds > 77 (mesG)ey™ ||z|*,
Go
ot 7= min K(t,s) >0, 1= min a;,(t) >0, 1= min a;, (t) > 0.
Donc
|Az| > 775(mesG)ey® ||z||*0, = € P, (2.7)
et
|Az| > 771 (mesG)ey ™ |||, =€ P. (2.8)
De (2.7) et (2.8), il s’ensuit qu’il existe R > 1 > r > 0 tels que :
[Az|| > |lzll, =€ P, |lz|=r (2.9)
[Az|| > [[z]l, = €P, |lz| = R (2.10)

En effet, il suffit de prendre r et R qui vérifient (respectivement) les inégalités suivantes :
T70(mesG)ey O r®io < r,
711 (mes@)ey " R < R.
D’autre part, si z € P, ||z|| = 1, nous obtenons
0 < (Az)(t) < MZ/ a;(s)ds, teG
Ensuite, par la condition (H3) :

|Az]| < MZ/Gai(s)ds <z, zeP, |z =1 (2.11)
=1

De (2.6), (2.9) — (2.11) et le corollaire 2.1, il s’ensuit que A a deux points fixes non nuls z; et

xo dans P, satisfaisant r < ||z1]| < 1 < ||x2| < R. O

Exemple 2.2. Considérons le probleme auz limites d’une équation différentielle de seconde

ordre suivant :

—2"(t) = f(t,xz(t)), 0<t<1,
ax(0) —ba'(0) = 0, (2.12)

cx(l)+da'(1) = 0,
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ou f(t,x) est donnée par (2.5),a>0,b>0, c>0,d>0 etd=ac+bc+ad>0.
Clairement, x(t) = 0,t € [0, 1] est une solution triviale du probléme (2.12).
Supposons que :

(H) les fonctions a; (i=1,2,...,m) sont continues positives sur [0, 1] et qu’il ezxiste a;, < 1, a;, >

1 tels que a;,(t)a;, (t) # 0, Vit € [0, 1]. De plus,

fj/ol a;(t)ds <, (2.13)

ot
0 (4ab)™t,  ac#0,

Y=1 6 (be+bd), a=0, (2.14)

dYHad+0bd), c=0.
Théoréme 2.4. Sous la condition (H), le probléme auz limites (2.12) a deuz solutions positives

non triviales dans C*([0,1]).

Démonstration. x € C*([0,1]) est une solution du probléme aux limites (2.12) si et seulement

si x est une solution continue de I’équation intégrale :

o(t) = /01 K(t,s)f(s,2(s)) ds, (2.15)

ol
dHat +0)(c(1 —s)+d), t <s,
K(t,s) = (2.16)
dHas +b)(c(l —t)+d), t > s.
L’équation intégrale (2.15) est une équation intégrale de la forme (2.4) ou G = [0,1] (n = 1),

de (2.16) on peut facilement montrer que
0< K(t,5) <6 Has+b)(c(1—35)+d) <v, Vt,s€]0,1], (2.17)
ou v est donnée par (2.14), alors

M =max K(t,s) <~. (2.18)

t,seG
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Par conséquent, de 'hypothese (H) ils existent 0 < n < < 1, tels que :
aio(t)>07 ail(t)>0a UStSB

On prend Gy = [, 5], alors de (2.16), on a : K(t,s) >0, t,s € Gy.

De plus, Vt € Gy, on a :

SV (an +b) 2Ll (¢(1 — s) +d), t<s,

K(t,s) > ot (2.19)
(1 —pB) + d)% (as+b), t>s.
De (2.17) et (2.19),
K(t,s) > eoK(u,s), teGy, u,séeQG, (2.20)
. fan+b c(1-p)+d
60—m1n{a+b, T d , O0<eg <L (2.21)

Dong, les conditions (H1) et (H2) dans I'exemple précédent sont satisfaites.

De plus, de (2.13) et (2.18), on peut montrer que la condition (Hj3) est aussi satisfaite.

Donc d’apres la conclusion de I'exemple précédent 1’équation intégrale (2.15) a deux solutions
continues positives non triviales qui sont des solutions dans C*([0, 1]) du probléme (2.12).

Ceci complete la démonstration. O



Théoremes des points fixes multiples dus a
Amann, 1976

En 1970, Amann [1, 2] a utilisé la théorie de I'indice du point fixe pour étudier les équations
opérationnelles non linéaires dans des espaces de Banach ordonnés et il a obtenu le célebre
théoreme d’Amann des trois points fixes. La différence fondamentale et principale entre le
théoreme d’Amann et les théoremes de multiplicité, présentés dans le chapitre précédent, est
dans les conditions d’expansion et de compression de 'opérateur du point fixe. En fait, dans le
théoreme d’Amann, I'opérateur peut étre expansif ou compressif en certains points tandis que,
dans les théoremes du chapitre 2, 'opérateur est expansif ou compressif sur certaines frontieres.

Les théoremes d’expansion et les théorémes de compression d’un cone sont des généralisa-
tions du théoreme des valeurs intermédiaires connu dans R qui affirme quesi f : [a,b) CR — R
est une fonction continue vérifiant (f(a) —a)(b— f(b)) > 0, alors f admet un point fixe dans
(a,b).

Comme simple généralisation du théoreme des valeurs intermédiaires, il semble naturel de
remplacer l'intervalle [a, b] par un intervalle ordonné au lieu d’une coquille conique. En effet,
si on suppose que la fonction f : [a,b] — R est compacte et croissante. Alors l'existence d'un
point fixe de f est assuré par le théoreme du point fixe de Schauder si a < f(a) et f(b) < b.
L’avantage de ce théoreme et qu'on doit vérifier seulement deux conditions, permettant a f
de transformer les points a, b dans I'intervalle ordonné [a, b]. C’est un probléme beaucoup plus

facile que de vérifier les hypotheses du théoreme de la compression d’un cone. D’autre part,

26
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on peut donner un exemple ou la fonction f qui transforme les points a,b en dehors de [a, b]
n’a pas toujours un point fixe dans Uintervalle ordonné [a, b]. Par conséquent, il ne parait pas
étre possible de généraliser le résultat obtenu en dimension une, par I'expansion d’un intervalle

ordonné au cas de dimension supérieure.

3.1 Résultats d’existence

Dans ce qui suit, on montre que sous certaines conditions supplémentaires, il est possible de
généraliser le théoreme des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné quelconque
en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité est obtenu en se basant sur le

résultat général suivant dia a H.Amann [2].

Théoréme 3.1. Soit D un rétracté d’un espace de Banach E et soit F : D — D une application
compacte. Supposons que Dy et Do sont deux rétractés disjoints de D, U, C Dy un ouvert de
D, pour k € {1,2}. De plus, supposons que F(Dy) C Dy, et Fix(F) N (Dy \ Ug) = 0.

Alors, F' posséde au moins trois points fizes distincts x,x1, o tels que
xp € U, k€ {1,2}, etx € D\ (DU D,).

Démonstration. On a F(Dy) C Dy, pour k € {1,2}, donc grace au théoreme du point fixe de
Schauder il existe 2y, € Dy, tel que Fxy, =z, pour k € {1,2}. Mais F' n’admet pas de point fixe
sur Dy \ Uy, donc forcément xp € Ug. D’ou F' admet aux moins deux points fixes xy, zo avec
x1 € Uy et 29 € Us.

Montrons maintenant qu’il existe un autre point fixe z € D\ (D1 U Ds) :

D’apres la propriété d’additivité de 'indice on obtient
2
i(F,D\ (U UUy),D) =i(F,D,D) — Z (F,Ug, D

Ensuite, comme Dy, est un rétracté de D et F(Uy) C Dy, alors la propriété de permanence de

I'indice implique que
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De plus, U, C Dy et F n’admet pas de point fixe sur Dy \ Uy, alors la propriété d’excision de
I'indice entraine que

i(F, Uy, Dy) = i(F, Dy, Dy).

Par conséquent,

2
i(F,D\ (U, UUs), D) = i(F, D, D) Z (F, Uy, D).

On a i(F,C,C) = 1 pour toute application compacte d'un rétracté C' dans lui méme.

donc l(F, D,D) = Z(F, Dl,Dl) = Z(F, D27D2) = 1. ]D’Ol\l7

De la propriété d’existence de I'indice du point fixe on conclut que F admet aux moins un point

ﬁXGI‘GD\(UlLJUQ)CD\(U1UU2>. O

Corollaire 3.1. Soit E un espace de Banach, P € E un cone solide.
Supposons qu’il existe quatre points yx,zr € E pour k € {1,2} tels que y1 < 21 < ya < 2o.

Supposons que F : [y1, zs] = E est un opérateur compact fortement croissant vérifiant
< F(yh), F(z1) <21, y2 < F(y2), F(22) < 2.
Alors F' a au moins trois points fizes distincts x,x1, xo tels que
<o K21, Yo L a2 < 29, ety L L 2.

Démonstration. Soit D = [yy, z2] et Dy = [yk, zx), k € {1,2}, des rétractés de E avec Dy C D
et D1 N Dy = (. Par conséquent Dy, k € {1,2}, est aussi un rétracté de D.

De plus, comme F est croissante, les hypothéses impliquent que F(D) C D et F(Dy,) C Dy, k €
{1,2}. Puisque F est fortement croissante et F'(z1) < z1, il découle de la proposition 5.2 (voir
I'annexe) que F' a un point fixe maximal z; dans D; tel que 7; < 2.

Donc D; est d’intérieur non vide U; dans D et F' n’a pas de points fixes sur D; \ Uy.

De méme, on assure l'existence d’un point fixe minimal Z5 de I’ dans Dy et le fait que F' est

fortement croissante on peut assurer que D, a un intérieur non vide U, dans D et que F' n’a
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pas de points fixes sur Dy \ Us. Le théoréme 3.1 est donc applicable, d’oui le résultat.

O

Remarque 3.1. Le théoreme précédent fournit une généralisation d’un résultat représenté dans

le cas ou E =R par la figure 3.1.

Figure 3.1

Remarque 3.2. La méme preuve s’applique dans des situations plus générales :

(a) Il suffit de supposer que F est croissante (au lieu de fortement croissante), si on peut
montrer que le point fixze mazimal Ty de F dans [y, 21| satisfait Ty < z1 et que le point

fixze minimal Ty dans [ys, 23] satisfait yo <K To par d’autres considérations.

(b) L’hypothése "F' est croissante” peut étre complétement éliminée si l'on sait que F' envoie
chacun des intervalles ordonnés D, Dy et Dy dans lui méme de telle sorte que F' n’a pas

de points fizes sur les frontiéres de Dy dans D, k € {1,2}.
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3.2 Application

Exemple 3.1. Considérons le probleme aux limites suivant :

2'(t) = f(t,z(t)), a<t<b,
(3.1)
ot f:[a,b] x R — R est une fonction continue décroissante par rapport d la seconde variable.
Les solutions de ce probléme sont les points fizes de l'opérateur A : C([a,b]) — C([a, b])défini

par :

b
Ax@)zz/‘cxas)f@¢as»d&
ot G est la fonction de Green donnée par :

U=D - g <t <5<,

G(t,s) =
Lol - g <s<t <b.

Supposons que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) il existe M >0 et N >0 tels que N < f(t,u(t)) < M, Vte|a,bl etVueR;

(Ho) il existe a < f <y < €R tels que :

b o
> .
/a G(t,s)ds > N
b B
/a G(t, S)dS < M’
b
.
/a G(t,s)ds > i
b )
> —.
/a G(t,s)ds > i

Théoréme 3.2. Sous les conditions (Hi) et (Ha), le probléme (3.1) admet au moins trois

solutions positives x,x1,xo telles que

a<y LB, 7L r< 2, ety La P
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Démonstration. En utilisant les estimations précédentes on obtient

Ala) = /abG(t,s)f(s,oz)dszN/abG(t,s)dsZoz;

AB) = /;G(t, $)f(s,8) ds < N/abG(t, s)ds < B;

Ay) = /;G(t,s)f(s,fy)ds>N/abG(t,s)ds>’y;
G

A@d) = /ab (t,s)f(s,é)dszM/;G(t,s)ds2(5.

Toutes les conditions du corollaire 3.1 étant satisfaites pour I'opérateur A pour y; = «a, 21 =
B,ys = v et z9 = 0. d’ou 'opérateur A possede au moins trois points fixes distincts x, x1, x9
tels que

a<m LB, 7K1 < 2, ety L Lp.



Théoremes des points fixes multiples dus a
Leggett-Williams, 1979

4.1 Théoremes des points fixes pour des probléemes de

la théorie des réactions chimiques

Introduction

Dans ce qui suit, nous présentons des méthodes, dévloppées par Leggett et Williams en
1979 dans [31], pour montrer l'existence de points fixes positifs multiples d'un opérateur com-
pletement continu. Les résultats obtenus seront utilisés pour étudier 'existence de solutions

positives des deux problémes aux limites suivants :

2"(t) + Lal(t) + flz(t) =0, 0<t<l, (4.1)
v/(0) = (1) = 0,

et
P(t)+ 22 (1) + f(a(t) =0, 0<t<1, (4.2)
#(0) = 2(1) = 0.

Ces problemes apparaissent dans la théorie des réactions chimiques, et selon le "taux de
réaction" f, ces problemes peuvent avoir des solutions multiples correspondents a plusieurs
états stationnaires de la réaction chimique. Dans [34], Parter a combiné les techniques du point

fixe de Karsonel’skii-Stecenko [29] et de Amann [1] pour montrer I'existence de trois solutions

32
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du probléme (4.1), pour certaine fonction f croissante qui généralise le taux de réaction.

f(z) = Bexp(—

) B>0 720 (4.3)

L’existence de solutions pour les problemes (4.1) et (4.2) peut étre discutée en considérant

des équations intégrales équivalentes de la forme :

o(t) = Ax(t) = [ "Gt ) f(x(s)) ds, (4.4)

ou G est la fonction de Green positive associée aux problemes (4.1) et (4.2), respectivement.
Dans de nombreux problemes appliqués, le terme non linéaire f est positif et 'opérateur A
vérifie la condition suivante :

A envoie les ensembles bornés de L>([0, 1]) dans des ensembles compacts de C(]0, 1]).

4.1.1 Reésultats d’existence

Pour tout nombre positif ¢, on considere les ensembles bornés :
Ke={ze€C(Q): 0<x(t) <c, te},

Lo={xeL>): 0<xz(t)<c¢, p.p.te}

ou 2 C R™ un sous ensemble compact.
Dans ce qui suit, A désigne un opérateur complétement continu d’un ensemble L. dans C, ()
(c.a.d. A est continu et envoie L. dans un sous ensemble relativement compact de C,(2) ).

Le premier résultat présenté fournit des conditions suffisantes pour assurer ’existence d’au
moins un point fixe non trivial z* de A. Notons que 'utilité de ce résultat réside dans le fait que
les bornes inférieures déterminées pour z* peuvent étre utilisées pour distinguer z* des autres

points fixes de A.

Théoréme 4.1. [31, Theorem 1.] Soit A : L. — K. un opérateur complétement continu.

Supposons qu’il existe des nombres réels a et b, et un ensemble 2 C ) fermé non vide tel que :

0<a<b<cg (4.5)
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|Az(t) — Az(s)| < b—a pour x € L. et t,s € Qy; (4.6)

Ax(t) > a ( resp. Azx(t) > a )t € Q, (4.7)

pour tout x € L. eta <xz(s) <b p.p. s€ Q.
Alors, il existe x* € I, tel que Ax* = x* vérifiant
z*(t) > a (resp. x*(t) > a) pour tout t € ).

Démonstration. On considere 'opérateur B : K. — L. défini par :

a si t e etat)<a,
Bzx(t) =
x(t) sinon.
On a B est continu, donc 'opérateur T' = AB est compléetement continu de /. dans K.. Comme
K. est un fermé, borné et convexe de C(12), alors d’apres le théoréme du point fixe de Schauder

il existe x* € IC, tel que Tz* = ™.

Supposons qu’il existe ¢y € Q) tel que z(ty) < a (resp. z(ty) < a), alors pour tout s € 21 on a

2(s) —x(to) < |z(s) —z(to)]

IN
S¥
|
S

Ce qui implique que

z(s) < xz(ty) +b—a <b.
Par conséquent, a < Bz(s) < b, Vs € Q. Il s’ensuit d’apres (4.7) que
(to) = A(Bx)(to) > a (vesp. x(to) > a),

ce qui est une contradiction. Donc z(t) > a (resp. z(t) > a) V1t € Q.
D’ou,

Br=x et xt =Tx = ABx = Ax.
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Théoréme 4.2. [31, Theorem 2.] Supposons qu’en plus des hypothéses du théoréme précédent

(avec Az(t) > a dans (4.7)), il existe un réel d avec 0 < d < a tels que :
A:L;— {SE ey : HxH < d} (48)
Alors, A possede au moins trois points fixes dans IC..

Démonstration. L’existence d'un point fixe z1 € K4 découle directement de la condition (4.8)
et le théoreme du point fixe de Schauder.

Du théoréme 4.1, A posséde aussi un point fixe x5 € K. tel que : z5(t) > a, Vit € Q.
Montrons maintenant 1’existence d’un troisieme point fixe, pour cela on considere 'opérateur

B : K.— L. défini par :
b siteQeta(t) >0,
B(x) =
x(t) sinon.

Alors, 'opérateur T'= AB est completement continu de K. dans .. De plus, il envoie K, dans

son intérieur /4. Soit

Q={zek.: z(t) >a, VteQ}.
() est un sous ensemble fermé, borné et convexe de C(£2). De plus, si z € ) alors
a < Bx(t) <b, te.
Ce qui implique d’apres (4.7) que
a < A(Bzx)(t), Yt € Q.

Par conséquent, I'opérateur T' envoie () dans son intérieur Q et d’apres le théoreme 3.1 (pour
D=K, D, =Ky, U =Ky Dy = Q et Uy = Q), T possede un point fixe x3 € K. \ (Q U Ky).

Puisque z3 ¢ @Q, il existe ty € ( tel que x3(ty) < a, donc pour tout t € ; on obtient

z3(t) —x3(to) < |z3(t) — x3(to)|

= |A(Bz3)(t) — A(Bs)(to)|

IN

b—a.
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Donc

I’g(t) S l’g(to) + b—a S b.

Par conséquent, Bxs = x3 et x3 = ABx3 = Axs, il est clair que z1, x5 et x3 sont distincts. [

Remarque 4.1. 1. Les inégalités strictes, dans les conditions (4.7) et (4.8) permettent
Uapplication du lemme 3.1 en s’assurant que lopérateur T, dans la démonstration du

théoréeme 4.2, ne posséde pas de points fixes sur la frontiére des ensembles Ky et Q).

2. Dans les applications du théoreme 4.2, si l’on sait que A ne posséde pas un point fixe 1
dans KCq avec ||y1|| = d, et que AB n’a pas un point fixe yo dans Q avec ya(t) = a pour
un certain t € Qy, alors il suffit de vérifier que Ax(t) > a dans la condition (4.7), et que

B : Ly — K4 dans la condition (4.8).

L’application A envoie I’ensemble L. dans IC., est une hypothese trop restrictive pour cer-
tains opérateurs intégraux qui nous intéresse. Dans le théoréme qui suit, cette exigence est
remplacée par une condition plus faible ( condition (4.13) ) et l'existence de deux points fixes

est démontrée.

Théoreme 4.3. (/31], Theorem 3.) Soit A : L, — C(§2) un opérateur complétement continu.

Supposons qu’il existe des nombres réels a et d et un ensemble 21 C €2 non vide borné tels que :

0<d<a<by (4.9)

|Az(t) — Az(s)| < b—a pourx € Ly et t, s € Q; (4.10)
Az(t) >a t € Q pourx € Ly et a < x(s) p.p. s € Q; (4.11)
A:Lg—{x ey |z| < d}; (4.12)

Ax atteint son maximum sur )y si x € Ly. (4.13)

Alors, A posséde au moins deux points fizes dans KCp.
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4.1.2 Applications

Exemple 1
Considérons le probleme aux limites (4.1) :

a(t) + 12 (t) + f(x(t) =0, 0<t<1,
2'(0) =xz(1) =0,
ou f: R — R est une fonction positive et continue. Les solutions de ce probleme sont précisé-

ment les points fixes de 'opérateur A sur C([0, 1]) défini par :

1
Ax(t) = / G, 8)f(x(s)) ds,

0

ou GG est la fonction de Green définie par :

—slns, 0<t<s<l1,
G(t,s) =
—slnt, 0<s<t<1.

L’opérateur A envoie L*([0, 1]) dans C([0, 1]). De plus, une application du critére de compacité
d’Ascoli-Arzela assure que A est completement continu.

Soit ; I'ensemble des solutions du probléeme suivant :

min/ G(t,s) ds = max min/ G(t, s) ds. (4.14)
Ql Q(J

e QuCN teo

C’est ce choix de €y qui minimise I'exigence sur A, dans la condition (4.7), dans les théoremes
4.1 et 4.2. Pour les problemes aux limites avec des fonctions non linéaires, croissantes et bornées
comme le probleme (4.1) avec f est de la forme (4.3) c’est le choix optimal pour §2;. En effet,
la condition (4.8) du théoreme 4.2 ne dépend pas de €2y, et les conditions (4.5) et (4.6) peuvent
étre satisfaites trivialement en choisissant b et ¢ assez grands.
La solution du probléme (4.14) dans ce cas est Q; = [0, e™2].

Pour s fixé, G(t, s) est une fonction décroissante par rapport a t.
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Par suite, on obtient les inégalités suivantes :

1 1 1
/ G(t,s)dsg/ G(O,s)ds:/ —sln(s)ds:i, 0<t<1,;
0 0 0

-

2 1 € 1
/ (t,s) s>/ T2, ds-/ —sln(e72)ds = —, t € ;
O 0 de

1 1 -2
/ G(t,s)ds > / L Gle72,5)ds :/ —sln(s)ds = c t e Q;
[0,1\ e 2 e

=
—_

1 1
[ 16(t1.5) — Gt ) ds < [ 16(0.5) — G(1, )] ds = 416 bty € Q.
0 0

Toutes ces estimations avec le théoreme 4.2, nous permettent d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 4.4. Supposons qu’il existe des nombres positifs, a,b,c,d et m tels que :

0<d<a<b<cg (4.15)

0<m< f(z) <de(b—a), 0<z<c (4.16)
flz)>4dea—(e—2)m, a<x <l (4.17)
flz) <4d, 0<z<d; (4.18)

flx) <de, 0<z<ec (4.19)

Alors, le probléme (4.1) posséde au moins trois solutions dans IC..
De plus, si f n’est pas constante sur aucun sous intervalle de [0, c|, alors les conditions (4.17)

et (4.18) peuvent étre remplacées par :
flz) >4ea— (e —2)m, a <z <b; (4.20)
flx) <4dd, 0<z<d. (4.21)

Démonstration. Supposons d’abord que les conditions (4.15) - (4.19) sont satisfaites.
Vérifions les conditions du théoreme 4.2.

» Siz € L, et ty,ty € y alors :

[Aa(t) - Aw(tz)| < / G(t1,5) = Gt )| f(a(5)) | ds

< 46(46)(b— a)=b—a.
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> SizeL.eta<z(s)<b p.p.séeEQ,alors

Ax(t) = /0 LGt ) f(a(s)) ds

[N

- /0 Glt,s ds+/ 2(s)) ds
> [dea — (e — 2)m ]/0 jG(t s)ds—l—m/ ,8)ds
> [46@—(6—2)m](416)+m(64_€2)

(e —2) e—2

= a » m + m( ” )

Donc Ax(t) > a, te€ .

» Si de plus, x € Ly, alors
1
Ax(t) = [ Gt 9)f(als) ds < <4d> —d, 0<t<1,
0

d’ou

» Si, x € L., alors
1 1
Ax(t) :/ G(t,5)f(a(s)) ds < (4c) = ¢, 0<t<1,
0

d’ou

Az(t)<e, 0<t<1.

Par conséquent, d’apres le théoreme 4.2, A possede au moins trois points fixes dans k..

Pour montrer le dernier résultat du théoreme, d’apres la remarque 4.1, il suffit de monter
que A n’a pas un point fixe y, avec yo(t) > a Vt € )y et yo(ty) = a pour un certain o € €.
» On a G(t,s) est une fonction décroissante par rapport a ¢t pour s fixé, alors Axz(t) est une
fonction décroissante pour tout x € K.. Par conséquent, si y; est un point fixe de A tel que

lly1|| = d, alors
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Comme

1 1
—/ s(lns)ds:z et f(yi(s)) <4d, 0<s<1,
0

alors f(yi(s)) devrait étre égale a 4d, f est constante sur un certain intervalle [dy, d]

par contre y(s) = d = [} G(1,5)f(y1(s)) ds = 0 < d, d’ott la contradiction.

Par conséquent, A n’a pas un point fixe y; avec ||y;|| = d.

» Supposons que s est un point fixe de 'opérateur AB du théoreme 4.2, tel que y € 0Q),

alors y, = A(Bys) est décroissante sur [0, 1], et il s’ensuit que
1 1
a=1ys(e 2) = ABys(e 2).

D’autre part, f(Bya(t)) >0 t € Q tel que y, est décroissante dans [0, e 2], comme f n’est
pas constante sur aucun intervalle alors pour s € [0,e72] on a f(Bys(s)) > 4ea — (e — 2)m

donc

> {4ea—(e—2)m} /Oe G(eé,s)d8+m/11G(eé,s)ds
1 e—2
> {46@—(6—2)771}4—6 m( ” )
e—2 e—2
2 = (g )mm(=)

d’ou la contradiction.
Les conditions du théoreme 4.4 sont simples a vérifier dans le cas ou f est bornée et strictement

croissante (par exemple, la fonction définie dans (4.3)). O

Corollaire 4.1. Soit f une fonction bornée, strictement croissante, positive et continue sur

[0, +00[, supposons qu’il existe a et d, 0 < d < a tels que :

F(d) < 4d et f(a) > dea— (e — 2)£(0),

alors le probléme (4.1) a au moins trois solutions positives.
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Démonstration. Soit M = sup f(x), on choisit b > a et ¢ > b de sorte que M < 4e(b — a) et
x>0

M < 4c. Alors les conditions (4.15),(4.16),(4.20),(4.21) et (4.19) sont satisfaites et comme f

n’est pas constante sur aucun intervalle de [0, ¢|. Alors le corollaire découle du théoréme 4.4. [

Notons que si les conditions (4.15),(4.16),(4.17) et (4.19) sont vraies pour f, alors d’apres
le théoréme 4.1 le probléme aux limites (4.1) posséde au moins une solution non nulle. Et par
le théoreme 4.3 si les conditions (4.15)—(4.18) sont satisfaites pour f, alors le probleme (4.1)
possede au moins deux solutions.

On applique dans ce qui suit le corollaire 4.1 pour le cas spécial (4.1), (4.3) en présentant de

légeres améliorations de ce corollaire.

Théoreme 4.5. Soit f(z) = fexp (ﬁ), 0<7<1
Alors le probléeme (4.1) a au moins trois solutions si
B<2(1-27 — (1 47)%) exp (—2 ) (4.22)
1—(1—471)2
et
B> 26(1 — 27+ (1 - 47‘)%) [exp (1—1—(1_—12—47')9 + (e —2) exp(%)}_l. (4.23)

(Quand T = 0, les conditions (4.22) et (4.23) devront étre interprétées comme : f < oo et

B> 4e?).

f(z)

xT

127 — (1—47)3 1 — 27 + (1 —47)3
(0. Ve ({ ) )

’ 2 2

Démonstration. Pour 0 < 7 < %, la fonction est décroissante sur :

et croissante ailleurs, donc les meilleurs choix pour a et d sont :

e L) I

(127 — (1 —47)7)
) .

2

» Si [ satisfait (4.22), alors f(x) < 4d, et si (3 satisfait (4.23), alors f(z) > 4ea — (e — 2) f(0).
par conséquent, pour 7 > 0 la conclusion découle directement du corollaire 4.1.

» Si 7 =0 alors lim £& — 0.
z—0 7T



CHAPITRE 4. THEOREMES DES POINTS FIXES MULTIPLES DUS A LEGGETT-WILLIAMS, 1979 42

On prend a = 1 et on choisit d < 1 tel que f(z) < 4d et une simple application du corollaire

4.1 complete la preuve. [i.e f(a) = Be™! > 4e’e™! =4e' > f(x) > dea — (e — 2) £(0)] O
Remarque 4.2. L’ensemble des [ satisfaisant (4.22) et (4.23) est non vide si et seulement si

T < 7" ~0,159241.

Exemple 2

Le probléme aux limites (4.2) :

se traite de maniere analogue comme le probleme (4.1), ici la fonction de Green est donnée

par :

(I—s)s, 0<t<s<l,
G(t,s) =
s? 0<s<t<1

Les solutions du probleme (4.2) sont les points fixes dans C([0, 1]) de P'opérateur A, défini par :

Ax@):iélcxus)f@)da

dans cet exemple, € = [0, ™3] satisfait (4.14), et on obtient les inégalités suivantes :

1 1 1 1
/ G(t,s)dsg/ G(O,s)ds:/ (1—s)sds:6, 0<t<1,
0 0 0

2

/ G(t S)ds>/§G(2 S)ds—/g(l_?’)Sst—4 t € Q;
o - 3’ o 2 T b

0 3

1 19
= > — =
/[071]\01 G(t,s)ds /2 G(t,s)ds > /§ G(g’ s)ds

3

1 7
(1—$)Sd5:@, tte,

w\m\

1 1
/\m%@—gwﬁmmg/\qag—G@gmxz? bty € Q.
0 0 27

Le théoreme qui suit découle de ces inégalités, et la preuve est analogue a la preuve du théoreme

4.4.
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Théoréme 4.6. Supposons qu’il existe des nombres réels a, b, c,d et m, et une fonction continue

f tels que :
0<d<a<b<g (4.24)
h—
0§m§f(x)§27< 2@)7 0<z<g (4.25)
1

fa)> ST cp < (4.26)

4 8
flz) <6d, 0<z<d; (4.27)
f(z) <6c, 0<z<ec (4.28)

Alors, le probléme (4.2) a au moins trois solutions dans K.
De plus, si f n'est pas constante sur aucun sous intervalle de [0,c|, alors les deuz conditions

(4.26) et (4.27) peuvent étre remplacées par :
flz)>———, a<z<l (4.29)
flz)<6d, 0<x<d. (4.30)

Théoréme 4.7. Soit f(z) =exp(==), 0<7<

e

Alors le probléeme (4.2) a au moins trois solutions si

B<3(1—2r—(1—47)2) exp (1_(12_47)1) (4.31)
et
81 1 -2 7 —14-1
b > §<1 —21+(1— 47')2) {exp (H—(1—47)5> + 3 exp(?)} . (4.32)

[Quand T =0, les conditions (4.31) et (4.32) devront étre interprétées comme suit : f < oo et

62
B> 81|
La preuve est analogue a celle du théoreme 4.5

Remarque 4.3. L’ensemble des [ satisfaisant (4.31) et (4.32) est non vide si et seulement si

7 < 7~ 0.150790.
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4.2 Théoremes des points fixes pour des opérateurs non

linéaires dans des espaces de Banach ordonnés

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a 1’étude de l'existence de points fixes positifs
multiples d'un opérateur non linéaire, compléetement continu défini sur un cone K d’un espace
de Banach ordonné X.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats développées par Leggett et Williams
dans [32] donnent des conditions suffisantes pour qu'un opérateur puisse admettre deux ou trois
points fixes positifs sans avoir besoin d’étre fortement croissant et de satisfaire les hypotheses
de croissance imposées par les méthodes de Krasonel’skii-Stecenko dans [29] et par H. Amann
1, 2].

Pour étudier 'existence de points fixes multiples d’un opérateur F', nous allons considérer

(comme un analogue des intervalles ordonnés) des ensembles de la forme :
S(a,a,b) ={x e K: a(x) > aet |z| < b},

ou « est une fonctionnelle positive, concave définie sur K. L’avantage de cette méthode est que
ces ensembles n’ont pas besoin d’étre invariants par l'opérateur F'. Ceci induit une généralité
et une grande facilité d’application des résultats théoriques.

On définit 'ensemble K., 0 < ¢ < 0o par :
Ke={zeK: ||z]|<c},0<c< 0 et Ky =K.

Nous avons été amenés, par les études de divers opérateurs intégraux intervenant dans les

problemes appliqués, a considérer 'opérateur F': K. — K satisfaisant la propriété suivante :

(£) F admet une extension continue F; : K — K tel que rangFy = rangF et F; n’admet

pas un point fixe dans IC\K..
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Dans ce qui suit, nous donnons un exemple simple d’un opérateur vérifiant la propriété (£).

Exemple 4.1. (a) Soit A: K. — K un opérateur complétement continu vérifiant A(K.) C IC..

Définissons Ay : K — K par :

Az, si v € K,
All' =

A (ﬂ) , st x € K\KC..

[l
Alors, rangA, = rangA et Ay est continu et tout les points fizes de Ay doivent étre dans K..
La condition (£) est donc satisfaite.
(b) Plus généralement, on suppose que A : K. — K est un opérateur complétement continu tel
que Ax € KC. pour tout x € K. avec ||z|| = ¢ et on définit Ay comme dans (a). Il est clair que
rangA; = rangA et Ay est continu. Si x € K\K. alors Ajxz = A (ﬁ) e K. car Hﬁ“ =c, ce

qui entraine que Ajx # x ; la condition (£) est donc satisfaite.

La notion centrale pour ces résultats est celle d’'une fonctionnelle concave dans le cone K ;
)

c’est une fonction continue positive a : L — [0, 00) vérifiant
adr+(1=XNy) > Aa(z)+ (1 = Na(y), 0 <A< 1.

Exemple 4.2. Considérons le cone K = C, (), o Q est un ensemble compact de R™. Soit 4

un sous-ensemble fermé de Q. Alors les fonctions définies par :

alzr) =minz(t) et alx)= /91 x(t)dt

teQ

sont des fonctionnelles concaves positives sur K.

Si la fonctionnelle v est concave positive sur le cone K, 'ensemble S(«, a, b) est fermé, borné
et convexe dans K. Dans les preuves d’existence des points fixes multiples des opérateurs non
monotones sur un cone, les ensembles S(«,a,b) remplacent souvent les intervalles ordonnés

utilisés avec les opérateurs monotones.
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4.2.1 Reésultats d’existence

Notre premier résultat donne des conditions suffisantes pour qu’un opérateur

F : K. — K ait au moins un point fixe non trivial dans S(a, a, ¢).

Théoreme 4.8. Soit F': K. — IKC un opérateur complétement continu. On suppose qu’il existe
une fonctionnelle concave o vérifiant o(x) < ||z|| pour tout x € K ainsi que des réels ¢ > b >
a > 0 satisfaisant les conditions suivantes :

1. {z € S(a,a,b): a(z)>a}#0 et a(Fzx)>a siz e S(a,a,b);

2. Fre K. si x € S(a,a,c);

3. a(Fz) >a pourtout x € S(a,a,c) avec ||Fx| > b.

Alors, F' admet au moins un point fize x dans S(a,a,c).

Démonstration. Soit I'ensemble U = {z € S(a,a,c) : a(x) > a}; U est alors l'intérieur de
S(a,a,c) dans K.. Supposons que z € U soit un point fixe de F'; alors a(x) = a avec ou bien
x € S(a,a,b), ou bien ||z|| > b.
v Siz e S(a,a,b), alors a(z) = a(Fz) > a, ce qui contredit le fait que a(z) =a .
v Si|jz|| > b, alors ||[Fz| > b, par la condition (3), on trouve a(z) = a(Fz) > a, d’ou la
contradiction.
Donc l'indice du point fixe i (F, U, K.) est bien défini.

On choisit xy € S(a,a,b) tel que a(zg) > a et on considére 'opérateur complétement

continu H : [0,1] x U — K, défini par :
L’opérateur H n’admet pas de points fixes sur [0, 1] x OU. En effet, sl existe (¢, z) € [0, 1] x oU

tel que H(t,x) = x. Alors a(z) = a et si || Fz|| > b, par la condition (3), on obtient a(Fz) > a.

Donc
alz) = a((l —1t)Fz + txo)

> (1 —-t)a(Fz)+ ta(z) > a;
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d’ou la contradiction.

Si||Fz| <b,alors |[z| = |[(1 —t)Fz +txo| < (1 —t)||Fx| + t]jzo| <.

Donc, x € S(a,a,b) et par la condition (1), on aura «(Fz) > a et encore nous arrivons a
la contradiction a(z) > a. Ainsi 'indice du point fixe i (H(t,.),U, K.) est donc bien défini
vVt € [0,1]. Par conséquent, les propriétés de normalisation et d’invariance homotopique de

I'indice du point fixe entrainent que

i(F,UK.) =i (xo, U K.) = 1.

L’opérateur F' admet donc au moins un point fixe dans U. O

Remarque 4.4. La condition (3) du théoréme 4.8 sera satisfaite si l'une des conditions sui-
vantes est vérifiée :
(i) a(Fz) >

gllFzll, Yo e S(a,a,c);

(ii) ||Fz| — a(Fz) <b—a, Yz e S(a,a,c).
Dans les applications du théoréme 4.8 il est souvent plus facile d’établir la validité de (i) ou

(1), que de vérifiée la condition plus générale (3).

Remarque 4.5. Notons que, dans le théoréme 4.8, les ensembles S(a, a,b), S(«,a,c) ne sont
pas obligatoirement invariants par 'opérateur F'. Dans la pratique, généralement c’est tres
difficile de construire des ensembles concaves invariants sur un cone autre que les intervalles
ordonnés contenant zéro et les ensembles de la forme IC,.. De plus l'exigence que d’autres types

d’ensembles soient invariants par un opérateur restreint 'application des résultats théoriques.

Les deux théoremes suivants (théoremes 4.9 et 4.10), nous assurent l’existence d’au moins
trois points fixes positifs pour F', mais en ajoutant des restrictions supplémentaires sur cette
opérateur. L’utilisation de I'indice du point fixe dans les théoremes 4.9 et 4.10 est similaire a
la preuve du théoreme 2 dans [1]. Cependant, dans ce dernier il est supposé que le domaine

D et les deux sous ensembles disjoints de D sont invariants par F. Dans le théoréme 4.9 on
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suppose l'invariance du domaine K. et d’'un sous ensemble K; C K., et dans le théoreme 4.10

on suppose seulement 'invariance du sous ensemble /C,.

Théoreme 4.9. Soit F': K. — K. un opérateur complétement continu. On suppose qu’il existe
une fonction concave o vérifiant a(x) < ||z|| pour tout x € K et des nombres réels a,b et d avec

0 <d < a<b<c satisfaisant les conditions suivantes :
1. {z € S(a,a,b) : a(x)>a}#0 et a(Fz)>a sixz € S(,a,b);
2. |Fz|| <d si x€Kg;
3. a(Fzx)>a pourtout x € S(a,a,c) avec |[Fz| > b.

Alors F admet au moins trois points fizes x1,xs, 3 dans K. tels que
|z1]] < d, a(xe) >a et ||zs|| >d avec a(zs) < a.

Démonstration. Soit Uy = {zx € K. : ||z|| < d} et Uy = {z € S(e,a,c) : a(z) > a}.

Alors, Uy et U, sont deux ensembles ouverts, convexes dans C. et F' n’admet pas de points fixes
sur OU; U Uy = 0(U; U Uy). En effet,

v S'il existe x € OU; tel que Fo = x, on obtient |Fz|| = ||z|| = d, d’ott une contradiction avec
la condition (2).

v S'il existe x € QU; tel que Fx = x, on obtient aussi une contradiction (voir la preuve du
théoréme précédent). D’apres la condition (2), on aura F(U;) C U.

e Par le théoreme de point fixe de Schauder, F' admet un point fixe x; € Uj.

e Par le théoreme 4.8, F' admet au moins un point fixe o € Us.

e Montrons I'existence d’un troisieme point fixe.

D’apres la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on a :
- 2
H(FKN\ULUL), Ke) =i (F K., Ke) = > i (F UL Ke).
i=1

Soit V' un sous ensemble ouvert, convexe de K, tel que F : V — V n’admet pas un point fixe

sur V. Puisque V est un rétracté de K, ; par la propriété de permanence de l'indice du point
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fixe, on aura i (F,V,K,.) =i (F,V,V). D’autre part, on peut montrer que i (F,V,V) = 1 (voir la
démonstration du proposition 1.6). Or, F(U,) C U; et F(K,) C K., alors d’aprés la proposition
1.3ona

((F,ULK) =1 =i (F, K., K.,).

Notons que F' n’admet pas un point fixe sur le bord de U; dans K. et le bord de K. dans K.
est vide. Aussi comme dans la preuve du théoréme 4.8, on a i (F,Us, K.) = 1.

Par conséquent, nous obtenons

i (F, KN UT), K) =12 =—1.

La propriété d’existence de 'indice du point fixe entraine que F' possede un point fixe r3 dans

KA\ (U UUs). Ce qui acheve la démonstration. O

Dans le théoréme qui suit on remplace I'hypothese que F(K.) C K. dans le théoreme 4.9

par la propriété plus générale (£). Cependant la condition (3) doit étre un peu modifiée.

Théoreme 4.10. Soit F' : K. — K un opérateur complétement continu satisfaisant la propriété
(£). On suppose qu’il existe une fonctionnelle concave positive o vérifiant a(x) < ||z|| pour tout
x € K ainsi que des nombres réels a,b et d avec 0 < d < a < b < ¢ satisfaisant les conditions

suivantes :
1. {z € S(av,a,b): afx) >a} #0 et a(Fzx) >a siz € S(a,a,b);
2. ||Fzl| <d si x € Ky;
3. a(Fr)>a si velk. et|Fx| >b.

Alors, F admet au moins trois points fives x1, xo, x3 dans K. tels que
|z1]] < d, a(xe) >a et ||zs|| >d avec a(zs) < a.

Démonstration. Soit Fj une extension de F' donnée dans la propriété (£) et choisissons r > ¢ tel
que F1(K,) C K,. Notons que l'opérateur Fy satisfait les conditions (1) et (2) du théoreme 4.8.

Siz € S(a,a,r) et |Fiz|| > b, alors Fixz = Fx pour tout z € K, et a(Fiz) = a(Fx) > a, car
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| Fz|| > b, la condition (3) du théoréme 4.8 est donc satisfaite pour 'ensemble /I, et I'opérateur
Fi. Par conséquent, F; admet au moins trois points fixes dans K,.. Puisque F; n’admet pas un

point fixe dans IC\/C., ces points fixes sont dans KC. et sont les points fixes de F. n

Il est possible d’obtenir deux points fixes de F' méme s’il ne satisfait pas la propriété (£).

Dans ce cas, la condition (3) du théoreme 4.8 doit étre remplacée par des conditions plus fortes.

Théoreme 4.11. Soit F' : K. — K un opérateur complétement continu. On suppose qu’il
existe une fonction concave positive o vérifiant a(x) < ||z|| pour tout x € K et des nombres

réels a,b et d avec 0 < d < a < c satisfaisant les conditions suivantes :
1. {z € S(a,a,c) : alx)>a} #0 et a(Fz) > a siz € S(a,a,c);
2. ||Fz|| <d si xe€y; ainsi que
3. ou bien |[Fz|| — a(Fz) < c—a pour tout x € K, tel que |Fz|| > c.
4. ou bien a(Fx) > S| Fz| pour tout x € IC. et || Fz| > c.

Alors, ' admet au moins deuz points fixes xq,xs dans IC. tels que
lz1]] < d et ||zo|| > d avec a(zz) < a.

Démonstration.
e [’existence d’un point fixe x; dans Ky découle du théoreme du point fixe de Schauder.

e Pour montrer 'existence d’un second point fixe de F’ dans IC., on définit 'opérateur B : K. —

K. par :
Fz, i |Fz| <¢
Bx =
”ng', si ||Fz|| > c.

Il est clair que opérateur B est complétement continu et ||Bz|| < d si z € Ky4. Supposons
que z € S(a,a,c).

v Si||Fx| < ¢, alors a(Bzx) = a(Fz) > a.
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v Si||Fz|| > ¢, alors a(Bzx) > Tl a(Fx). En effet,
cFx
a(Br) = 04< )
[ ]
c c
= «a Fr+(1— )O)
<HF37H [
c c
> a(Fr)+(1- )a(0)
|| [ ]
c
> Fz).
Sl

Par conséquent, si ||Fz|| > c et la condition (3) est satisfaite, on obtient
a(Fx)
|Bz|| — a(Bzx) < ¢ (1 - >
[£]
= o Fal|7 (| Fal| — a(Fa))

< c||Fz|| *(c—a) <c—a.
Donc, a(Bz) > ||Bz||+a — ¢ =a. Si ||[Fz|| > c et la condition (4) est satisfaite, on obtient
a(Ba) 2 ca(Fa)|Fal ™ > | Fal ™ (£ |1Fa) = a
¢

Les hypotheéses du théoréme 4.8 sont maintenant satisfaites (avec b = ¢) pour l'opérateur B.
D’apres la preuve du théoreme 4.8, B admet un point fixe xo € K.\ (g U S(a, a,c)).
Par conséquent, a(z3) < a.
v Si ||Fxs| > c et la condition (3) est vérifiée, alors
a > a(zy) = a(Bry) > c|Fxy|| ta(Fay)

> cl|[Faof| 7" ([ Faall +a —¢) = ¢ — | Faz|| 7 (c — a)

> c¢—(c—a)=a,
ce qui est une contradiction. Finalement
v Si ||Fxs| > c et la condition (4) est vérifiée, alors

a > a(zy) = a(Bry) > c|Fa|| ta(Fry)

a
> clFas| (21Faall) = a,

ce qui est une contradiction. Donc || Fas|| < ¢ et Fxg = Bry = x5. O
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4.2.2 Applications

Exemple 1

Considérons l'opérateur intégral de Hammerstein défini sur C(€2) par :
Ax(t) = /Q G(t,s)f(s,2(s)) ds, te Q. (4.33)

ou 2 est un ensemble compact dans R”, la fonction f : Q x [0,¢] — [0,00) est continue, et
G :QxQ — [0,00) est telle que A soit completement continu sur K. = {z € K : ||z < ¢}
ou K est le cone défini par K = C(§2). Soit € un sous ensemble compact de 2 de mesure de

Lebesgue positive, et supposons que
G|l = sup/ G(t,s)ds < o0,
teQ JQ

e=inf [ G(t,s)ds >0,

e 0

et

d= sup / |G(t,s) — G(u,s)|ds > 0.
(u,t)EQ1 X Q

Théoreme 4.9 peut conduire au résultat suivant pour les opérateurs de Hammerstein.
Théoréme 4.12. Supposons qu’il existe des nombres réels positifs a, b, et d, avec 0 < d < a <
b < ¢, satisfaisant les conditions suivantes :

1. f(t,x) >aes "t sit€Qy, a<x <

2. f(t,z) <d||G|| ' sitef, 0 <z <d;

3. ft,x) <o (b—a)site, 0<z<c

4. ft, ) < |Gt siteQ, 0<z<ec
Alors, Uopérateur (4.33) posséde au moins trois points fixes dans K.

Démonstration. La condition (2) implique que ||Az|| < d si ||z|| < d, et la condition (4) assure

que A envoie K. dans /..
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Définissons « sur K par a(z) = {Hg)n x(t).
S5

Evidemment, a(x) < [|z]| et il existe x € S(a, a,b) tel que a(x) > a. Si z € S(a,a,b), alors

alAz) = min/QG'(t,s)f(s,x(s))ds

teQ

min/Ql G(t,s)f(s,z(s))ds

v

te
> min/ G(t,s)ac ' ds = a.
1951

te

Finalement, si z € S(a, a, ¢), alors pour t € Q et u € ),

/ﬂG(t,s)f(s,x(s))ds—/QG(u, $)f(s,2(s))ds < /Q|G(t, s) — Glu, s)| f (s, 2(s)) ds
< /Q IG(t, 5) — G(u, )]0~ (b — a) ds

< b—a.

Par conséquent, ||Azx| — a(Az) < b—a et si |[|[Az| > b, alors a(Azx) > a.

Toutes les conditions du Théoreme 4.9 sont donc satisfaites. D’ou, le résultat demandé. O

Exemple 2

On considere, le probleme aux limites non linéaire

2"(t) = —f(z(t)), 0<t<1, (4.34)

ou f : R — R une fonction continue. Les solutions de (4.34) sont les points fixes d’un opérateur
A défini sur C[0, 1] par :
1
Ax(t) = / G(t, s)f(a(s))ds, (4.35)
0
ou

G(t,s) = min{t, s}.

Théoréme 4.13. Supposons qu’il existe des nombres a et d, avec 0 < d < a, satisfaisant les

propriétés suivantes :

(i) f(x) >0, 0<x<2aq,
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(i) f(x) <2d, 0<uz<d,
(iii) f(x) >4a, a<z<2a.

Alors, le probléme auz limites (4.34) a au moins deux solutions positives.

De plus, si f est minorée sur [0,00[, alors le probléme a au moins trois solutions positives.

Démonstration. Les solutions du probléme (4.34) correspondent aux points fixes de 'opérateur
A défini par (4.35), et A envoie K. dans K, ou ¢ est un nombre positif quelconque tel que
f(z) > 0 pour = € [0,c|]. Une simple application du théoreme Ascoli-Arzeld montre que A est
completement continu sur /C..

Nous supposons, en premier lieu, que les conditions (i), (i7) et (iii) du théoreme 4.13 sont
satisfaites, et nous appliquons le théoreme 4.11 pour établir ’existence d’au moins deux points

fixes de A. Si x € K4, alors
1 1
|Az]| = Az(1) = / G(1, ) f(a(s)) ds < 2d/ sds = d,
0 0

et la condition (2) du théoreme 4.11 est satisfaite. Soit a(z) = min z(t).
I<t<1

Clairement, on a {x € S(a, a,2a) : a(z) > a} #0, et si x € S(a, a,2a), alors

a(Azr) = min /OIG(t,s)f(x(s))ds

1
!

= [ GG 9)rtts)ds

> / G50 9)(a(s))ds

vV
—
~
| —
=
S
(oW
)
I
Q

Par conséquent, la condition (1) du théoreme 4.11 est satisfaite.
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Si f est positive sur tout intervalle [0, ¢, alors si z € K, et ||Az|| > 2a, on obtient

a(Az) =

N =

I
BN NI N S— S5—

E\o\c\
— =
— Q

=

&

g

8

=

QL

©»

2
[Az|
= || Az].

2 2c

N
\‘*
V2)
~
—
8
—~
V2)
S~—
S~—
QL
V2)
+
s
V>
-
—~
8
—
V)
SN—
SN—
I8
V2)
v

Pour ¢ = 2a, la condition (4) du théoréme 4.11 sera satisfaite, d’'ou A possede au moins deux

points fixes dans K.

Nous supposons ensuite que f bornée au-dessus sur [0, 00) et montrons que A a au moins trois

points fixes dans IC. Si f(x) > 0 pour tout z > 2a, alors il existe r > 2a tel que A envoie K,

dans KC,, et I'existence de trois points fixes de A dans K s’ensuit du théoreme 4.9, avec b = 2a

et c=r.

Exemple 3

Considérons le probleme aux limites :
pa(t) — x'(t) + f(z(t)) = 0,
p'(0) — (0) = 0,
ou la fonction f :[0,00) — R est donnée par :

f@)zmq—@€m<i:;>'

La fonction de Green pour le probleme (4.36) est donnée par :

~+

oy

<s<t<l.

exp( 0<t<s<1,

G(t,s) =

S ™

L,

]

(4.36)

(4.37)
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les solutions de (4.36) peuvent étre identifiées par les points fixes de 'opérateur complétement
continu A : C,[0, 1] — C[0, 1] défini par :
1
Ax(t) = / G(t, s)f(a(s)) ds.
0
Théoréme 4.14. Supposons qu’il existe des nombres positifs a et d avec 0 < d < a tels que :

1. f(x) >0 st nggae%;

2. f(z) <d si 0<uz<d;

3. f(z) > a(B — 66%)_1 si a<uz<aer;
Alors (4.36) a au moins deux solutions positives. Si de plus, f(x) est bornée au dessus sur
[0,00), ou s’il existe ¢ > ae’ tel que 0 < f(z) < ¢ pour 0 < = < ¢, alors (4.36) a au moins
trois solutions positives.
Démonstration. Soit K = C,([0,1]), et soit a(z) = Orgtiéll x(t), x € K. Notons que G(t,s) est
une fonction croissante par rapport a t pour s fixé. Si z € K et ||z|| < d, alors

el = Ar()) = [ G1s)f((s)) ds

< d/olG(l,s)ds —d.
De plus, si z € S(a,a, ae%), alors
a(Az) = Az(0) — /01 e f(a(s)) ds
> a(f — 56%)’1 /01 e ds = a.
Finalement, si z € IC, ||Az| > 0, et f(z(s)) > 0, pour 0 < s < 1, alors

a(Az) = Az(0) = /01 7 f(x(s)) ds
> 7 /01 f(z(s))ds = 6_71141‘(1)
= 7 |[Az]| = a(ae?) | Az,

1
Par suite, 'existence d’au moins deux solutions positives découle du théoréme 4.11 avec ¢ = ae?.

1
Maintenant, supposons que 0 < f(x) < ¢ pour 0 < x < ¢, ot ¢ > ae?, alors

| Az]| = Az(1) = /01 f(s))ds < e, xeK..
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Par conséquent, pour b = ae?, 'existence de trois solutions positives s’ensuit du théoreme 4.9.

O



Généralisation des théoremes de trois points fixes
d’Amann et de Leggett-Williams et applications,

2004

Les théoremes d’Amann et de Leggett-Williams sont apparemment complétement indépen-
dants 'un de 'autre. Dans le théoreme d’Amann, ’ensemble des points fixes est un intervalle
ordonné et l'opérateur est expansif ou compressif en certains points tandis que dans le théo-
reme de Leggett-Williams, ’ensemble des points fixes est une coquille conique de la forme
{r eP:a<alx)et ||z <b},oua,be (0,400) et a est une fonctionnelle concave et 'opé-
rateur est compressif sur la frontiere inférieure de cet ensemble. Il s’avére, cependant, que les
deux théoremes peuvent étre considérés comme des cas spéciaux d’un autre théoreme du point
fixe qui "construit un pont" entre les deux théoremes : c’est le théoreme de Li-Han formulé en
2004 dans [24].

Dans ce qui suit, on considére E un espace de Banach munit de la norme ||.|.
Nous commencons par donner quatre lemmes utiles pour démontrer quelques résultats dans ce

chapitre.

Lemme 5.1. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E, U C X un ouvert borné
et A: U — X un opérateur complétement continu. S’il existe z € U tel que Az — x # t(x — 2)

pour tout x € OU et t > 0, alors l'indice du point fize i(A, U, X) = 1.

Démonstration. S’il existe x1 € U et t; € [0, 1] tel que x1 = (1 — t1)Axy + t12, alors t; # 1 et

51

(v — 2), ot ¢

—71151 > 0. Ce qui contredit ’assertion.

A{El—iL'l: 1

o8
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Dotz # (1—t)Ax+tz pour tout t € [0, 1] et z € JU. Par suite, d’apres la propriété d’invariance

homotopique de I'indice du point fixe, on a
(AU X)=1i(z,U,X)=1.
Ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 5.2. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E, U C X un ouvert borné
et A: U — X un opérateur complétement continu. S’il existe z € X \U tel que Ax—x # t(x—2)

pour tout x € QU et t > 0, alors lindice du point fize i(A,U, X) = 0.

Démonstration. S’il existe x; € OU et t; € [0,1] tel que x1 = (1 — t1)Axy + t12, alors ¢ # 1

t1
1—t1

et Ary —xp = 1-(z; — 2), o > 0. Ce qui contredit I'assertion. Par suite, la propriété

1—t1

d’invariance homotopique de l'indice du point fixe entraine que
(AU, X)=1i(z,U, X) = 0.
Ce qui achéve la démonstration. O

Soit X un sous ensemble non vide fermé convexe de E. Soit § une fonctionnelle continue

convexe sur X, i.e.
B((1—t)r+ty) <(1—1t)B(x)+tBy) Vx,ye Xettel0l]

« une fonctionnelle continue concave sur X, i.e., —« est convexe. Soit a, b des nombres réels et

on définit les sous ensembles suivants :

X(a,a) = {ze€X: a(z)>al,
X(B,0) = {xeX: p(zx)<b},
X(B,a,a,b) = {ze€X: a(x)>a, B(x) <Db}.

Lemme 5.3. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convere de E, et soient o, 8 deux

fonctionnelles continues concave et convere sur X, respectivement. Soient a et b des nombres

réels et A: {x € X : a(x) <a} — X un opérateur complétement continu. Supposons que
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(i) {r€ X : alx) <a} #0 et qu’il est borné;
(ii) {zr € X(B,a,a,b) : «a(z) >a} # 0 et a(Ax) > a pour tout x € X (B, a,b);
(iii) a(Az) > a pour tout x € X(«,a) avec B(Ax) > b.

Alors pour U ={zx € X : a(x) <a}, on ai(A U, X)=0.

Démonstration. Soit U = {z € X : «a(z) < a}. Alors d’apres la condition (7), le sous ensemble
U est un ouvert, non vide et borné de X. De la condition (ii), on peut choisir z € {z €
X(B,a,a,b): «a(z) > a} alors a(z) > aet B(z) <b. Douze X \U.

Montrons maintenant que Az — x # t(xz — z) pour tout z € JU et t > 0. En effet, s'il existe

t1
14+t 2

x1 € 0U et t; > 0 tel que Axy — 1 = t1(z1 — 2), alors a(x1) = a et x1 = ﬁA[El +

v'Si B(Az1) < b, alors d’apres la convexité de S on obtient 3(z1) < ﬁﬁ(Axl) + 1_?“ (2) <b.

Cela implique d’apres la condition (i) que a(Az;) > a. Ensuite, comme « est concave, a =

alzy) > ﬁa(Axl) + liltla(z) > a, une contradiction.

v'Si B(Axy) > b, alors d’apreés la condition (ii7) on a a(Az;) > a. Ce qui entraine aussi

a=a(xr) > ﬁltla(Axl) + 1t+1t10‘(2) > a, une contradiction.
Par conséquent, du lemme 5.2, il s’ensuit que (A, U, X)) = 0. Ce qui compléte la démonstration.

]

Lemme 5.4. Soit X un sous ensemble non vide, fermé et convere de E et soient 5, deux

fonctionnelles continues conveze et concave sur X, respectivement. Soient b et a des nombres

réels et A: {x € X : f(x) <b} = X un opérateur complétement continu. Supposons que
(i) {x € X : B(x) < b} est borné;
(ii) {z € X(B,a,a,b): [B(x) <b} #0 et f(Ax) < b pour tout x € X (5, a, a,b);
(iii) B(Az) < b pour tout x € X(5,b) avec a(Ax) < a.

Alors pour U ={zx e X : f(z) <b}, on ai(A U, X)=1.

Démonstration. Soit U = {x € X :  f(z) < b}. Alors d’apres les conditions (i) et (i7), le

sous ensemble U est un ouvert, non vide et borné de X. De la condition (i), on peut choisir



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES THEOREMES DE TROIS POINTS FIXES D’AMANN ET DE
LEGGETT-WILLIAMS ET APPLICATIONS, 2004 61

ze{r e X(B,a,a,b): [(x) < b} alors a(z) > aet f(z) <b. D'ou z € U.

Montrons maintenant que Az — x # t(z — z) pour tout z € OU et t > 0. En effet, s'il existe

1 € OU et t; > 0 tel que Axy — 1 = t1(z1 — 2), alors B(z1) = bet x; = ﬁAml + 1ilt1z.

V'Si a(Azy) > a, alors on obtient a(x;) > ﬁa(Axl) + 1i5-a(2) = a. Cela implique d’aprés

la condition (ii) que B(Ax;) < b. Par conséquent, b = 3(z1) < ﬁB(Axl) + lj,-lh (z) < b, une

contradiction.

V' Si a(Azy) < a, alors d’apres la condition (iii) on a f(Az;) < b. Ce qui entraine aussi

b=p(x1) < ﬁltlB(Axl) + 175 68(2) < b, une contradiction.

Il s’ensuit du lemme 5.1 on a i(A, U, X) = 1. Ce qui complete la démonstration. O

5.1 Résultats d’existence

Théoréme 5.1. Soit X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E. Soient Uy, Us
deur owverts de E et U N Uy = (). Supposons que A : X — X est un opérateur complétement

continu et
(1) il existe zy € Uy tel que Ax — x # t(x — 2z1) pour tout x € OU; et t > 0;
(ii) il existe zo € Uy tel que Az — x # t(x — 2z9) pour tout x € OUy et t > 0.
Alors A posséde au moins trois points fizes x1,xo et x3 dans X tels que

(L‘1€U1,ZL‘2€U2 6tl‘3€X\(U1UU2).

Démonstration. Comme X est un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de F, alors
i(A, X, X)=1. D’apres le lemme 5.1, i(A, Uy, X) = 1 et i(A, Uy, X) = 1. Donc de la propriété
d’additivité de I'indice de point fixe, on obtient
(A, X\ (LU, X) = (A, X, X)—i(A,U,X) —i(A Uy, X)
= 1-1-1=-1
Par conséquent, il existe 1y € Uy, xo € Us et 23 € X \ (U; UTs) tels que

A$i = Ty, 1= 1,2,3.
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]

Corollaire 5.1. Soient X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de E, o et 8
deux fonctionnelles continues concave et convexre sur X, respectivement.

Soit Uy ={re X: pz)<bletUy={xeX: alx)>a}, ota etbsont des nombres réels.
Supposons que A : X — X est un opérateur complétement continu, Uy, Us sont non vides, avec

UNU; =0 et
(a) B(Azx) < b pour tout x € X avec B(x) =b;
(b) a(Azx) > a pour tout x € X avec a(x) = a.

Alors A posséde au moins trois points fizes x1, xo et x3 dans X tels que
B(x1) <b, a<a(xy), b<pP(xs) et a(zs) <a.

Démonstration. v'On considere z; € Uy, alors 5(z1) < b. S'il existe x € 9U; et t > 0 tels que
Az —x =t(x — z1), alors B(z) =bet z = %HAx + 1521

D’apres la convexité de 3 et la condition (a), nous avons

1

t
mﬂ(ALL‘) + —— (=) <b.

b=bl) = 1+t

Ce qui est une contradiction. D’ou la condition (z) du théoréme 5.1 est satisfaite.

v'De méme, si on considere z; € U, nous pouvons monter que la condition (i7) du théoreme
5.1 est satisfaite.

Ainsi, selon le théoreme 5.1, 'opérateur A posseéde au moins trois points fixes . Ce qui compleéte

la démonstration.

]

Théoreme 5.2. Soient X un sous ensemble non vide, fermé, borné et convere de E, « et
Y des fonctions continues concaves sur X, B et 0 des fonctions continues convezres sur X, et
a(z) < B(x) pour tout © € X. soit A: X — X un opérateur complétement continu. S’il existe

des nombres constants a,b,d et h avec d < a tels que les conditions suivantes sont satisfaites :



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES THEOREMES DE TROIS POINTS FIXES D’AMANN ET DE
LEGGETT-WILLIAMS ET APPLICATIONS, 2004 63

(H1) {r € X(0,0,a,b) : a(z)>a} #0 et a(Ax) > a pour tout v € X (0, a,b);
(o) {z € X(B,0,h,d): B(z) <d}#0 et B(Az) < d pour tout x € X (8,1, h,d) ;
(H3) a(Az) > a pour tout x € X (o, a) avec (Azx) > b;

(H4) B(Ax) < d pour tout z € X(B,d) avec (Ax) < h.

Alors A a au moins trois points fixes, x1, T et x3 dans X avec
B(x1) <d, a < a(xs), d < PB(x3) et a(xs) < a.

Démonstration. Soit Uy = {x € X : [(z) < d}. Alors il s’ensuit des conditions (Hsz), (H4) et
une application du lemme 5.4 que i(A, Uy, X) = 1.
soit Uy = {z € X : «z) > a}, qui s’écris aussi Uy = {r € X : —a(x) < —a}. Les conditions
(H1) et (H3) peuvent aussi s’écrire comme

(H1) {z € X(—a,—0,-b,—a) : —a(z) < —a} # 0 et —a(Axr) < —a pour tout z €

X(—a,—0,-b,—a),

(H3) —a(Ax) < —a pour tout x € X (—a, —a) avec —0(Az) < —b.
Donc, une application du lemme 5.4 implique que i(A, Uy, X) = 1.
Comme a(x) < B(x) pour tout z € X et d < a, donc Uy N Uy = ). Comme i(A, X, X) =1 et

la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on a

i(AX\ (T UD),X) = i(AX,X)—i(A,U,X) —i(A, Uy, X)

= 1-1—-1=-1.
Par conséquent, il existe z1 € Uy, 9 € Uy et x3 € X \ (U U Us) tels que
Ax, =x;, 1=1,2,3.

Ce qui acheve la démonstration. n

Dans tout ce qui suit P désigne un cone dans un espace de Banach réel (E, ||.||), alors P est

un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E.
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Théoréme 5.3. Soit P un cone de E, A : P — P un opérateur complétement continu. Soient
a et B deux fonctionnelles continues, concave et convexe sur P,respectivement et soient a et b

des nombres réels. Supposons que
(i) 0e{zeP: azr)<a}et{zreP: a(x)<a} estborné;
(ii) {z € P(B,,a,b) : «a(z) >a} #0 et a(Ax) > a pour tout x € P(B, o, a,b) ;
(iii) a(Az) > a pour tout x € P(a,a) avec B(Ax) > b;
(iv) i(A, P, P) =1 pour un nombre r suffisamment petit,

i(A,Pr, P) =1 pour un nombre R suffisamment grand, ot P, ={z € P: |z| <r}.

Alors A posséde au moins trois points fizes dans P .

Démonstration. Soit U = {x € P: a(x) < a}. Alors il s’ensuit du lemme 5.3 que
i(A,U,P) = 0.

Comme 0 € {z €P: «ar)<a}et{reP: «alr)<a} est borné, il existe un nombre positif
r suffisamment petit et un nombre positif R suffisamment grand tels que P, C U C U C Pk.

Donc de la propriété d’additivité de 'indice du point fixe, on a
(A, U\P,,P)=i(A,UP)—i(A,P,P)=0~1=—1,
i(A,Pr\U,P) =i(A,Pg,P) —i(A,U,P)=1-0=1
D’ou, A a au moins trois points fixes x1, x5 et x3 avec
11 €Py, 22 €U\P, et z3€ Pr\U.

ie.,

x| <7, JJz2|| > r avec a(xe) < a, et [|z3|| < R avec a(xz) > a.
Ce qui complete la démonstration. O

Remarque 5.1. Le théoréme de trois points fizes d’Amann (corollaire 3.1) se démontre en
utilisant le corollaire 5.1, pour : X = [y1,2e),a(x) = sup{A > 0: z—y1 > MNyh—vy1)} et

Blx) =inf{A\>0: z—y; <A, —wy1)} (pour la démonstration voir [24, Theorem 2.5] ).
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Remarque 5.2. Le théoréme de trois point fives de Leggett-Williams ( théoréme 4.9) se dé-

montre en utilisant le théoréme 5.2 pour : X = Pe,p(x) = 0 et 0(z) = B(x) = ||z]|.

5.2 Applications

Comme une simple application du théoreme 5.3, on considere I'existence des solutions sy-

métriques positives pour le probleme au limite suivant :
(5.1)

ou f est une fonction continue positive sur R. Il est bien connu que toute solution du probleme

(5.1) sur C%(]0, 1]) est solution de I'équation intégrale suivante sur C([0,1]) :

() = /01 G(t, 5)f(x(s)) ds, ¢ € [0,1], (5.2)

ou G(t,s) : [0,1] x [0,1] — [0, 1] est définie par :

On définit opérateur A : C([0,1]) — C([0, 1]) comme suit :
Az(t) = /01 G(t,s)f(z(s))ds, te€|0,1], Yz e C([0,1]). (5.3)

Toute solution z* de (5.2) dans C(]0, 1]) est un point fixe de l'opérateur A dans C([0, 1]).

Si z € C([0,1]) est symétrique pour ¢t = 3, i.e., z(t) = z(1 — t) pour tout ¢ € [0, 1], alors

Ax(t) = / s(1—t)f ds+/ t(1 — ) f(x(s)) ds
- —/”1—7 1—t)f(x(l—T))dr—/lottTf(x(l—T))dT
:/0 trf(a(1— 1)) d7+/ 1—7)(1—t)f(x(1—7))d7
= [T -t [ -0 - ) dr

1-t

= Az(l—1t), te€]0,1].
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Par conséquent, Az est aussi symétrique par rapport & ¢ = 3. Et pour ¢ € [0, 3] on a

Az(t) = /Ot (1—=1t)f ds+/ t(l—s)f (s))ds+/élt(1—s)f(x(s))ds
= /Ot 1-t)f ds+/ t(1—s)f S))ds—/lotTf(l’(l—T))dT
— [ s nstds+ [ -9 ee)ds+ [ ey [F )i

= /(]tsf(x(s))ds+/t tf(x(s)) ds

- /0 * min{t, s} f(«(s)) ds

Do,

1

Ax(t) = /0 “min{t, s}f(2(s) ds, ¢ € [0, 5], (5.4)

D’autre part, si z € C%([0,1]) est une solution positive de (5.1), alors —2" (t) = f(z(t)) > 0
pout tout ¢ € [0, 1]. Ainsi, z est une fonction concave sur [0, 1]. Donc, on discute les solutions

positives symétriques de (5.2) seulement sur 1’ensemble suivant :

K={xeC(0,1]): x(t) >0, z(t) = z(1 — ) pour tout ¢t € [0, 1]

et = est une fonction concave sur [0, 1]}.

On peut montrer que K est un coéne sur C([0, 1]). De plus, si x € K, alors ||z|| = tm[gul(] z(t) = z(3)
S

et z(t) > 2t||z|| pour tout ¢ € [0, 5.
Lemme 5.5. Lopérateur A : I — K est compléetement continu.

Démonstration. Soit x € IC. Alors d’apres (5.2) et ce qui précede montre en effet que
Ax(t) >0, Ax(t) = Az(1 —t) pour tout t € [0, 1].

Il s’ensuit aussi de (5.3) que (Ax)"(t) = —f(2(t)) < 0 pour tout ¢ € [0,1], alors Az est une
fonction concave sur [0, 1]. Par conséquent Az € K. Comme G est continue sur [0, 1] x [0,1] le
critere d’Arzela-Ascoli entraine que 'opérateur A est completement continu. Ce qui complete

la démonstration. O
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Posons
0 flz) o Ita),
f o 11>1(1)1+ sup — — x ’ f o xggloo sup

Théoreme 5.4. Supposons que
(a) fO<m? fo<m?
(b) il existe un nombre positif b tel que f(x) > 16b pour tout x € [b, 2b].

Alors le probléme (5.1) posséde au moins trois solutions positives symétriques (au moins deux

solutions ne sont pas nulles)

Démonstration. Vérifions les conditions du théoreme 5.3.

(1) Soit a(z) = min z(t) sur K. Alors o est une fonctionnelle continue concave sur K,
telg,5

et a(z) > L||z| pour tout # € K. De plus, 0 € {zx € K : «a(z) < b} et I'ensemble
{r € £: a(z) < b} est borné.

Soit B(x) = ||x|| sur K. Alors 8 est une fonctionnelle continue convexe sur K.

(2) Evidemment, pour zy = 2b, x¢ € {x € K(f,a,b,2b) : «(x) > b},
alors {x € K(8,a,b,2b) : «a(x) > b} # 0.
Soit x € IC(5, v, b, 2b). Alors b < «(z) et S(x) < 2b. Ce qui implique que b < x(t) < 2b

pour tout t € | Et ainsi d’apres (5.4) et la condition (b), on a

Pl

1

Y : 1
alAz) = tél[lllr%/ mln{t,s}f(a:(s))dSZ/o mln{z,s}f(x(s))ds

_ / ds+/ ds>/2i16bds:b.

4

D’otu la condition (77) du théoreme 5.3 est satisfaite.

(3) Soit z € K(a,b) et B(Az) = ||Az|| > 2b. Alors il sensuit de a(z) > 1||z|| pour tout

z € K que a(Ax) > 3||Az|| > b. Alors la condition (iii) du théoréme 5.3 est vérifice.

(4) Montrons d’abord que

N

1 1
/ min{t, s} sinrtdt = — sinws, s € [0, 5
0 m

=3 (5.5)
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On a,

-

1
1 s 1
/2 min{t, s}sinwtdt = / tsinmt dt + /2 ssin 7t dt
0 0 s

s

N

t 1 s S
= ——cos7t| +— cosmtdt — — cosmt
T o TJo T .
S 1 . S 1 . 1
= ——cosms+ —sinwt| + —cosws = —sin7ws, s € [0, -]
T T o T T 2

Comme fY < 72, il existe § > 0 et un r > 0 suffisamment petit tel que f(z) < (1—9)7%z

pour tout ¢ € [0, r]. Maintenant on montre que
x # MAx pour tout A € [0,1] et x € OK, ou 0K, ={x € K: ||z =r}.

S’il existe A € [0,1] et 27 € OK, tel que 7 = A\ Axq, alors 0 < z1(t) < r pour tout
t € [0,1]. Donc d’apres (5.5),

1 1

/02 a:1(t) sinwtdt = M\ /05 [/j min{ﬂ S}f(flh(S)) ds] sin 7t dt

A1 % . 1 2 9 .
= — < — —
7T2/0 f(z1(s))sinmsds < / (1 = )z (s) sin s ds,

2 Jo
1
Ceci implique que ¢ [ x1(t)sinmtdt < 0. Ce qui est impossible. Par conséquent nous

avons montré que z # Az pour tout A € [0,1] et x € JK,. Ainsi, d’apres 'invariance

homotopique de 'indice du point fixe. On a
i(A K, K)=10,K,,K) = 1.

(5) Comme f>* < 72, il existe 0 > 0 et Ry > 0 tel que f(z) < (1 — o)n®z pour tout
x € [Ry,+00). Et comme f est continue sur [0, Ry], il existe C' > 0 tel que f(z) < C
pour tout z € [0, Ro]. Par conséquent, f(z) < 7%(1 — o)z + C pour tout z € [0, +00).

On choisit R suffisamment grand tel que R > % Maintenant, montrons que

x # MAx pour tout A € [0, 1] et x € OKx.
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S’il existe A\ et z1 € OKg tel que 1 = A\ Axq, alors, d’apres (5.5),

1

/ ri(t)sinwtdt = N\ /5 l/é min{t, s} f(x1(s)) ds| sinwt dt
0 o |Jo

N|=

A 1
= —; ’ f(z1(s))sinmsds
w2 Jo
e
< — [ ?(1 = 0)z1(s) + C]sin s ds
1
2 C
= 1—(7/2 sm7rsd8—|-f
Ce qui implique que o [ x1(t) sint dt < %

1 1
Mais [ @1 (t)sinmtdt > ||z f¢? 2tsintdt = 25, Donc 208 < & e R <
qui contredit le choix de R.

D’ot on a montré que z # AAx pour tout A € [0, 1] et z € IKg. Ainsi d’apres 'invariance

homotopique de I'indice du point fixe, on a
(A, Kr,K) =1(0,Kg,K) = 1.
D’ou, la condition (iv) du théoréme 5.3 est satisfaite.
Toutes les conditions du théoreme 5.3 sont satisfaites, alors A posséde au moins trois points
fixes 1, x9 et 3, vérifiants ||| > r avec a(xy) < b, ||z2|| < R avec ax) > b, et ||z3]| < 7, ou

x1 et xy sont des points fixes positifs non nuls.

Ce qui complete la preuve. O

Exemple 5.1. Soit
9.84x, x¢€][0,Y,
22.18(x — 2) +4.92b, € [2,b],

16.01, € [b, 28],

9.84(x — 2b) + 16.01b,  x € [2b, +00).

alors f satisfait toutes les conditions du théoreme 5.4. Alors le théoréeme 5.4 assure que le
probléme (5.1) a au moins deux solutions positives symétriques non nulles xy et xo, et une

solution nulle x3 qui satisfont

a(xy) < b, a(zy) >betas=0.



Annexes

Extension et rétraction dans les espace de Banach

Définition 5.1. Soit X un espace topologique et A C X un sous ensemble non vide.On dit
que A C X est un rétracté de X s’il existe une application continue r : X — A telle que
r(x) =z Va € A; ou encore si 1|4 admet une extension a X. L’application r est alors appelée

rétraction.

Exemple 5.2. Dans R", la boule B, = B(xo, R) est un rétracté de l’espace R™. Il suffit pour

cela de considérer l'application r définie par :

x, st ||z —zol| < R

To + Ryg=0tr, st |z — xo]| > R.

Proposition 5.1. A est un rétracté de X si et seulement si pour tout espace topologique Y,

toute application continue f : A — Y admet une extension continue f : X — Y.

Démonstration
i) Soit r : X — A une rétraction et f : A — Y une application continue. Alors 'application
i) Soit X A ctracti t A Y licati ti Al I’ licati
composée fo r: X — Y est une extension continue de I'application f.
ii) Réciproquement, si toute application continue f : A — Y admet une extension a ’espace
(ii) Réciproq t, si toute applicati ti f:A—Y admet tension a l'esp

X, alors 'application identité /|4 : A — A posséde une extension r : X — A.
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Théoréemes d’extension de Dugundji

Théoréme 5.5. Soient X et'Y deux espaces vectoriels normés, A C X une partie fermée de

X et f: A=Y une application continue. Alors f admet une extension continue f : X — Y

telle que f(X) C Conv(f(A)).

Théoreme 5.6. Soient X et'Y deux espaces de Banach, A C X wune partie fermée, bornée et

A=Y une application compacte. Alors f admet une extension compacte f : X — Y telle

que f(X) C Conv(f(A)).

Corollaire 5.2. Tout ensemble conveze fermé A d’un espace vectoriel normé X est un rétracté

de cet espace.

Démonstration

D’apres le théoreme de Dugundji, 'application Ij4 admet une extension unique I x telle que

I(X) c Conv(I(A)) = Conv(A). D’autre part, A C X entraine I(A) C I(X) C Conv(A).
Donc A C I(X) C Conv(A) = A car, A étant convexe. Par conséquent, I(X) = A; d’ot le

résultat demandé.

Propriété du point fixe
Définition 5.2. Un espace topologique X posséde les propriétés du point fixe si toute application

continue de X dans X a un point fixe dans X.

Théoréme 5.7. Si un espace topologique X est homéomorphe a un espace topologique Y et X

posséde la propriété du point fixe, alors Y posséde la propriété du point fize.
Démonstration. Comme X est un homéomorphe de Y, il y a une application f : X — Y tel
que

1. f est une bijection,

2. f est continue,
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3. il existe f~! et f~! est continue.

Soit g : Y — Y une application continue. Comme f(X) =Y, on a
flogof: X=X

est une application continue et comme X possede la propriété du point fixe, il existe un z € X

tel que

Par conséquent,

i.e., f(x) est un point fixe de g. Car g : Y — Y I'application continue a été choisi arbitrairement,

nous concluons que Y possede la propriété du point fixe. Ce qui complete la preuve. n

Théoreme 5.8. Si Y posséde la propriété du point fixe et X est un rétracté de Y, alors X

posséde la propriété du point fize.

Démonstration. Comme X est un rétracté de Y, il y a une application continue r : ¥ — X

pour r = [ sur X. Soit f: X — X une application continue quelconque. Alors
for:Y =X cCVY.

Par conséquent, utilisant le fait que Y possede la propriété du point fixe, il y a un y € Y tel
que

(for)ly)=y et yeX

D’ici, r(y) = y et

(for)y) = f(ry))

Donc f possede un point fixe dans X. Ce qui complete la preuve. m



ANNEXES 73

Proposition 5.2. Soit (E,P) un espace de Banach ordonné, et soit [y1, z2] un intervalle or-
donné non vide de E. Supposons que F : [y1, 2] — E est un opérateur compact croissant tel
que - y1 < F(y1) et F(z9) < 2. Alors F' posséde un point fixze minimal T et un point fize
mazximal T7.

De plus, T35 = khl& Fk(yy) et 71 = khﬁr(r)lo F¥(z,), et les itérations (F*(yy)) et (F*(z)) sont

croissantes et décroissantes, respectivement.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons abordé la question de multiplicité des points fixes, en pré-
sentant quelques résultats importants pour les opérateurs completement continus qui assurent
I'existence et la multiplicité du point fixe sur un cone d’un espace de Banach ordonné. Puis
nous avons appliqué quelques résultats afin d’établir ’existence de solutions positives multiples
de certaines équations différentielles non linéaires ainsi que pour des équations intégrales de
type Hammerstein.

La théorie des points fixes s’est imposée et s’est révélée étre un outil tres puissant et important
dans 'analyse qui ne cesse d’évoluer et de s’étendre, en particulier le théoréme de point fixe de
Leggett-Williams [32] est d'une utilité essentielle dans I’étude d’existence de solutions multiples
positives des problemes aux limites non linéaires. Récemment, de remarquables théorémes de
point fixe ont été établis en se basant sur les résultats de Leggett et Williams [[4], [10]-[12], [39],
[40]]. Nous trouvons par exemple :

le théoreme du point fixe de cinq fonctionnelles [4] dii & Avery, le théoréeme du point fixe de
quatre fonctionnelles [10] di a Avery, Henderson et O’Regan, une généralisation du théoreme
de point fixe de Leggett-Williams [11] dii & Avery et Peterson. Ces théoremes ont été appliqués

pour obtenir de nouveaux résultats d’existence et de multiplicité.
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Résumé

Nous nous sommes intéressées dans ce travail aux questions liées a l'existence, la positivité, la
localisation et a la multiplicité de solutions des équations abstraites de la forme :

Fx=x x€D,
ou F est un opérateur compléetement continu et D est un convexe fermé d'un espace de Banach.

Nous avons présenté quelques types de théorémes du point fixe qui assurent I'existence de deux ou
trois points fixes, dans un sous ensemble d'un cone, sous certaines conditions.

Comme applications nous avons employé certains de ces théorémes afin de montrer |'existence de
solutions positives multiples de quelques problémes aux limites non linéaires, ainsi qu'a la résolution
de certaines équations intégrales de type Hammerstein.

Mots clés : Théoreme du point fixe, indice du point fixe, les cones, points fixes multiples, théoréeme
de Leggett -Williams, expansion-compression d’un cone, théoréme d’Amann.

Abstract

We are interested in this work in questions related to the existence, positivity, localization and the
multiplicity of solutions of abstract equations of the form:

Fx=x x€D,

where F is a completely continuous operator and D is a closed convex set of a Banach space.

We have presented some types of fixed point theorems which ensure the existence of two or three
fixed points, in a subset of a cone, under certain conditions.

As applications, we have used some of these theorems in order to show the existence of multiple
positive solutions of some nonlinear boundary value problems as well as to the resolution of some
integral equations of Hammerstein type.

Key Words: fixed point theorem, fixed point index, cones, multiple fixed points, Leggett-William’s
theorem expansion-compression of a cone, Amann’s theorem.
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