MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE A. Mira - Béjaia

& | Al Asys

uv Tasdawit n‘Bgayet
Universiité de Béjaia

FACULTE DES SCIENCES EXACTES
Département de Mathématiques

Mémoire présenté pour ’obtention du diplome de Master

en Mathématiques

Option : Analyse Mathématiques

Par

ACHAT Lydia ET SEBBANE Samia

THEME

Sur la bifurcation en générale et la bifurcation de
Hopt en particulier

Mme N. MOHDEB M.C.A Université A. Mira de Béjaia Présidente
Mr A. BERBOUCHA Prof Université A. Mira de Béjaia Promoteur
Mme A. NASRI M.A.A Université A. Mira de Béjaia Examinatrice



Remerciements

Nous tenons a remercier ALLAH de nous avoir donné la force, le courage et la
patience pour venir a bout de ce modeste travail.

Nous avons l’honneur et le plaisir d’exprimer notre profonde gratitude et nos sincéres
remerciements a Monsieur A. BERBOUCHA pour son encadrement, sa disponibilité et
ses précieur conseils.

Nous remercions également Madame N. MOHDEB pour l’honneur qu’elle nous fait en
acceptant de présider le jury de soutenance et de juger ce travail.

Nous remercions vivement Madame A. NASRI qui a accepté d’examiner cet humble
travail.

Nous n’omettons pas d’adresser nos vifs remerciements a tous les membres de la faculté
des Sciences Fxactes en général et auxr membres du département de Mathématiques en
particulier, notamment o tous les enseignants pour les efforts qu’ils ont déployé durant

notre formation.



Dédicaces

Tous les mots ne sauraient exrprimer mon ressenti, seulement, je dédie ce modeste
travail :

A mes chers parents qui m’on entouré de leur sollicitude et de leur soutien moral.

A mon marie qui m’a encouragé par ses conseils.

A mon fils YOUNES.

A mes fréres (YOUBA et FARES).

A ma belle famille.

A mes cousines et cousins.

A toute ma grande famille.

A mes amies.

A tous mes camarades de promotion avec lesquels j’ai partagé ces années.

A tous ceux qui me sont chers et que j’ai omis de citer.

ACHAT Lydia

ii



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail en premier lieu & mes chéres parents ,en témoignage pour leurs
sacrifices et tous les efforts qu’ils ont fait pour mon éducation .
je le dédie également :
A mes fréres (HAKIM et BOUSSAAD).
A mes soeurs (FATIHA et ZAHIA).
A mes cousines et cousins.
A toute ma grande famille.
A mon enseignante d’Anglais qui est aussi ma cousine (S. KAHINA).
A mes collégues (BELKACEM, AZDINE, BILAL, SAIDA et LAMIA ).
A mes éléves.
A mes amies (SAMIRA, GHANIA, THIFITHANTE... ).

A tous mes camarades de promotion avec lesquels j’ai partagé ces années.

SEBBANE Samia

iii



Table des matiéres

Introduction
I Théore Texist f Tumicid

(1.2 Solutions maximales et prolongement des solutions locales.| . . . . . . . ..

[2  Stabilité d’un point d’équilibre]

[3 Bifurcations a un paramétre, dans R?|

3.1 Bifurcation selle-noeud (saddle-node)| . . . . .. ... ... L.

3.2 Bifurcation fourche (ou Pitchfork) . . . . . .. ... ... ... ...

[3.4  Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopt.|. . . . . . . .. ... ..

[3.4.1 Bifurcation super-critique de Poincaré-Andronov-Hopf.| . . . . . . .

[3.4.2  Bifurcation sous-critique de Poincaré-Andronov-Hopf.| . . . . . . . .

[3.4.3  'T'héoreme de Poincaré-Andronov-Hopfl . . . . . .. ... ... ...

Conclusion

iv

10
13
17
20
20
24
26
31

33



Introduction

Ce mémoire a pour but de donner les notions de bases relatives a la théorie des bifurca-
tions et donner quelques exemples concrets d’applications de cette théorie, les bifurcations
sont incontournables dés que I'on s’intéresse aux systémes dynamiques, elles trouvent des
applications en physique, en chimie, en mécanique, en mathématiques.....

La théorie des bifurcations permet de classifier certains de ces changements de struc-
ture. La complétion de cette théorie se heurte encore de nos jours a 'incomplétude de la
théorie de la stabilité structurelle, ne serait-ce que pour les systémes de dimension 2, et
beaucoup de problémes restent ouverts dans cette théorie en pleine construction.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur ’existence et
I'unicité de la solution d’une EDO.

Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons quelques définitions de la stabilité d’une
solution d’une EDO.

Dans le dernier chapitre nous présentons la théorie de bifurcations. Elle consiste a
classer les différents types de bifurcations en classes. Chaque classe correspond & une
certaine symétrie dans le probléme. Parmi les différents types de bifurcations, on trouve
les bifurcations Selle-noeud, les bifurcations Fourches, les bifurcations verticales, les bi-

furcations de Poincaré et les bifurcations homoclines.



CHAPITRE

1 Théoréme d’existence et

d’unicité

Dans ce chapitre on donnera la démonstration de théoréeme de Cauchy-Lipschitz qui

affirme D'existence et unicité des solutions de 1’équation différentielle

{i’(t) = f(tx(t))

I‘(to) = 29

1.1 Existence et unicité de la solution

Onnote FE =R", n>1et D=1 x € oul est un ouvert de R, 2 est un ouvert de E et
f : D — E une fonction continue. Pour tout (¢,x) € D, on notera f(t,z) = (fi(¢,x), ..

I

fn(t,x)) ou chaque fonction f; est continue de D dans R.

#(t) = f (t,2(t)) (1.1.1)
i(t) = %(z).

Commencons par préciser la notion de solution pour ce type d’équations.

Définition 1.1.1 Une solution de l’équation différentielle (1.1.1)) est un couple (p, J) ou
J est un intervalle de R et o = (py, ..., p,,) est une fonction dérivable sur J & valeurs dans

E telle que (t,¢(t)) € D pour tout t de J et

oi(t) = filt,p(t)), Vi=1,..., net VteJ



1.1. Existence et unicité de la solution

Par composition, on remarque rapidement que puisque [ et ¢ sont deux fonctions contin-

ues, alors ¢ est également continue sur J et ¢ est de classe C* sur J.

Définition 1.1.2 Soit (to, o) € D. Résoudre le probléme de Cauchy

{x(;zto_ “i(i;:) (1.1.2)
consiste & déterminer un couple (p,J) ot J est un intervalle de R contenant to et ¢ une
fonction dérivable de J dans E telle que (t,(t)) € D pour tout t € J, ©'(t) = f(t,p(t))
et (ty) = xo.

En intégrant I’équation différentielle ordinaire du probléme de Cauchy ([1.1.2)) entre tg
et ¢ et en tenant compte de la condition x(tg) = o, on obtient

t

o(t) =m0 + / £(s,0(s))ds (1.1.3)

to

ou
t

[ fts.otonas = / fi(s, o(s))ds, .. / Fuls, 9(5))ds)

to
Réciproquement, toute fonction vérifiant (1.1.3) est bien une solution de classe C! de
(1.1.2])

Théoréme 1.1.1 [2] (Cauchy-Peano-Arzela) Soit (to, z9) € D et soient a > 0 et b > 0
tels que le cylindre C' = {(t,z) € D;|t —to| < a, ||z — xo||z < b} soit inclus dans D. On
note

b
M= sw |f(t,2)llp et a<min(o, )
(t,z)eC M

alors il existe une solution ¢ au probléme de Cauchy (1.1.2)) sur Uintervalle [ty — o, to+ @,
vérifiant ¢(ty) = xo.

On peut énoncer le théoréme précédent sous la forme simplifiée suivante :

Corollaire 1.1.1 Soit f € C(D) (la fonction f est continue sur D). Alors pour tout
(to, z0) € D, il existe un voisinage de ty dans R sur lequel le probléme de Cauchy (1.1.2))

admet une solution.



1.1. Existence et unicité de la solution

On a besoin des deux définitions suivantes :

Définition 1.1.3 On dit que f est lipschitzienne en x et on notera f € Lip(D), s’il existe
k > 0 tel que

||f(t>331) - f(t>$2)||E < k ||$1 - $2||E7 v<t>331)7 (t,l’g) €D

Définition 1.1.4 On dit que f est localement lipschitzienne sur D si pour tout (t,x) € D
il existe un cylindre B = {(t',2") € D, ||lx — 2|z < e1, |t —t'| < ez} C D, tel que f soit

lipschitzienne sur B. On note f € Lip.(D).

Le théoreme suivant assure, en plus de I'existence locale de la solution du

probléme de Cauchy, I'unicité de celle-ci dés que la condition de Lipschitz est satisfaite.

Théoréme 1.1.2 [2](Cauchy-Lipschitz) Soit f € C(D) N Lipi,e(D), il existe une unique
solution au probléeme de Cauchy (1.1.2]) sur lintervalle [ty — a, to + @] .

Remarque 1.1.1 Soit f : [ xI' — E une fonction continue, ot I et ' sont des ensembles

bornés de R et E respectivement. Une condition plus parlante que la condition de Lipschitz

afi

et qui implique [inégalité de Lipschitz, est que les dérivées partielles 5

pour i allant de 1
an, existent et soient continues (les x;,i = 1,...,n, sont les composantes de x). En effet,
les fonctions continues sur des ensembles bornés sont bornées. En appliquant ensuite le

théoréme des accroissements finis, on a pour tout (t,x1),(t,z3) € I x T’

||f(t7$2) - f(tv wl)” < SUPM HxZ - Z'1H .

ot M est tel que

dfi : .

‘ / (t,x)' <MVzxel,Vi=1,...n,Vj=1,...,n

(9xj
La condition de Lipschitz résulte alors du fait que les dérivées partielles % (1=1,...,n,
j=1,..,n) sont bornées.

Le théoréme suivant assure que lorsque la fonction f € Lip,.(D), 'unicité de la
solution du probléme de Cauchy ([1.1.2)) est en fait globale, ce qui peut se traduire par le
fait que les graphes de deux solutions distinctes de ’équation (|1.1.1)) ne peuvent pas se

croiser.

Théoréme 1.1.3 [2] (Unicité globale) Soit f € C(D) N Lipyc(D) et soient (¢, J1) et
(¢q,J2) deus solution de Iéquation (1.1.1)) telles que Jo N Jy # @. Sl existe un point tg

de Jy N Jy tel que @(ty) = psy(to) alors p, = @y sur J; N Js.



1.2. Solutions maximales et prolongement des solutions locales.

1.2 Solutions maximales et prolongement des solu-
tions locales.

On a les trois définitions suivantes :

Définition 1.2.1 Soit (py, J1) et (ps, Jo) deuz solutions de l’équation (L.1.1). On dit que
(pa, J2) prolonge (@1, J1) si J1 C Jy et ) = @, sur Jy.

Définition 1.2.2 Une solution (¢, J) de léquation (1.1.1)) est dite mazimale si elle n’admet

pas de prolongement.

Définition 1.2.3 Une solution (¢, J) de U'équation (1.1.1) est dite globale si elle est

définie sur I tout entier (i.e : si J =1).

Le théoréme suivant assure ’existence et I'unicité d’une solution maximale du prob-

leme de Cauchy :

Théoréme 1.2.1 [2] (Existence et unicité d’une solution maximale) Soit f € C(D) N

Lipioe(D). Alors pour tout point (tg,xo) de D, il passe une unique solution mazximale au

probléeme de Cauchy [’équation(1.1.2)).

L’existence d’une solution globale est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 1.2.2 [/] (Existence d’une solution globale) S’il existe une fonction continue
k: I — RT telle que pour tout t fixé dans I, Uapplication y — f(t,y) soit lipschitzienne

de rapport k(t), alors toute solution mazimale de l’équation & = f(t,x(t)) est globale.

Les deux théorémes qui suivent donnent des conditions suffisantes pour qu’une solution
d’une équation différentielle ordinaire soit continue par rapport aux conditions initiales,
et pour qu’une solution d’une équation différentielle ordinaire dépendant d’un parametre

soit continue par rapport a celui-ci.

Théoréme 1.2.3 [}/ (Continuité des solutions par rapport aux conditions initiales) Si la
fonction f est continue en (t,x) et localement lipschitzienne en x, la solution de (|1.1.1])

exprimée en fonction des conditions initiales

r  VUV—-sR"

(t,to,l‘o) = I‘(t,t(],xo)



1.2. Solutions maximales et prolongement des solutions locales.

est continue, ot ¥ = J(to,x0) X D ou J(to,zo) est lintervalle sur lequel est définie la

solution maximale de conditions initiales (to, zo).

Théoréme 1.2.4 [}/ (Continuité des solutions par rapport & un paramétre) Considérons
I’équation différentielle

= f(t,z,\)

ol \ est un paramétre de R*. Si f est localement lipschitzienne en (x,\) et continue,

alors la solution
r : U SR
(t7t07$07)\) = x(t7t07$07)\)

est continue, ot W' = J'(tg, 19, \) X D xR et ot J'(to, 1o, \) est lintervalle sur lequel est

définie la solution mazimale de conditions initiales (to, xo) pour la valeur A du paramétre.



CHAPITRE
2 Stabilité d’un point
d’équilibre

Soit x(t;tg, o) une solution d’une équation différentielle représentant un phénoméne
physique ou I’évolution d’un systéme quelconque. Il existe toujours deux causes d’incertitudes
sur les conditions initiales.

En effet quand on tente de répéter une expérience donnée, la reproduction des con-
ditions initiales sont connues par des mesures forcément entachées d’erreurs. Il est donc
fondamental de reconnaitre dans quelles conditions de petites variations dans les condi-

tions initiales n’introduirons que des petites variations dans la suite du phénomeéne.

Définition 2.0.4 On dit que lorigine de l’équation différentielle (1.1.1)) est stable si :
(Ve > 0)(Vto € I)(In(te,e) > 0)(Vxo, ||zol| < n)(VEt = to,t € J(to, o) || x(t;t0, z0) ||< &.

Proposition 2.0.1 [’origine est stable ssi : (Ve > 0) (Vto € I)(In(tg,e) > 0)

(Yo, || o ||< n) (Vt = to, x(t, to, xo) est défini et ||x(¢; o, 20)|| < €.

Preuve. La condition suffisante est évidente, la condition nécessaire résulte de ce que
la stabilité empéche la solution issue de xy de s’approcher de la frontiére de I x €2 pour
des t > 0 donc cette solution est indéfiniment prolongeable vers la droite.

Uniformément stable : m
Définition 2.0.5 [’origine est dite uniformément stable :

si la quantité 7 mentionnée dans la définition de la stabilité ne dépend pas de t

(Ve > 0) (3n(e) > 0) (Vtg € I) (Yo, ||zol| < n) (VE = to,t € J(to, x0), ||2(L; to, z0)|| < €).



2. Stabilité d’un point d’équilibre

Définition 2.0.6 ['origine est dite attractive :

si (Vtg € 1) (F9(to) > 0) (Vg : [|zol| < 0) (¢, to, x0) est définie Vi > to est tend vers
zéro quand t — oo ou encore si (Vig € I) (39(to) > 0) (Vo : ||zol| < 9)

x(t; to, xg) est définie Vt > g et

(Vv > 0) (3T (to, xo,y) > 0) (Vt = to+ T, ||z(t, to, x0)|| < 7).

Définition 2.0.7 ['origine est dite uniformément attractive :

si (36 > 0)(Vtg € I)(Vxg : ||zol| < &) x(t;to, o) est définie Vi > ¢y et tend vers zéro
quand t — 400 uniformément en ¢, et xy ou encore

(30 > 0) (Vy > 0)(3IT(y) > 0)(Vto € I)(Vxg : ||| < ) x(t;to, o) est définie Vi > ¢
et (Yt = to +T(), [[x(t; to, wo) || < 7).

Définition 2.0.8 [‘origine est dite asymptotiquement stable :
si : elle est stable et attractive.

Définition 2.0.9 [‘origine est dite uniformément asymptotiquement stable :
si elle est uniformément stable et uniformément attractive.

Définition 2.0.10 [’origine est dite instable :

s’il n’est pas stable c’est a dire
Je>0 (3t € I)(¥n > 0)
(ELCC(), Hl‘o” < 77)(3?5 2 to,t < J(t(),l'o)) ”l’(t,to,iCo)H 2 g.



CHAPITRE

Bifurcations a un

paramétre, dans R?

Nous allons étudier dans ce chapitre des systémes dynamiques planaires dépendant
d) by P 1 f 2z 2z 1 d N
un parameétre réel que nous noterons ¢, ¢ € R. La forme générale des systémes que nous

allons étudier sera donc la suivante :

&= f(z,y,c) (3.0.1)

v =g(x,y,c)

Nous aurons aussi besoin d’illustrer graphiquement ce phénomeéne, cela se fait & travers

le diagramme de bifurcation.

Définition 3.0.11 Le diagramme de bifurcation, consiste en un graphique ow [’on porte
en abscisses les valeurs du paramétre c et en ordonnées les valeurs des points d’équilibre.
Les branches en trait plein pour les points d’équilibre stables, et en tiretés pour les points

d’équilibre instables.

La théorie de bifurcations, en mathématiques et en physique est I’étude de certains
aspects des systémes dynamiques. Une bifurcation intervient lorsque un petit changement

d’un parametre physique produit un changement majeur dans l'organisation du systéme.

Définition 3.0.12 soit un systéme d’équation différentielles

T = f(x,c) fR"xXR—R"



3.1. Bifurcation selle-noeud (saddle-node)

c est ici le parameétre controlant la bifurcation (la force exercée dans 'exemple précé-
dent) on dit qu’il y a bifurcation en ¢y si, en une valeur de ¢ arbitrairement proche de ¢y,

il existe une dynamique topologiquement non-équivalente a celle en cy.

3.1 Bifurcation selle-noeud (saddle-node)

Définition 3.1.1 Les bifurcations selle-noeud (en anglais saddele-node). Deuz points
d’équilibres existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Aprés la bifurcation,

plus aucun équilibre n’existe.

Exemple 3.1.1 On parle aussi de bifurcation noeud-col. Soit le systéme dynamique suiv-
ant:
T=a2+c
(3.1.1)
Yy=-y

Selon le signe de c, trois cas doivent étre considérés :

eSic<O0:
Dans ce cas, le systéme admet deux points d’équilibre de coordonnées (—+/|c|,0) et
(v/Ic|,0). Afin de déterminer la nature de chacun de ces points d’équilibre, calculons la

matrice jacobienne qui, de maniére générale, s’écrit :

20 0
0 -1

Az, y) =
J(z,y) évaluée au premier point d’équilibre (—4/|c|,0) donne :

0
-1

A(-/T,0) = _20@

La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe négatif :
A1 = —1 et Ay = —24/]c|. Par conséquent le point (—+/|c|,0) est un noeud
asymptotiquement stable.

Pour le second point d’équilibre (1/|c|,0) la matrice J(z,y) devient :

0
-1

AV, 0) = NO’?'

10



3.1. Bifurcation selle-noeud (saddle-node)

La matrice admet deux valeurs propres réelles et de signes opposés ;
A1 = —1 et Ay = 2¢/|c|. Par conséquent le point (1/|c|,0) est un point selle (instable).
Les isoclines verticales # = 0 sont les deux droites © = +/|c| et 'isocline horizontale

¢ = 0 est la droite y = 0. Le portrait de phase est illustré dans la (Figure 1).

44 f e g e e
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i
s W] i R Seiiogy
] NS
i P (N
b o oy e
e £ e
S
% = - -
i RN 1 /*/;:f;
NARR] [ S
s ;;m
S A | A
'\\}Eﬁ// =
5% P
Figure 1 : Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour ¢ < 0.
eSic=0:

Dans ce cas, le systéme (3.0.1)) se réduit a :

=2
(3.1.2)

Yy=-y
qui admet 'origine comme unique point d’équilibre. Il s’agit d’un point non hyperbolique

car la matrice Jacobienne est la suivante :

0 0
0 -1

A(0,0) =

Le systéme est découplé en x et en y. L’étude de la premiére équation du systéme
montre que x = 0 est un point d’équilibre non hyperbolique correspondant & un shunt
positif. La seconde équation indique que y = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement
stable pour la seconde équation. La Figure 2 représente le portrait de phase du systeme

B12) :

11



3.1. Bifurcation selle-noeud (saddle-node)
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Figure 2 : Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour ¢ = 0.

eSic>0:
Dans ce cas, le systéme dynamique devient :
‘/E.:xuc (3.1.3)
Yy=-y
Il n’admet aucun point d’équilibre. La variable z est toujours croissante. La variable y
est croissante pour les y < 0 et décroissante pour les y > 0. La Figure 3 montre le portrait

de phase correspondant.

Figure 3 : Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour ¢ > 0.

Cette bifurcation est appelée une bifurcation selle-noeud et correspond a I’apparition
simultanée de deux points d’équilibre, 'un instable (un point selle) et 'autre asympto-
tiquement stable (un noeud). D’une maniére générale, cette bifurcation se produit lorsque
deux isoclines de natures différentes, c’est-a-dire 'une verticale £ = 0 et 'autre horizon-
tale y = 0, initialement disjointes, deviennent tangentes (& la bifurcation) et se coupent

ensuite en deux points d’équilibre qui apparaissent.

12



3.2. Bifurcation fourche (ou Pitchfork)

Figure 4 : Diagramme de la bifurcation selle-noeud.

3.2 Bifurcation fourche (ou Pitchfork)

Définition 3.2.1 Les bifurcations fourche (en anglais pitchfork).Un équilibre stable se
déstabilise en un équilibre instable, et deux équilibres stables sont crées. Cette transition

peut se faire de fagon super-critique (de fagon continue et prévisible) ou sous-critique.

Exemple 3.2.1 Soit le systéme dynamique suivant :

i = x(—c— 2?)
(3.2.1)
Yy=-y
A nouveau, trois cas doivent étre distingués selon le signe du paramétre c :
eSic<O0:
Dans ce cas, le systéme admet trois points d’équilibre, I'origine et deux autres points
symétriques de coordonnées (—+/|c|,0) et (1/|c[,0). Afin de déterminer la nature de

chacun de ces points d’équilibre, calculons la matrice jacobienne qui s’écrit de maniere

générale :

Au point d’équilibre origine, cette matrice s’écrit :

e[ 0
0 —1

A(0,0) =

13



3.2. Bifurcation fourche (ou Pitchfork)

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles et de signe opposé : Ay = —1 et Ay = |¢|.
Par conséquent 1'origine est un point selle (instable). Aux deux autres points d’équilibre

(—+/lc|,0) et (1/]|c|,0), la matrice jacobienne prend la méme forme :

—2lc| 0
A* =
0 -1
Elle admet deux valeurs propres réelles et négatives \; = —1 et Ay = —2|c|. Ainsi, ces

deux points d’équilibre sont des noeuds asymptotiquement stables. Les isoclines verticales
(# = 0) correspondent & trois droites : la droite z = 0 et les deux droites z = £+/|c|.
L’isocline horizontale (y = 0) est la droite y = 0. Le portrait de phase peut alors étre

construit (Figure 4).

=
L \y 2.
U e
Wl e
\\ A
VAW e
Vi o
y

Figure 4 : Portrait de phase de la bifurcation fourche pour ¢ < 0

Ce portrait de phase montre un point selle fixe & I'origine entouré de deux noeuds
asymptotiquement stables, symétriques autour de 'origine et qui s’en éloignent lorsque
|c| augmente.

eSic=20:

Dans ce cas, le systéme se réduit a :

&= —a

(3.2.2)
Yy=-vy
Ce systéme admet 'origine comme point d’équilibre unique, il est non hyperbolique car

la matrice jacobienne en ce point s’écrit :
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3.2. Bifurcation fourche (ou Pitchfork)

0 O
0 -1

A(0,0) =

Pour déterminer la stabilité de ce point d’équilibre, considérons la fonction définie positive

suivante :

V(z,y) =a® +y*

Calculons V. Il vient :

V(z,y) = 2z + 2yy = —2(z* + ¢?)

Cette expression est strictement négative sur I’ensemble du plan, a I’exception de 'origine.
Par conséquent, la fonctionV (z,y) est une fonction de Lyapunov forte pour le systéme
. Par application du théoréme de Lyapunov pour fonction forte, nous pouvons
conclure que l'origine est asymptotiquement stable. De plus, le bassin d’attraction de

l'origine est R? tout entier (Figure 5).
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Figure 5 : Portrait de phase de la bifurcation fourche pour ¢ = 0.

On peut également regarder ce systéme (3.2.2)) sous un autre angle, en le résolvant

explicitement.

eSic>0:

Dans ce cas, le systéeme dynamique devient :
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3.2. Bifurcation fourche (ou Pitchfork)

i = x(—c— 2?)
(3.2.3)
Yy=-y
Il n’admet qu’un unique point d’équilibre, I'origine. La matrice jacobienne en ce point

s’écrit :

—c 0
0 -1

A(0,0) =

Elle admet deux valeurs propres réelles et négatives A\; = —1 et Ay = —c¢. L’origine est

donc un noeud asymptotiquement stable (Figure 6).

Figure 6 : Portrait de phase de la bifurcation fourche pour ¢ > 0.

En résumé, a la valeur du parametre ¢ = 0, le systéme voit le nombre de points
d’équilibre passer de trois & un. Pour ¢ < 0, nous avons un point selle entouré de deux
noeuds asymptotiquement stables. Pour ¢ > 0, le systéme n’admet qu'un seul point
d’équilibre asymptotiquement stable, I’origine.

Le diagramme de bifurcation est présenté sur la figure 7.
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3.3. Bifurcation verticale

Figure 7 : Diagramme de bifurcation de la bifurcation fourche super-critique.

Il s’agit 1a de la bifurcation fourche super-critique.
Le systéme suivant :
i=xz(—c+a?
( ) (3.2.4)
Yy=-vy
correspond par contre & une bifurcation fourche sous-critique dont le diagramme de bi-

furcation est donné sur la Figure 7 bis.

Figure 7 bis : Diagramme de bifurcation de la bifurcation fourche sous-critique.

3.3 Bifurcation verticale

Exemple 3.3.1 Soit le systéme dynamique linéaire suivant :

T=cr+Yy (3.3.1)

y=—x+cy
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3.3. Bifurcation verticale

On remarque en premier lieu que le systéme (3.3.1)) est linéaire, ce qui sera le cas pour
toutes les bifurcations verticales. Nous pouvons le réécrire sous la forme matricielle suiv-

ante

xr .
= & X =AX (3.3.2)
y -1 ¢ y

Sous réserve que le déterminant de la matrice A soit non nul, ce qui est le cas ici car, ce
systéme admet un point d’équilibre unique a l'origine. La dynamique du systéme (3.3.2))
dépend de la trace et du déterminant de la matrice A. Selon le signe de ¢, trois cas doivent
étre considérés.

eSic<O0:

Dans ce cas, la trace de la matrice est égale & —2 |c|, elle est négative et le déterminant
c? 4 1 est strictement positif. Ceci permet d’affirmer que 'origine est asymptotiquement
stable et qu’elle correspond a un foyer. En effet A = (=2 |¢|)? —4(c*+1) = —4< 0 (Figure
8).
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il ol S %\\\\\kam
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Figure 8 : Portrait de phase de la bifurcation verticale pour ¢ < 0.
eSic=0:
Dans ce cas, le systéme se réduit a :
T 0 1 T
= (3.3.3)
j -10 ) \y

La forme du systéme (3.3.3]) correspond au représentant de la classe d’équivalence topologique

des centres. Ainsi, I'origine correspond & des centres car le modéle est linéaire (Figure 9).
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3.3. Bifurcation verticale

Figure 9 : Portrait de phase de la bifurcation verticale pour ¢ = 0.

eSic>0:

Dans ce cas, la trace de la matrice vaut 2c ; elle est cette fois strictement positive. Le
déterminant reste inchangé et strictement positif. L’origine est donc un foyer instable car
le discriminant de I’équation caractéristique reste strictement négatif.

Cette bifurcation est appelée verticale. A la bifurcation, pour la valeur du paramétre
¢ = 0, le point d’équilibre unique & l’origine change de nature. Pour ¢ < 0, nous avons
un foyer asymptotiquement stable. Pour ¢ > 0, l'origine devient un foyer instable. A la
bifurcation, ¢ = 0, l'origine correspond & des centres. Cette bifurcation correspond a un
systéme linéaire dont le déterminant est toujours positif et dont la trace change de signe.

Une autre maniére de considérer cette bifurcation est de calculer les valeurs propres de
la matrices A qui sont complexes conjuguées et égales a A\ o = c 4. La partie réelle des
valeurs propres est Re()12) = c et la partie imaginaire est Im(\;2) = £1. En d’autres
termes, les valeurs propres traversent ’axe imaginaire & la bifurcation. Ainsi, lorsque
c = 0, la partie réelle des valeurs propres s’annule donnant des centres et change de signe
avec le paramétre ¢, ce qui correspond au passage d'un foyer asymptotiquement stable
(¢ < 0) a un foyer instable (¢ > 0). Le diagramme de bifurcation est présenté sur la figure

10.
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

Figure 10 : Diagramme de la bifurcation verticale.

La barre verticale en ¢ = 0 signifie que le point d’équilibre peut prendre n’importe quelle
valeur, on aura toujours des centres.

La bifurcation verticale correspond & un systéme linéaire dont la trace de la matrice
change de signe & déterminant positif. Nous allons maintenant étudier le cas d’un systéme
non linéaire dont la partie linéaire se comporte de la méme maniére que précédemment.

Cette situation correspond a la bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf.

3.4 Bifurcation générique de Poincaré- Andronov-Hopf.

3.4.1 Bifurcation super-critique de Poincaré- Andronov-Hopf.

Considérons le systéme dynamique non linéaire suivant :

T c 1 x —x(z? + y?
= + ( v (3.4.1)
y ~1 ¢ y —y(z® +y°)
partie linéaire. partie non linéaire.
—x(2? +1?)
avec est o(z,y)
—y(z* +y°)

Ce systéme admet un point d’équilibre unique a l'origine. Il est écrit sous la forme
d’une somme de deux termes : une partie linéaire (identique au systéme linéaire de la
bifurcation verticale) et une partie non linéaire. La partie linéaire est donc caractérisée

par la matrice :
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

La trace de la matrice est égale a 2¢, le déterminant & c2+1 et le discriminant de I’équation
caractéristique vaut —4. Comme nous 'avons vu précédemment, les valeurs propres de la
matrice A sont complexes conjuguées et égales & \; o = c £¢. La partie réelle des valeurs
propres est Re(A;2) = c et la partie imaginaire est Im(A;2) = £+ 1. Lorsque le parameétre
¢ change de signe, 'origine passe de foyer asymptotiquement stable & foyer instable. Le
systéme linéarisé prévoit des centres lorsque le parametre ¢ est égal & zéro. Du fait de la
non linéarité du systéme, nous allons voir que ces centres ne sont en fait pas conservés.

Pour déterminer la stabilité de I'origine, considérons la fonction définie positive suivante

1
Vizy) = 5 +7)
La dérivée V s’écrit :

V(z,y) = zi+yy = — (2% + )

est strictement négative sur ’ensemble du plan a I'exception de I'origine. Par conséquent,
la fonction V' (x,y) est une fonction de Lyapunov forte pour le systéme (4.4.1). Ainsi, les
centres prévus par la linéarisation ne sont pas conservés et par le théoréme de Lyapunov
pour fonctions fortes, nous pouvons conclure que l'origine est asymptotiquement stable
lorsque ¢ = 0. Par ailleurs, le domaine d’attraction de l'origine est R?. Afin de préciser
'allure du portrait de phase, effectuons le changement en coordonnées polaires (r, 0). Les
coordonnées polaires sont définies par les relations suivantes :

resty (3.4.2)

tanf) = £

Ces relations permettent d’effectuer le passage inverse c’est-a-dire des coordonnées polaires

vers les coordonnées rectangulaires :

T =r7rcosf
(3.4.3)
y =rsind

Dérivons la premiére des équations ({3.4.2]) par rapport au temps, il vient :

ri = xi +yy = r*(c —r?)
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

Dérivons maintenant la seconde équation par rapport au temps :

dtanf 0 B —r?
dt  cos?2f  r2cos?f

Finalement, en coordonnées polaires, le systéme s’écrit sous la forme des deux équations

découplées suivantes :

Ferle=r) (3.4.4)
h=—1

La seconde équation admet la solution suivante :

0(t) = —t + 6(0)

o 0(0) est la valeur de l'angle a ¢t = 0. Cette équation montre que 'angle varie avec
une vitesse angulaire constante w = —1. Les trajectoires vont tourner autour de ’origine.
La premiére équation gouverne la variation de la distance a ’origine. Selon le signe du
parameétre ¢, le nombre de points d’équilibre varie :

eSic<O0:

L’équation admet un seul point d’équilibre » = 0 qui est asymptotiquement stable

(Figure 11).
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Figure 11 : Portrait de phase de la bifurcation de PAH super-critique pour c < 0.

eSic>0:
L’équation (3.4.4) admet deux points d’équilibre positifs 7 = 0 et » = y/c. Le pre-

mier est instable et le second est asymptotiquement stable. Le second point d’équilibre
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

de I'équation ([3.4.4]) correspond donc & un cercle de rayon r = \/c qui est une trajec-
toire fermée isolée parcourue & la vitesse angulaire w = —1. Il s’agit d’un cycle limite

asymptotiquement stable (Figure 12).

Figure 12 : Portrait de phase de la bifurcation de PAH super-critique pour ¢ > 0.

En résumé, nous pouvons conclure que lorsque :

e ¢ < 0, lorigine est un point d’équilibre unique et est un foyer stable.

e ¢ = 0, l'origine est un point d’équilibre unique et est asymptotiquement stable.

e c > 0, lorigine est un foyer instable entouré d’un cycle limite asymptotiquement
stable de rayon r = /c.

Nous pouvons maintenant tracer le diagramme de bifurcation en faisant apparaitre les
points d’équilibre, leur nature mais aussi les cycles limites dont ’amplitude est représentée
en ordonnée (Figure 13). On utilisera la méme notation pour les cycles limites que pour

les points d’équilibre : stabilité asymptotique en trait plein et instabilité en pointillés.

Figure 13 : Diagramme de la bifurcation de PAH super-critique.

Cette bifurcation s’appelle une bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf. A la bifurca-

tion, le point d’équilibre & l'origine devient instable et s’entoure d’un cycle limite stable
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

dont 'amplitude (le rayon) augmente avec la racine carrée du parameétre de bifurcation.
Lorsque le cycle limite créé a la bifurcation est asymptotiquement stable, on parle de

bifurcation de Poincaré- Andronov-Hopf super-critique .

3.4.2 Bifurcation sous-critique de Poincaré- Andronov-Hopf.

On considére cette fois le systéme dynamique non linéaire suivant :

T c 1 T z(z? + y?) z(2? + y?)
= + avec est o(z,y)
y -1 ¢ y y(a® +v°) y(a® +v°)
partie linéaire. partie non linéaire. (3.4.5)

La partie linéaire de ce systéme est identique au cas précédent avec les mémes conclu-

sions. Cependant, & la bifurcation, la dérivée V' s’écrit maintenant de la maniére suivante

V(z,y) =i +yj = (2° + %)%
V est strictement positive sur I'ensemble du plan a Pexception de Porigine. Ainsi, par

le théoreme de Lyapunov, l'origine est cette fois instable lorsque ¢ = 0. Le passage en

coordonnées polaires conduit au systéme suivant :

7 =r(c+r?
. ( ) (3.4.6)
0=-1
L’angle varie avec une vitesse angulaire constante w = —1. Selon le signe du parametre

¢, le nombre de points d’équilibre de I’équation (3.4.6)) varie :

eSic<O0:

L’équation admet deux points d’équilibre positifs r = 0 et r = \/H . Le premier point
d’équilibre est asymptotiquement stable et le second est instable. Celui-ci correspond a
un cercle de rayon r = \/H qui est une trajectoire fermée isolée parcourue a la vitesse
angulaire w = —1 et entourant un foyer asymptotiquement stable. Il s’agit donc d’'un

cycle limite instable (Figure 14).
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.
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Figure 14 : Portrait de phase de la bifurcation de PAH sous-critique pour ¢ < 0.

eSic>0:

L’équation admet un seul point d’équilibre r = 0 qui est instable (Figure 14).

Figure 15 : Portrait de phase de la bifurcation de PAH sous-critique pour ¢=0.

En résumé, nous pouvons conclure que lorsque :

e ¢ < 0, lorigine est un point d’équilibre unique et est un foyer stable entouré d’un
cycle limite instable de rayon r = /c.

e ¢ = 0, l'origine est un point d’équilibre unique et est instable.

e ¢ > 0, l'origine est un foyer instable.

Nous pouvons maintenant tracer le diagramme de bifurcation (Figure 16).

25



3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

Figure 16 : Diagramme de la bifurcation de PAH sous-critique.

Cette bifurcation s’appelle la bifurcation sous-critique de Poincaré-Andronov-Hopf. Lorsque
le cycle limite créé a la bifurcation est instable, on parle de bifurcation de Poincaré-
Andronov-Hopf sous-critique.

Dans les deux exemples précédents, nous avons utilisé le systéme sous la forme générique.
Lors de I’étude d’un systéme non linéaire quelconque, le systéme n’est pas nécessairement
sous cette forme initialement. Cependant, aprés quelques changements de variables, il est
possible de le mettre sous une forme adaptée permettant d’appliquer un théoréme pour

prévoir I'existence de cycle limite.

3.4.3 Théoréme de Poincaré- Andronov-Hopf

Le théoréeme de Poincaré-Bendixson n’est pas toujours facilement applicable. Aussi, le
théoréme de Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H) permet-il de démontrer plus aisément
I’existence de solutions périodiques correspondant & un cycle limite. De plus, contraire-
ment au théoreme de Poincaré-Bendixson qui n’est valable que dans le plan, Le théoréme

de P-A-H est applicable en dimension supérieure a deux.

Théoréme 3.4.1 [5/(Dimension 2). Soit le systéme dynamique suivant gouvernant les

variables réelles x(t) et y(t) :

T = f(x,y,c
S h.9) cmr

y=9(z,y,0)
Supposons que le systéme admet un point d’équilibre de coordonnées (z*(c),y*(c)). Soit
A(z*(¢),y*(c)) la matrice jacobienne calculée au point d’équilibre. Supposons que les
valeurs propres de la matrice jacobienne sont complexes conjuguées et s’écrivent sous

la forme A1 2 = a(c) £ib(c) avec a(c) la partie réelle et b(c) la partie imaginaire.
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

Soit ¢* une valeur particuliere du parameétre ¢ pour laquelle on a a(c*) = 0 et b(c*) # 0

#0. Alors, si 4
c* Y de

et % - > 0, trois cas sont possibles :

& Lorsque ¢ = ¢* (a la bifurcation), il existe des trajectoires concentriques autour de
(x*(c*),y*(c*)). Le point d’équilibre (z*(c*),y*(c*)) correspond alors a des centres.

On parle de bifurcation de Hopf dégénérée

& Lorsque ¢ = ¢* (4 la bifurcation), le point d’équilibre (z*(c), y*(c)) est asymptotique-
ment stable, et 3¢ < ¢* V¢ vérifiant ¢ < ¢ < ¢* tel qu’il existe, autour de (z*(¢), y*(c)) qui
est instable, un cycle limite asymptotiquement stable dont ’amplitude est proportionnelle
a e —c*

On parle de bifurcation de Hopf super-critique

& Lorsque ¢ = ¢* (& la bifurcation), le point d’équilibre (z*(c),y*(c)) est instable,
et 3¢ < ¢* Ve vérifiant ¢ < ¢ < ¢* tel qu’il existe, autour de (z*(c),y*(c)) qui est
asymptotiquement stable, un cycle limite instable dont ’amplitude est proportionnelle a

On parle de bifurcation de Hopf sous-critique

Remarque 3.4.1 Dans le cas ot %

- <0 il faut inverser les conclusions, c’est-a-dire
que le cycle limite asymptotiquement stable (resp. instable) apparait pour des valeurs du

paramétre inférieures (resp. supérieures) a c*.

En résumé, voici les quatre cas de figure possibles :

da da
de lor >0 de o <0
Hopf super-critique | ————— | _\

Hopf sous-critique

Tab 1. Les conditions des différentes bifurcations de Hopf

Une bifurcation de Hopf se produit donc lorsque les valeurs propres du systéme linéaire
traversent l’axe imaginaire, autrement dit que leur partie réelle peut s’annuler. Le sys-
téme linéaire pour ¢ = c¢* prévoit donc des centres. Dans le premier cas, les centres

sont conservés, il s’agit de la bifurcation de P-A-H dégénérée. Dans le second cas, le
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

théoréme prévoit ’existence d’un cycle limite asymptotiquement stable pour des valeurs
du parametre supérieures a c¢*. Il s’agit d’une bifurcation de P-A-H super-critique.

Enfin, dans le troisiéme cas, le théoréme prévoit un cycle limite instable pour des
valeurs du parameétre inférieures a ¢*. Il s’agit d’une bifurcation de P-A-H sous-critique.

Lorsqu’un cycle limite existe, son amplitude est nulle & la bifurcation et augmente en
racine carrée de 1’écart entre le paramétre ¢ et la valeur de bifurcation ¢*. L’existence
d’un cycle limite est garantie jusqu’a une valeur ¢* qui dépendra de chaque cas ; cette
valeur assure que les valeurs propres sont complexes conjuguées.

Dans le cas ou il existe des centres a la bifurcation (cas 1), il est nécessaire de mettre
en évidence une intégrale premiére présentant un extremum au point d’équilibre.

Le théoréme ne permet pas de déterminer lequel des trois cas est le bon. Pour cela, il

est nécessaire d’utiliser d’autres méthodes.

Utilisation d’une fonction de Lyapunov

Dans le cas de la bifurcation de P-A-H super-critique générique de la section 2.1, on
se rappelle que Porigine (point d’équilibre unique) est asymptotiquement stable a la bi-
furcation. Une premiére méthode pour démontrer que la bifurcation est super-critique
(c’est-a-dire que le cycle limite est asymptotiquement stable) consiste a chercher une fonc-
tion de Lyapunov permettant de démontrer la stabilité asymptotique du point d’équilibre
(2*(c), y*(c)) pour

cC=2cC.

Exemple 3.4.1 Soit le systéme dynamique suivant :

t=y (3.4.7)

y3

y=—cv—cy—5
L’origine est point d’équilibre unique. La partie linéaire conduit a la matrice jacobienne

suwvante :
0 1

Ag =
-1 —c
Les valeurs propres de cette matrice sont :

_ /14— c2
pp—— PRVl G R

2 5
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

Elles sont complexes conjuguées si —2 < ¢ < 2. La partie réelle a(c) = —5 s’annule lorsque
¢ = c* = 0. Par contre, la partie imaginaire ne s’annule pas et est égale a b(0) = 1 lorsque
c = 0. De plus, nous avons 2—‘;(0) = —% # 0. Nous sommes dans un cas d’application
du théoréme de P-A-H. L’origine est un foyer instable pour ¢ < Oet un foyer stable pour

¢ > 0. Pour déterminer sl existe un cycle limite asymptotiquement stable, utilisons la

fonction définie positive suivante :
Lo, o
Vizy) = 56 +?)

Calculons sa dérivée par rapport au temps le long des trajectoires du systéme :

4
. Y
V=—cy? - =
Y3
Lorsque ¢ = 0, c’est-a-dire & la bifurcation, cette expression se réduit a V= —% <0 qui

est partout négative a l’exception de l'axe y = 0. La fonction V' est donc une fonction de
Lyapunov faible pour notre systéme. Cependant, le systéme n’est pas identiquement nul

sur l'axe y = 0 car il s’écrit :

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Lyapunov pour fonction faible, nous pou-
vons conclure o la stabilité asymptotique de [origine a la bifurcation. 1l
est maintenant possible de conclure qu’il existe un cycle limite asymptotiquement stable
entourant [’origine et que puisque %(O) = —% < 0, le cycle limite apparait pour les
valeurs négatives du paramétre. 1l s’agit d’une bifurcation de Hopf super-critique.
Tracons le portrait de phase pour ¢ < 0. L’isocline verticale © = 0 est la droite y = 0.
. . . . . 4 B 3 .
L’isocline horizontale § = 0 est une cubique d’équation x = —cx — % passant par l’origine
et par les points (0,++/3|c|). L’origine est l'unique point d’équilibre et correspond & un

foyer instable s’entourant d’un cycle limite asymptotiquement stable. La figure 17 présente
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3.4. Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.

le portrait de phase lorsque ¢ < 0 .

R T L
T s~

Figure 17 : Portrait de phase pour une valeur de ¢ strictement négative.

Utilisation de I’indice de Marsden-McCracken

Cette méthode nécessite la manipulation du systéme pour le mettre sous une forme
adéquate.

Les étapes a suivre sont les suivantes :

Pour simplifier les notations, nous continuerons par la suite a utiliser les variables x

et y en supposant que 'origine est un point d’équilibre.

e Faire un changement de variables pour mettre la matrice Jacobienne & 1’origine sous
sa forme de Jordan lorsque ¢ = ¢* :
AO -

*

—Ww

Calculer I'indice I de Marsden-McCracken comme suit :

I'=uw" (fxm + fxyy + Gazy + gyyy) + gry(th + gyy) - f:fcy(fm + fyy) + feeGee — fyygyy

ol fuy = ;%gy est calculée au point d’équilibre (1'origine) pour ¢ = ¢* et ainsi de

suite. Trois cas peuvent se produire :

- I <0 : le point d’équilibre est stable.
- I > 0 : le point d’équilibre est instable.
- I =0 : on ne peut rien conclure par cette méthode.

Retour a ’exemple précédent.
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3.5. Bifurcation homocline

Le systéme dynamique s’écrit :

i=y=[f(z,y,c)
. 3
Yy=—r—cy— %) :g(x,y,C)
Le point d’équilibre est 1'origine et la matrice jacobienne & la bifurcation s’écrit :
0 1

-1 0

Ay =

Par conséquent, dans ce cas, w* = 1. Pour calculer I'indice, nous avons besoin de :

f:cy = fxx:fyy:fx:px:fmyyzo
Goy = ga:x:gyy:gacxyzo

—2

Gyyy

Finalement, il vient [ = —2.
L’indice est strictement négatif, ce qui confirme que le point d’équilibre est asympto-
tiquement stable a la valeur ¢ de bifurcation, ’existence d’une bifurcation super-critique

et d’un cycle limite asymptotiquement stable.

3.5 Bifurcation homocline

Considérons le systéme suivant :

T=1y
avec ¢ € R (3.5.1)
y=x+cy—a’
Définition 3.5.1 [1,3]/Une orbite (x(t),y(t)) du systéme (3.5.1)) est dite homocline a
Vorigine si (z(t),y(t)) est définie sur R tout entier et tend vers (0,0) quand t tend vers

+00 et quand t tend vers —oo.

Les points d’équilibre sont (0,0) et (1,0). La matrice jacobienne s’écrit :

0 1
A=
1-22 ¢
01
A(0,0) = avec det A = —1 < 0 : Dorigine est un point selle.
1 ¢
0 1 )
A(1,0) = avec det A=1, trA=cet A=c"—4
-1 ¢
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3.5. Bifurcation homocline

Dong, pour —2 < ¢ < 2, le point d’équilibre (1,0) est un foyer : asymptotiquement stable
si —2 < ¢ < 0, instable si 0 < ¢ < 2. Notre valeur de bifurcation est donc ¢* = 0. On
vérifie aisément que les conditions du théoréme de P-A-H sont réunies.

Question : que se passe-t-il & la bifurcation, soit ¢ = 07

Soit V (z,y) = 1 (2* + ) une fonction définie positive.

V(z,y) = zi +yy & Viz,y) = vy +yz — 2%y & Vi, y) = 20y — 2%y

Le signe n’est pas clair. On peut alors soit calculer I'indice de Marsden-McCraken, soit
rechercher la possibilité de centres par une intégrale premiére.

d _ 22 2
Y_r-? <:>ydy:(:c—x2)dx<:>y—=x——

2 3
dx Y 2 2

x
3

+C

On peut proposer H(z,y) = % — %2 - ‘”—; comme fonction intégrale premiére. Si des centres
existent-ils sont concentriques autour de (1,0), car l'origine est un point-selle. Montrons

que H(z,y) admet un extremum en (1,0) :

0H 9 0H OH oOH
— = T4z => — =0 — =y => — =0
ox Ox (1,0) dy dy (1,0)
0*H 4+ 20 = 0*H ] 0*H 1o 0*H 0*H
= —_ xr = = = =
ox? ox? (1.0) Oy? Oy? (1.0) 0x0y
D’apres le développement en séries de Taylor & I'ordre 2, on obtient :
1 0°H 1 0’°H
H($7y) = H<]-a0)+_ (I—1)2+— y2
2 0zx? (1,0) 2 0y (1,0)

—1)2
H(z,y) — H(1,0) :££?l+f>o

La fonction H(x,y) présente donc un minimum en (1,0), et les courbes de niveaux
H(z,y) = C se referment autour de (1,0) : on a donc des centres a la bifurcation ;
il s’agit d’une bifurcation de Hopf dégénérée. Toute fois, on remarque, parmi les courbes
de niveaux de la fonction H(x,y), que la courbe H(z,y) = 0 est une trajectoire homocline

: on parlera de bifurcation homocline

2 2 3
2

2
vec 1— 2
5 5 avec 3:1:>0
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3.5. Bifurcation homocline
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Figure 18a : Portrait de phase du modéle de bifurcation homocline avec ¢ = —1.

Figure 18b : Portrait de phase du modeéle de bifurcation homocline avec ¢ = 0.

Figure 18c : Portrait de phase du modele de bifurcation homocline avec ¢ =1
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Conclusion

Notre étude a porté sur les équations différentielles ordinaires admettant des solutions
périodiques ou des points de bifurcation de Hopf .

Notre travail a débuté sur ’existence et I'unicité de la solution d’une équation dif-
férentielle ordinaire et ’étude de la stabilité de cette derniére.

En suite nous avons présenté quelques différents types de bifurcations avec leurs dia-

grammes et la bifurcation de Hopf en particulier.

34



Bibliographie

[1] H. Dang-Vu, C. Delcarte, Bifurcations et chaos, Une introduction & la dynamique

contemporaine avec des programmes en Pascal, Fortran et Mathematica, Ellipse, 2000.
[2] J. P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, Grenoble sciences, 2006.

[3] Y. A. Kuznetsov, Elements of applied bifurcation theory, third edition, Springer Ver-
lag, 2004.

[4] N. Rouche, J. Mawhin, Equations différentielles ordinaires, Tome 1 : Théorie générale,

Masson, Paris, 1973.

[5] Sandrine CHARLES, Mémoire de Master (18/12/2008) université-lyon.

35



	Introduction
	Théorème d'existence et d'unicité
	Existence et unicité de la solution
	Solutions maximales et prolongement des solutions locales.

	Stabilité d'un point d'équilibre
	Bifurcations à un paramètre, dans R 2
	Bifurcation selle-noeud (saddle-node)
	Bifurcation fourche (ou Pitchfork)
	Bifurcation verticale
	Bifurcation générique de Poincaré-Andronov-Hopf.
	Bifurcation super-critique de Poincaré-Andronov-Hopf.
	Bifurcation sous-critique de Poincaré-Andronov-Hopf.
	Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf

	Bifurcation homocline

	Conclusion

