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Introduction

Un probléme inverse est une situation, dans laquelle les valeurs de certains paramétres (ou
inconnues) d’un modéle doivent étre identifiés & partir d’observations (ou mesures) du phénomeéne.
C’est en quelque sorte, le contraire d'un probléme direct : supposons que 1’on dispose d’'un modéle
dont on se fixe des valeurs pour les paramétres du modéle, on peut alors faire tourner le modéle,
en déduire une trajectoire, et ’observer. Il s’agit du probléme direct.

Le probléme inverse consiste a remonter le schéma : connaissant les observations, le but est
de retrouver les valeurs des parameétres.

La résolution du probléme inverse passe donc en général par une étape initiale de modélisation
du phénomeéne, dite probléme direct, qui décrit comment les paramétres du modéle se traduisent
en effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomeéne
réel, la démarche va consister & approximer au mieux les paramétres qui permettent de rendre
compte de ces mesures.

Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de fagon analytique. La réso-
lution mathématique est rendue difficile par le fait que les problémes inverses sont en général
des problémes mal posés, c’est a dire que les seules observations expérimentales ne suffisent pas
a déterminer parfaitement tous les paramétres du modele. Il est donc nécessaire d’ajouter des
contraintes ou des a prior: qui permettent de réduire 1’espace des possibilités de fagcon a aboutir
a une solution unique.

On retrouve des problémes inverses dans de nombreux domaines scientifiques, en particulier
dans I'étude de systémes complexes pour lesquels on a accés qu’a un petit nombre de mesures,
par exemple : la terre en géophysique, les tissus organiques en imagerie médicale, I'univers en
cosmologie, une salle de concert en acoustique architecturale, résolution d’'un systéeme linéaire,
ingénierie pétroliére, tomographie en médecine, dé convolution (en imagerie notamment), déter-

mination des constantes d’une réaction chimique, détermination de la forme d’un obstacle par



Introduction

radar,...

Les problémes inverses sont typiquement des problémes mal posés. Cette notion de problémes
bien et mal posés a été introduite par le mathématicien francais Jacques Hadamard en 1902
a propos des équations aux dérivées partielles et leurs interprétations physiques. Au sens de

Hadamard, un probléme est bien posé lorsque les trois conditions suivantes sont satisfaites :
1. La solution doit exister.
2. La solution doit étre unique.

3. La solution doit étre stable, c’est-a-dire qu’elle doit dépendre contintiment des données
initiales.

Le probléme est mal posé "ill-posed" en anglais si I'une de ces propriétés n’est pas satisfaite.

Nous allons a présent donner de fagon plus formelle ’expression d’un probléme inverse linéaire.

Celui-ci s’exprime sous la forme dune équation :
Ar =u

Ou A est un opérateur défini sur un espace métrique E & valeurs dans un autre espace mé-

trique F'. On cherche a trouver z a partir de u.

Ce mémoire s’intéresse aux problémes mal posés et méthodes de résolution. Il est composé
d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons la notion d’un probléme inverse , exemples et
quelques méthodes de résolution des problémes inverses.

Le second chapitre est consacré a la méthode de régularisation de Tikhonov, qui consiste
a remplacer un probléme mal posé par un autre bien posé de sorte que ’erreur commise soit
compensée par le gain de stabilité. La principale difficulté de cette méthode est la détermination
du parameétre de régularisation, ensuite nous nous intéressons a deux variantes de Tikhonov.

La premiére variante consiste a utiliser un controle différent pour la solution et la deuxiéme
consiste a utiliser des itérations.

Dans le dernier chapitre, nous proposons une application reposant sur la Technique de dé-

bruitage d’image. Initialement, les premiére méthodes de débruitage consistaient a utiliser un



filtre passe-bas (suppression de hautes fréquences) ce qui avait pour inconvénient d’atténuer les
contours de I'image. Pour parer & ce probléme, de nouvelles techniques plus performantes (qui
dépendent de la direction) et utilisant des équations aux dérivées partielles, ont été élaborées.
Nous allons partir d’une « simple » équation. Puis nous baserons notre réflexion autour de
celle-ci. Elle nous permettra d’en tirer plusieurs méthodes de restaurations que nous appliquerons.

Cette modeste contribution s’achévera par une conclusion.



Chapitre 1

Problémes inverses et méthodes de

résolution

1.1 Probléme inverse

Dans le livre "Inverse problems"[4], 'auteur introduit la définition d’un probléme inverse.
Il s’agit d’un probléme qui consiste a déterminer les causes connaissant les effets.

Ce probléme est I'inverse d'un autre appelé probléme direct qui détermine les effets, les causes
étant connues.

L’étude des problémes inverses est compliquée et ¢a est di a la possibilité d’avoir plusieurs
solutions, car des causes différentes ménent parfois aux mémes effets. Des informations supplé-
mentaires sont néccessaires pour obtenir I'unicité de la solution.

Une autre difficulté pratique de 1’étude des problémes inverses est qu’elle demande souvent
une bonne connaissance du probléme direct, donc le succés dans la résolution d’'un probléme
inverse repose en général sur des éléments spécifiques a ce probléme. Il existe toutefois quelques
techniques qui possédent un domaine d’application étendu.

Parmi les domaines dans lesquels les problémes inverses jouent un roéle important nous pou-
vons citer : I'imagerie médical ( échographie, scanners, rayous x,...), 'ingéniere pétroliére (pros-
pection par des méthodes sismiques, magnétiques, identification des perméabilités dans un ré-
servoir...), I'hydrogéologie(identification des perméabilités hydrauliques), la chimie(détermination
des constantes de réaction), le radar (détermination de la forme d’un obstacle), la mécanique

quantique (détermination du potentiel), le traitement d’image (restauration d’images floues)...etc

4



Chapitre 1.Problémes inverses et méthodes de résolution

La plupart des problémes inverses ne satisfait pas & la définition d’un probléme bien-posé,
on les appelle problémes mal-posés.
Exemple de probléme inverse

On s’intéresse a l'estimation de paramétres dans une équation aux dérivées partielles :

S (aaa—xyi) = f dans Qx]0, T

ot i=1 Ox;

y(x,0) = yo(x) dans

g—z =g sur I'x]0,T]

C’est ’équation de la chaleur, y est la température, f est un terme source, a est la conductivité
thermique, et g est le flux de chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la méme équation
pour modéliser un écoulement monophasique (comme du pétrole) : y est la pression, f représente
les puits de pompage, a est la perméabilité du milieu et g = 0 pour un milieu fermé.

Le probléme est le suivant : & partir de mesures de y en certains points et a certains instants, il
faut identifier a. Le probléme direct est évidemment trivial, mais le probléme inverse peut étre

des plus compliqués.

1.2 Probléme bien posé et mal posé

Le Mathématicien francais Jaques Hadamard a défini le concept d’un probléme bien posé.
Il s’agit d’un probléme dont :

- La solution existe.

- Est unique.

- Est stable (elle dépend contintiment des données).

Un probléme qui n’est pas bien-posé au sens de la définition précédente est dit mal-posé.

La non-existence et la non-unicité de la solution d'un probleme mal-posé sont sans doute des
difficultés sérieuses mais on peut les rectifier.
Cependant le probléme de la continuité est plus problématique, en particulier en vue d’une réso-
lution approchée ou numérique, c¢’est-a-dire il ne sera pas possible (indépendament de la méthode
numérique ) d’approcher d’une maniére satisfaisante la solution du probléme inverse (car les

données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes des données réelles).



Chapitre 1.Problémes inverses et méthodes de résolution

1.3 Exemples de problémes mal posés

On présente ici quelques exemples simples de problémes mal-posés

Exemple 1 :"probléme polynoémial"

Le nombre de racines réelles du polynéme p(z) = —z* + 3z — m varie de fagon discontinue

quand m varie contintiment sur la droite réelle. En effet,

A=9—4m

e Si m> % , A < 0 = pas de racines réelles.

eSi m< % , A >0 = deux racines réelles distinctes.
eSi m= % , A =0 = une racine double.

Exemple 2 :"probléme de matrice mal conditionnée"

On souhaite résoudre le systéme linéaire Ax = u, ot A est la matrice donnée par :

11 8 9 8 36 1

8 6 7 6 27 1
A= et u= alors on trouve : x =

9 7 11 10 37 1

8 6 10 11 35 1

Prenons maintenant un second membre u* trés légérement différent de u,

36.1
‘ 26.9
Soit : u* =
37.1
34.9
60
- 8.57
' _ =19 ~11.28
On vérifie alors que la solution de Az = u* est : x = =
32
2 4.57
=8 —1.14
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On voit que de trés petites variations de u ont conduit a de grandes variations sur x.

Dans cet exemple, de fagon précise, cond(A) = 546.06 (conditionnement de la matrice A qui

est défini par :

cond(A) = [|A]l[| A7

Ot la norme choisie est la norme matricielle associées a ||.||z sur R*).

Ce phénoméne de mauvais conditionnement explique en partie, la difficulté de prévoir certains
phénomeénes.

Les appareils de mesure ne sont jamais fiable et il est impossible de connaitre exactement u, cela

peut entrainer une trés grande imprécision sur la valeur de x.
Exemple 3 :
Pour tout fonction intégrable ¢ ’équation
1
/ (3%t + ot + t*)Y(t)dt = sinz
0

n’admet pas de solution.
En effet, le membre de gauche de I’équation est un pélynome de degré 2 et le membre de droite

est un sinus.

Exemple 4 :
Soit f € CY([0,1]) , 6 €]0,1[ et n € N(n > 2), on définit :

£ = f(8) +6sin 2t € [0,1]

o
Alors
t
(Y1) = F'(8) +neos =, t € [0,1]
5 5 .
12 = Fllee = sup 12(t) = f(8)] = sup [§sin=| =6
0<t<1 0<t<1
Bt
/ / ! nt
1Y = Flloo = sup [(2)() = J'(O)] = sup [neos=| =n
0<t<1 0<t<1



Chapitre 1.Problémes inverses et méthodes de résolution

Si on considére f la donnée exacte et f2 la donnée bruitée. Pour § petit, Perreur sur les dérivées

est grande.

1.4 Méthodes de résolution des problémes inverses
On rappelle que dans le cas des problémes inverses linéaires, le probléme discret s’écrit comme
Arx =u (1.1)
Ot A est une matrice réctangulaire.
Si on souhaite résoudre I'équation Ax = u on a deux cas :

1. Si A est carré et inversible, la solution est unique et simple, elle s’exprime par x = A~ u.

2. Si A n’est pas inversible, de plus si on suppose que le probléme est mal posé, plusieurs

méthodes de résolution existent.

On va briévement décrire, dans un premier temps les méthodes basées sur la résolution du

systéme par factorisation de matrices et dans un second temps les méthodes de régularisation.

1.4.1 Factorisation de matrices

Les deux méthodes (les plus utilisées) décrites dans ce paraghraphe et qui sont basées sur la
factorisation de matrices, sont applicables lorsque le probléme (1.1) est mal posé au sens de deux
premiéres conditions de Hadamard ( la non-existence et la non unicité), mais la matrice A est

bien conditionnée.

Factorisation de Cholesky

On rappelle qu'une matrice S admet la décomposition de Cholesky s’il existe une matrice
triangulaire inférieure B telle que S = BB' (B" étant la transposée de B). Sachant que la matrice
A du systéme (1.1) peut étre réctangulaire, de taille m x n avec m > n , pour appliquer cette

factorisation, on considére 1’équation :
AtAx = Alu (1.2)

(A'A matrice d'information)
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Avec une matrice A’ A, symétrique, définie positive et donc admettant la décomposition de Cho-

lesky, c’est a dire qu’il existe une matrice triangulaire inférieure, notée B, vérifiant
A'A = BB".
La résolution du systéme triangulaire et qui est :

Bb = Al
Bix =0

Remarques 1.4.1 1. Dans le cas on la matrice A'A n’est pas définie positive, on utilise la
décomposition BB (la matrice B est triangulaire inférieure, B est sa transposée avec des

signes"—" sur sa diagonale)

2. La solution du systéme (1.2) coincide avec l'expression :
r=(A'A)" Ay
La matrice N = (A*A)~LA? est appelée l'inverse général de la matrice A.

Exemple 1.4.1 Pour la régularisation du systéme Ax = u avec

—2 -1 -1

La normalisation, conduit a la factorisation de la matrice symétrique définie positive A*A en

3 2 3 0
AtA = = BB avec B = V3
2 2 2 V2

V3 V3

La résolution des deux systémes triangulaires

Bb = Atu = (5,4)!
Blx=1b

conduit & la solution exacte z = (1,1)
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Factorisation de OB

On rappelle qu'une matrice S admet la décomposition @B s’il existe une matrice orthogonale
Q (QQ"' = I) et une matrice triangulaire inférieure B telle que S = QB.

La matrice A du systéme (1.1) peut étre réctangulaire de taille m x n avec m > n.
La factorisation () B, va étre appliquée a la matrice A complétée par des colonnes nulles de sorte
que la matrice (A,0) soit d’ordre m. On obtient alors la factorisation (A,0) = Q(B,0) ou Q est
une matrice orthogonale d’ordre m et B est une matrice d’ordre n, mais (B, 0) est d’ordre m. La

solution du systéme (1.1) est alors solution du systéme triangulaire

Bz = Zl
Zy est donne par Q'u = (Zy, Zs)*

-1 -1
Exemple 1.4.2 La matrice A = 1 0
1 1
0 -1 0 10
admet la factorisation A=QB ,00Q=| 1 0 0 |etB=]| 1 1 B = Lo
0 0 1 11 b

La solution du systéme Az = u, avec u = (—2,1,2) est donnée par Bx = Z; :

Le vecteur Z; est obtenu de l’équation :
Q'u = (1,2,2)"

On pose z1 = (1,2) cela entraine que v = (1,1)

1.4.2 La régularisation

Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé, de sorte que

"'erreur commise" soit compensée par le gain de stabilité.

Meéthodes directes :
La méthode de Tikhonov

10
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Par exemple, pour résoudre le probléme de I'instabilité du systéme linéaire du type : Az = u,
mal posé au sens de la troisiéme condition de Hadamard, on utilise la technique de régulari-
sation développée par Tikhonov et Arsenine[8]. On se raméne a estimer la solution par une

minimisation du probléme régularisé défini par :
1 ,  a? 9
min 5| Az — ull? + | R(@)] (13)

Avec a le coefficient de régularisation et R(.) est 'opérateur de régularisation de la fonction cott
(1.3).

Le choix du paramétre de régularisation o provient de connaissance d’information statistique sur
le bruit de mesure.

Le choix de R(.) revient & introduire un a priori dans la solution, il est donc important d’avoir
une idée de la solution pour faire son choix.

Lorsque R est une matrice, la fonctionnelle & minimiser devient :
o1 o?
min - || Az — u|]* + — || Rz|? (1.4)
z 2 2

Pour R matrice de Tikhonov (matrice de régularisation), les différentes formes sont :

e Régularisation d’ordre O :
R =1; ou I estla matrice identité.
La minimisation de la fonction cott (équation (1.4) ) conduit a I’expression explicite de 'estima-
teur régularisé
r = (A"A+ o’T'T) ' Al
e Régularisation d’ordre 1 :

Exemple : R € M(5,5)

-1 1 0 0 0-

0 -1 1 0 O

R = 0o 0 -1 1 0
0O 0 0 —-11
I o 0 0 O 0_

e Régularisation d’ordre 2 :

11
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Définition 1.4.1 On appelle argument de minimum, noté arg min, ’ensemble des points en

lesquels une expression atteint sa valeur minimale.

argmin f(z) := {z/Vy : f(y) > f(2)}
Ou encore, argmin, f(x) est la valeur de x pour laquelle f(x) atteint la plus petite valeur.

Exemple : R € M(5,5)

La solution de probléme (1.3) s’exprime comme :

1 , A’ 9
r = arg min §HA$ —ul]* + 7\\5’1’”

Le principe de Morozov

On donne ici un exemple de méthode de choix & posteriori du parameétre du régularisation. On
expose la plus classique de celles ci, "the discrepancy principle" de Morozov|7], ou le principe
de décalage de Morozov.

On présente un principe basé sur la méthode de régularisation de Tikhonov.(kirch).

On suppose que A : E — F est un opérateur compact et injectif défini entre les deux espaces
de Hilbert E et F' avec une image dense Im(A) C F.

En étudie encore 'équation Ax = u, u € F, on calcule maintenant le paramétre de régu-
larisation o = «a(d) > 0, tel que la solution de Tikhonov correspondante est la solution de
I’équation :

&$a’5+A*AJ]a’5 — A*u5

et elle est le minimum de :

Jo(x) = [|Az — u]* + al|2|*

12
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qui satisfait a I’équation :

[Az*® — || = 6

On note que le choix de « par "le principe de décalage" garantit d’une part que l'erreur est 9,

d’autre part, «a est trés petit.

Définition 1.4.2 Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : F' — E est une "stratégie de
réqularisation” si

Vee F, lim R,Ar =x
a—0

i.e l'opérateur R, A converge simplement vers [’identité.

Définition 1.4.3 Une stratégie de régularisation § — «(0) est admissible si pour tout v € E

lim a(§) =0

6—0

Et
lim sup {|| Ro@u’ — x| r ; tel que ||Az — u®||p < 6} =0
6—0 'U45€F
Théoréme 1.4.1 Soit A : E — F est un opérateur linéaire et compact avec une image dense

dans F

Soit Ar=u ,x € FE,ue F,u €F tels que :
=) < 6 < )
Soit x*©) la solution de Tikhonov satisfaisant
|Az*®% — 9| = 6, pour tout & € (0, ).

Alors :
1. 2°0° — 2 pour § — 0. (Donc "le principe de décalage” est admissible).

2. Soit x = A*u € A*(F) avec ||u|| < K, alors
|2%@ — || < 2V5K
Pour cela "le principe de décalage” est une stratégie de régularisation optimale sous la condition
I(A) el < K

13
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» La démonstration de ce théoréme est dans [5] .p.48.

La détermination de «(9) est équivalente au probléme qui consiste a trouver la racine de la

fonction monotone :

o(a) = |4z —?|? — o7

pour § fixé. Il n’est pas nécessaire de satisfaire 'équation ||Az*° — w°|| = & , donc la double
inégalité suivante :

10 < || Az — || < 96

est suffisante pour prouver les assertions du théoréeme précédent.

La méthode de la décomposition en valeurs singuliéres (S.V.D)

Une des méthode de résolution d’un probléme inverse est la décomposition en valeurs singu-
liéres, elle concerne les opérateurs compact, elle est donnée comme suit :

Si A: E — F un opérateur compact, E et F étant des espaces de Hilbert, alors il existe
deux bases orthonormées (zy)ren de E et (ug)reny de F' et une suite strictement positive by — 0

quand k tend vers l'infini, telle que :

C’est ce qui est appelé décomposition en valeurs singuliéres de 'opérateur A*A.
Le triplet (xy,ug,by) est appelé systéme singulier. Cette méthode donne une solution exprimée

par :

= (A
x:Z< :Eauk)wk

= b

De maniére générale, la décomposition d’'une matrice est une factorisation (méthodes facto-
rielles) en un produit de matrices sous une forme donnée, ce qui facilite son étude. Le procédé de
décomposition en valeurs singuliéres s’apparente en algébre linéaire a un outil de factorisation des
matrices rectangulaires (m x n) réelles ou complexes. La décomposition en valeurs propres par
contre, ne s’applique que pour certaines matrices carrées. Néanmoins, dans certains cas, les deux
décompositions restent liées. Par exemple pour une matrice hermitienne (ou auto-adjointe), semi-
définie positive, les valeurs singuliéres et vecteurs singuliers correspondent aux valeurs propres et

vecteurs propres de la matrice. D’un point de vue géométrique, la SVD de la matrice A, fournit
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Chapitre 1.Problémes inverses et méthodes de résolution

deux bases de vecteurs orthonormées, a savoir les colonnes des matrices U et V, telles que la ma-
trice devient diagonale une fois transformée dans ces bases. Ceci constitue la principale différence
avec la diagonalisation, bien que toute matrice posséde une décomposition en valeurs singuliéres,

seules les matrices normales sont diagonalisables dans une base orthonormée.

Décomposition sur une base d’ondelettes

La méthode présentée dans cette partie repose sur une procédure de régularisation couplée
avec une décomposition sur une base d’ondelettes.

e Les ondelettes, la transformation et la synthése du signal :
Transformer un signal revient simplement a présenter différement ce signal sans perdre I'informa-
tion qu’il contient. En traitement du signal, il est commun d’utiliser la transformée de "Fourier"
du signal afin d’en obtenir une nouvelle représentation temps-fréquence.

Pour un signal donné f fonction du temps, la transformée de Fourier de f donnée par la

relation suivante :
—+o00

F(w) = f(®)exp(—jwt)dt (1.5)

Les coefficients de la transformée de Fourier F'(w) sont alors multipliés par une exponentielle

de pulsation w afin de définir les composantes harmoniques du signal original a cette fréquence :

() = /_ " Fw)erp(ut)do (1.6)

o0

Une extension de la transformé de Fourier pour I’étude locale d'un signal est la transformée de
Fourier & fenétre glissante (short-time Fourier transform (STFT) en anglais) qui utilise cette fois
une fonction de fenétrage g (fonction a support compact ou décroissance rapide). Ses coefficients,

notés C(7,w) sont donnés dans le cas continu par la relation suivante :
+oo

C(r,w) = f)g(t — T)exp(—jwt)dt (1.7)

Plutoét que de présenter le signal par sa décomposition temps-fréquence, la transfomée en onde-
lettes (ou TO) utilise une représentation temps -échelle. La transformation repose sur la multipli-
cation du signal initial f, non plus par une exponentielle complexe, mais par une ondelettes 1,
translatée et mise a l'echelle) de a (parameétre d’échelle) et b (paramétre de position).

Les coefficients d’ondelettes, notés C'(a, b), associés au signal f sont alors donnés par la relation

suivante :

Cla,b) = 4f(t)%¢w(¥)dt, WeR:, bER (1.8)
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L’ondelette a pour avantage d’étre une onde ( fj;o 1y (t)dt = 0) localisée, dont I'energie finie
( fj;o(zbw)?(t)dt < 00) est concentrée en temps afin d’étudier les signaux non stationnaires. La
TO fat crée initialement pour supplanter la transformée de Fourier & temps court(STFT). En
effet, alors que la SFTF utilise la méme résolution a tous les niveaux de fréquence du signal,
différentes échelles sont analysées & différentes résolutions par la TO. Pour les petites échelles
(relatives aux hautes fréquences), la TO offre une bonne résolution temporelle mais une faible
résolution frequentielle alors que pour les grandes échelles (relatives aux basses fréquences), elle
fournit une bonne résolution fréquentielle mais une faible résolution temporelle. Cette résolution
adaptative a I’échelle sied parfaitement aux signaux qui présentent des variations rapides pour des
laps de temps courts, d’ou la haute résolution temporelle. Concernant les signaux avec épisodes

de basses fréquences (souvent plus long), ils ne nécessitent pas une résolution temporelle élevée.

Les méthodes itératives :

Les méthodes itératives sont des méthodes qui construisent une suite de solutions approchées
lesquelles (dans le cas non bruité) convergent vers la solution désirée. Dans le contexte des pro-
blemes inverses la situation est plus compliquée : en présence de bruit, la suite construite par
la méthode itérative ne converge pas, en général, vers une solution du probleme de départ. Il
est encore une fois, nécessaire de régulariser le processus itératif et c’est l'indice d’itération lui-
méme qui joue le role de parameétre de régularisation. En d’autres termes, il convient d’arréter les
itérations plus tot qu’on ne le ferait dans un cas non bruité.

Nous examinous dans ce paraghraphe une des méthodes itératives : la méthode de Land-
weber [6], qui a pour principal avantage de se préter & une analyse simple. Elle converge trop

lentement pour étre utilisable en pratique.
Landweber a proposé de réécrire I’équation Ax = u sous la forme :

r=(I—aA"A)zx + aA*u

Pour a > 0, le schéma itératif de cette équation est le suivant :

2 =0eta™ = (I —aA*A)z™ ' + aA*u (1.9)
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pour m=1,2,...
Lemme 1.4.1 Soit la suite (z™) définie par (1.9) et on définit la fonctionnelle 1 : E — R par :
1 2
P(x) = §]|Ax —ull*, x e F

Alors ¢ est différentiable au sens de fréchet pour tout y € E et

!

Y (y)xr = Re(Ay — u, Ax) = Re(A"(Ay —u),x) , v € E (1.10)

La fonctionnelle linéaire 1’ (y) peut étre identifice avec A*(Ay —u) € E sur lespace de Hilbert E.

Remarque :

1l est facile d’avoir la forme explicite x™ = R,u, ot l'opérateur R, : F — E est défini par :
Ry=a) (I—aA*A)"A* m=12, .. (1.11)

Théoréme 1.4.2 1. Soit A: E — F, un opérateur compact et soit 0 < a < W.
On définit les opérateurs linéaires et bornés R,, : F' — E par (1.11). Ces opérateurs
définissent une stratégie de régularisation de paramétre o = =, m € N et ||R,,|| < \/am.

La suite ™% = R, u® est calculée par les itérations suivantes

290 =0et 2™° = (I — aA*A)2™ 1 ° + aA*u’ pour m = 1,2, ...
Tout stratégie m(§) — o0o(d — 0) avec 6*m(5) — 0(8 — 0) est admissible.
2. Soit v = A*y € Im(A*) avec ||ul]| < k et 0 < ¢; < ¢, pour chaque choiz m(J), avec
01§ <m(d) < czg, Iestimation suivante est vérifiée :
2™ — z|| < 3V k.
Pour c3 qui dépend de ¢, , co et a, alors l'itération de Landweber est optimale pour
I(A") || < K.

3. A présent, soit v = A*Ay € Im(A*A), |lyl| < k et 0 < ¢1 < ¢a, pour chaque choiz m(J)
avec cl(g)% <m(d) < @(%)%
Ona:

2™ ° — z|| < c3k363
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pour c3 qui dépend de ¢y, co et a.

Pour cela, l'itération de Landweber est aussi optimale pour ||(A*A)lz| < k

Pour cette méthode, on remarque qu'une solution est plus précise lorsque le nombre d’itérations

m est grand mais la stabilité nous oblige & garder m le plus petit possible.

e Le cas des problémes inverses non linéaires :

Dans les cas des problémes inverses non linéaires, le probléme : u = F'(x), [ ot F est 'opérateur
(ou l'ensemble des opérations) a effectuer sur z pour obtenir ul, se transforme en un probléme
d’optimisation et qui consiste & chercher le minimum de la fonctionnelle définie par :

Ta) = & lu— e (112
puis on applique une des méthodes d’optimisation pour résoudre ce type de problémes. Des diffi-
cultés qui résident a différents niveaux d’existence, d’unicité et de stabilité se posent.

Donc on peut utiliser une technique classique permettant de trouver la solution en ajoutant une
contrainte ou des contraintes a la fonction coiit (1.12) et ceci en faisant intervenir les multiplica-

teurs de Lagrange.

Définition 1.4.4 Les multiplicateurs de Lagrange est une méthode permettant de trouver
les points stationnaires (maximum, minimum,...) d’une fonction dérivable d’une ou plusieurs
variables.

Cette technique est utile entre autres pour résoudre les problémes d’optimisation sous contrainte(s)

(linéaire(s)).
La méthode de gradient conjugué (rappels)

Théoréme 1.4.3 "Weierstrass”
St J: E CR" — R, est continue sur un compact I C E, alors le minimum et le mazimum

sont atteints sur 1.

Définition 1.4.5 On dit que d est une direction admissible de descente en x pour la fonctionnelle
J(z) sl existe un réel y, tel que pour t dans lintervalle [0,7], on a J(x + td) < J(z).
La méthode du gradient conjugué est une méthode de minimisation de descente basée sur la di-

rection opposée a celle du gradient de la fonctionnelle J (d = =V J).

18



Chapitre 1.Problémes inverses et méthodes de résolution

L’algorithme du gradient conjugué :
— On pose k = 0 on choisit z*).

— On calcul g®) = V.J(z®).

Si g®) = 0 — stop (le minimum est #*)......(*) Sinon on calcule :
— La direction d®) = —V.J(z®).

— Le pas de déplacement %) = arg min(J(2®*) — gk dk))),
— La nouvelle itération zt1) = z*) — k) q(k),

— Le gradient de la fonction objective g**1) = V.J(z(*+1).

(g(k+1))tg(k+1)

— Le paramétre de descente u*) = g

— La nouvelle direction de descente :

A+ = _ g+1) (0 (k)

On pose k =k + 1, aller a 'étape (*).
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Chapitre 2

Convergence de la méthode de

régularisation de Tikhonov

2.1 Notion d’opérateur régularisant

On considére 'équation Az = u ot A est un opérateur d’un espace E dans un espace F.
Si I'opérateur inverse A~! n’est pas continu et qu’on ne dispose pas de la valeur exacte .,
mais de us vérifiant d(ue,,us) < 0, la solution approchée x5 = A~ 'us ne peut évidemment pas

étre considérée comme une approximation de T, = A gy,

Définition 2.1.1 Un opérateur R(u,«) est appelé "opérateur régularisant” pour l’équation

Ax = u dans le voisinage de u = ue, s’il vérifie les propriétés suivantes :

1. 301 > 0 tq R(u, «) soit défini sur : {a > 0} X {u € F/d(u,te) < 61}

2. Il existe une fonction «(d) telle que Ye > 0 , 35 €]0,01] tel que : d(uez,us) < 6 =
A(Tey, Ts5) < €
avec x5 = R(ug,a(d)) .
Cette définition ne suppose pas que l'opérateur R(u,«) soit injectif et il existe en fait une
grande diversité d’opérateurs régularisants.

Un tel opérateur R est donc capable de fournir une approximation de z5 aussi précise que ’'on

veut, pour peu que l'on dispose d’une précision suffisante sur u,,.
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Le probléme de recherche d’une solution approchée de Axr = u, stable vis a vis de faibles

variations du second membre se réduit donc & :
1. Recherche un opérateur régularisant ;

2. Définir le parameétre de régularisation a.

2.2 Reégularisation de Tikhonov

On énonce et on démontre les résultats justifiant la méthode de régularisation de Tikho-
nov. Cette méthode consiste & prendre pour solution du probléme Ax = wu,.,, la solution de

min || Az — ul|* + o ||z]|*.
On suppose que 'équation Ax = u., n’admet qu’'une seule solution z.,.

2.2.1 Fonction stabilisatrice

Soit J(z) une fonctionnelle positive continue d’un sous ensemble F); C E, dense dans E.
On dit que J est une fonctionnelle stabilisatrice si J vérifie :

e 1., appartient au domaine de définition de J.

e Vd > 0, 'ensemble des x tels que J(z) < d est un compact de E);.

4 2 . L. 1.
Observons que l'opérateur  — ||z||” est bien évidemment stabilisateur.

2.2.2 Existence d’une solution a min ||Az — ul]® + aJ(z)

Soit F 'ensemble des solutions possibles de Ax = u, et J(x) une fonctionnelle stabilisante

définie sur F)y; C F.

Théoréme 2.2.1 Soit A un opérateur continu de E dans F' .
Quels que soient u € F' et a > 0, il existe un élément x, € Eyr qui minimise la fonctionnelle
U (2, u) = Az — ul* + ad (x)

C’est-a-dire tel que min*(z,u) = Y*(xy, u)
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Démonstration

On a Va > 0, y*(E x F) C Ry

C’est-a-dire que ¥*(E x F') est minoré dans R,

Par conséquent, cet ensemble admet une borne inférieure.
Soit

a0 : «
(g min y°(z, u)

Ceci entraine que :

VneN, 3Jx, € E: 20 < 9%(z,,u) < 0 + nLH
Dot : lim, o0 ¥ (2,, u) = Y

On pose : Y2 (41, 1) < Y2 (0, 1) < 0

Et on a : 9%(z,,u) = ||A(zn) — ul|* + aJ (z,,)

Ce qui nous donne :

1
J W) < = a,0
(00) < 0

L’ensemble {z € E : J(z) < L14™%} étant compact, nous pouvons extraire de la suite (),
une sous suite (z,;)x convergente.
Soit x, sa limite.

Nous avons

GO0 = min Y7, 0) = lim ¢ (20, 1) = lm ¥ (2o, )
z€FR n—00 k—o0

Comme A et J sont continus, alors
Y0 = lim [[A(zn) — ull* + ad (zr) = [|A(za) — ]l + @ (wa).

2.2.3 Caractére régularisant de R

Théoréme 2.2.1 Soit x., solution de AT = Uey (ATer = Uey)
Alors Ve > 0

VB1, B2 deux fonctions continues, non négatives et non décroissantes sur [0, ...01] telles que :
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36 < Oy tq Vo < o,

2

A(Uez, ) <0 == d(Ter, To) < €
avec : To = R(u, a)
Remarque :
L’opérateur R est donc bien régularisant au voisinage de u.,. En fait, R est régularisant pour
tout u € F.

En rappelant le caractére stabilisateur de # — ||z||>, on a bien la validation de la méthode

de régularisation de Tikhonov.

Démonstration

La fonctionnelle lissante ¢ atteint un minimum en z = z,.
On a:
VY (2o, u) < VY (Tez,u),Vu € F

Ceci entraine :

aJ(zy) < UV (a,u) < Y (Tep, 1)
= [[A(Ter) — uH2 + aJ(Zex)

= ||Uez - uH2 + aj(xesc)

Comme

[t = e[ < 0

Alors

2
ad(zy) < ozz + J(Ter)

De (2.1), on obtient :

— < Bi(9) < Bi(dr)

Q
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Ainsi que
2

5 (@) < B1(01) + J (wer)

Posons

B1(01) + J(xex) = N

J(zo) < Net J(xe) <N

Par conséquent les éléments z, et x., appartiennent au compact Ky défini par :

Ky={zxe€ FE:J(x) <N}

Soit Fiy 'image dans F' de Ky par 'opérateur A
A~1 est continu sur Fy, donc en z.,.
C’est-a-dire

Ve > 03 7(e),Vu, € Fy

[t = teallp < V(€) = [T — ea|| <€

Avec A(xy) = uq et A(Tep) = Uey

e — ull* = [|A(za) — ul]* < (20, u) < Y*(Tes, 1)
= [[A(Ter) — u||2 + aJ(Zex)
= ||ttee — UH2 + aJ (Ter)

< 0% + o (1ey)

De l'inégalité (2.2) on obtient

N|=

||u04 - UH < (62 + 62<5)‘]<xea:))
Posons f(8) = (862 4 B5(8)J (2ey))?

24
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On a f une fonction croissante, continue sur [0, ;] et f(0) =0

De I'inégalité triangulaire

ta = tee|| < JJta — ul] + [Ju — teg |

Et comme
[t = tealp <0
On a
[ta = Uea|| < F(0) +0
Posons

On a aussi g une fonction croissante, continue sur [0, 61| donc inversible et g(0) = 0.

Posons

V6 < do, on a g(d) < g(d) = (€

lv = teall p < 6 = [lua — tea|l <(€)

D’aprés (2.2), on a

[Ta — Zea|| < €.

2.3 Meéthode simple pour la détermination du coefficient de

régularisation

Une difficulté des méthodes de régularisation réside dans le choix de la valeur du parameétre

Il existe une grande variété de méthodes permettant d’optimiser ce choix reposant sur une

étude attentive du probleme posé.
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Il existe toutefois une méthode empirique trés simple & mettre en ceuvre, appelée (en anglais)
Generalized Cross-Validation(GCV).

L’idée consiste a mettre de coté 'une des données u; du probléme et a considérer que la valeur
optimale de o conduit a une bonne approximation de cet w;. Le « choisi sera alors celui qui

optimise cette approximation.

2.4 Variantes de la méthode de Tikhonov

Dans ce paragraphe, nous présentons des variantes de la méthode de Tikhonov. Elles ont été
développées dans le but de pouvoir estimer une gamme de fonctions beaucoup plus large que ne

le permet la méthode classique de Tikhonov.

2.4.1 Premiére variante de la méthode de Tikhonov

Pour tout entier a, introduisons L* = (A*A)~.

Sachant que la méthode classique de Tikhonov n’est parfois pas suffisante pour garantir une
qualité d’estimation convenable de la solution, méme avec un bon choix de paramétre, une nouvelle
donnée est donc introduite : la quantité a. L’opérateur L® est en quelque sorte un opérateur
différentiel et la quantité a peut étre vue comme un "a priori” que ’on placerait sur la régularité de
la solution. Ainsi, en utilisant la méme méthodologie que pour la méthode de Tikhonov classique,

il est établir que I'expression de la solution approchée de Ax = v donnée par :
To = (A*A+ a(LY) LY A

"

Cette expression peut étre qualifiée de solution approchée de Tikhonov avec régularité "a

priori”.

2.4.2 Meéthode de Tikhonov itérée

Une deuxiéme variante de Tikhonov utilise des itérations.
Fixons 20 = 0. Pour tout entier k > 1, et étant donné %1, 'estimateur z* est défini comme

la solution de 1’équation

(A*A+al) 2k = A*u+ azk™!
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Dans cette situation, a joue toujours le réle du parameétre de régularisation. Le nombre d’ité-
rations k permet d’élargir le champ d’action de l'estimateur (de Tikhonov). Plus le nombre d’ité-
rations sera important, plus il sera possible d’estimer des fonctions trés réguliéres. D’un point de
vue pratique cette méthode ne requiert pas plus de temps de calcul que la procédure classique.

L’opérateur inverse (A*A + ol )~! peut étre réutilisé a chaque étape sans calcul supplémentaire.
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Chapitre 3

Application : Technique de débruitage

d’image

3.1 Introduction

Un probléme intéressant en traitement numérique d’image est la restauration d’images dé-
gradées. Il arrive souvent, lors de I’acquisition d’une image ( par photographie notamment ) que
I'image obtenue soit différente de I'image espérée.

En effet, certains phénoménes peuvent apparaitre. Notamment de bruit (par exemple lors
d’une mauvaise réception de données), de flou (dit & une mauvaise mise au point), ou encore des
pertes de qualité (dues & une mauvaise luminosité).

Les dégradations que subissent les images sont en général dans les catégories que 1'on vient
d’énoncer.

Notre probléme consistera donc a récupérer une image proche de I'image originale & partir
d’une image de mauvaise qualité. Dans ce chapitre, nous ne nous focaliserons que sur le probléme

du bruit.

3.2 Théorie

Dans cette partie, nous allons mettre en place les outils nécessaires a un certain type de
restauration par équations aux dérivées partielles.

Le type d’équations aux dérivées partielles que nous allons découvrir a été introduit en trai-
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tement numérique d’image il y a une quinzaine d’années, les premiéres étaient basées sur les
équations physiques de la diffusion de la chaleur (méthode de Malik et Perona), puis d’autres,
plus générales, sont apparues.

Nous présenterons une classe « simple » et performante de ces équations basées sur une
méthode variationnelle.

Dans cette partie, nous utiliserons certaines notations.

- Q désignera un ouvert de R?, tel que 9 soit une courbe fermée de classe C'' par morceaux.

- « désignera un réel strictement positif.

- [[n,m]] : Pensemble des entiers compris entre n et m, (donc [[n, m]]= [n, m|N Z).

- fo, b, f et f, désigneront des applications de I'ouvert Q dans R de classe C? bornées et a
variations bornées dans ), c’est a dire (f,., b, f, f,) € BV (Q)3.

De plus, V(f) aura une limite sur 92 qui vaudra 0. On pourra donc éventuellement prolonger
par continuité V(f) sur la frontiere.

- H désignera une application de R dans R de classe C?. Soit f, I'image observée et f. 'image
réelle non dégradée. Afin de chercher 'image réelle f, a partir de f,, nous allons chercher a

minimiser I’expression suivante :

- / / () — Folw,y)Pdedy + o / H(IV () () |2)dady (3.1)
Q Q

Que l'on peut noter :

ffﬂf fo)? +0‘fo ([IV(f )
—Hf follo + o [Jo HUIV(f ||)

Notons que la norme ||.|| n’est pas une norme de fonction mais la norme euclidienne.
La solution qui minimise cette expression s’appelle la solution régularisée. La premiére partie
de I'expression est bien définie car f et f, sont bornées, la deuxiéme partie est quant a elle bien

définie car H est continue et f est a variation bornée.

Interprétations
Dans l'expression (3.1), le premier terme sert a rapprocher la solution de I'image observée et
le deuxiéme terme est un terme de régularisation qui est différent selon la valeur donnée a H.

Lorsque l'image est bruitée, la valeur||V(f)|| aura tendance a avoir des pics au point ou il y a du

29



Chapitre 3.Application : Technique de débruitage d’image

bruit, ce terme sert ainsi a réduire ces pics. De plus, 'utilisation de ce terme permet de réaliser un
processus anisotrope (qui dépend de la direction et de la valeur du gradient), ce qui est important

pour permettre de garder les contours mais d’éliminer le bruit.

Dans la littérature classique (pour ce domaine), on ne fait en général pas intervenir le carré
de la norme du gradient, mais simplement sa norme. Mais ceci peut poser de trés gros problémes

de division par 0 que beaucoup ne semblent pas remarquer.

3.2.1 Simplification
Théoréme fondamental ( Equation d’Euler-Lagrange )

Afin d’utiliser la propriété précédente pour reconstituer I'image, nous utiliserons un théoréme

trés important permettant "d’éliminer" I'intégrale double.

Théoréme 3.2.1 Si V(z,y) € 09, M(a: y) = g—g = 0, alors, f minimise ’équation (3.1) si et

seulement si f vérifie [’équation :

a.div(H' (VNI .V(f) —2.(f = f,)) =0 (3.2)

Démonstration

Si f minimise I’équation (3.1), alors pour tout g € BV (£2),, les applications ¢, de R dans R
définies par ¢,(A) = ¥ (f + Ag) vérifient : ¢} (0) = 0.

Ainsi, comme toutes les fonctions f, f, et g sont dans BV (£2), on peut permuter I'intégrale et

la dérivée et écrire :

thy(A a,\ffﬂ f+Ag—fo)? "‘O‘mffg ([IV( f+)\g)’| )
= fo f+/\g fo)? +afo OH(|IV( f+/\g 1)

Posons ¥1(A) = [[,(f +Ag — fo)? et ¥2(N) = [[, H(|IV(f + Ag)||*) , on a donc :
Yy =11 + on/JQ.

Calculons wi(O) et 15(0) :

VA€ R (N) = [f, BEBELE = [ 9g(f + Ag — f,), d'on ;

=[L@q—ﬁ» (3.3)
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On a aussi YA € R, 4(\) = [, ZHNURD () — pf ANERE () Fr(|9(f + Ag)[?).
Or [V(f +g)|I* = (L + A%» (422072, don AVERIE (3) = 2.90(9 4 7\2)42.99(9
A%)

Ainsi, on trouve ¢4 (0 ffﬂ gg gi + 2. gi gg) 2V,

Dot : 95(0 ffg (N-H VDI,
Nous réalisons une intégration par partie en utilisant les deux égalités suivantes :
QgL H(IV(NHIIP) = LELH(IVN)IP) + 925 H' (VI + 92 Z(H (IV(H])
Et

QgL H(IV(HI?) = LLE(IVHI®) + g5 EH IV (H)IP) + g5 2 (H (I (H)IF)
Et en utilisant la décomposition de la divergence :
div(H'(|V(H)II*)- V() = ZHIVOID)-Z) + Z(H IV (HIF)-5L)
On en déduit 1’égalité :
L(gSEH (VNI + & GSEH IV ()
= (V(f), V( ))-H'(IV(N)I?) + g-div(H'(|V (HIIF)-V ()
Dot : 44(0) = [fo, 292 H (VD) + 2L ([V()I) — gdiv(H(IV(H)]P).V()
On utilise le théoréme de Green-Riemann, comme :
- () est un ouvert,
- 09 est une courbe fermée de classe C*,

- 9,2, 2 ot V()] sont O,
- H est C°.
Alors = [fo Z(gSLH'(IV (M) + &L H (IV(HIIF)dzdy

= Joo —9(z, )&z, ) H'(|IV () (@, ) ") dx + g(z, y) & (x, y) H'([IV (f) (z, y)||*)dy = 0.

Ce dernier terme est nul & causes des conditions des dérivées partielles de f sur les bords.

D’ou :

= [[ ~sanaraempvi) 3:4)

Puisque ¢/,(0) = 0 < [, 29(f — f.) — a.g.div(H'(|V(f)[*).V(f)) = 0

Comme cette propriété est vraie pour tout g bornée et a variation bornée, on en déduit :

adiv(H'(|V(H)I*).V(f) —2(f = f.) =0
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3.2.2 Réécriture

A fin de programmer une méthode de restauration, on réécrit souvent d’'une autre maniére

I'équation (3.2).

Théoréme 3.2.2 On suppose que V(f) ne s’annule en aucun point (sauf sur la frontiére 02,

mais la fonction n'est pas a priori pas définie dans cet ensemble).

V(f)

On peut donc poser n = NGl et nt son vecteur orthogonall.

En posant Vz € R, ¢(x) = H(x?), on dispose du théoréeme suivant :

2.div(H'(|V(£)I*)-V(f)) = div(“5i V()

= "(IVIN-5F + FHoA - sty

On pose :

2" (IV(HI) =C
Et

12UV
2 IV = Cpe

Ce qui permet d’écrire :

ACn Gk + Crrgts) = 2.(f = £5) =0

3.2.3 Résolution de I’équation

Nous proposons une méthode permettant de résoudre 1’équation :

2(f = f,) — adiv(H'(|V(£)|I}).V(f) =0

La méthode classique de résolution de cette équation est de poser I’équation aux dérivées

partielles suivantes pour une application u définie de 2 x R* dans R.

V(z,y) € QVE > 0,2z, y, 1) = (u)

= adiv(H'(|V(u)[|*).V(u)) — 2(u — f,)
V(z,y) € Qu(r,y,0) = folz,y).

Le but étant de chercher un état stationnaire a cette équation.
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3.2.4 Reésolution dans un espace discret
Discrétisation selon ¢

Nous n’allons pas résoudre directement cette équation mais nous allons chercher une ap-
proximation de la solution. Nous proposons une méthode basique d’approximation de solution
d’équation différentielle qui consiste a discrétiser le domaine de ¢ par un pas At et approximer
Vi, u(z,y,1.0;)

On détermine u(z,y, (i + 1).At) en fonction de u(z,y,i.A;) en utilisant la relation :
w(z,y, (i +1).At) = u(z,y,.4¢) + Apb(u)

On connait u sur certains points selon ¢ , mais comme on le connait sur tout 2, a priori, ¥ (u)
est bien définie.

On peut faire une remarque importante sur cette relation. On peut reconnaitre une suite
récurrente définie comme suit :

v est une suite de N dans BV ().

F' une fonction définie de I'espace BV (£2) dans ce méme espace par :
Vg € BV(Q), F(g) = g+ Aw(g)
L’équation de récurrence est donc :

Un+1 = F(Un)
Vo = f o
Alinsi, si v converge, alors F admet un point fixe qui sera solution de ’équation.
En effet, I'ensemble BV (€2) est un espace topologique normé complet car ces éléments sont

bornés et donc le théoréme du point fixe peut s’y appliquer.

On peut montrer que si H admet certaines propriétés, alors v convergera.

Discrétisation selon (x,y)

En pratique, on ne connaitra f que en certains points (& cause de la numérisation de I'image).
C’est pourquoi il faut pouvoir définir une approximation de ¥ (u).

Lorsque V(f) ne s’annule pas. On peut écrire ¢(u) sous la forme :
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(u) = a(C’ngnZ + Cri gitse ) ) = 2(u— f,) =
Premiére méthode

Nous cherchons & approcher les fonctions g 2 et de n—L)Q

ou 92u Ju tau

ou7 0220 oy’ W DDy selon un pas h

Pour cela, la premiére méthode consiste a discrétiser

et a appliquer la relation entre ces dérivées partielles.

e Notation 1 : On discrétise 2 2. par :

Dy (u)(z,y) = g5 (u(z + h,y) — u(z = h,y))

La précision est en o(h?)

e Notation 2 : On dlscretlse par

Dy(u)(z,y) = ((nyrh)—U(xy h))

e Notation 3 : On discrétise S5 par
Dyo(u)(z,y) = 55 (u(z + h, y) 2u(z,y) +u(x — h,y)) qui est en o(h?).

e Notation 4 : On discrétise ‘32—12‘ par :

Dyy(u)(,y) = 7z (u(z,y + h) — 2u(x,y) + u(z,y — h))

e Notation 5 : Et finalement 8 5 , bar :

Dy (u)(x,y) = 5z (u(z + h, y+h)—U( +hy) —ulz,y +h) + u(z,y))

Qui est en o(h) o bien par :

Dyy(u)(z,y) = gz (u(z + h,y + h) —u(z + h,y — h) —u(z — h,y + h) + u(zx — h,y — h))
Qui est en o(h?)

Ainsi, on peut écrire 1(u) :

¢(u)(m,y,t) = On(xv y)'Dnn(u)(x7yv t) + Cni-(‘% y)'Dnan—(Ia Ys t)

Ou :
Dyt () = b b < >2 Do) = 2D.(0)D,(0) Do)+ DDy )
Et [V(w)ll = v/ Da(u)? + Dy(u)?
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Deuxiéme méthode
Cette méthode a été utilisée dans le code source.

Elle repose sur une approximation utilisée par Sapiro et Tennenbaum

e Détermination deD,,(u)

Nous approchons D,,,(u) par un pas h en utilisant la formule suivante :

Do (u)(z,y) = Mgou(z — hyy — h) + Mpu(z,y — h)
+As.u(z + h,y — h) + M\.u(x — h,y)
—AXo.u(z,y) + Au(x + h,y)
+As.u(z — h,y + h) + Xou(z,y + h)
+Au(z+h,y+h)

Avec au point (z,y) :

/\0 = %
M= 200 — (i)
A = 2 = (i)

|
_ Da(u) Dy(u) _
A = s (R or T 1~ 2%)

1
2
1 o B Dy (u) Dy(u)
A= 3(1 =200 — ®eaT )

Il faut en fait plusieurs possibilités de choix de A\g, on a choisi la valeur proposée par Sapiro

et Tanneubaum, \g = %

e Détermination de D, 1,1 (u)
Nous approchons cette dérivée directionnelle par la méme méthode que précédemment.
D, (u)(z,y) = Mu(x — hyy — h) + Aot (z,y — h)
+X3.u(z + h,y — h) + A\.u/(x — h,y)
—4Xo-u(r,y) + A (T + h,y)

+A3.u(x — h,y + h) + Xt (x,y + h)
+Apu(z + h,y+ h)

Avec au point (x,y)
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/\0 = %
AL =20 — ()’
Dy(u)
- ()’
Ag—g Del) Do) 47— 9)\)

V@) IV ()]

(
_ 1 Du(u) Dy(w)
Ay = 2( =200+ R

Nous avons choisi le méme Ay que précédemment

Ecriture de 1 : on connait a présent D,,, et D, 1,1, on peut donc écrire 1)(u) sous la forme :

iﬂ(u)(l',y,t) = Cn(xa y)-Dnn(U)(fL’ayat) + Cnl-(xay)'Dnan—(u)(xayaﬂ'

3.2.5 Conclusion

On dispose a présent d’un moyen de résoudre de maniére plus au moins parfaite ’équation
initiale.

IL faudra de nombreuses itérations dans le calcul de u pour approcher u a l'infini selon t. Mais
en régle générale, u converge assez rapidement.

Il faudra rarement plus de 500 itérations .

Pour récapituler, on choisit une fonction ¢, puis on pose :

P(u)(x,y,t) = Col2,y)-Dun(u) (2, y, ) + Cor (2, y). Dyt (u) (z, y, 1)

Avec :
Cn = 50"(IV(HI)
_ 14UV
Cot =3 VO

On calcule de maniére itérative :

Up4+1 = Up + At¢(vn)
Vo = fo

Ou f, est 'image observée.
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3.3 Application

Dans cette partie, les théorémes démontrés dans la partie théorique sont utilisés pour per-

mettre la restauration d’image bruitée.

3.3.1 Type abstrait image

Afin de comprendre les algorithmes qui vont suivre. Nous définirons un type abstrait de

données Image Mono, qui correspondra & une image mono couleur (avec un seul canal).

Opérations sur le type

e Constructeur :
imageCreer(Entier largeur, Entier hauteur) -> ImageMono créera une image d’une
certaine largeur et d’une certaine hauteur.

Parfois, on utilisera la notation "imagel—=image2" pour copier toute I'image 2 dans 'image 1.

e Accesseurs :

imageLire(Image i, Entier x, Entier y) -> Reéel permettra de lire une couleur de type
"réel" au position (z,y). Cette opération est définie a priori uniquement pour z entier entre 0 et
largeur —1, et pour y entier entre 0 et longueur —1.

Mais en pratique, on étend souvent cette fonction pour permettre de calculer plus simplement
les dérivées partielles.

imageEcrire(Image i, Entier x, Entier y, Réel couleur) permettra d’écrire une couleur
au position (x,y)

imageLargeur(Image i) -> Entier permettra de déterminer la largeur d’une image.

imageHauteur(Image i) -> Entier permettra de déterminer la hauteur d’une image.

Si 'image est mono couleur, lors du chargement de 'image, les couleurs seront a priori bornées
(par exemple par 0 et 255). Mais pour les calculs, il est préférable de ne pas borner les résultats,

c’est pourquoi on travaille sur un type réel.
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Extension de ’accesseur imageLire

Pour permettre d’écrire plus facilement certains opérateurs (par exemple pour les différen-
tielles), on étendra l'accesseur "imageLire".

Si m est la largeur de I'image et n sa longueur.

On définit :

Y(p,q) ¢ [[0,m — 1]] x [[0,n — 1]], imageLire(image,p,q)=imageLire(image,p’,q’ ).

O le couple (p', ¢') est un élément de [0, m—1]x [0, n—1] et minimise la distance ||(p — p’, ¢ — ¢')||.

On peut aussi simplement 1’étendre a 0, mais cela peut avoir de trés mauvais effets si il ya

beaucoup d’étapes dans les algorithmes.

3.3.2 Opérateur différentiel

On définit les opérateurs différentiels suivant :

Dérivée premiére

Soit 4m une image.
On définit les dérivées premiéres au point (x,y) comme suit :

D, (im, z,y) = 3 (imageLire(im, x + 1,y) — imageLire(im, x — 1,y)).

D, (im,z,y) = 3(imageLire(im, z,y + 1) — imageLire(im, z,y — 1)).

On définit également :

NormeGrad(im,x,y) = /D, (im,z,y)? + D,(im, z,y)>.

Dérivée seconde

On définit les dérivées secondes comme suit :

D,.(im, z,y) = imageLire(im, x + 1,y) — 2imageLire(im, x,y) + imageLire(im, x — 1,y).

Dy, (im, z,y) = imageLire(im, z,y + 1) — 2imageLire(im, x,y) + imageLire(im, z,y — 1).

D,y (im, z,y) = 1(imageLire(im, z + 1,y + 1) — imageLire(im, x + 1,y — 1) — imageLire(im, x —

(
1,y + 1) + imageLire(im,x — 1,y — 1)).
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Dérivée directionnelle

Comme dans la partie théorie, il ya deux méthodes pour déterminer les dérivées directionnelles.

e Premiére méthode

Si NormeGrad(im, z,y) vaut 0. Alors ces dérivées sont non définies. Sinon, en désignant im,x,
Y paru :

Dy (im, z,y) = W(Dgu(u)?.Dm(u) + 2D, (u) Dy (u) Dyy(u) + Dy(u)? Dy, (w)).
Dy (im, 2,9) = §omraaray (Do (1)?. Dog (w) — 2D (w) Dy () Day () + Dy () Dy (u)).
e Deuxiéme méthode

Nous pouvons constater directement la partie théorie concernant le calcul de ces direction-

nelles. 11 suffira de remplacer h par 1.

3.3.3 Présentation de I'image

Dans cette section, nous allons tenter de restaurer I'image bruitée 3.1.

Fi1G. 3.1 — Lenna bruitée

Meéthode de Tikhonov

Nous présenterons une méthode de restauration proposer par Tikhonov en 1977.
e Théorie

Tikhonov propose de prendre Vo € R? H(z) = .

Dans la littérature classique, c’est : ¢(z) = 2% avec ¢(z) = H(x?).

On a donc : Vo € R, H'(z) = 1.
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Cette fonction est C', on peut donc appliquer le théoréme fondamental.

Minimiser :
V() = [ JoF = f)2+a [ Jo IV (I

Revient a résoudre :
a.div(V(f)) =2(f = fo) =0
Soit
aA(f) =2(f = fo) =0

Pour cela, on peut directement utiliser la méthode sans les dérivées directionnelles, c’est a dire
sans faire ’hypothése que V(f) ne s’annule pas.

e Algorithme

L’algorithme prend en entrée I'image bruitée, le nombre d’itérations a effectuer, le paramétre

« et le taux de discrétisation dt.

tikhonov(Image im, Réel pos dt, Réel pos alpha, Entier pos iteration)
-> Image

sortie = im

tempo = im

Pour n = 0 & iteration
[Pour y = 0 & imageLongueur(im)-1
| Pour x = 0 & imageLargeur(im)-1
| dxx = Dxx(sortie, x, y)
|  dyy = Dyy(sortie, x, y)
| imageEcrire (tempo, x, y, dt * (alpha * (dxx + dyy))
| - 2(Imagelire(sortie, x, y) - imagelire(im, x, y))
| + imageLire(sortie, x, y))
|sortie = tempo

Retourner sortie

notons que dans cet algorithme, on prendra en général dt assez petit et alpha assez grand.
Ainsi, le terme ImageLire(sortie, x, y) — imageLire(im, X, y) va souvent étre négligeable. C’est

pourquoi on peut écrire I'algorithme sous la forme suivante :
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tikhonov(Image im, Réel pos dt, Réel pos alpha, Entier pos iteration) -> Image
sortie = im
tempo = im
Pour n = 0 & iteration
[Pour y = 0 & imageLongueur (im)-1
| Pour x = 0 & imagelLargeur(im)-1
| dxx = Dxx(sortie, x, ¥y)
| dyy = Dyy(sortie, x, y)
| imageEcrire(tempo, x, y, dt * (alpha * (dxx + dyy)
| /* on retire le terme : - 2(Imagelire(sortie, x, y) - imagelire(im, x, y))*/
| + imageLire(sortie, x, y))
|sortie = tempo
Retourner sortie

e Application

Avec le premiére algorithme, en utilisant
-n =100

- epsilon=0.01

- alpha =5

On obtient la figure 3.2

Fic. 3.2 — Correction par Tikhonov, ISNR = -0.97

On peut noter que cette méthode a tendance a rendre flou 'image. Les détails disparaissent.

Dans toute la suite le but est de comparer la méthode de Tikhonov avec d’autre méthodes
utilisées pour restaurer les images.
Méthode de la variation totale

Nous allons voir une méthode de meilleure qualité que la précédente.
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e Théorie
Cette méthode s’appuie sur une théorie physique. Nous considérons que le gradient de I'image
ne s’annule pas. On choisit : H(z) = /x , ce qui revient au méme que de prendre ¢(x) = x.

On a ainsi les coefficients suivants

Et

o 1
Cnint = 2V

Le probleme est, qu’en général, le gradient d’une image s’annule trés souvent en certains points.
Mais, on peut remarquer que si le gradient s’annule, alors c’est que l'image est localement
constante dans toutes les directions. Cela signifie qu’il n'y a localement pas de bruit. Il n’y a
donc pas besoin de retoucher a I'image. Avec cette affirmation, on peut étendre la théorie a toute

image en ne considérant que les points ayant un gradient supérieur & un € donné.

e Algorithme

Nous pouvons & présent définir I’algorithme corrigeant I'image.

variation(Image im, Réel pos dt, Réel pos alpha, Entier pos iteration) -> Image
sortie = im
tempo = im
Pour n = 0 & iteration
[Pour y = 0 & imageLongueur (im)-1
| Pour x = 0 & imageLargeur(im)-1
| grad = NormeGrad(tempo, x, y)
| Si grad> epsilon alors
| cnt = 1/(2 * grad)
| dnt = Dntnt(sortie, x, y)
| imageEcrire(tempo, x, y, dt * (alpha * (dnt * cnt)
| - 2(Imagelire(sortie, x, y) - imagelire(im, x, y))
| + imagelire(sortie, x, y))
|sortie = tempo
Retourner sortie

e Application

En utilisant :
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. n =400
. dt =0.001
.a =250
.e=0.1

On obtient la figure 3.3.

Fic. 3.3 — Correction par variation totale, ISNR = 2.02

On peut remarquer que le résultat est bien meilleur qu’avec la méthode de Tikhonov. Mal-

heureusement, il nécessite un grand nombre d’itérations, ce qui peut-étre parfois lent.

Méthode des hypersurfaces

La méthode des hypersurfaces donne des résultats de trés bonne qualité.
e Théorie

Nous choisissons une fonction H définie par :

C’est a dire une fonction ¢ définie par :
o(r) =V1+a?

On a ainsi les coefficients définies par :

_ 1
2(Iv(HI%)2

nn

Bt

_ 1
Chint =

2/ 1V ()]

43



Chapitre 3.Application : Technique de débruitage d’image

De la méme maniére que précédemment, on peut en déduire une extension de la théorie a des

images ayant un gradient qui s’annule en réalisant un test sur [|[V(f)]|.

e Algorithme

On en déduit 'algorithme suivant :

hypersurfaces(Image im, Réel pos dt, Réel pos alpha, Entier pos iteration) -> Image

sortie = im
tempo = im
Pour n = 0 & iteration

|Pour vy = 0 4 imageLongueur (im)-1

| Pour x = 0 & imagelLargeur (im)-1

| grad = NormeGrad(im, x, y)

Si grad> epsilon alors

cnn = 1/(2 * sqrt(i+grad~2))

cnt = 1/(2 * (1+grad”™2 * sqrt(i+grad~2)))
= Dntnt(sortie, x, y)

dnn = Dnn(sortie, x, ¥y)

imageEcrire(tempo, x, y, dt * (alpha * (dnt * cnt + cnn * dnn))
- 2(Imagelire(sortie, x, y) - imagelire(im, x, y))
| + imagelire(sortie, x, y)
|sortie = tempo
Retourner sortie

|
|
|
| dnt
|
|
|

En utilisant les valeurs suivantes :

. n =200
. dt =0.001
.a =250
.e=0.1

On obtient la figure 3.4.

Fic. 3.4 — Correction par la méthode des hypersurfaces, ISNR = 2.005
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Cette méthode donne des résultats surprenants et de bonne qualité. L'image semble meilleure
qu’avec la méthode de la variation totale. Cependant, sur ce jeu de test, I'indice ISRN montre

que la méthode de la variation totale est légérement plus performante (2.02 au lieu de 2.005).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé le théme des problémes mal posés qui sont constamment
étudiés du fait de leur utilité pratique. Nous avons donc rappelé les notions et définitions fonda-
mentales directement liées a ces problémes, et avons donné un apergu des différentes méthodes
de résolution des problémes mal posés.

Notre intérét a particuliérement concerné la méthode de Tikhonov que nous avons développée
et dont nous avons proposé une application reposant sur le débruitage d’image.

Cette modeste contribution apportera peut étre sa pierre a 1’édifice de futurs mémoires dont

les théemes feraient appel & ce qui a été développé dans ce travail.
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