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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de présenter des résultats d’existence et de multipli-
cité de solutions pour des systemes d’équations elliptiques quasi-linéaires soumis a des
conditions au bord de Dirichlet. Il s’agit essentiellement d’étudier des propriétés quali-
tatives des solutions qui consiste a fournir une information précise sur leur signe. Plus

précisement, on considere le probleme suivant

—Apuy = fi(z,uy,uz) dans 2
—Ap,us = fo(x,ur,up) dans € (P)

Uy, ug =0 sur Of)

o1 2 C RY (N > 2) est un domaine borné de frontiere réguliere 92 et dont les parties prin-
cipales des équations sont gouvernées par 'opérateur aux dérivées partielles p;-Laplacian
A,, (1 < p; < 00). Les fonctions non-linéaires f; : @ x R x R — R, i = 1,2 sont supposées
de Carathéodory et vérifiant certaines conditions de croissance qui seront énoncées dans
les chapitres suivants.

Dans tout ce qui suit, on dira que (uy,ug) est une solution (faible) du probleme (P)

si (ug,up) € WaP (Q) x Wyt (Q) et vérifie

Jo IVu P2V Vo de = [ fi(x, ur, ug)p de
Jo IVua|P22Vu, Vip dae = [, fol, uy, ug)tp da

pour tout (p, ) € Wy (Q) x Wy ().

Notre principal intérét dans ce travail est de montrer, en premier lieu, I'existence

de solutions de signe constant pour le systeme (P) : Uexistence d’une solution positive



(u1,4,uz ) dans le sens ol les composantes u; 4 et uy 4 sont positives, et 'existence d'une
solution négative (u;_,us_) ol les deux composantes u; _ et ug_ sont négatives. La
, , . R . ,
preuve de l'existence d'une autre solution (troisieme) non-triviale (u; o, u2) est également
obtenue pour (P) ou les composantes u; o et uso ne sont pas de méme signe. Dans ce
contexte, ces solutions sont dites "nodales”. De ce fait et par définition, toute solution
nodale du systéeme (P) est une solution dont les composantes sont de signes constants

OPPOSES.

Notre approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions et le degré topolo-
gique de Leray-Schauder. Il est important de noter que les méthodes dites variationnelles
ne sont pas applicables du fait qu’il n’est imposé au systeme (P) aucune structure va-
riationnelle (voir définition 1.4.3). Par ailleurs, la question de 'existence de solutions, et
tout particulierement de solutions nodales, dans le cas des systemes variationnels a été
abordée dans [10, 11], en combinant la méthode de minimisation avec des troncatures

appropriées.
Notre travail est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats d’analyse fonction-
nelle sur les espaces de Lebesgue et de Sobolev. Nous présentons des propriétés sur les
opérateurs, notamment ’opérateur p-Laplacien et nous exposons quelques notions sur la
théorie du degré topologique. Par ailleurs, certaines définitions et résultats utiles sont

également énoncés.

Le chapitre deux est consacré a l’étude des solutions de signe constant. Des résultats
d’existence donnant deux solutions de signes constants et opposés, et deux solutions
extrémales sont montrés. La méthode des sous et sur solutions, employée pour obtenir ces

résultats est exposée en détail dans ce chapitre.

Le chapitre trois contient la preuve de I'existence de solutions nodales .



CHAPITRE

1 Rappels d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions essentielles sur les espaces fonctionnels
et tout particulierement, les espaces de Lebesgue LP et les espaces de Sobolev WP et nous
donnons, par la méme occasion, quelques définitions et résultats qui nous seront utiles par
la suite. Nous abordons aussi la théorie du degré topologique en exposant d’une maniere

succincte quelques propriétés et résultats la concernant.

1.1 Notations et espaces fonctionnels



1.1. Notations et espaces fonctionnels

Notations

Ici sont présentées quelques notations utilisées dans ce mémoire.

Dérivée partielle d’'un champ de vecteurs

Dérivée normale exterieure d’'un champ scalaire.

Laplacien d’un champ de vecteurs.

Gradient d’un champ de vecteurs.

Presque partout.

Convergence faible.

max (£s,0) de sorte que s = s — 57,5 € R.

Espace des fonctions m fois continument differentiables.
m@Ncm (RN) ’

Espace de fonctions dans C*>° (R) & support compact dans RY.
Espace de Lebegue muni de la norme |[-[[,,.

Espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme |-, -

Le cone des fonctions non négatives appartient a int C'*(€2).

L’injction continue.

Opérateur divergence.



1.1. Notations et espaces fonctionnels

1.1.1 Les espaces L”

Soient p € R avec 1 < p < oo et Q C RY un ensemble mesurable au sens de Lebesgue,

on définit

LP(Q):{f:Q—HR/fest mesurable et /\f|pd,u<oo},
0

On définit la norme de f dans LP () par :

1/p
T ( / !f|”du> |

L*(Q)={f: Q2 — R/ f est mesurable et 3¢ >0 / |f (z)| < ¢ p— pp sur Q}

Si p = oo, on définit

| fll.o =min{M >0:|f| <M p-presque partout }.

est la norme de f dans L™ (Q).

Pour p = 2, 'espace L? (2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) = /Q f(2)g(x) do

1. (Q) Pensemble des fonctions localement inteégrables sur Q, c’est-e-dire

loc

On désigne par L
Ly, (©) ={u:ue L"(K) pour tout compact K de Q}

Remarque 1.1.1. :
i) LP () C L., () pour tout 1 < p < oo

ii) L’espace <Lp (), HHp) est de Banach pour 1 < p < oo, séparable pour 1 < p < oo et

réflexif pour 1 < p < 0o.

Théoréme 1.1.2. (convergence dominée) [3] Soit (f,) une suite de fonction de L'().

On suppose que :
a) folx) — f p.p.surQ.
b) Il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n,

|fu(2)] < g(x), pp sur Q,

alors

fel' () et |fu—fllga —0.



1.1. Notations et espaces fonctionnels

Lemme 1.1.3 ([3]). Soient (f,), ey une suite de LP () et f € LP (Q) telles que

1 fll, — 0

alors il existe une sous-suite extraite (fn,)qcy telle que :
i) fo, (x) — f(z) p.p sur Q.
i) | fo, ()] < h(x) VE et p.p. sur Q avec h € LP (Q).

1 1 1
Lemme 1.1.4 (/6]). Soit (p,q,r) € [1,00] tel que g < 00 et — + — = —.
p q T

Sig € L1(Q) et (fu),>, est une suite bornée de LP (Q) qui converge presque partout

sur Q wvers f, alors f,g — fg dans L™ (Q).

Inégalité de Holder Soient 1 < p < oo et ¢ I'éxposant conjugué de p. Si f € LP(Q)
et g € L7(Q) sont deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (€2, 3, i) , alors
fg e LY (Q), et

| Vol < 111 Nl

Inégalité de Young Pour 1 < p < oo et pour tout a et b positifs, on a

1 1.
ab < —a” + <07,
p p

1
avec——l——/:l.
p p

1.1.2 Espaces de Sobolev

Soit Q un ouvert de R, on définit la fonctionnelle ||.[[,, , oft m est un entier non

négatif et 1 < p < 0o comme suit :

1/p
|IUHm,p={ > IID"UHi} ,

0<]al<m

lellog =  max 1Dl ,

pour toute fonction u qui donne un sens a cette écriture.



1.1. Notations et espaces fonctionnels

On définit WP (£2) comme étant I'espace des fonctions mesurables u € L? (Q2) telles
que la dérivée au sens faible D%, 0 < |a| < oo appartient a L? () et I'espace W;"" (Q)
la fermeture de C§° () dans W™P ().

On associe a I'espace W™? () la norme ||-[|,, et on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.5. ([3]) :

i) WmP(Q) est un espace de Banach.

it) Pour p < 400, W™P (Q) est séparable.
i11) Pour 1 < p < +oo, W™P (Q) est réflexif.

Pour p = 2, on pose H™ () = W™ (Q) définit comme suit :
H™(Q) ={feL*) /VaeN" avec |a| <m, D*f e L*(Q)}.
H™ () est un Banach muni du produit scalaire

<uaU>Hm = Z <DauaDaU>L27

|| <m

c’est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.6. (Traces des fonctions de W' (Q)) ([3]) Soit Q un ouvert borné
lipschitzien de frontiére T et soit 1 < p < 4o00. Alors il existe une unique application

linéaire continue
Yo: WW(Q) — LP(T)

U — u/r

pour tout u € C* () . On dit alors que o (u) est la trace de w € WP (Q) surT.

Théoréme 1.1.7 (/1]). SiQ est un ouvert borné a fronticre lipschitzienne (ot si Q2 = RY)
on a :
i) Sip < N alors Wh (Q) — L™ ().
ii) Sip> N alors Wi (Q) < €% (Q).
iit) pour tout ¢ € |N,+oo[, WLV (Q) — L1(Q).
St l'on supprime Uhypothése “a frontiere lipschitzienne”, alors le dernier théoreme

reste valable en remplacant WP (Q) par Wy (Q). Dans ce cas, et si N > 1, (iii) est

méme valable pour tout q € [1,400].



1.1. Notations et espaces fonctionnels

Théoréme 1.1.8 ([1]). Soit Q un ouvert borné a frontiére lipschitzienne :
1) Si1<p< oo alors WH (Q) —— LP (Q).
2) Si1<p< oo alors la trace v : WP (Q) — LP (99) est compacte.

Remarque 1.1.9. La propriété (2) du théoréme précédent est fausse si p =1, puisque
v WHH(Q) — L (09)

est surjective.

1.1.3 Espaces de Holder

Soit (E, ||.||g) un espace de Banach complexe et a €]0, 1[ un nombre fixé et soit {2 un

ouvert quelconque non vide de RY.

Définition 1.1.10. (/3/) On désigne par

~ B(Q; E), lespace des fonctions bornées, muni de la norme

1/l 5y = supll f (@) -
e

~ C(Q; E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

||fHC(ﬁ;E): Hf”B(ﬁ;E)-

~ CK( E) avec k € N, 'espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
continues et bornéees, muni de la norme
||f||ck(§;E): Z Haﬁf(x)HB(ﬁ;E)v
1B1<k
ou B un mufti-indice.

~ C>®(Q; B) lespace des fonctions indéfiniment différentiable.

Définition 1.1.11. ([3]) Les espaces de Hélder des fonctions bornées de 2 dans F,
CYQ; E) et CF*(Q; E) avec k € N sont définis

C° (T E) = {f & B B) : [flowgum = sup L =S Wle +oo},

z,yeQ |z — y|*



1.2. Notions sur les opérateurs

muni de la norme
| fllce@ry = I flls@e) + [flee@e)

et
C* (L E)={feC"(LE):0°f(x) e C*(LE)}, |8l =k,
muni de la norme
| fllorra@e) = 1flcr@m) + [8ﬁf(33)]0a(§;E)

ou [ un multi-indice.

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Définitions et propriétés
Soit (X, || - ||) un espace réel de Banach et soit X* sont dual topologique.

Définition 1.2.1. Un opérateur A : X — X* est dit :

Continu si ||Ax,, — Ax|

v — 0 lorsque ||z, — x|/ — 0.

Compact si A(Bx) est relativement compacte dans X*, ot Bx désigne la boule
unité dans X.

— Coercif si
A,

= +OO
Jell—+oo |||

— Monotone si

(Au — Av,u —v) >0, Yu,v € X.

- Strictement monotone si

(Au — Av,u —v) > 0, Vu,v € X.

fortement monotone si il existe ¢ > 0 telle que

(Au— Av,u —v) > cllu —v|?, Vu,veX.



1.2. Notions sur les opérateurs

— Pseudo-monotone si

z, = x dans X et limsup(A(x,),z, —z) <0

n—-4o0o
implique

liminf(A(x,), z, — 2) > (A(x),x — 2), pour tout z € X.

n—-+00

- de type (S), si

x, — x dans X et limsup(A(z,),z, —z) >0

n—-4o00
implique

T, — r dans X.

— borné On dit que A est borné si l'image d’un borné dans X est un borné dans X*.

Théoreme 1.2.2 ([12]). Si X est réflexif et A : X — X* borné, coercif et pseudo-
monotone alors A(X) = X*.

1.2.2 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien (1 < p < 00) est un opérateur aux dérivées partielles quasi-

linéaire elliptique du second ordre défini par
Ayu = div(|VulP"*Vu) pour tout u € WHP(€Q).
Pour p # 2, 'opérateur A, est dégénéré.
Si p = 2, il coicide avec 'opérateur de Laplace usuel A.
Propriétés
Soit Q € RY un domaine borné.

LA, WyP(Q) = W= (Q) est borné, monotone, coercif et de type ().

2. A, WyP(Q) — W-#(Q) est uniformément continu sur tous ensemble borné de

Wy (Q).

3. (A, W(Q) — W, P(Q) est continu.

10



1.2. Notions sur les opérateurs

4. Lopérateur composé (A,)~": W= (Q) — WP () — L(Q) est compact,
. N
sil<g< N—_’;}.
5. La premiere valeur propre A; , > 0 de 'opérateur A, est simple et isolée. La fonction

propre ¢, corespondant a A;, est de signe constant et vérifie

8¢l,p

¢17p € Ol(ﬁ) et 877

< 0 sur 012,

ou 7 est le vecteur normal extrieure au domaine ).

6. Toute fonction propre ¢ correspondant a une valeur propre A > Ay, de 'opérateur

A, est de signe changeant.

Régularité

Nous présentons une version simplifiée du Théoreme de régularité de Lieberman cor-

respondant au cas de 'opérateur p-Laplacien.

Théoreme 1.2.3 ([8]). Soit u € Wy P(Q), avec |u| < My, My étant une constante positive,

une solution du probleme

—Ayu= f(z,u) dans
u=>0 sur 051,

et supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que :
|f(z,u)] <M pour tout (x,u) € Q x [—My, My). (1.2.1)
Alors, il existe des constantes R > 0 et o € (0,1) telles que

u€C(Q) et [ullero@ < R

Principe de comparaison

Pour f,g € W5 (Q), soient u,v € WyP(Q) les solutions des problemes de Dirichlet

suivants :

—Ayu = f(x) dans Q,
u=20 sur 0f),

11



1.3. Le degré topologique

—Ayv =g(x) dans Q,
v=20 sur Of2.
Définition 1.2.4. :

On dit que f < g dans Q si (g — f,w) > 0 pour tout w € Wy P(Q) avec w > 0.

On dit que f < g dans €2 si pour tout compact K C €, il existe € > 0 tel que

flz)+e<g(x), pp. € K.

On dit que u < v sur O si (u—v), € Wy (Q).

On dit que u < v siu,v € CH(Q) et

u < v dans 2, @ < @ sur 0.
on  On

Théoréme 1.2.5. ([?], Principe de comparaison faible) Si f < g dans Q et u <wv

sur 082, alors u < v dans €.

Théoreme 1.2.6. (7], Principe de comparaison fort) Pour f,g € L>*(Q) et u,v €
CYQ), si f < g etv>0, alors u < v dans ).

1.3 Le degré topologique

1.3.1 Le degré topologique de Brouwer

Soit A un ensemble défini par :
A={(f,Qy), Qouvert borné de RY, f € C(QRY), y¢ f(9Q)}.
Il existe une unique application d : A — Z vérifiant :
(1) Normalisation : si y € Q, alors d (Id,Q,y) = 1,
(71) Additivité : si (f,Q,y) € A et Qy, s sont des ouverts disjoints de 2 tels que
y & f(Q\ (2 UQy)), alors

d(f7Q>y) :d(f>Ql7y)+d<f792ay>>

(4ii) Invariance par homotopie :sih : [0, 1]xQ — RY est continueet y : [0,1] — RY

vérifie Vt € [0,1], y (t) & h(t,00), alors d (h(t,-),Q,y(t)) est indépendant de ¢.

12



1.3. Le degré topologique

1.3.2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Si E est un espace de Banach et
A={(Id—- f,Qy), Qouvert borné de E, f:Q — E compacte, y ¢ (Id — f) (0Q)},

alors il existe une unique application d : A — Z vérifiant :
(i) Siy e Q,alors d(I,Q,y) =1,

(17) Si (Id — f,Q,y) € A et 4, Qy sont des ouverts disjoints de €2 tels que

y & (Id—=f) (Q\ (1 U€)),

alors

d(Id—f,Qy) =d(d—f,D,y)+dId—f,Q,y),

(iii) Si h : [0,1] x Q — E est continue et y : [0,1] — E vérifie Vt € [0,1], y (t) ¢
(Id—h(t,-)) (092), alors

d(Id—h(t,-),Q,y(t)) est indépendant de ¢.

(1v) Si K C Q est un fermé de Q et y ¢ f (K) U f(0N) alors
d(f, ) = d(f,Q\K,y).

Remarque 1.3.1. La propriété importante du degré est :

Si (Id— f,Q,y) € A etd(Id— f,Q,y)#0, alors il existe x € Q tel que x — f (z) = y.

Application

Théoréme 1.3.2 (point fixe de Schauder). ([3/) Soit Q un sous-ensemble conveze,
fermé, borné et non vide d’un espace de Banach X et f : Q — € une application
compacte. Alors f admet au moins un point fixe. De plus, le résultat reste vrai si €2 est

seulement homéomorphe a un conveze, fermé borné.

13



1.4. Définitions et résultats supplémentaires

Démonstration. Sans perte de généralité, posons d’abord 2 = B(0, ).
S’il existe xo € 0N tel que f(xg) = zp, il n’y a rien a montrer , sinon on peut définir
pour 0 <t <1, deg(f,,0) avec

filw) =z —tf(x) = (I —tf)(z)

En effet, si tf(z) = x sur 012, alors

r=|z|| =t f(@)l = 1= |lz/rll = [t|[|f(z)/r]],
donc
t=1|f(@)=r=]=l

d’ott la contradiction avec I’hypothése.

Enfin,
deg(fi,Q2,0) = deg(fy,2,0) =1

et on conclut d’aprés la deuxiéme propriété du degré.

1.4 Définitions et résultats supplémentaires

Définition 1.4.1. (Fonction de Carathéodory) On dit que h : Q x R* — R est une
fonction de Carathéodory si :
(i) x — h(z,s,t) est mesurable pour tout (s,t) € R?.

(ii) (s,t) — h(x,s,t) est continue pour p.p x € §.

Définition 1.4.2. (Opérateur de Nemytskii) Soit 0 un ouvert de RY et soit
f:QxR? — R une fonction de Carathéodory. On appelle opérateur de Nemytskii

associé a [ Uapplication Ny définie par

Nru)(z) = f(z, u(z)).

Définition 1.4.3. (Systéme variationnel ) Le systéeme (P) est dit variationnel si ['une

des conditions suivantes est vérifiée :

14



1.4. Définitions et résultats supplémentaires

~ Il existe une fonction différentiable F (z,u,v) pour (z,u,v) € Q x R x R telle que

—‘9F(g1;“’”) = f1 (z,u,v) et —8F(g1’1”’”) = fo (z,u,v).

Dans ce cas, (P) est de type Gradient.

~ Il existe une fonction différentiable H (z,u,v) pour (x,u,v) € Q x R x R telle que

8H(glluw) = f2 ($7 U, U) et 3H(gl,}uﬂ)) = fl (l’, U, 'U) :

Dans ce cas, (P) est de type Hamiltonien.

Lemme 1.4.4 ([7]). Soient y,z € RN et (-,-) le produit scalaire usuel dans RY .

- Sip>2ona
(12722 = [y %y, 2 — y)re > cplz — yI?
- 811 <p<2alors

(2l + [y (=P = [y Py, 2 = y)re = |z — yI™.

Lemme 1.4.5. (Zorn) Soit £ un ensemble ordonné dont toute chaine posséde un majo-

rant (resp. un minorant). Alors, € posséde un élément mazximal (resp. minimal).

Théoréme 1.4.6. (Principe anti-maximum ) Soit h € L>(2)\{0}. Sl existe une

constante 6 > 0 telle que

Ap <A< A, +0,

alors toute solution w du probleme

—Apu = NulP2u+h dans
u=20 sur OS2,

vérifie u € —int(CH(Q),).
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CHAPITRE

2 Solutions de signe

constant

Dans ce chapitre, nous établissons 'existence de deux solutions non-triviales et
de signe constant pour une classe de systemes elliptiques quasi-linéaires : Une solution
positive et une solution négative. Ces dernieres sont obtenues via la méthode des sous et
sur solutions. En choisissant des fonctions appropriées avec un ajustement adéquat des
constantes, on construit deux paires de sous et sur solution pour le systeme (P) de signe
opposé. Nous donnons le théoreme 2.1.1 Dans la section suivante qui abordera I’existence
d’une solution positive (resp. négative) localisée dans le rectangle formé par les sous et
sur solutions positives (resp. négatives). Le fait que ces dernieres sont par construction

non-triviales permet de conclure que les solutions obtenues le sont également.

2.1 Théoréme de sous et sur solutions

On considere le systéme d’équations elliptiques quasi-linéaires
—A,u = F(x,u,v) dans (2,
—Apv=G(z,u,v) dans Q, (Prc)
u=v=20 sur 0f,
ol F,G : © x R? — R sont des fonctions de Carathéodory vérifiant les hypothéses

suivantes :

16



2.1. Théoreme de sous et sur solutions

(a1) Pour tout 7" > 0, il existe une constante M > 0 telle que

dans Q x [T, T)>.

(ap) Tlexiste (u,v), (w,v) € (WHPL(Q)NL>(Q)) x (WHP2(Q)NL>(Q)) telles que u < 1,

v<7Tet

dans [u, 7] X [v,7].

Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses (a1)—(az) le probléme (Pr¢) admet une solution

max{|F(z,s,t)|,|G(z,s,t)|} <M

(
Jo IVuPr=2VuVedr — [, F(x,u, w)edr <0,
(2.1.1)
Vo2 2Vu Vpdr — [, G(x,wi,v)dr <0,
[ Ja 0
(
Jo IVulP?VuVeds — [, F(x, 0, ws)pdr >0,
(2.1.2)
Vo2 2VoVedr — [, G(x,w,v) de > 0,
[ Ja Q
pour tout (¢, 1) € WhP1(Q) x IWP2(Q) et pour tout (wy, ws) € WHPL(Q) x WP2(()

(u,v) € CH(Q) x CY(Q), pour un certain v €]0, 1], telle que

Démonstration. Soit Uopérateur de troncature T; : Wi (Q) — Wri(Q), ¢ = 1,2, défini

par :

Ty (v)(x) :

D’aprés le Lemme 2.89 de [5,

bornés.

u<u<u et v<uv<7. (2.1.3)

v(z) siv(x) <o(z),

\

Lemma 2.89], les opérateurs 77 et Ty sont continues

17
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2.1. Théoreme de sous et sur solutions

Pour toute constante p > 0 satisfaisant
—pSu<u<p, —pSvSUVIp,

si Ne(-,u(+)) et Ng(+,v(-)) désignent les opérateurs de Nemytskii associés respectivement

a F et G, alors en utilisant la condition (a;), les opérateurs
NroTy: WhHPI(Q) — LI (Q) — WLP1(Q) (2.1.4)

et
Ngo Ty : WhP2(Q) — LP2(Q) — WLP2(Q) (2.1.5)

sont également continues et bornés.

Soient 7, et v, deux fonctions définies par :
Yi(r,8) = —(u(x) — )2+ (s —w(2))2 ", (2,5) € A xR,

Yo, ) i= —(v(z) — )2 4 (t —T(x)P* ", (2,1) € AxR.

Alors, les inégalités suivantes sont vérifiées :

/Vl(m,u)u dz > Chllullpyy = Cy Vue WP (Q), (2.1.6)
Q

/w@@th@M&—@ Vo e W (Q), (2.1.7)
Q

ou C;, C! > 0 sont des constantes. En effet, on a

1 1
/(u — )" ude = 5 /(u’f +u?) dx —I—/ ((u —a)" - §(UT + upl)) dx
Q Q Q(u<u4)

1
+ / <(u R 7) L TR (T u’f)) dx (2.1.8)
Qu>uq) 2

et

1 1
/ ((u —a)" - E(u’f + upl)) dx > —5/ ' du. (2.1.9)
Q(u<uy) Q(u<uy)

Sachant que pour tout € > 0, il existe une constante ¢, > 0 telle que

|21 + 2P — |21 [P < elzq [Pt + o]zt V2,20 € R,
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2.1. Théoreme de sous et sur solutions

il s’ensuit que

1
/ ((u—ﬂ)’f_lu— —(uf? —|—u’f)> dx > / (w —u)" —uP) dx
Qu>ay) 2 Q(u>y)

> / (e + c.[aP ) dz. (2.1.10)
Q(u>uq)

En fixant € €]0,1/2[ et en combinant (2.1.9)—(2.1) avec (2.1.8), on obtient

—\p1— 1 1 _
Jwwn s = Gl + i) el - (5 + e ) i

1 1 _
> (5-c) - (54 ) I

ce qui montre que (2.1.6) est vérifiée.
En procédant de la méme maniére on montre que 'inégalité (2.1.7) est vraie.

On considere le systeme auxiliaire suivant :

—A,u = F,(x,u,v) dans (,
—A,,v=G,(r,u,v) dans(, (2.1.11)
u=v=0>0 sur 0f2,

ot1, pour tout u > 0 et tout (u,v) € WHPL(Q) x WP2(Q), on pose
Fulz,u,v) = F(x, Tyu, Tov) — pyi(x, u),

Gz, u,v) == Gz, Tyu, Tov) — pya(z, v).

Evidemment, si (u,v) € WhP1(Q) x WP2(Q) vérifie (3.2.5) alors, d’aprés la définition des

fonctions 7 et 79, on a
Fulz,u,v) = F(z,u,v) et G,(r,u,v) = G(z,u,v). (2.1.12)

De ce fait, toute solution (u,v) € WHP1(Q) x WP2(Q) de (2.1.11) vérifiant (3.2.5) est
aussi solution de (Pp¢). En d’autres termes, le Théoreme 2.1.1 est prouvé si on montre
que (2.1.11) admet une solution (u,v) dans le rectangle [u, U] x [v,7]. A cet effet, on note

par € Despace Wy (Q) x Wy?(Q) équipé de la norme

1w, 0)lle = Nullp, + 0llp,  (u0) €&,

19



2.1. Théoreme de sous et sur solutions

et, pour tout (u,v), (¢,v) € €, on défini B, : £ — &’ par :

(Bl 0).(p0) 1= [ (TuP2VuTg+ Vol *Tuve) da

—/]:“(x,u,v)gpdx—/g“(x,u,v)l/zdx.
Q Q

Notre but est de vérifier que, pour 1 > 0 est suffisament grand, B, satisfait les hypotheses
du Théoreme 2.2.3.
1) B, est continue.

Supposons (u,, v,) — (u,v) dans £ et soit (¢,1) € & telle que

1@, ¥)lle < 1.

Si p1,p2 > 2 alors, du Lemme 1.4.4 et I'inégalité de Holder, on obtient
/ (V| >V, — [Vul[P'*Vu, V)| d:z;+/ [(|V 0, |22V, — [Vu|P? 7V, Vi) | do
Q Q

sl / Lo /
< oy 11Vt + [Vl [P = w7y, + oy V0] + [Vl [lon = o135,

(2.1.13)
Sil<pi,p <2, le Lemme 1.4.4 donne
/ ([ Vun |V, — [Vul' 7V, V)| d:c+/ [(|V 0, |22V, — [Vu|P* 7V, Vi) | do
Q Q

p2—1
17102 :

p1—1

< G, Jun —ulll),

¢, flon =l

Les situations restantes sont une combinaison des cas précédent. Observons ensuite que,

par l'inégalité de Holder, on a
/Q |(n(@, u) — (@, un))elde < Clln (s u) =y ua)lly
/Q |(v2(@,v) = 2(2; v0))0l dz < Cll72(c,v) = 725 00l

Alors, le Théoreme de Convergence Dominée (voir Théoreme 1.1.2 ), la continuité des

applications (2.1.4), (2.1.5) et

w € Wy (Q) = %l w) € L (Q) = W (Q), (2.1.14)
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2.1. Théoreme de sous et sur solutions

montre que

lirf / |(Fu(x, un, vyn) — Fpu(z,u,v))pldr =0 (2.1.15)
n——+0o0 Q
et
lim / (G, s 00) — G, 0, 0) )b dar = O, (2.1.16)
n—-+o0o Q

uniformément dans (¢, ).

Finalement, du fait que

[(Byu(tin, vn) — Bu(u, v), (0, 9))] < /Q (V[ =2V, — [Vl ?Vu, V) | da
+/ (| Vv, [P2 >V, — [Vo|2 Vo, Vi) | do
Q

+ / (Foy thny ) — Folsu, 0))pld
Q

+ / (G (2,0, ) — G, 0) )|, ¥ € N,
Q

alors (2.1.13)—(2.1.16) impliquent que ||B,,(un, v,,) — By(u,v)||er — 0.
2) B, est bornée. Cela s’obtient immédiatement de (2.1.4) et du fait que les appli-
cations dans (2.1.5), et (2.1.14) sont bornées.

3) B, est coercive. En appliquant (a,), on a
/ | Fu(x, u,v)ulde < MCsllull,, (2.1.17)
Q

et
/ G (z, u, v)v|de < MCY||v]]p,- (2.1.18)
Q

A travers (2.1.17) — (2.1.18) et (2.1.6) — (2.1.7), on obtient
(Byu(u,v), (u,0)) = [Vullft + [IVollz2 + pCr(llully: + lvlz2)
—MCy(|lullp, + 10llp,) —(Co + C3),

avec C) 1= min{C}, O]}, C3 := max{Cs, C4}. Donc, il s’ensuit que

11m <B,u(un7 Un)a (u’rn Un))
n—4o00 ||(Un,?}n)||g

= —’—O()7
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2.1. Théoreme de sous et sur solutions

ce qui montre que B, est coercive.

4) B, est pseudo-monotone. Supposons (u,,v,) — (u,v) dans £ et que

lim sup(B,,(tn, V), (Un, vn) — (u,v)) < 0. (2.1.19)

n—+oo
Puisque I'application w € W' (Q) s ~;(-,w) € LPi(Q) est continue, I'hypothese (a;)
permet d’appliquer le Théoreme de Convergence Dominé de Lebesgue (voir Théoreme

1.1.2) et de déduire que

TLETOO Fou(z, ty, vn)(uy, —u)de = 0,

Q
lim /Qu(x,un,vn)(vn—v)dx = 0,
Q

n—-+0o

En combinant avec (2.1.19) on a

lim sup[(—Ay, U, Uy, — w) + (—Ap, 0, v, — )] < 0. (2.1.20)

n——+o0o
D’autre part, puisque
lim (=Apu,u, —u) = lim (—A,v,v, —v) =0, (2.1.21)

n—-+oo n—-+oo

alors en utilisant (2.1.20), on a

limsup[(—Ap,uy — (=Apu), up — u) + (=Ap, v, — (=Ap,0), v, — )] < 0.

n—-+o0o

Par monotonie, c’est équivalent a
nl_lg_loo (=Apun — (=Apu), up — u) = nl_lffoo (—Apyon = (—Ap,0), vy —v) =
De (2.1.21) et en rappelant que I'opérateur —A,,, est de type (S); on obtient
(U, vy) = (u,v) dans &,

Par conséquent, comme B, est continue, alors

lim (B, (tn, vn), (tn, vn) = (0, 9)) = (By(u, ), (u,v) = (9, 9)), ¥ (,9) € €.

n—-+00

Finalement, grace au Théoreme 2.2.3, il existe (u,v) € & tel que

(Bu(u,v), (p,9)) =0, (p,0) €E. (2.1.22)
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2.1. Théoreme de sous et sur solutions

Ainsi, (u,v) une solution faible du probleme (2.1.11).
Maintenant, on montre que les inégalités (3.2.5) sont vraies. On pose (¢, ) = ((u —

u)4,0) dans (2.1.22) et en tenant compte de (2.1.2), on a
/ |VulP'2Vu V(u — ) dr = / Fu(z,u,v)(u —7); dx
Q Q

:/f(m,Tlu,Tgv)(u—ﬂ)+ d:zc—,u/yl(gv,u)(u—ﬂ)Jr dx
Q Q
:/f(x,ﬂ,Tgv)(u—E)+ dac—,u/(u—ﬂ)’f dx

Q Q
< / |VuP v V(u—ﬂ)+dx—u/(u—ﬂ)ﬁ1da:.

Q 0

Donc

/mOVUWFQVU—WVHVFQVE)V@L—HLJM
Q

< —u/(u _ ) de < 0. (2.1.23)
Q

De la monotonie de I'opérateur —A, on déduit que
u < 1 dans .

De la méme maniere, en choisissant (p, ) := ((u—u)4,0) et en utilisant (2.1.1), le méme
raisonnement donne

u > u dans €.

En procédant de la méme maniere on obtient
v<v<7 dans €.

En conclusion la solution (u,v) de (2.1.11) est localisée dans le rectangle [u,u] % [v,7].
Par conséquent, par (3.2.1), on déduit que (u,v) est une solution de (Prc).

Finalement, du fait que les sur-solutions
u,v € L™(9Q),

le Théoreme de Lieberman (voir le Théoréme 1.2.3), assure que (u,v) € C7(Q) x C17(Q)

pour un certain 7 €]0, 1[. Ceci compléte la démonstration. [ |
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2.2. Solutions positives et solutions négatives

Lemme 2.1.2. [5] Soit (u;,v;), (w;,v;) € (WHP(Q) N L>*(Q)) x (WH4(Q) N L>(Q)), pour
1 =1,2. Posons

u=max{u;,u,}, v =max{v,v,},
U= min{ﬂl,ﬂg}, V= min{@l,ﬂg}

et on assume que

|
(VAN
\.gz
|
VAN
N

on suppose que
fi@,wi,wy) € WH(Q), - folw, wi, wy) € WH(Q)

pour tout (wy, ws) € [u, ] X [v, 0] et (w;,v;), (W, ;) (i =1,2) forment deux paires de sous
et sur solutions pour le probleme (P ).
Alors (u,v), (a,0) € (WHP(Q)NL®(Q)) x (WH4(Q)NL>®(Q2)) forme également des paires

de sous et sur solutions pour le probléme (P).

2.2 Solutions positives et solutions négatives

2.2.1 Premier résulat d’existence

On assume que les fonctions f; : @ x R x R — R,i = 1,2 dans (P) vérifiant les
hypotheses suivantes :
(H1) 1l existe a;, b; > 0,
0 <r; <min{p; —1,po — 1} (2.2.1)

et o;(x) € L>(Q), telle que

| fi(x, 51, 82)| < 03(w) + ag]s1]™ + bs|s2]"

pour p.p. x € ), pour tout s; € R, 1 =1, 2.
(H2) Il existe n; > A1, (i = 1,2) telle que

fi(w, 81, 82)

pi—1 ?
7

n; < liminf
S; —0t S
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2.2. Solutions positives et solutions négatives

fi(ﬂ% S1, 52)

n; < liminf =y
(2

)
s;i—0~ ‘Si

uniformément pour p.p. x € €2, pour tout s; > 0, ¢ # j.
Le résultat d’existence de solutions de signe constant est formulé comme suit.
Théoréeme 2.2.1. Sous les hypothéses (H1) et (H2) le probléme (P) admet

au moins une solution positive (uy ,us ) et une solution négative (uy ., us )

dans C*(Q) x CY(Q), pour un certain v €0, 1[.

Démonstration. L’idée de la démonstration est de construire des paires de sous et sur
solutions associent au systeme (P).

Soit e; € C* (ﬁ) la solution de probleme de Dirichlet homogene

—A,e; =1 dans Q
e; =0 sur 0f)

(2.2.2)

pour i = 1,2. Soit (U, us) = (Cey,Cey) € €2, avec C' > 0 une constante suffisamment
grande.
On utilise 'hypothése (H1) et on compte de ry,ry < p; — 1 (voir (2.2.1) de (H1)), nous
obtenons
A, = O 2 ol + s [Cell2 + b [ Ceal
> oi(x) + a;s7t + b;sy?
> fi(z,s15,82) p.p. dans Q

pour tout 0 < s; < w;(x), 1 = 1,2, et pour toute constante C' > 0 est assez grand.

D’apres I'hypothése (H2), ils existent § > 0 et & € (A1, n:) telles que

i, s1,89) > &P (2.2.3)

pour p.p. x € Q, pour tout s; € [0,d], s; > 0, avec i, j = 1,2, 1 # j.
On pose

(@17Q2) = <€¢1,p17€¢1,p2>

avec € > 0 une constante suffisamment petite telle que e¢;,, <9, ¢ =1, 2.
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2.2. Solutions positives et solutions négatives

D’aprés (2.2.3), on trouve

— -1 — -1
_Aplgl = )\1,2015p1 1¢}17,1p1 < 5151)1 1¢117,1p1 < fl(xagla 32)

pour tout 0 < sy < TUs(z), p.p. = € Q, et

— —1 _ —1
_Ap2g2 = >\17p2€p2 1¢11),2p2 < €2€p2 1¢€,2p2 S f2<x7 81’@2)

pour tout 0 < s; < uy(x), p.p. ¢ € . Avec un € > 0 éventuellement plus petit, on peut
supposer que
u, <u;1=1,2,
qui est vrai car
Gip;, € € int CH(Q) 4,

Par conséquent, on conclut que (u;,u,) et (a1, Usz) constituent une sous et sur solutions
pour le systeme (P).

Sur la base des hypotheses (H1) et (H2), pour C' > 0 suffisamment grand et ¢ > 0

assez petit, nous obtenons

—A, (—T;) = —CPi!
< —oill o — ai [|[Cer|ly — bi || Ceal| 2
< —0i() — ails1|™ — bils2|™ < fi(w, 51, 82)

pour tout —u;(x) < s; <0, pp.z€Q,i=1,2,

_Apl(_ﬂl) Z fl(xa —Uy, 52)7

pour tout —us(x) < s <0, p.p. z € , et

_Apz(_ﬂ2) > f2($7 S1, _22)7

pour —ui(x) < s1 <0, p.p. © € Q. Alors les couples (—uy, —uy) et (—uy, —u,) forment
une sous et sur solutions pour le systéme (P).

Par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.1.1, on déduit qu’il existe une
solution (positive) (uy 4, u2+) € [uy, U] X [uy, Us] et une solution (négative)

(uy,—,ug ) € [Ty, —uy] X [~TUz, —u,] pour le probleme (P). n
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2.2. Solutions positives et solutions négatives

2.2.2 Second résultat d’existence

Sous différentes hypotheses sur les fonctions non-linéaires f; et fo, nous présentons
un deuxieme résultat garantissant l'existence de solutions de signe constant opposé du
systeme (P). Ce deuxieme résultat permet d’avoir un controle sur la norme des solutions
obtenues dans L>(€2), qui est utile et crucial dans la construction d'une troisieme solution

non-triviale du probleme (P). Nous énongons les conditions suivantes.

Les nouvelles hypotheses sont définis comme suit :

(HY’) IIs existent ky 4, ko > 0 et ky_, ko < 0 telles que

f1<x7k1,+752) S 0 et f2($a317k2,+) S 0

pour p.p. x € ), pour tout 0 < 51 < Ky 4, 0<s9 < kg, et
f1<x7k1,7752> >0 et f2($,817k27,) >0

pour p.p. x € ), pour tout k; — <51 <0, ky— < 59 < 0.

(H2’) Il existe n; > Ay, (i = 1,2) telle que

n; < lim inffi@s1.52)
;< 21
S,‘—)CﬁL Sf

uniformément pour p.p. x € €2, pour tout 0 < s; < k; 4, ¢ # 7,

ffz‘(zysl,sz)

n; < limin lsi[Pi2s;

s;—0~
uniformément pour p.p. x € €, pour tout k; - <s; <0, ¢ # j.

(H3) Les fonctions f; et f, sont bornées sur des espaces borné.

Remarque 2.2.2. On note que les conditions (H2’) et (H3) sont plus faibles que (H2)

et (H1), respectivement.

Notre deuxieme résultat concernant les solutions de signe constant est donné par le

théoreéme suivant.
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2.2. Solutions positives et solutions négatives

Théoréme 2.2.3. Supposons que les hypothéses (H1’), (H2’) et (H3) sont vérifiées.
Alors, le probléme (P) admet au moins une solution positive (uy 4, us ) et une solution

négative (uy _,us ) dans CH(Q) x CY(Q), pour un certain v €]0,1].
Démonstration. Soit W; = k; ; pour i = 1,2. Par I'hypothese (H1’) nous savons que

—Ap,up =0 > fi(z,1,s2) pour p.p. x € §, pour tout 0 < s9 < Uy (2.2.4)

et

—A, U2 = 0> fox,s1,U2) pour p.p. x € £, pour tout 0 < 51 < 7. (2.2.5)

L’hypothese (H2') fournit les constantes 0 > 0 et & € (A1, m:) (i = 1,2) telles que
filw,s1,82) > sV (2.2.6)

pour p.p. x € €2, pour tout s; € [0,6], 0 < s; < k;, aveci,j =1,2, 1 # j.
Maintenant on pose

(@1’@2) = (5¢1,p1’ €¢17p2), (2'2'7)

avec € > 0 assez petit de sorte que €¢;,, < 6 pour ¢ = 1, 2.

De (2.2.6) et (2.2.7) nous déduisons que
_Aplgl - )\1,p1Q11;171 < 51@11)171 S f1<x7ﬂl7 82) (228)
et
Aty = Myt < &ul T < fo(, 51, u,) (2.2.9)

pour p.p. x € Q, pour tout s; € [u;(z),u;(x)], i = 1,2. Avec € > 0 éventuellement plus

1

petit, nous pouvons admettre que

w;(x) <u;(z) pour x € Qp.p,i=1,2. (2.2.10)

—1

De (2.2.4), (2.2.5), (2.2.8)-(2.2.10), nous trouvons que (u,,u,) et (4, Usz) forment une
sous et sur solutions pour le systeme (P). Par conséquent, de Théoréeme 2.1.1, et en
conjonction avec 'hypothése (H3), il existe une solution positive (u 4, us+) du probleme

(P) satisfaisant I'estimation

0 < 'U/i,+ S ki7+’ Z: 172

28



2.3. Solutions extrémales

En plus, on a (uy 4, us ) € CY(Q) x C17(Q) pour un certain vy €]0, 1[.
L’existence de la solution négative (uy _,us_) avec les propriétés requises peut étre

établi de maniere analogue. [ ]

2.3 Solutions extrémales

Dans le Théoreme 2.2.3 (et aussi dans Théoréme 2.1.1 sous des hypotheses différentes),
il a été établie 'existence de deux solutions non-triviales de signe constant et opposés pour
le systeme (P). L'une d’elles (uy 4, us ) est positive, c’est-a-dire, uy 4, us + > 0 et l'autre
solution (u1,_,us_) est négative dans le sens que les composants uy _, us — < 0. Dans ce
qui suit, nous montrons que ces deux solutions sont extrémales. Plus précisément, nous
prouvons que (uj 4, Uz +) (resp. (ui_,us_)) est maximale (resp. minimale) dans le sens
que si (u1,u2) est une solution de (P) avec uy 4 < uy et ug 4 < ug( resp. uy— > uy et

Ug — > ug), alors on a forcément (uy i, us ) = (ug, ug) (vesp. (ur—,us ) = (u1, us)).

Théoréme 2.3.1. Supposons que les conditions (H1’), (H2’), (H3) sont vérifiées.
Alors le probléeme (P) admet une solution positive mazimale (uy 4, us 1) et une solution

négative minimale (uy—,us, ) dans [uy, U] X [y, Us].

Démonstration. Nous montrons uniquement ’existence d'une solution maximale (u , u2 4+ )
dans C17(Q) x C*(Q) pour un certain v €]0, 1].
L’existence de la solution négative minimale (u; _, us _) se montre de la méme maniere.

Soit S I'ensemble
S = {(wy,wsy) € [uy,Uy] X [uy, Us] : (w1, ws) solution de (P)}.

Alors, d’apres le Théoreme 2.2.3, S est non vide.
Soient (uy,us), (v1,v2) € S. Comme (U, Us), (u1,usz) et (g, us), (vi,ve) forment deux

paires de sous et sur solutions, alors le Lemme 2.1.2 implique que
(17/1, ﬂg) = (max{ul, Ul}, max{u2, UQ}) et (ﬂl, ﬂg)

sont aussi des paires de sous et sur solutions de (P). Donc, en appliquant
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2.3. Solutions extrémales

le théoreme 2.1.1, il existe une solution de (P) dans
([, ;] N CHQ)) x ([fg, Us) N CHQ)), ce qui montre que S est ordonné.
On considere une chaine C' dans S. Alors, il existe une suite {(w 1k, u2x) i1 C C,

supposée croissante, telle que

sup C' = i;&?wlk? Ug, k)

On pose (uy 4, uz+) =supC, on a

Uy — U4+ et ugp — ugy, p.p. dans €,

et

(w14, U,4) € [uyg, W] X [uy, W) (2.3.1)

En plus, comme (uy x, u2 ) pour k& > 1 sont des solutions de (P) alors, (H3) et I'inégalité

de Holder donnent

[V = / Fuls g v do < Gy [ Vungl, (2.3.2)
Q

et
IVussll = [ ol urnsuauss do < o[ Vuagll, 233
Q

Puisque p; > 1 on conclue que {u;;} et {us)} sont bornées dans Wy (Q) et Wy* (),

respectivement. Donc, en passant aux sous-suites, on a
(s ttz) = (1 g uz ) dams WP () x Wo (9). (2.3.4)
En testant avec ¢ = uy , — U et ¢ = ug, — Uy on obtien

<—Ap1U1,k7U1,k - U1,+> = fQ f1($7ul,ka U2,k)(ul,k - 2AL1) dx

et
<_Apgu2,k7 Uk — U2,+> = fQ f2($7 Uik, u2,k>(u2,k - sz) dx.

De (H3) et puisque (uyx,usy) € S, Vk € N, on déduit que les fonctions

fi(x, uy g, uo ) (ur e —ur ) et fo(x, ug g, uok)(Ug g — Uz )
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2.3. Solutions extrémales

sont dans L'(Q2). D’aprés le Théoreme de Convergence Dominée on obtient

(A, uy f, ur g — wr,4) = Hm (=Ap,ug p, ug g — uz,4) = 0.
k—o0 k—o0

Alors la propriété (S5 ) de l'opérateur —A,,, assure que
(up g, Ug ) — (U1 4, us ) dans WP () x Wy 72(Q)

et par conséquent, (u 4+, us +) est une solution positive du probleme (P).

Finalement, on vient de montrer que (uy,us4) = supC appartient a S. Donc,
le Lemme 1.4.5 montre l'existence d'une solution maximale (u; 1, us ) de S. En plus,
puisque S C [u,u] X [v,7], alors le théoreme de régularité (voir le Théoreme 1.2.3) im-

plique que (uy 4, us ) € CY(Q) x CH7(Q) avec v €]0, 1[. ]
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CHAPITRE

Solutions nodales

3.1 Enoncé du résultat principal

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence de solutions nodales de (P), qui sont
des solutions dont les composantes ont au moins de signes constants opposés. Cependant,
I'obtention de ces dernieres nécéssite I'introduction d’une hypothese asymétrique sur le

comportement asymptotique de f; et fo a l'infini :

(H4) Les limites

fi(iE, S1, 82)

si—+00 Sfi_l

fi(xa S1, 52)
pi_zSi

—J; et lim =0, i=1,2,

S;—>—00 |Si

existent uniformément pour p.p. x € €2, pour tout s; € R, ¢ # j, ou la constante

J; > )\171)1. (Z = 1,2)

En exploitant les solutions des signes constants et opposés (uy —, us —) et (ug 4, us 1) de
(P), obtenues par le théoreme 2.3.1, on définit le rectangle ordonné [uy _, uy 4] X [ug 4, U2 4]

comme étant tout élement (uy,uy) € Wy (Q) x WyP?(Q) satisfaisant
w— <up <upgoet ug - <uy < gy dans (L (3.1.1)

Le résultat suivant assure ’existence d’au moins trois solutions non-triviales en précisant

leur signes et dont I'une d’elles est nodale au sens indiqué précédemment.

Théoréme 3.1.1. Supposons que les hypothéses (H1’), (H2’), (H3) et (H4) sont

vérifiées. Alors, le probléme (P) admet au moins une solution positive mazimal (uy 4, us ),
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3.2. Résultats sur le degré topologique

une solution négative minimale (uy —,us ), et une troisiéme solution (non-triviale)
(u10,u20) & [ur—,us ] X [ug 4, usy] dans CH7(Q2) x CY(Q), pour un certain v €0, 1],
qui est nodale du fait que les composants uy o et ugg sont non-triviales et ne sont pas du

meéme signe constant.

Remarque 3.1.2. Dans l’énoncé du théoréme 3.1.1, la solution (uy ,us )
(resp.(uy,—,us_)) est maximale (resp.minimale) signifie que si (uy, ug) est une solution de
(P) avec uy+ < wuy et ug+ < ug (resp.uy_ > ujetus_ > ug), alors (uy o, usy) = (ug, us)

(resp.(uy —, us—) = (u1, u2)).

3.2 Résultats sur le degré topologique

3.2.1 Premiere estimation

Soient & et & deux constantes vérifiant A\, < & < Ajp, +6 (1 =1,2), ot §d > 0 est

supposé suffisamment petit. Pour tout ¢ € [0, 1], on consideére le probleme

_A;mul = fl,t(l", Uy, U2) dans
—Ap,us = fou(x,ur,us) dans € (P,)
ug, ug =0 sur 0f2,

avec
fre(x, s1,82) = tfi(z, s1,52) + (L =) (1 + & (s))

+
1
f27t($7 S1, Sg) = tfg(l’, S1, 82) + (1 — t)(l + 52(83_)

p1—1>

p2*1)_

Proposition 3.2.1. Supposons les conditions (H3) et (H4) sont satisfaites. Pour une
constante R > 0, on définit ’homotopie H : [0,1] x Br — LP1(Q) x LP*(Q2) par

H(t,ur,ug) = (ug — (=Ap,) 7 fre( un, ug), ug — (—Ap,) ) fou (- ua, ug)),

o

BR = {(Ul,UQ) - LPl(Q) X LPZ(Q) . ||(U1,U2)||Lp1(Q)XLP2(Q) < R}

et Br est la fermeture de Br dans LP*(Q) x LP2(Q).
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3.2. Résultats sur le degré topologique

St R > 0 est suffisamment grand, alors le degré toplogique de Leray-Schauder
deg(H(t,-,-), Bg,0)

est bien défini pour tout t € [0,1]. En plus, dans la définition de f1, et fo, si on suppose

que 0 > 0 est suffisamment petit, alors
deg(%(lu ) ')7 BR7 O) = deg<H(07 B ')7 BRJ 0) = 0. (321)

Démonstration. Montrons que I’ensemble de solutions du probleme (F;) est borné dans
LPr(Q) x LP2(Q) uniformément pour tout ¢ € [0, 1]. Par contradiction, supposons que pour

tout entier positif n il existent ¢,, € [0, 1] et une solution (uy,,us,) de (P;,) tels que
t, >t €[0,1] et [[(u1m, usn)|lr(@)xLr2() — 00 quand n — oo.
Sans perte de généralité, nous pouvons admettre que
0, = [Ju1,n| e (@) = 00 quand n — oo.

Notons

1
Ui = g—ul’n € Wol’pl (Q)

La premiére équation de (P;,) donne

1,1) . (3.2.2)

P1
O

~Ap i = i@, O, z) + (1= ta) (G0, )7+

Les hypotheses (H3) et (H4) impliquent

951—”-1f1($7 0n01 1, U2,n) + (1 —=1t,)(& (Ufn)plfl + 654)
< C(1+ |vl7n\p1_1),

(3.2.3)

ou C' > 0 est une constante indépendante de n. En rassemblant (3.2.2) et (3.2.3) on déduit

que la sequence {—A, v ,} est bornée dans LP1(§2), ol p} = B est le conjugué de p.

L’injection compacte W, ”(Q) C L' () implique la compacité de l'injection LPi () C

/ , .
W11 (Q). Par conséquent, passant aux sous-suites, on a

— A, V1, — w; dans WHP1(Q)
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3.2. Résultats sur le degré topologique

pour un certain w; € W=P1(Q). Posons

vy = (—=A,,) Tty € WP (Q),

1

la continuité de 'opérateur (—A,, )" implique

V1 — vy dans Wy P (Q). (3.2.4)
En écrivant v; = v” — vy, de (3.2.2), (3.2.4) et (H4) on obtient

—Ay v = (tJ; + (1 — &) (v )Pt dans Q
v; = 0 dans 9.

En testant avec —v; on trouve v; = v, qui ne peut étre zéro du fait que o1l por () = 1,

et donc
—Ay v =t + (1 —t)&)v" ™" dans Q

vy =0 sur 0.

(3.2.5)

Par conséquent, (3.2.5) montre que t.J; + (1 — t)&; est une valeur propre de —A,, dans
Wy (Q) telle que
tJy + (1 — t)fl > >‘17P1‘

Ceci est une contradiction avec le fait que la fonction propre vy est de signe-changeant.
Donc, I'ensemble de solutions du probleme (F;) est uniformément borné dans

LPr(Q)x LP2(2), pour tout t € [0, 1]. De ce fait, on conclut que le degré deg(H(t, -, -), Bgr, 0)
est bien défini pour tout ¢ € [0, 1]. Il est important de noter que 1'estimation a priori ob-
tenue est valable pour toute constante R > 0 suffisamment grande.

I reste a prouver (3.2.1). La premiere égalité de (3.2.1) est vrai en raison de la propriété
d’invariance par homotopie du degré de Leray-Schauder. Afin de vérifier la deuxieme
égalité dans (3.2.1), on note que le probleme (Fy) (i.e., (P;) pour ¢ = 0) est un systeme
découplé

—Apur =1+ &(uf)
—Apus =1+ & (uy)

Uy, ug =0 sur Of).

' dans Q,

p1—
p2=1 dans Q,

En testant la premiere équation avec —u;, on obtient u; > 0 dans 2. D’autre part, le

choix de & qui vérifie & € (A1, A1p, +6), avec 6 > 0 suffisamment petit, nous permet
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3.2. Résultats sur le degré topologique

d’appliquer le principe anti-maximum pour —A,, sur VVO1 P1(Q) (voir [9, Theorem 9.67]),
impliquant que u; < 0 dans €2, ce qui est une contradiction. Alors, il s’ensuit que le
probleme (P,) n’a pas de solutions. Par conséquent, la deuxieme égalité dans (3.2.1) est

vérifiée. ]

3.2.2 Deuxiéme estimation

On modifie légerement I’homotopie H liée au probleme (P;). Plus précisément, pour

tout t € [0, 1], on considére le probleme de Dirichlet

—A,up = fre(x,uy, up)  dans €,
—Apuy = f27t($,U1,U,2) dans €2, (P)
Uy, ug =0 sur 0N).
ol
Fra(m, s1,80) = tfi(x, 51, 80) + (1 — )& (s )Y,
fou(w,51,80) = tfalw, 51, 80) + (1 — £)Ea(s5 )71,

avec des constantes & et & vérifiant Ay, < & < Agp, (i =1,2).

(3.2.6)

Proposition 3.2.2. Supposons que (H3) et (H4) sont vérifiées. Pour toute constante
R >0, soit N': [0,1] x By — LP*(Q) x LP*(Q) Uhomotopie définie par :

N (t, uy,ug) = (ug,uz) — ((_Apl)_lfl,t(l'auhUQ)a (_APQ)_lfQ,t(x7ul7u2))a
o

By = {<u1,u2) € L (Q) x L7 (Q) ¢ ||(ur, us) || o o) < ziz} ,

et By est la fermeture de By dans LP*(Q) x LP2(2). Si R > 0 est suffisamment grand,
alors le degré toplogique

deg (N (t,-,-), B, 0)

est bien défini pour tout t € [0, 1].

En plus, on a :

deg(N(1,-,-), B3, 0) = deg(N(0, -, ), Bz, 0) = 1. (3.2.7)
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Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 3.2.1 nous montrons que
Pensemble de solutions du probleme (P;) est uniformément borné dans LP' (€2) x LP2(€2),
pour tout t € [0,1]. En effet, comme précédemment et par contradiction, on suppose que

pour tout entier positif n il existent ¢, € [0,1] et (u1, t2,) solution de (P,,) tels que
th >t €1[0,1] et [[(u1,n, u2,0) || 11 () pr2() = 00, quand n — oo.

Supposons, par exemple, que ||uy ]|, @ > X quand n — oo, alors le raisonnement
développé dans la preuve de la Proposition 3.2.1 basé sur les hypothéses (H3) et (H4)
conduit & P'existence d’une fonction positive v; € Wy (), solution de (3.2.5). Cela donne
lieu a la méme contradiction que dans la preuve de la Proposition 3.2.1, complétant ainsi
la preuve de la premiere partie de la Proposition 3.2.2. Il est a souligner que 'estimation
a priori obtenue est valable pour toute constante R > 0 suffisamment grande. En plus,
’homotopie N (¢,-,-) a la forme admissible pour la théorie du degré de Leray-Schauder,
qui est la somme de l'identité et d’une application compacte.

La premiere égalité dans (3.2.7) est vraie grace a la propriété d’invariance par homo-
topie du degré de Leray-Schauder.

Pour t = 0, le probleme (P,) est réduit &

—Apup =& (uf)Pt dans Q
—Apus = &(ug )2t dans Q

Uy, ug =0 sur Of).

En tenant compte du choix des constantes &; et &, ce probleme n’a que la solution triviale
u; = 0, 7 = 1,2. De la définition du degré de Leray-Schauder, il s’ensuit que la seconde

égalité dans (3.2.7) est vérifiée, ce qui acheve la preuve. [ ]

3.3 Existence de solutions nodales

Démonstration du Théoreme 3.1.1. Du théoreme 2.3.1, il est établie que le probleme

(P) admet une solution positive maximale (u; 1, us +) et d’une solution négative minimale

(uy,,up,) dans CH7(Q) x C1(Q), v €]0, 1].
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Dans 'optique d’établir 'existence d'une troisieme solution au probleme (P), on fixe
R > 0 tel que la conclusion de la Proposition 3.2.2 reste vraie. De plus, on peut choisir
R > 0 assez grand de sorte que chaque élément (uy,us) € [uy,_, ug, ] X [uy 4, Us ]
(voir (3.1.1)) appartient & By. Maintenant nous choisissons R > R, avec R assez grand
de sorte que la conclusion de la proposition 3.2.2 soit vérifiée. Ici, il est essentiel de
noter que R > 0 dans la Proposition 3.2.2 et R > 0 dans la Proposition 3.2.1 doivent
nécessairement vérifier R < R. C'est la conséquence du principe de comparaison faible
appliqué aux problemes (P,) et (P,) en utilisant inégalité f(x, s1,59) < fis(z, s1,52)
pour p.p. x € €, pour tout sy, s € R, ¢ € [0,1], i = 1,2. D’ott 'inclusion stricte By C Bg.

De la définition des homotopies H et N utiliseées dans les Propositions 3.2.1 et 3.2.2,

on peut observer que

H(1,-,-) =N(1,-,-) dans Bp. (3.3.1)

En plus, le degré de Leray-Schauder deg(H(1, -, ), Br\0B,0) de H(1,,-) sur Bg\ Bj est
bien défini car il a été montré dans les propositions 3.2.1 et 3.2.2 que H(1,-,-) et N (1, -, ")
ne s’annule pas, respectivement, sur 0Bg et OBp. Alors la propriété d’excision du degré

(voir la propriété (iv) de 1.3.2 ) implique
deg(H(1,,-), Br,0) = deg(H(1,-,-), Br\0B, 0),
tandis qu’en vertu de la propriété d’additivité de domaine du degré, on a
deg(H(1,,+), Br,0) = deg(H(1,-,-), Bz, 0) + deg(H(1,-,-), Br\Bj3, 0).
En combinant les égalités précédentes avec (3.2.1) et (3.2.7), nous en déduisons
deg(H(1, "), B\Bg, 0) = —1.

Par conséquent, il existe (uy,u20) € Br \ By telle que H(1,u; 9, u20) = 0. Cela implique
que la paire (uy,u20) est une solution de systeme (P) dans Bg \B_R
Comme (uy0, u20) € Br \ By et que le rectangle ordonné [uy —, ug ] X [uy 4, ug ]

(voir (3.1.1)) est contenu dans Bp, alors

(U1,07u2,0) ¢ [UL*?U’Q,*} X [U1,+>U2,+]-
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En particulier, noter que

(u1,0,U2,0) # (U1, u2,4) et (uro,uz0) # (U1, ua,-),
donc (uq 0, ug0) est une troisieme solution non-triviale du systeme (P). En plus, le Théoreme
assure que (9, uz0) € CH7(Q) x CH7(Q) avec v €]0, 1].

Il reste a montrer que la solution (uj g, u20) du systeme (P) est nodale, dans le sens
que les composants u; o et uz o sont tous deux non triviaux et ne peuvent étre du meéme
signe constant. Supposons que la solution (uj,us0) est de signe constant, par exemple
positive. Donc

uio >0 et ugo >0 dans
En répétant la preuve du Théoreme 3.1.1, on obtient
{(ui s u4); (B, Ky} et {(wi0,u20); (K7, Ky)}

forment une sous et sur solutions pour le systeme (P). En appliquant le Théoréme 2.2.3,

il existe une solution (uq,us) du probleme (P) avec
max{u; ,uo} <u; <k, i=1,2. (3.3.2)
En raison de la maximalité de la solution (uj 4, us 1), on déduit de (3.3.2) que
Ui < U = Uiq, 1= 1,2

Cela revient a dire que (uq,0, ugp) vérifie (3.1.1). Ainsi, du choix de Bp, il en résulte que
(u1,0,u20) € By ce qui contredit la localisation (u10, u20) € Br \ Bp. Par conséquent, u; g
et ug ne peuvent pas étre du méme signe constant.

Finalement, nous montrons que u;o et ugp ne sont pas triviaux. En effet, si, par
exemple, usy = 0, il résulterait du méme argument qu’avant une solution (uy,us) du

probleme (P) telle que
max{uy ,u10} < up < ki et ugy = max{ug 4, uso} < up < k.

La maximalité de la solution (uj 4,us 1) implique w9 < ug 4. De la méme maniere nous

obtenons que u;_ < uy 9. Dong, (3.1.1) est vérifié pour

(u17u2> = (U1,0,U2,0) = (U1,070)~
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3.3. Existence de solutions nodales

Par conséquent, de la définition de By on a

(w1,0,u20) = (u1,0,0) € Bp,

ce qui contredit le fait que

(w10, u20) € B\ 3_1:3-

Donc, u; et ugy sont non triviaux, ce qui nous permet de conclure que la solution

(u1,0,u20) du systeme (P) est nodale. |

Exemple d’application
On considere les fonctions de Carathéodory f; : R x R — R, ¢ = 1,2, définies comme

suit :

PE2(O(si)ms + |

ki_28i(1 + ‘Sj

w(s;)]|si Py Vs < 0,

fi(51,32) =

w(si) [P (O(si)m) + (1= 0(s:)J;) + 527 1+ |s5) 7, Vs >0,
(3.3.3)

pour tout s; € R, i =1,2, j = 1,2 et i # j, avec 0 € C.(R) telle que § = 1 sur [—1,1] et
w € C(R),w > 0, qui vérifie

w(s)=1si|s|<1louls| >3

et w(£2) = 0.

On fixe les constantes
iy Pi Z 07 k’wa E]Oa 1[ et i, ‘]Z > )\1,p,--

On peut vérifier aisément que les hypotheses (H1’), (H2"), (H3) et (H4) sont vérifiées.
Dong, le Théoreme 3.1.1 est applicable pour le systeme (P) avec les non-linéarités f; et
fo données par (3.3.3). Par conséquent, le systeme (P) admet au moins trois solutions
non-triviales : une solution positive (u; 4+, ug 1), une solution négative (uy _,us_) et une

solution nodale (ug,u20).
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