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Historique

sEST Euler qui commenga la théorie analytique des nombres en établissant la formule de
Cg sommation d’Euler-Maclaurin en 1732, puis vint le produit d’Euler en 1737. 11 développa
aussi la théorie des partitions appelée la théorie additive des nombres en 1740. La fonction de
partition p(n) est le nombre de fagons différentes d’écrire n comme somme d’entiers strictement
positifs. En 1748, Euler montra que la série génératrice des partitions est identique au produit

+o0
infini H(l — ¢")7!. En utilisant la récurrence Euler prouva en 1750 le théoréme des nombres
k=1
pentagonaux :
R (3m—1) Bm+1) =
L+ Y0 (5 4 ) = [T - )
m=1 m=1

(pour ¢q € C tel que |g| < 1). Cette formule est le premier exemple des g-séries et en méme temps
le premier exemple d'une fonction théta. En outre, Euler découvrit les deux premieres fonctions
g-exponentielles, un prélude au théoreme du ¢-binome et introduit en méme temps un opérateur
qui avait conduit plus de cent ans plus tard a 'opérateur ¢-différentiel. Encore un autre exemple
de g-séries : le résultat de Gauss qui a été publié en 1866 (soit 11 ans apres sa mort) :

+oo (m+1) +o0 1 _ q2m
m=1 m=1

(pour ¢ € C tel que |q| < 1).

En 1853, le mathématicien britannique Norman Ferres explique graphiquement une partition
et son conjugué par un tableau des points ou de nceuds.

Le g-calcul a été développé dans la période 1893-1950 par des grands g-analystes comme
Ramanujan, Waston, Jackson, Bailey, Dauman, Pringsheim, Smith, Warel, Mac Mahon, Carmi-
chael, Mason, Ryde, Bir Kho, Adams, Starchar et Trijitzinkey. Certains ont travaillé sur les séries
g-hypergéométriques alors que d’autres ont travaillé sur les équations g-différentielles.

A partir de 1904, le mathématicien anglais Jackson avait publié un certain nombres d’articles
consacrés entierement aux g¢-calculs. En 1910, Jackson a introduit la notion de la g-intégrale
définie. Il a également été le premier a développer le ¢g-calcul de maniere systématique. Dans la
seconde moitié du vingtieme siecle, il y avait une augmentation significative d’activité dans le
domaine du g¢-calcul qui est dii a ces diverses applications du g¢-calcul en mathématiques et en
physique.

A nos jours le g-calcul reste un domaine de recherche et d’actualité.



Introduction

E mémoire n’a pas d’autre objectif que de donner un coup de projecteur sur une notion assez
Cg simple dans 'esprit de départ, qui rapidement par ses ramifications conduit a des études
délicates, toujours d’actualité, qui seront évoquées plus bas. L’idée d’introduire des parametres
dans des développements en série de “fonctions ordinaires” n’est pas nouvelle ce qui a donné
naissance au g-calcul.

Le g-calcul est I'intitulé moderne utilisé pour 1’étude du calcul sans limite qui est une ancienne
branche classique des mathématiques, retracée a Euler et Gauss avec d’importantes contributions
de Jacobi et Jackson. Au cours des dernieres années, cette extension a plusieurs applications dans
différents domaines mathématiques dont la théorie des nombres, la combinatoire, les polynomes
orthogonaux, les fonctions hyper-géométriques de base et d’autres sciences : physique, mécanique
et la théorie de la relativité.

Dans ce mémoire, nous commencons ’étude du g-calcul, au premier chapitre, par définir les ¢-
analogue de quelques notions : différentiation, dérivation et les coefficients binomiaux qui sont
bien définis par ce qu’on appelle les nombres de Gauss, ces derniers donne lieu au triangle d’Al-
Karaji. Nous présentons ensuite la notion du symbole de Pochhammer qui conduit a une nouvelle
méthode de calcul. Avec cette notion, de nombreuses formules deviennent tres naturelles et aussi
plusieurs polynomes et fonctions prennent une forme tres agréables, ainsi des grands théoremes
se démontre aisément. Nous donnons en dernier les g-analogues de la fonction exponentielle et
des fonctions trigonométriques.

Le deuxieme chapitre est consacré au ¢-analogue de la formule de Taylor et ses applications
(Gauss, Heine, Euler).

Le troisieme chapitre aura pour objet de démontrer le théoreme g-binomial généralisé et de re-
trouver, le théoreme de Gauss, le théoreme de Heine et les deux identités d’Euler.

Le quatrieme chapitre comprend deux sections principales : les g-primitives et les intégrales de
Jackson.

Le cinquieme chapitre donne la glorieuse formule du triple produit de Jacobi et ses applications
a la combinatoire.

Le sixieme chapitre nous permettra d’utiliser les résultats développés dans les parties précédentes
pour introduire les partitions.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude des fonctions arithmétiques élémentaires, telles que d(n)
(nombre de diviseurs de n), ro(n) (nombre de décompositions de n en somme de deux carrés),
etc. On utilise essentiellement des outils analytiques, tels que les séries génératrices, les séries de
Lambert, et la formule du triple produit de Jacobi. On obtient ainsi une formule pour ry(n) et
pour 74(n), nombre de décompositions de n en somme de quatre carrés.



Pour étre versé dans une sciences,
en connaitre tous les aspects
et s’en rendre maitre, il faut
en prendre le contrdle, en com-
prendre les fondements, en ana-
Iyser les problémes et parvenir a

passer des principes aux appli- Préliminaires et définitions

cations. Faute d’un tel chemine-
ment, on ne saurait prétendre a
la maitrise.

Ibn Khaldiun

OUR le contenu de ce premier chapitre, nous avons choisi de présenter certaines définitions sur
r_@ lesquelles nous établirons les g-analogues des formules des chapitres suivants. Nous avons
complété ce chapitre par un préliminaire sur les coefficients g-binomiaux et quelques g-analogues
des fonctions usuelles. Une question vient assez naturellement : c’est quoi un g-analogue? un
g-analogue d’un théoreme, d'une identité ou d’une expression est une généralisation impliquant

[1Pwh]

un nouveau parametre “q” et qui se spécialise en théoreme original lorsque 'on prend la limite
quand ¢ tend vers 1.

1.1 La ¢-différentielle et la ¢-dérivée

Définition 1.1.1. Soit f une fonction réelle d’une variable réelle. On appelle q-différentielle
de f, que l'on note dyf, la fonction définie par :

def(x) := f(gz) — f(x). (1.1)

Exemple : On a pour tout entier naturel n :
dy(z") = (qz)" — 2" = (¢" — 1)a".

La g-différentielle d’'un produit de deux fonctions est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle. On a :

dy(f(x)g(x)) = [(2)dgg(x) + g(gr)dy f (2). (1.2)

Et par symétrie, on aura :

do(f(2)g(x)) = flqr)deg(x) + g(2)dy f (). (1.3)

Démonstration. On a :

dy(f(2)g(x)) = [flgr)g(qz) — f(x)g(x)

flgr)g(qr) = f(x)g(gx) + f(x)g(gz) - f(x)g(x)
= (flgr) = f(x)) g(qr) + f () (9(gz) — g(x))
f(@)dag(x) + g(gz)dy f ().

En ce qui concerne la seconde identité, on ajoute cette fois f(qx)g(x) et on le retranche pour
aboutir au résultat, ce qui acheve cette démonstration. O

3
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Définition 1.1.3. Soit f une fonction réelle d’une variable réelle. On appelle q-dérivée de f,
que l'on note D, f, la fonction définie par :

_ df(z) _ flgx) — f(z)
Duflw) i= = = S (1.4)

La proposition suivante mene a la ¢-dérivée d’un produit et d’un quotient de deux fonctions.

Proposition 1.1.4. Soit f, g deux fonctions réelles d’une variable réelle. On a :

Do(f(2)g(x)) = flqz)Deg(x) + g(2) Dy f (). (1.5)
Do (f(2)g(x)) = f(x)Deg(x) + g(qx) Do f (2). (1.6)
f (x)) 9(x)Dyf(x) — f(x)Dyg(x)
D = . :
ave o(@glar) o
f (w)) _ 9(qz)Dyf(x) — f(dx)Dyg(x)
n(55) - $@alar) | (18)
Démonstration. D’apres la définition ?? et 'identité (??) , on a :
d
D,(f(x)g(w)) = /Do)
_ flgr)deg(x) + g(x)dy f(2)
B dy(z)
dqg(l’) dqf<x)
f(qx)m +g(z) 4 ()
= [flgz)Dyg(x) + g(x) Do f ().
la seconde identité du produit de deux fonctions s’obtient en changeant les roles de f et g.
On prouve maintenant 'identité (?7).
En appliquant I'identité (??) pour g(ac)% = f(x) , on obtient :
f@)\ | f) _
o), (13 + L Dygte) = D10
D’ou
D (f(ﬂf)) _ 9(@)Dyf(x) — f(x)Dyg(x)
"\g(2) 9(x)g(qz) '
Si on applique 'identité (??7) , on obtient la seconde identité du quotient de deux fonctions.
Ce qui donne les identités requises. O

Regle de composition pour la ¢-dérivée :

Apres avoir déduit la regle de la g-différentiation du produit et du quotient de deux fonctions,
on peut s’interroger sur une regle pour la différentiation de la composition de deux fonctions.
Cependant, il n’existe pas de regle de composition générale pour les g-dérivées. Une exception est
la différentiation de la fonction de la forme f(u(z)) telle que u(z) = ax® avec a,b des constantes.

4



Dy[f(u(2))] = Dylf(az")
flag’®) — f(ax")

qr — T

f(aga) = f(az®) ag'a® — az

aqbzb — axb

qr — T

f(qPu) — flu) u(qr) — ufz)

b

q°u — u qr —

Dy[f (u(x))] = (Do f) (u(x)) Dgu ().

Par contre, si par exemple u(z) = z + 22 ou u(x) = sinz , la quantité u(qr) ne peut pas étre
exprimée en termes de v de maniere simple et donc impossible d’avoir une regle de composition

générale.

1.2 Quelques g-analogue des expressions usuelles

Avant de donner le g-analogue de (z — a)", définissons d’abord le g-analogue de n et celui de

n! qui sont introduits dans la définition suivante :

Définition 1.2.1. Soit n € N, on définit le g-analogue de n par :

le q-analogue de n! est défini par :

1 S1
nl,! =
"l {mq[n S, s

(1.10)

Définition 1.2.2. Soient x,a € R. Les q-analogue de (x — a)™ et (x + a)™ sont définis respecti-

vement par :

oo =1
" |@+a)(rtqga)- (g a) si on>10

st n=20

(r—a)(x—gqa)---(x—q¢"ta) si n>1

st n=020

Cette derniere définition permet de formuler la proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.3. Soient x,a € R. Pour tout n € N*, on

a !

Dy(z & a)y = [n]y(z © a)y™".

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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Démonstration. Pour n = 1, I'identité est triviale. Supposons pour la suite que n > 1.0n a :

(qr S a) — (S o)

Dy(x © a)y CE)

_ (g —a)(qr —qa) - (qx — ¢"'a) — (x — a)(x — qa) - (x — ¢" " 'a)
(¢ —1)x
_ (qr —a)g" Yz —a)(z —qa) - (z — ¢" 2a) — (z — a)(z — qa) - - - (x — ¢" 'a)
(¢ — 1)z
— (r—a)z —aa)--(z —q"2a (g —a)g" ™ — (z — ¢"ta)]
= @) g) (- g a) o
= (z—a)(x—qa) - (v — n_2a—(q"—1)x
= (z—a)(x—qa) -~ (z—¢ >(q—1):1:'
- (qn B 1) n—2
= op e -
= [nl(z©a)y™,
ce qu’il fallait prouver. 0

Le corollaire suivant est immédiat.
Corollaire 1.2.4. Soient x,a € R et n € N*. On a :

(zea)y (zoa);™

i 1.14
! [n],! [n —1]! ( )
Proposition 1.2.5. Soient z,a € R et n,m € N. On a :
(zoa)]™ =(zr0a))(z0q"a); (1.15)
Démonstration. On a :
(z0a)y™ = (z—a)(z—qa)-(z—¢"a)(w —¢"a)- (v — ¢""" "a)
= ((z—a)(z—qa)--(z—¢"'a))((x — ¢"a)(z — q(¢"a)) -~ (z — ¢""'q"a))
= (zoa)f(zeqma)y,
Ce qu'il fallait prouver. ]
Remarque 1.2.6.
1. En général, on a : (v ©a)]™™ # (x © a)y(x —a)y
2. Si l'on autorise de prendre dans identité (77), m = —n, on obient la définition suivante

-n .

pour (r © a),

1
T (zegqra)y

En distinguant les cas, la formule 7?7 se généralise aux exposants entiers. On a :



Proposition 1.2.7.
Vn,m € Z: (zoa)]"™ = (zra))(zOq"a).

q

1.3 Les coefficients g-binomiaux

Cette partie est une petite introduction aux nombres de Gauss qui sont aussi appelés les
coefficients g-binomiaux et quelques propriétés de ces derniers.

Définition 1.3.1. Pour n,j € N, avec n > j, on définit :

n - [n]q[n_l]q"'[n_j+1]q
5y = 7
_ [n]q'
Flg!n — 14!

Ces nombres s’appellent les coefficients g-binomiau.

Remarque 1.3.2. Quand q tend vers 1, B‘}q tend vers le coefficient binomial usuel (?)

1.3.1 propriété des coefficients ¢-binomiaux

Proposition 1.3.3. soient n,j € N,q € C avec | ¢ |< 1,0n a alors :
1.
m z[ " } (1.16)
J q L J q
2.
m = {7.‘ B 1] + o {” N 1] (1.17)
il, -1, i,
3.
Tn—1 1
m =g {”. } + {” . } (1.18)
], J—1], i,
Démonstration. 1. Démontrons l'identité (?7?) :
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2. Démontrons la formule (77) :
pour 1<j37<n-—1 ona:

)y = l+ag+a+-+q¢""
= (I+q+¢+-+¢ ) +d(1+q+¢+-+¢"77)
= g+ n—l

On substitue [n], par [j]; + ¢/[n — j], dans ce qui suit, on trouve :

[n} [n],! _ [n — 1]g![nq
q Ulaln =3l [n = Jldlld!
[n — 1! ([5]y + ¢ [n — 3]y
[n — jlg! ]!
[n — 1!

T + . .
[ =l =gt 7 [letln =5 = 14!
B [n—l] +qj[n—1]
J—1], J

3. En appliquant les formules (??) et (?7), démontrons la formule (?7?) :
H A R e A
. = | o= . +q .
ap n=il, i1, Tl

_ {n—l} 4 g [n—l}
i, j—1],

Ce qu’il fallait démonter. O

Remarque 1.3.4. Avec les relations de récurrence (7?) et (?7), on peut représenter les coeffi-
cients q-binomiaux par le triangle d’Al-Karaji.

1 (2], I

11315 (3], 1

1 (4], q* + (5], (4], '

1oIsly,  q?[2]g + (7], 4%[2)4 + (7], 1514 !

I [ P el 8 V0 ] PR o o ol e o P B L5 q* +q7l4l, + 9], [6lq .

i (Al [71, + q*[4], q* +q®+q° + @51, + %17, q"+q°+q” +q%I5l, + ¢*17], f7]“‘ +q*[4], Tl 0
+q*[9], +[131, +[13], +q*[9],



1.4 Symbole de Pochhammer

Nous introduirons dans cette partie le symbole de Pochhammer qui nous permettra de sim-
plifier certaines formules intéressantes qui seront tres utiles pour la suite.

Définition 1.4.1. Pour q,a € C, n € N avec |q| < 1, on définit le symbole de Pochhammer
(a;q)n ,a€C,neN

(@:q)n = (1©a)
Pour n tendant vers l'infini, on a :

(a;¢) = lim (a;q),

n—-+4o0o

= (1-a)(1—qa)(1-¢%a) -

= H(l — qka).

k=0

Remarque 1.4.2. En utilisant le symbole de Pochhammer, on peut établir de nouvelles expres-
sions pour le q-factoriel ainsi que les coefficients q-binomiaux. En effet on a :

(G0 =

1—q)"[1]g[2]g -~ [nlg
1 —q)"[n],!
D’ou, Vn € N :
(G
[n],! = —(1 mpary (1.19)

Pour n, k € N, en utilisant l’équation (7?), on a :

(¢;9)q
m I )T L—q" _ (@D
. K=k @k (@ De-k (GG D0k
(1—q)* (1 —g)"*

1.5 Le g-analogue de quelques fonctions usuelles

Dans cette derniere partie, nous reformulons quelques fonctions connues par le biais du ¢-
calcul :
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1.5.1 Le ¢g-analogue de la fonction exponentielle

Définition 1.5.1. Soient x € R, | q |< 1 et j € N, le g-analogue de la fonction exponen-
tielle e* est :
+oo
€q = Z 7l
j=0

Un autre g-analogue de la fonction exponentielle :

“+o00

" G-u
B =" = (1 (1 - g)a)
=0 [7]4!
On a aussi :
T
J=a 1
q - )
(1-— x)go
en effet,
1 +o00 l’k
- = la seconde formule d’Euler
(1 =) ,;(1—61)(1—&)---(1—%) ( )
2k
B f (1—¢g)*
= 2 3 2
k=0 1-¢'1 qul—q
1—qg 1—¢q 1—g¢q
T g T
ey _6(1—Q>
— = e, ,
2,
Ou encore,

- (- go)F
qui s’obtient aisément de la précédente en remplacant “z” par “(1 — q)(l%q)”.

Signalons quelques propriétés des deux g-analogues de la fonction exponentielle. Commencons
par préciser que la fonction exponentielle garde son comportement classique pour la notion de

g-dérivation.

Propriétés des deux g-analogues de la fonction exponentielle :
1. Dse, = ey.
2. DE; = EF.
3. g " =Eje, " =1.

Démonstration.
—+o00 oo . oo s 400 .
T D 33'3 .’L"J 1 ! ! []] @’ T
1. D‘leq_z Z q :ZT: =
j=0 j=1 j=1 [] }Q' j=0 [j]q



.eq

q

Démonstration.

o l;(rl—sz)

— ST1 T2
eq eq.

— T xr2
= B,

(zr14x2)
eq

+oo i +oo -
_— 6=y Do’ 3G [f]q@? !
Paby = ST IRP SC i
=0 q j=1 q
too i—1 +oo j
G-y a7 iG=1 . a7
= q 2 —= q 2 q-].—
; 7= 1! ]Z:;‘ 714!
<X G- ¢’ v’ -
= Zq Gl e
=0 Jla*
1
e B " = (14 (1—q)x)r
e (1—(1—q)z)yr /
o 1 xr —XT
= (1+(1- q)x)q (D = Eje,
q

= 1 < n kE n—k
%[ lo Z M‘”

n=0 k=1
+o0o n
1 n—Fk
> T
L Rl — k]!
“+oo “+o00 n —+00 —+00
L1 Lo
W W (car Z Uy, Z Uy,
n=0 n=0 q n=0 n=0
e;‘"leff

11

Proposition 1.5.2. Soient x1 et x5 deux nombres complexes, alors on a :
(z1+22)
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[ ]
qn(n 1)
(z14+x2) __ n
E; = (71 @ 22)y
n(n—1)
q 2 k(k=1) |7
= 5 g q 2 | ahayk
q q
400 n n(n— 1)
q > ’“U“ 1 [n]q k. n—k
- ZZ I 122
n(n—1) n(n—=1) 400 400 400 n
= 2 xl ~q 2 xz _
= (car Uy, vy, = UpVn—k)
) n=0 n=0 n=0 k=0
_ T1 T2
— Eq Eq .

1.5.2 Les ¢g-analogues des fonctions trigonométriques

Les g-analogues des fonctions sinus et cosinus peuvent étre définis en analogie avec leurs
expressions bien connues d’Euler en termes de la fonction exponentielle.

Définition 1.5.3. Soient © € R,q € C avec | q |< 1. Les g-analogues des fonctions
trigonométriques sont :

T ,—iT T —ix
. o €q eq S _ Eq Eq
8iNgT = ————, NGT = ————————.
21 21
T —iz T —iT
e tey o B Ej + E,
COS,T = —s 084T = -
Propriétés des deux g-analogues des fonctions trigonométriques
e ¢f = E7 alors |siniz = Sing, cosix = Cos,x |.
q q q
o ¢, B, 7 =1,
1T T —ix [ —IiT 1T T —ix [—iT __
o _quq +e,"E/T+2 s B e B+ e E, 2 !
cos,xCos,x = et singrSingr = — alors
4 4

cosqxCosgx + singrSingr = 1|.

Qui est le g-analogue de 'identité sin’x + cos®z = 1.

e En appliquant la regle de dérivation des fonctions composées pour u(x) = iz, on obtient :

D,singx = cos,x, D,Singz = Cos,(qx)
D,cos,x = —singz, D,Cos,x = —Sing(qx)
BT @ Ve

12



C’est avec la logique que nous
prouvons et avec l'intuition que
nous trouvons.

Henri Poincaré

Le g-analogue de la formule Taylor

AINTENANT que nous avons introduit la g-dérivée, il est raisonnable de s’interroger si nous
% pouvons retrouver des théoremes analogues a ceux du calcul classique. En fait, il y’a un ¢-
analogue du théoreme de Taylor, mais avant de le prouver, nous allons citer le théoreme classique
de Taylor généralisé.

2.1 La formule de Taylor généralisée

Théoréme 2.1.1. Soient xo € C, L un opérateur linéaire de C[X| dans C[X] et (By)nen une
suite de polynomes satisfaisant les conditions suivantes :

1. Bp=1
2. L(By) =0
3. degB, =n
4. L(B,) = Byp_1,¥n > 1
5. Bp(xg) =0,Yn >1
alors , VP € C[X], on a :
deg(p)
P(x) = p  (L"P)(x0)Bn(x). (2.1)
n=0

Démonstration. Comme deg(B,) = n,(¥n € N), alors la famille (By, By, By, ...) constitue une
base pour C[X].
D’autre part, en utilisant 1,2 et 4, on montre immédiatement que pour tous n,k € N, on a :

Bk—n sik 2 n

0 sik<n (2.2)

(L"By) = {
Etant donné maintenant P € C[X], on peut I’écrire sous la forme :
P(z) =Y M\Bi(). (2.3)
k=0

Déterminons les A\, (k € N) :
Pour n € N donné, en appliquant 'opérateur L™ aux deux membres de 'identité précédente et

13
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en se servant de 'identité (?7), on obtient :

(L"P)(z) = Z)\k(Lan)(x>

D’ou .
(L"P)(x0) = Z NeBr—n(20).

En remplagant A, par (L"P)(z),Vn € N dans la formule (??) ,on obtient :

—+00

P(x) = ) (L'P)(x0)By()
deg(P)

= 3 (L*P)(0) Bla),

k=0
qui est bien la formule requise. [

Déduction de la formule de Taylor usuelle :
Pour xg € C et pour tout n € N |
(x — xo)"

Balw) = n!

On prend L = D ('opérateur de dérivation). On vérifie alors aisément que toutes les conditions

du théoreme 77 sont réalisées, ce qui donne la formule de Taylor usuelle .

Remarque 2.1.2. On peut monter que la formule de Taylor généralisée est wvalable plus
généralement pour une série formelle de type :

+o0
k=0

pour tout k € N avec Cj, € C .

2.2 Le ¢g-analogue de la formule de Taylor

Théoréme 2.2.1. VP € C[X] et Va € C, on a :

qui est appelée g-analogue de la formule de Taylor.

14



CHAPITRE 2. LE Q-ANALOGUE DE LA FORMULE TAYLOR

Démonstration. .
Il suffit d’appliquer le théoreme ?? pour xg = a et B,(x) = (x[;a!)q , YneNet L=D, Notons
juste que la propriété LB, = B, _; est donnée par le corollaire ';‘7 O

Remarque 2.2.2. Le g-analogue de la formule de Taylor est valable plus généralement pour les

séries formelles de type :

avec ¢ € C, pour tout k € N.
En particulier, si a = 0, ces séries formelles sont de type usuel :

(0.9}
E C%xk.
k=0

2.3 Application sur le g-analogue de la formule de Taylor

On applique maintenant ce résultat afin de prouver les deux formules g-binomiales de Gauss
et de Heine.

2.3.1 La formule ¢-binomiale de Gauss

Théoreme 2.3.1. Pour tout x,y,q € C

n n (n=k)(n—=k—=1) M n—
(r+y), = Zq72 [k} gk
k=0 q

I
3
L)
=
=
|
—
> 3
=
Q
&
7
ol
<
bl

Démonstration. Soit n € N | Fixons y € C et appliquant le g-analogue de la formule de Taylor
pour le polynéme P(z) = (v +y)y en a = 0. On obtient :

P(z) =) _(Dq[i]—)! & (x—0)f=>" —(Dq[f:])! ©) o (2.4)

k=0 k=0

Mais d’apres la formule de la proposition ?? (qu’on itére plusieurs fois), on trouve :

Dir+y)y = [l — g o=+ Uyl 4+ y)5 "

= —[n[ﬁ]i]q! (x+y)n "

hﬂq! n—k—1

= et et (@t y).

15
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D’ou
(DP)0) = )
_ [ [n]i] 'q1+2+-+(n—k—1)yn—k

En reportant ceci dans (?7), on obtient facilement :

(n—k)(n—k—1)

n [”]q! n—~k, .k
n k14 z
(+y); = D * ,
[K]g!
k=0 q
n k k—1
k
k=0 q

Ce qui n’est rien d’autre que la premiere formule du théoreme. la seconde formule s’obtient
simplement via un changement d’indice de sommation &' =n — k
O

2.3.2 La formule ¢-binomiale de Heine

Théoreme 2.3.2. Pour tousx € C et n,k € N, on a :

1 iln+k—1] .
—_— = x”.
Mea; ZL Kk

Cette formule est connue sous le nom de la formule q-binomziale de Heine .

La démonstration de ce théoreme nécessite le lemme suivant :

Lemme 2.3.3. soit x € C et n,k € N alors

k 1 :[n]q[n+1]q"'[n+k_1]q
2 () (Eh

Démonstration. On a :
1 1

(i) -

q




CHAPITRE 2. LE Q-ANALOGUE DE LA FORMULE TAYLOR

En réitérant plusieurs fois, on tire :

zﬁ(( 1 ):ZMMn+H¢~M+k—1M

1L—x)n (1 —z)ptr
]
Revenant a la démonstration du théoreme de la formule de Heine,
Démonstration. En appliquant le g-analogue de la formule de Taylor pour la série entiere
S(x) = ﬁ, et en servant de la formule du lemme précédent, on obtient :
—x n
q
- clnt k-1 n+k—1 )
Z [ I = -
k=0 T k=0 q
m

2.3.3 Les identités d’Euler

A présent que nous avons ces deux dernieres formules, on peut se demander ce qui se passe
quand n tend vers I'infini. Dans le cas classique, les deux membres tendent vers l'infini et nous
n’extrayons aucune information nouvelle, mais ce n’est pas le cas dans le g-calcul. En effet, les
identités suivantes dites d’Euler citées dans le prochain théoreme le confirment.

Théoréme 2.3.4. (Les identités d’Euler) Pour x,q € C, avec | q|< 1, on a :

o +oo @ xk

(lez)” = kz_;q I—q)(1—=¢)---(1—g) (2.5)
1 +o0 .

(Tog)g N ; (1—q)(1—¢?)---(1—g~) (2.6)

Démonstration.

i) Montrons la premiere identité d’Euler (?77?) :
D’apres la formule ¢-binomiale de Gauss, on a pour tous x,q € C,

(@) Zq’“’z . m ",
q

L’identité (??) s’obtient en faisant tendre n vers l'infini dans les deux membres de cette
derniere. En effet, puisque,

lim [n],= lim = . (car|q|<1).
—q
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Alors pour tout £ € N, on a :

n—-+o0o

( )"
im n _ m [n]‘I[n_l]q"'[N—k—i—l]q_ 1—g¢
1 {k} 1 nLJrOO [k]q! [1]q[2]q e [k]q
1
1—q¢)(1—¢>)(1—¢3) - (1 —gF)’

Ce qui conclut a U'identité (77).

ii) Montrons la seconde identité d'Euler (?7?)
D’apres la formule ¢- binomiale de Heine, on a pour tout n € N,

— = x”.
(lox)r kz:; k g

L’identité (?7?) s’obtient immédiatement en faisant tendre n vers linfini dans les deux
membres de cette derniere. Puisque d’apres ce qui précede ,

lim
n—-—+o0o

{n+:—1} - (1—Q)(1—q12)"'(1—qk)'

Alors,
1 - k

<1eq>g°:;u—q)a—q?)---(l—qk)'

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde identité d’Euler. Ce qui acheve la démonstration.

Vu I'importance des deux identités d’Euler, nous avons préféré d’en donner leurs preuves
originales établies initialement par Euler.
Seconde démonstration du théoreme :

i) Démontrons la premiere identité d’Euler : Posons

$k

X ke
f(x):kzzoq 2 (1—q¢)(1—=¢) - (1—¢*)

On a donc :

Ry k(k—1 7)F
flao) =g 7 (a2)

po 1-q)(1—¢* - (1—¢")

18
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D’ou

(1—q¢")a"
1—q)(1—=¢?)---(1—¢q")

_ X e (1 —g")at
= LT T ()

k

flo) = flaz) = Y a7 (

N @
‘Eq -0 —¢) (¢

I+1

B 1(1;1) x
- ZZ(;Q (1-qg)(1—¢*) - (1—4¢")

(En faisant le changement d’indice de sommation [ = k — 1)

fa)— flar —wZ 3 (a2) ~ 2f(gn)
fa I 1—q (1-¢*)-(1-4) w

Ce qui donne I’équation fonctionnelle suivante :

f(z) = (1 +2)f(gz),

par itération, on obtient, Vn € N :

flz) = (1+z)f(qz)
(1+2)(1+ qz)f(¢’x)
(1+2)(1 4 qz)(1 + ¢*x) f(¢°x)

= (1+2)(1+qz)---(1+q"2) f(¢" ).

Enfin en faisant tendre n — oo,on a (puisque | ¢ |[< 1) : ¢" "'z — 0; d’ou f(¢""'z) —
f(0) =1 ce qui conclut a :

f(z) =1+ 2)(1+qr)(1+ ¢*x)---

Ce qui n’est rien d’autre que la premiere identité d’Euler.

ii) Montrons la seconde identité d’Euler : Posons

g(m):;0(1_q>(1_q2)...(1—qk>.

19
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On a donc :

g(z) — g(qx)

S (1—¢")a*
2 (1=q)(1 =g (1—q")

Ce qui donne I’équation fonctionnelle suivante :

Par itération, on obtient pour tout n € N :

k=0
+o0 (1- qk)xk L o
;(1_61)(1—(]2)---(1—(]/%) (1-¢"=0p k= 0)
; (1—q)(1—¢q?) (1 —qgr1) (avec =k —1)
;(1_@(1—(]2)...(1_(]1)
zg(2),

() = ——glqr).

g(r) = 1_i:rg(qx)
L 2
T (-o)(- qx)g(q x)

- ! (¢*2)
D DT 2k

! 7L+1x
= (1—1‘)(1—qx)(1_qnx)g(q )

Enfin en faisant tendre n — oo. On a ( puisque | ¢ |< 1) :
"'z — 0;don g(¢"x) — ¢(0) =1 Ce qui conclut A :

1
1—z)(1—gz)(1—q¢%) -

g(r) = (

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde identité d’Euler. Notre démonstration est achevée.

Remarque 2.3.5. En utilisant le symbole de Pochhammer, les identités d’Fuler s’écrivent :

I k(k—1 xk
(T =Y ¢ 7
k=0

(¢
1 B +oo xk
(T3 q)e = (G Ok

20
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La logique nous apprend que sur
tel ou tel chemin nous sommes
siirs de ne pas rencontrer d’obs-
tacle; elle ne nous dit pas quel est
celui qui méne au but. Pour cela
il faut voir le but de loin, et la

faculté qui nous apprend a voir, Le théor\eme q—blnomlal géﬂérallsé

c’est I'intuition.

Henri Poincaré

ORS de I’étude des coefficients binomiaux, les mathématiciens ont mis au point un théoréme
0% puissant appelé le théoreme binomial généralisé. Il est puissant car il nous permet de trouver
facilement de nombreuses autres identités a coefficient binomial. Nous allons trouver ici le g¢-
analogue du théoreme binomial, appelé a juste titre le théoréeme g-binomial généralisé.

3.1 Le théoréeme ¢g-binomial généralisé

Théoréme 3.1.1. Soit a,b,q € R avec | q|< 1:

(02 @)oo _ io boa)y ,

G

n=0

Démonstration. On applique le g-analogue de la formule de Taylor (vue précédemment) a la série

entiere (075 )oc n 0.
(b3 q) oo
Pour se faire, on a besoin d’établir préalablement les identités suivantes, Vn € N :
Dy((az;q)n) = —alnly(aqe; q)n-1. (3.1)
1 a[n]
D|——r) = ——%—. 3.2
! ((aw; q)n) (a; @)nt1 (3-2)
. ) a
Jlim Dy((az;q)a) = lim ) (4G5 q)oo- (3.3)
1 —a 1
lim D, (— | = —_ 3.4
n—rhoo ¢ ((ax; q)n) ¢ —1(az;q)e (34)

(az; q)oo B (ar;¢)0s 1 b—a
Dy <(bx; q)oo) (b3 q)ee (axs @)1 1 — ¢ (3.5)
5 [ (a5 9) - (ax; q)oo 1 (b—a)(b— qa)
Pa ((bx; Q)oo) (b3 q)e (a3 q)y (1 —q)2 (3.6)
n((@79)\ (a75¢)s 1 bea)r
B (fen) = G @m0 (3.7
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Cette derniere identité (??7) s’obtient en itérant 'identité (??) n-fois.
Démontrons la premiere identité (?7)

Dy((az;q)n) = Dg[(1 —az)y]
(1-— qa:v)g —(1—- ax)g

(¢— 1)z
_ (I—gax)(1 - ¢?ax)--- (1 - ¢"ax) — (1 —az)(1 — qax)--- (1 — ¢"~
(¢— 1)z
_ (I—gax)(1 —¢?ax)--- (1 - ¢"'ax)[(1 — ¢"ax) — (1 — ax)]
(g— 1
n-1a2(1—gq")
= (- (1—q)x

= —a[n]y(1 — qaz);™"
= —alnl,(qaz; q)n-1.

Démontrons la seconde identité (?77?) :

1 1

Dq( 1 ) _ (aqx'q()z__l)(ax-q)n

1 1
1 —aqx)? (- a:v)g) (¢g— 1)z

(i
- ( 1—aqw 1—97”35)_(1—%)---11—61"‘1%))(q—ll)x

B { 11 } 1
B (1—aqa:)---(1—q”*1:v) l—aqrz 1—azx]| (¢— 1)z
B 1 1l—ax—1+aq"x 1
-~ (I-agz)-- (1= ¢ '2) (1 - agz)(1 — ax) (¢ — )z
B 1 %q" —1
- (1—az)(1—aqx)---(1—qz) 2 q—1
. a[n]q
(I —ax)rtt
_ a[nlq
(az; q)y ™t

Démontrons la troisieme identité (?77?) :

im  Dy((ar;q),) = lim —a[nly(aqz; q)n
. 1—-4q"
- nin—/il-oo —a 1— q (aq$7Q>n—1
= ng{go@ p i 1(GQ$;Q)OO car | q|< 1.

22
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Démontrons la quatrieme identité (77?) :

1
lim D,( ) = lim _alnly
n—s—+00 (aa:; q)n n—s 400 (ax; Q)n+1
N T
= lim a
n—too 1 —q (ar;q)ns
. a 1
= lim
n—too 1 — q (ar;q) oo
. —a 1
q—1(ar;q)0

Démontrons la cinquieme identité (?7) :

o (528 =t () ) e

(agz;q)sc a — b

(bz;q)0c g —1

(ax;q)1(aqr; @)y 1 a—0
(075 ) oo (ax;9)1q—1

(ar;¢)0s 1 b—ua

(b7;q)o0 (ax;q)1 1 — g

Enfin démontrons la sixieme identité (?7?) :

5 [ (az;q) oo b—a (az; q)oo

Pa ((baf;Q)oo> T ((aw Q)1 (b3 )oo )
_ b—a { 1 b—a(ar;q)e 1 N (ax;q)oo  a[l], }
=g [(agr;9)1 1= q (023 Q)oo (a59)1 (75 ¢)o0 (a3 )2
_ b—a[ I b—a(ar;q)e  (a2;¢)0 @ ]

1—gq [(az;q)21—q (ba;q)ee (b2 q)o0 (a3 q)2
1 b—a(ar;q)e (b—a

© (amq)2 1 — q (b7 ) (1 —q " a)

(ax;q)0s 1 (b—a)(b—qa)

(073 @)oo (ax59)2  (1—q)*

Grace aux deux dernieres identités (7?) et (??), nous pouvons enfin, déduire par récurrence, la

formule suivante :
n ((ax; Q)oo) _(arg) 1 (bOa)
TNz q)e ) (0759)0 (a5 )1 (1 —q)"
En substituant “z” par “0” dans la formule (??), on obtient :
: boa)
(b:L‘; Q)oo (1 - Q)n

23
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En multipliant les deux membres de 'identité précédente par @, il vient que :

1 ((az;¢) (bea)y 1
[n]q!Dq <(bx;q)oo) O = (1 —q)" [n]y!
~ (boa)y (1—q)n
(=" (9
_ (bea)y
(¢ On

La preuve est ici terminée, nous allons simplement ’écrire plus explicitement pour obtenir 1'ex-
pression désirée.

Appliquons le théoréeme “le g-analogue du théoreme de Taylor” pour p(z) = sz; qi s
T34 )0
+oo +o0
1 (ax; q)oo> (boa)r
D" ’ 0)z" = —— L,
HZ:O [n]q! 1 ((bx; 7)o © nzzo (4:9)n
400
o boa)!
(az;q) _ Z ( )q s
(b3 @)os = (@30)n
Ce qui acheve cette démonstration. ]

Avec le théoreme g-binomial généralisé, nous pouvons facilement obtenir de nombreux résultats
étonnants (Gauss,Heine, Euler), et la preuve en est extrémement simple. Bien stir, chacun des
théoremes suivants a bien une preuve combinatoire, mais nous ne présentons ici que la preuve
algébrique pour souligner la commodité de I'utilisation du ce théoreme.

3.2 Reé-obtention du théoréme de Gauss

soit x,y,q € C,avec | ¢ |< 1,

n—1
1+ 2
@) = [Lo+ ) —an(1+ Ly —an L2

z’1 (1+ )

)
Développons maintenant———-2-%
o I+ Dy

I+92 (L9 <= (—¢"@Df <y>’f

I+ady (—Lads = (Gox \z
Or
- (—¢"+¢’)
(—¢"® g _ g _A-de—g) (@ —a) e (g5)
(45 9)k (@ Q)x (¢:9)r) (¢ k(@ QD

Finalement, on obtient le théoreme ¢-binomiale de Gauss :
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Théoreme 3.2.1. Pour tout x,y,q € C

n " k- [n e
@+wq:§:qz h}x ko
q

3.3 Ré-obtention du théoreme de Heine

On a: .
(=2 (1-2) (23 ¢) o0
On applique le théoréeme g-binomial généralisé avec b = 1 et a = ¢", on aura alors :

I

1 R0edy e Rttt (1
(1—”5)2_; (: 0 ,; (9

D’ou
| o3 -

m:;((qqn+k1 Zo[n—i-k‘—l}qu‘

; “ (6 k(G Onr

3.4 Reé-obtention des deux identités du théoreme d’Euler

On constate que :(1 + 2)5° = (—=;¢)s ; on applique le théoreme g-binomial généralisé avec
b=0et a=—1, on aura :

~ (0@1qk (k—1) xF
(o) = Z Zq2 1=q)(1=¢*)(1—¢~)

— (G

ce qui est bien la premiere formule q—bmomlale d’Euler.
En appliquant la théoreme g-binomial généralisé pour b =1 et a = 0, on aura :

1 1 R | & k

(1oz)F ~ (@54)w :;m;q)k“” :kzzo(l—Q)(l—q?)'“(l—q’“)'

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde formule g-binomiale d’Euler.

3.5 Le théoreme mi-généralisé de Heine

Le théoreme suivant est tres cité et tres utilisé dans la littérature mathématique sur le g-calcul.

Théoréme 3.5.1. Soit z,a,q € C avec | q|< 1, on a :

“+o00
am q
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Démonstration. 11 suffit de prendre b = 1 dans la théoreme 77?.
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Je réve d’un jour ou l’égoisme ne
régnera plus dans les sciences, ot
on s’associera pour étudier, au
lieu d’envoyer aux académiciens
des plis cachetés, on s’empressera
de publier ses moindres obser-

vations pour peu quelles soient Les intégrales de Jackson

nouvelles.

Evariste Galois

USQU’a présent nous avons parlé de la g-dérivation. Dans ce qui suit nous introduirons les
f intégrales de Jackson mais commencons d’abord par définir la notion de g-primitive.

4.1 Les ¢g-primitives

Définition 4.1.1. Soit |q| < 1. On appelle un g-domaine tout ensemble D tel que Vx € D, qx €
D.

Définition 4.1.2. Soient f, F' deux fonctions réelles définies sur un q-domaine D C R. On dit
que F(x) est une q-primitive de f si :

Une q-primitive de f est désignée par :

On traite ici un exemple :
Soit F(z) =2""", neN.Ona:

n+l _ .n+l n+l _ 1 n+1 n+l _ 1
DqF(I) _ (qu) — X _ (C] — )l' _ q — " = [n + 1]q:L'n
(¢ — 1) (¢ — 1)z q—1

Ce qui montre que, F/(x) = 2" est la g-primitive de f(z) = [n + 1],2"

Proposition 4.1.3. Soit 0 < q < 1. Toute fonction [ définie sur un q-domaine D admet au
plus une q-primitive qui soit continue en x =0 (d une constante additive prés).

Démonstration. Soient Fi, F5 deux g-primitives de f qui sont continues en z = 0 soit ¢ = F} — F5.
La fonction ¢ est continue en x = 0 (car c’est une différence de deux fonctions continues en 0).
On a de plus :

Dq¢:Dq(Fl_FZ):Dq(Fl)_Dq(FZ):f_f:O-

D’ou :

o(qr) = ¢(x), Vr € D.
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Par itération, on obtient Vn € N,Vn € D.

o(z) = ¢(qz) = (¢°x) = - - - P(q"x).

D'ou ¢(z) = ¢(¢"z) Vn € N,Vz € D.
En faisant tendre n — oo, il vient que ¢(x) = ¢(0), (Vo € D) (car ¢"x — 0 lorsque n — +00).
Ce qui montre que ¢ est constante. ]

4.1.1 La ¢-primitive d’une série entiere

+00
Soit la série entiere f ou f(x) = Z anx". Une g-primitive de f est donnée par :

n=0

n+1

[ 1= > ma

(voir 'exemple précédent).

4.1.2 Formule pour la ¢g-primitive continue en 0 et qui s’annule en 0

Soit f une fonction définie sur un g-domaine et F' une g-primitive de f, continue en 0 et qui
s’annule en 0. On a :

D,F = f,
C’est a dire : Flqr) — F(x)
qr) — F(z)

Ce qui implique
F(z) - Flgz) = (1 — 9o f(2).
En substituant successivement dans cette derniere z par gz, ¢°z, -+ -, ¢"x (n € N), on obtient :
F(qz) — F(¢*z) = (1 - q)qz f(qx)
F(¢’z) — F(¢’z) = (1 - q)¢*x f(¢*x)

F(q"z) = F(¢""'z) = (1 - q)q"zf(q"2)
En sommant membre a membre toutes ces égalités, on obtient :

n

F(z) = F(¢""'z) = ) (1 -q)d"zf(¢"x).

k=0

Ona 0<g<1,F continueen 0,F(0)=0 alors quand n — +oo, F(¢""'z) — F(0) = 0.
Ce qui donne (en faisant tendre n — 400) :

—+o0
F(z)=(1—-q)z ) q"f(¢"x).
k=0
D’ou le théoréme suivant :
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Théoreme 4.1.4. Soit f une fonction définie sur un g-domaine et F' une q-primitive de f,
continue en 0 et qui s’annule en 0. On a :

F(z)=(1—-qY_q"f(¢").

4.1.3 Intégrales de Jackson indéfinies

Définition 4.1.5. Soit f une fonction définie sur un q-domaine D. On appelle intégrale de
jackson indéfinie de f par rapport a x, ['expression :

Jp(x) = 1=z Y q"f(g").

Proposition 4.1.6. On suppose que 0 < q < 1 . Sl existe 0 < o < 1 tel que | f(z)x® | soit
bornée sur le q-domaine )0, a], alors lintégrale de Jackson J; converge vers la g-primitive F
de f, qui est continue en 0 et s’annule en 0.

Démonstration.
Supposons qu'il existe M > 0 tel que | f(z)x® |< M,Vx]0,a] Vx € ]0,a],j > 0, on a

| f(z)(¢x)™ |< M.

D’ou : A A
| f¢’2) [< M(¢’z)™

En multipliant par ¢/ on aura Va € 10, a] :
| f(d'2) |< M’ (¢'2)* = Mg/ "z~

En sommant depuis j = 0 jusqu’a l'infini, on obtient :

Vo €10,q].

> | df(gn) < Y Mg Ve < Mot
, , —q
Jj=0 7=0

En multipliant cette fois par (1 — ¢)x, on obtient :

o . . a 1 —q
(1- Q)xz | f(dx) |< 2 g
=0

o0
comme la série du membre de droit est visiblement convergente alors la série (1 —¢q)x Z ¢ fl¢x)
7=0

est absolument convergente ce qui implique qu’elle est simplement convergente vers une certaine
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fonction F(z).
Or quand x — 0, On a :

l—gq

0<|F(z) [ (1—qz ) | df(dx)|< xl*a—l e
j=0

1*0‘% tend vers 0 quand n — +oo alors (d’apres le théoreme des gendarmes),

lim, o F'(z) =0 = F(0). Ce qui complete cette démonstration. O

Comme z

4.1.4 La relation entre la ¢-primitive et I’'intégrale de Jackson

Corollaire 4.1.7. Soit 0 < ¢ < 1,0 < a < 1. Si | f(x)z* | est bornée sur le g-domaine |0, a],
alors lintégrale de Jackson J; est l'unique q-primitive de f continue en 0.

Démonstration.

D’apres la proposition ??, I'intégrale de Jackson est une g-primitive de f qui est continue en 0 et
s’annule en 0. Or d’apres la proposition 7?7 , I'intégrale de Jackson est I'unique ¢-primitive de f
continue en 0.

D’ou le résultat. O

4.1.5 L’intégrale de Jackson de f par rapport a g

Définition 4.1.8.
Soit f, g deux fonctions réelles, 'intégrale de Jackson de f par rapport a g est définie par :

Tnla) = [ Ha)dagla)
— [ H@Digo)as

= (1-a2)_¢f(en)Dg(¢)
+oo Jr) — Jtly
= (1- q)szo qu(qjx)g(q (1)_ qg)(;x )

+00
= 3 F@ o) — ol ),

4.2 Intégrale de Jackson définie

Définition 4.2.1. L’intégrale de Jackson définie d’une fonction f est définie comme suit :
| e == ap Y dr@n, mew
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et

/abf(x)dqx = /Obf(x)dqx — /0 f(x)dgz, (Va,b€R).

Définition 4.2.2. Soient f, g deuz fonctions réelles, lintégrale de Jackson définie de f par rap-
port a g est définie par :

| 1@t = X fa o) - ol )

4.2.1 Interprétation géométrique

L’intégrale de Jackson définie correspond a la surface de réunion infinie de rectangles.

fix)

o o b

FIGURE 4.1 — Illustration graphique de l'intégrale de Jackson de f
|

0.8
0.6

0.4

0 0.2 04 0.6 0.8 1

x

FIGURE 4.2 — [llustration graphique de l'intégrale de Riemann de f

Quand ¢ — 1 l'intégrale de Jackson d’une fonction continue coincide avec celle de Riemann.
A titre d’exemple citons f(z) = \/x et calculons son intégrale de Riemann et celle de Jackson
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respectivement :

/01\/5 dgx = (1_q)1ijm:(1—Q)Zq%

Il est clair que quand ¢ tend vers 1, fol Vi odgx = %

4.2.2 Les intégrales impropres de Jackson

Définition 4.2.3. Soient 0 < q < let f une fonction définie sur intervalle [0,+o00[,on définie
[intégrale impropre de f comme suit :

+o0 +

fade =3 [ f@)dg. (4.1)

j+1
0 00 q]+

4.2.3 Le g-analogue de la formule de Leibniz

Le théoreme suivant nous dit que pour calculer I'intégrale de Jackson d’une fonction, il suffit
de trouver une g-primitive.

Théoréme 4.2.4 (le théoréme fondamental de g-calcul).
Si F(z) est une g-primitive de f(x) et F(x) est continue en x =0, on a :

b
/ f(z)d,x = F(b) — F(a) avec 0<a<b<+00

Démonstration.
Comme F(x) est continue en 0 , d’apres ce qui précede F(z) est donnée par I'intégrale de Jackson
(avec une constante additive prés) :

Flr) = (1-q)x Z ¢ f(d'z) + F(0). (4.2)
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On a donc :

/abf(x)dqx = /Obf(x)dqx - /Oa f(z)dgx
fo

= (1- q)qujf(qu) —(1- q)anjf(qja)

Ce qu’il fallait démonter.

4.2.4 Le g-analogue de la formule d’intégration par parties

Comme le produit de deux fonctions dérivables est toujours dérivable. Alors, appliquons le
théoreme fondamental de g-calcul pour démontrer la proposition qui nous donne le g-analogue de
la formule d’intégration par parties.

Proposition 4.2.5. Soient f et g deuzr fonctions continues en 0. Le q-analogue de la
formule d’intégration par parties est donnée par :

/ f(@)dyg(x) = FB)g(b) — f(a)gla) — / 9(q2)dyf ().

Démonstration. On a :

Dy(f(2)g(x)) = f(2)(Dyg(x)) + 9(qr)(Dyf ().

En intégrant les deux membres de cette derniére sur l'intervalle [a, b] et en utilisant la formule de
Leibniz, on obtient :

b b
| @ Dug@)dge + [ glar)(Duf@)dye = 10190 - fa)gta).
D’ou : , ,
[ @) (Dugla)dge = 9®) - F(@g(@) - [ gla)(Duf @)
c’est a dire :

b b
/ F(@)dg(x) = FB)g(b) — f(a)gla) — / 9(2)dyf ().
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4.2.5 Le g-analogue de la formule de Taylor avec reste intégrale

Théoreme 4.2.6. Soit n € N, supposons Dgf(a:) est continue en 0, pour tout j < n+1. Alors
,on a le g-analogue de la formule de Taylor avec reste intégrale :

£y = i) @)L=

!

1 ’ n+1 _ n
—i-[n]q!/aDq f(2)(b—qx);dgz. (4.3)

Démonstration. Procédons par récurrence .
Comme f est continue en x = 0, alors d’apres le théoreme fondamental du ¢-calcul, on a :

()~ fla) = / D, f(x)dyz

b
= —/ D,f(z)dy(b—2)

Ce qui confirme la formule (??) pour n = 0. Soit n > 1, supposons que la formule (?7) est vérifiée
pour n — 1. Alors, on a :

_ — j (b—a) 1 "o _ o on-l
10 = 3PN + JRACIE e (14)
Maintenant, on a :
(b—qz); ' = _Dq(?n]_ al

En se servant de cette derniere et d’une intégration par parties, on trouve :
b b
n n— 1 n n
@ - gt =~ [ opswae- o
1

b
— D) b—ay - / (b~ q2)}d, (D} (f ()

[n]q
_ Dpf@b—ay 1t
- [n]q + [n]q/a (b q )qD(qu< ))dq
— Dgf(a)(b—a)g 1 ’ — az)” n+1 T T
R e T A

En remplagant ceci dans la formule (??) ,on trouve :

i) = Yoy o L gy
= a : a —qu x)dqx
=0 ! i [n— 17 [n]q [l Ja o b
- 7 (b—a) 1 S n
= Y ON@T P [ D)0 )y
Ce qui confirme la formule (??) pour tout entier n et compleéte cette démonstration. O
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Dans la pensée d’un
mathématicien, le plus précieux
est ce moment solitaire de la
premiére intuition.

Guillermo Martinez

L’identité du triple produit de Jacobi

E cinquieme chapitre est centré sur la fameuse formule du triple produit de Jacobi (TPJ), et
Cg sur plusieurs applications a la combinatoire des partitions et a I'arithmétique. On retrouve
le TPJ dans de nombreuses démonstrations, il est en effet tres pratique car il a pour but de
transformer des sommes infinies en produits infinis, ce qui en facilite la manipulation et permet

des calculs plus aisés.

5.1 L’identité du triple produit de Jacobi

nez

Démonstration. (G.E. Andrews)

On a:

—+00

Théoréeme 5.1.1. (Jacobi).
Pour q € C ,avec |q| <1, on a :

Zq"2z” _ H(l _ q2n)(1 + q2n—12)(1 + q2n—lz—1)'

H(l + ¢t = H(l +¢**12)  (en prenant “n — 1”7 & la place de“ n”).

n=1

En utilisant I'identité (??) pour

—+00
n=0

Donc :
—+oo

n=1

Ce qui entraine que :

remplacé par 7¢?” et ”2” par "¢z”, on trouve :

+oo 2_
k*—k k:zk

2n+1,\ _ q q
N (ErEn(=ro)

k=0

+oo 2_
k*—k kzk

om—1_\ q q
o= =2 gn g a-a

k=0
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+oo +o0 +oo k2 _k +o0

[Ta+eoJa-¢ = > ———TIl0-
n=1 n=1 k=0 H(l B qgn) n=1

n=1

= Zq | (EEa)

n>k

_ 2 :qk2zk H 2k+2j+2

(ou cette transformation est obtenue en posant n = k 4 j 4+ 1). On constate que le produit
+oo

H(l — ¢**T29%2) est nul pour k € Z*, on a donc :

j=0
+o0 +oo
H(1+q2n 1 >H 1—q Zq ZkH 2k+2j 2 (5.1)
n=1 n=1 keZ

@ «, 29 1%}

Maintenant pour k € Z fixé , en utilisant l'identité (??) pour “¢” remplacé par “¢g*” et “z” par
“(—q**2)” | on trouve :

+00 +o0 12_1(_ 2k+2)l

H(l _ q2k+2j+2) _ Z q q

i —~(1-¢)(1=q")-- (1=¢%)
+oo 124+-2k1+1

= >V gan

1=0 1= —¢q* - (1—q%

Par suite, en substituant ceci dans 'identité (??) , on trouve :

+o00 - +oo , - q12+2kl+l
(I+¢" 7 2)|A1—-¢") = ¢ =
’Hl H é Z @)1 —q*) - (1—q*)
- S
keZ 1N @) (L—q*) - (1—¢*)
m2+1
- ZZ 1 1 q 4 1 21 Zm_l
meZ leN )1 =g (1—¢*)

(oul'on a posé m =k +1). D’ou :

s on—1 o _ <_qz_1)l
E(HQ )Hl_q - mze:zq %N:(l—f)(l—q‘*)“-(l—q”)' (5:2)
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” 0

Mais d’aprés 'identité (??) pour "¢ remlplacé par ”7¢*” et ”2” par ”(—qz~!)”, on a :

(—qgz1)! 1
Z V(1 — A (1 2l oo
A=) —q")---(1—¢%) H(1 4 )

n=0
1
= T
H(l +C]2n_12_1)
n=1

Il ne reste qu’a substituer cette derniere dans I'identité (?7), pour obtenir :

. o Z q2m2m
[Ta+a ) [[0-¢m) = === :
n=1 n=1 H(l + q2n—1Z—1)

n=1

ce qui donne le résultat requis. O

Nous allons d’abord définir les nombres k-gonaux qui serviront dans I’étude combinatoire.

Définition 5.1.2.
Nombres triangulaires : ce sont les nombres, notés par A, ,qui s’écrivent sous la forme :

_n(n+1)
AnfT, (n € N)

. A A -

Construction des trois premiers nombres triangulaires

Nombres carrés : ce sont les nombres qui s’écrivent sous la forme : n*>  (n € N)
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Construction des quatre premiers nombres carrés

Nombres k-gonaux : ce sont les nombres, notés par Py, qui s’écrivent sous la forme :

nn—1
Pin = (k — 2)% +n. (neN)
En particulier, si k =5 ces nombres, notés par e,, sont appelés nombres pentagonaux :
3n?—n
e = 5 (n € N)

Les quatre premiéres constructions des nombres pentagonaux

5.2 Applications du T.P.J a la combinatoire

Cette partie a pour objet de mettre en exergue la formule du triple produit de Jacobi.
Commencons par démonter intuitivement quelques corollaires fondamentaux :

Corollaire 5.2.1. (Gauss)
Pour qe C: tel que|ql|<1, ona:

+o00 A +o0 1_q2n
nZ%q "= H (1_q2n1>

n=1
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Démonstration. En prenant dans la formule du triple produit de Jacobi “q%” a la place de

ERTEEN

“q2” a la place de “2”, on obtient :

d g = JJa=¢)0+g)+¢"
= [[a-¢m ]+,

D’une part, on a :

+oo -1
SUCIED AT IS
n=0

nez n=-—oo
+0o0 +oo
— g qAn + 5 qumfl’
n=0 m=0
d’ou :

+oo

g qAn e 2 g qAn
nez n=0

(car A1 = D, Vm € N).
Et d’autre part, on a :
400 +00 400
[Ta+¢ = 2]Ja+g ) =2]]0+q¢Y
n=2 n=1

n=1

ﬁ(l_QQn) 2 H (1_qn)

neN”.
n=1 _ n impair
“+o0o
H(l — 4 ) ng*
n=1
B 2

IT a-¢v
neN”.

T 1mpalr

ainsi,
o0 92

[[a+¢h=—= :
= TI o)

n=1

En substituant (?7) et (??) dans I'identité (?7) , on obtient le résultat.

Corollaire 5.2.2 (Gauss).
Pour g€ C tel que | q|<1, o0na:

n2_+°°1_qn
%(—q) _gl—l—q”
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Démonstration. On prend dans le théoreme du triple produit de Jacobi “—¢”a la place de ¢ et

z =1, on obtient :

+oo
n2 n n— n—
=9 = A= - -
nez n=1
+oo
— H(l _ q2n)(1 _ q2n—1)2
n=1
+oo +0o0o
= [Ja-¢ma-H]Ja -
n=1 n=1
+o0 +o0
= JJa-¢)J[a-g¢".
n=1 n=1
“+o0o
Maintenant, calculons H(l — ¢
n=1

oo [[a-¢ JJa-q
1— 2n—1 — 1— ny _ n=1 _ n=1
[Ta-¢"" I a-av Mi-o =

=1 N*
" nribglpair neN* H(1 - q2n)
n pair n=1
gl 31
= — = .
n=1 1 q " n=1 1+ q”
Ce qui donne le résultat requis. ]

Corollaire 5.2.3. (le théoréme pentagonal d’Euler)
Pour tout g€ C , | q|<1, ona:

+oo
>t =Tl -a
nEZ n=1
3n2—n
avec les e, sont les nombres pentagonauz (e, = > . VneZ)

Démonstration. On prend dans la formule triple produit de Jacobi “q%” ala place de g et “(—q_%)”
a la place de “z”. On obtient :
+oo
3 1. n n3, _1 no3, 1
d @) =g )" = JJA-A+¢"2(=q2)(1+ ¢ 2 (—q?))
nez n=1
+oo

= JIa -0 - H -2

n=1
+oo

= [Ia-qm.

n=1
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car tout entier strictement positif s’écrit sous I'une et une seulement des formes 3n, 3n—1, 3n—2,

(Vn > 1). O

+oo
Remarque 5.2.4. La fonction q — H(l — q")constituant le membre de droite de la formule

n=1
d’Euler est dimportance capitale en q-calcul. On la désigne par i :

—+00

vig) =T -a" (geClql<).

n=1

Le théoreme pentagonal d’Euler donne alors le développement de ¢ en série entiere ; soit

v(g) =D (1)

nez
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Je dirai que la vérité que nous
font connaitre les démonstrations
mathématiques est celle-la méme
que connait la sagesse divine .

Galilée

Initiation a la théorie des partitions

A théorie des partitions est 'une des rares branches des mathématiques qui a intéressé
g certains des meilleurs esprits depuis le 18°™¢ siecle. Dans cette section, différents types de
partitions de n sont expliqués par des formes symboliques et graphiques.

6.1 La fonction de partition p

Définition 6.1.1. La fonction de partition p associée a tout entier naturel n est le nombre de

facons différentes d’écrire n comme somme d’entiers strictement positifs sans tenir compte de

Pordre des éléments . On conventionne p(0) = 1

Autrement dit,

Une partition d’un entier positif n est une suite décroissante finie d’entiers positifs A1, Ao, -+ , A,
T

telle que Z.Les A sont appelés les parts de la partition.
=1

Exemple : On a,

5 = 9
4+1
= 3+2
= 3+1+1
= 2+2+1
= 24+1+4+1+1
I1+1+1+1+1.

D'ou : p(5) = 7.

Contrairement a ce qu’on pourrait croire a travers ce petit exemple , la fonction de partition
p est de croissance rapide au voisinage de l'infini (on peut montrer qu’elle est exponentielle en
v/n).En utilisant des techniques élaborées d’analyse complexe ,Hardy et Ramanujan ont montré
la formule asymptotique précise suivante :

( ) 1 2n
n) ~ exp | my/ —
P 44/3n P 3
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6.1.1 La série génératrice ordinaire de la fonction p

Rappelons d’abord la définition dune série génératrice ordinaire d’une suite.

Définition 6.1.2. On appelle série génératrice ordinaire d’une suite (a,)nen la série entiere :
+oo

5 anz".

n=0

Etablissons la série génératrice ordinaire de la fonction p :
Supposons qu'un entier strictement positif n s’écrit comme somme de n; fois le nombre 1; ny fois

le nombre 2 ; plus ng fois le nombre 3, etc, (ot ny,ng, -+ € N) Alors, n = ny +2ny+3nz+---. De
ce fait, p(n) peut étre vu comme étant le nombre des uplets (ny,ng,---) tel que n = ny + 2ny +
3ns + - --. Par définition, la série génératrice ordinaire de p est donnée par :

st = Y pn)g"

neN
— Z qn1+2n2+3n3+~~-
ni,n2, €N
= (Q_amQ_a™)(D_a™)-
n1 €N neN n3€N
I B
o l-ql—-¢®1—¢
JR— 1 JR— 1 .
i ~ Y(g)’
[Ta-q
n=1

ce qui donne la série génératrice ordinaire de p :

1
s(q) = o (6.1)

6.1.2 Applications de la partition p

Cette partie consiste a illustrer 'utilité des résultats de la formule du T.P.J développés
précédemment que nous allons voir dans le vif des preuves des propositions prochaines.

Proposition 6.1.3. Pour tout n € N*, on a :

p(n) = [pln—e))+pn—e —1)]—[p(n—e2) +p(n—es—2)]+[p(n—e3)+pn—e3—3)]---.
= Y (=D [p(n— ex) + p(n — e, — k)]
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CHAPITRE 6. INITIATION A LA THEORIE DES PARTITIONS

Démonstration. D’apres la formule (7?) et le théoreme pentagonal d’Euler , on a :

+00 L L
;p@)q =

D’ou
> p(i)g ) (-1)¢7 = 1.
i=0 JEL

Ce qui s’écrit aussi :

D p)(=1Yq" = 1.
€N
JEZ

Pour n € N*, en identifiant les coefficients de ¢" des deux membres de cette derniere identité , on

trouve :
> p()(-1) =0.
ieN
JEZ
ite;=n

C’est a dire,

p(n) + 3 pln — e)(~ 1) = 0.

JET*
Ou encore,
+00 '
p(n) + Y (=1Y[p(n — ¢;) + p(n — e_;)] = 0.
j=1
Comme ) ,
35°+75 3j°—J . o .
e ]2 ! = ]2 j+]=€j+97(vJ€N )
Le résultat de la proposition s’ensuit. O

Remarque 6.1.4. Le temps nécessaire pour évaluer p(n),n € N* via la formule de la proposition
croit lentement en fonction de n contrairement au temps nécessaire pour évaluer p(n) directement
par un décompte combinatoire .

Exemple :
p(5) = D (=15 —ex) +p(5 —ex — k)]
— p(#) +p(3) — [plo) + p(~2)
— 54+43-1-0
-7
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Bien souvent nous étudions des problemes qui ne s’intéressent pas a toutes les partitions de
n mais restreignent seulement a des sous-ensembles particuliers des partitions de ce méme n.
Signalons quelques notations pour simplifier les écritures.
Notation :

On désigne par O I'ensemble des entiers strictement positifs impairs.
Pour S € N* et d € N* U {+oc}, on désigne par p(S,d,n) le nombre de fagons différentes de
représenter un entier n € N comme somme d’éléments de S, ol chacun de ces éléments se répete
au plus d fois. Pour d = 400, p(S,d,n) est simplement noté par p(S,n).
Quelques cas particuliers :

d p(”) = p(N*, TL)

e p(N*,1,n) est le nombre de fagons différentes de représenter un entier n € N comme somme
des entiers deux a deux distincts. Pour alléger les écritures, on propose de noter ces nombres

par p.(n).
e Pour k € N*, on désigne par N I'ensemble des entiers strictement positifs qui ne sont pas
multiple de k.

Exemple :
p(0,7) =5;

7T = T7T=5+1+1
3+3+1
= 3+1+1+1+1
= 1+1+1+1+1+1+1

7T =7
= 6+1
= 5+2
= 443
4+2+1

Théoreme 6.1.5. Soient S un ensemble des entiers positifs et

fl@)=>_P(Sn)q" 5 falg) =) P(S,dn)g"

n=0 n=0

Alors, pour | q |< 1,

flo)=TJa-a¢)"

nes

flg =T[A+q" +¢ + - +q¢™) =[]0 = ¢")(1 - g

nes nes
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CHAPITRE 6. INITIATION A LA THEORIE DES PARTITIONS

Démonstration. Nous allons désigner les éléments de S par : S = (s1, $2,53,--+), on a :

[[a-¢m = [+ +¢" +¢"+---)

nes nes
— (1+q51+q251_|_q3s1+_..)<1+q32+q252+q352_‘_‘__)”_

— E E E a181+a282+a383+

a120a220 a3=0

= ZP(S, n)q

neN
Maintenant, montrons que :H(l "+ P ™) = Z P(S,d,n)q"
nes n=0

D’apres ce qui précede de la démonstration, on a :

H(l +q" +q2n + q3n 4t qdn) _ Z Z Z a151+a282+a383+

nes d>a1>0d>a2>0 d>a3>0
= Z P(s,d,n)q
n=>0
Avec n = a1 + assy +azss+---;ous; € .5,a; < d, Ve N.
L’équivalence des deux identités f,(q) provient de la formule de la somme des termes consécutifs
d’une suite géométrique. O

Corollaire 6.1.6. Soitn € N, on a :
le nombre de fagons différentes d’écrire n comme somme d’entiers impairs €gal au nombre de
facons différentes d’écrire n comme somme d’entiers distincts, ie,

p(O,n) = px(n)

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, on a :

—+00

Y PO =]]a—-¢"""
n=0 n=1
et
+oo
Y Pun)g" =[] +q")
n>0 n=1
car P.(n) = P(N,1,n).
On a :
+oo +oo 1 i q +oo 1
H1+q H (1—q») —Hl_q%l—ZPOn
n=1 n=1 n=>0
Comme la série entiere d’une fonction est unique, il vient que :
Vn € N, P(O,n) = Px(n).
La démonstration est ici terminée. O]
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Corollaire 6.1.7. Soit n un entier strictement positif, on a :

le nombre de fagons différentes d’écrire n comme somme d’éléments de N strictement positifs
qui ne sont pas multiple de d+1 égal au nombre de fagons différentes d’écrire n comme somme
d’éléments de N, ou chacun de ces €léments se répete au plus d fois.

p(Nd+1> n) = p(N, d, n)

Démonstration. D’apres le théoreme précédent

too 1— q(d+l)n

ZP(N,d,n)q" = Hl——"
n=0 n=1 q
+oo

- 11 1
n=1 1—q”
(d+1)n

= > P(Nas1,n)q"

n=0

6.2 La représentation graphique d’une partition

Un autre dispositif élémentaire efficace pour étudier les partitions est la représentation
graphique. A chaque partition )\ est associée sa représentation graphique, ou graphe de Ferrers .
Plutot que s’attarder la-dessus, nous allons, au moyen de quelques exemples, expliquer mieux la
représentation graphique.

Exemple :
8+6+6+5+1.

Notons que la ¢ ligne de représentation graphique de (A1, Ag, -+, \,) contient \; points (noeud,
carrée...). Nous remarquons qu’il existe plusieurs manieres de former la représentation graphique.

Définition 6.2.1. Si A = (A, Ay, - -+ , \,) est une partition, on peut définir une nouvelle partition
A= (N, Ay, - ) en choisissant A\; comme nombre de parts de A qui sont > i. La partition N
est appelée le conjugué de ).
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CHAPITRE 6. INITIATION A LA THEORIE DES PARTITIONS

Nous pouvons mieux comprendre le conjugué en utilisant la représentation graphique. D’apres
la définition, on a le conjugué de la partition “8 +6+6+5+1" est “b+4+44+4+4+3+1+1"

Remarque 6.2.2. Le conjugué de la partition est obtenu en comptant les points successifs des
colonnes.C’est a dire que la représentation graphique du conjugué est obtenue par symétrie par
rapport a la diagonale. Ainsi le graphe du conjugué est :

Théoreme 6.2.3. Le nombre de partitions de n avec au plus m parts est égal au nombre de
partitions de n dans laquelle aucune part ne dépasse m.

Démonstration. La correspondance qui associe a toute partition son conjugué transforme toute
partition de n € N en m parts en une partition de méme n dont toutes les parts sont < m. Ce
qui conclut au résultat. O]
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Les mathématiques sont les enne-
mies acharnées de la mémoire, ex-
cellente par ailleurs, mais néfaste,
arithmétiquement parlant !

Eugene Ionesco

Application arithmétique

N doit & Carl Friedrich Gauss (1777-1855) I'affirmation selon laquelle, si les mathématiques
ﬁ sont “la reine des sciences”, la théorie des nombres est “la reine des mathématiques”. On
pourrait ajouter que, bien souvent, les énoncés de la théorie des nombres s’averent d'une extréme
simplicité; c’est précisément du contraste entre la simplicité des énoncés et la complexité des
démonstrations que provient une bonne part de son charme.

Commencons ce dernier chapitre par introduire la fonction théta de Jacobi, qui est définie
comme suit :

0(q; 2) = Z q"2z”, (YnezZ, Vq,z€CQC)

nel

7.1 Le théoréme des deux carrés

Etant donné n € N*, on désigne par ry(n) le nombre de fagons différentes d’écrire n comme
somme de deux carrés d’entiers relatifs ; plus précisément, on a :

ro(n) == Card{(a,b) € Z* : a®> + b* = n}

Par ailleurs, on désigne par d;(n) le nombre de diviseurs de n qui sont congrus & 1 modulo 4 et
par dz(n) le nombre de diviseurs de n qui sont congrus a 3 modulo 4.

Exemple : les facons différentes d’écrire n = 10 comme somme de deux carrés d’entiers relatifs
sont :

10 = 12+32=3>4+12
= P4 (=32=(=3°+1°
= (-1 +3 =3+ (-1)?
(=1 + (=3)* = (=3) + (-1)?

Dot r5(10) = 8

D’autre part, les diviseurs de 10 sont : 1,2,5,10. Il y’a exactement deux d’entre eux qui sont
congrus a 1 modulo 4 (en 'occurrence 1 et 5) et aucun d’entre eux n’est congru a 3 modulo 4.
On a donc : d;(10) = 2 et d3(10) = 0.

Le but de cette section est de prouver la formule remarquable et totalement imprévisible qui
exprime la fonction arithmétique r, en fonction des deux fonctions arithmétique d; et ds. Cette
formule est donnée par le théoreme suivant :
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Théoréme 7.1.1 (Le théoréme des deux carrés). Pour tout n € N*, on a :

ra(n) = 4(d(n) — ds(n))

Par exemple, pour n = 10, on a (d’apres 'exemple précédent ) : 75(10) = 8 et 4(dy(n)—dsz(n)) =
4(2 — 0) = 8.La formule du théoreéme est bien vérifiée!

la preuve de ce théoreme se fait en comparant les séries génératrice ordinaires des deux fonc-
tions arithmétique ry et 4(dy(n) — ds(n)). Pour ce faire, on a besoin de quelques préparatifs.

Lemme 7.1.2. La série génératrice ordinaire de la fonction arithmétique ro est donnée par :

> ra(n)g" = (Z qn2> :

n=0 nez

Démonstration. On a :

(=) - (57) (=)

_ Z qn2 +m?

nmeZL

= Z Card{(n,m) € Z* : n* + m* = k}q¢*
keN

= ra(k)g"”
k=0

Ce qui démontre la formule du lemme. O

Lemme 7.1.3. Pour q € C tel que | q|< 1, on a:

2 H(1 - qn)3
(Z(—I)"Q”Q) = = =
nez H(l . q4n)(1 +q4n—1)(1 +q4n—3)

Démonstration. Soit ¢ € C tel que | ¢ |< 1. D’aprés la formule de Gauss vue au corollaire 77, on
a:

nnz_ n2_+001—qn
%(—1) q —;Z(—q) —L[lan-



CHAPITRE 7. APPLICATION ARITHMETIQUE

D’ou :
T ma-gy
(_1>nqn2 _
b T
_ ﬁ (1—¢")°
S (1+¢")* (1 —q)
par suite,

) 2 +o0 1—n 3
(%(—1)%" ) B g (1 —(qQ”)Ell)Jr q") (7.1)

Maintenant, comme les trois suites (2n),>1, (4n — 1),>1 et (4n — 3),>1 sont complétement dans
N*, on a :

+o0 +oo
[Ta+¢) =T+ +g" )1 +¢" ).
n=1 n=1
D’ou
400 too
[Ta-ma+gy =[]0 - ")+ g )1+ g5,
n=1 n=1
La formule du lemme s’ensuit en reportant cette derniere dans 'identité (?7) O

Lemme 7.1.4. Soit (f;)i>1 une suite de fonctions holomorphes sur uun domaine D de C. On
+o00

suppose qu’aucune des fonctions f; (i = 1) ne s’annule sur D et que le produit infini Hfl
i=1
converge sur D.Alors, on a :

+oo ' +oo f’l +o0
() - (7)1

Démonstration. En procédant par récurrence sur n € N*, on montre aisément que :

(1) - (7)1

La formule du lemme en résulte en faisant tendre n vers +o00. ce qui acheve cette démonstration.
m

Les séries de Lambert :
Soit (@, )nen+ une suite complexe a croissance au plus exponentielle; i.e il existe A > 0 tel que

| a, [< A" (Vn € N*).
Définition 7.1.5. On appelle série de Lambert associée a (a,)nen+ la série de fonction :

+oo n

q
Zanl_qn

n=1
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Remarque 7.1.6. En prenant B €]0, min(1, %)[, la série de Lambert associée a la suite (an)nen+
est normalement convergente sur le disque de rayon | q |< B. En effet, a(n) une suite d’ordre
exponentiel,ie 3A > 0 :| a(n) |< A". Pour tout g € C tel que | ¢ |< B, on a :

Jal) | am)[lql"  A°B°_ (AB)"
L—gqn ' 1—|q|® “1—k» > 1-k’

Puisque AB < 1, on en déduit que la série de Lambert associée a la suite (a,)nen+ €st normalement
convergente sur le disque de rayon | q |< B.

Le résultat fondamental sur les séries de Lambert est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 7.1.7. Soit (a,)nen+ une suite complexe, a croissance au plus exponentielle. Alors,

le développement en série entiére (au voisinage de 0) de la série de Lambert associée a (an)n
est donné par :
+00 n +00
q . I n
anl . qn - anq -,
n=1 n=1
avec

Démonstration. Lorsque q € C est de module suffisamment petit, on a pour tout n € N* :

n +o0o +00
q ny\m nm
1— S=2_ @)=
q m=1 m=1
D'ou :
+00 qn “+oo +oo
DT = D) A= Y ™
n=1 q n=1 m=1 n,meN*
“+00
= Z Zan q" (on a pris nm = k)
k=1 \ n/k
+o0o
= D _ad",
k=1
comme il fallait le prouver. ]

2
7’ \ . . 7’ . 2 Va .
Le théoreme clef suivant exprime la série ( g q" ) comme somme de deux séries de Lam-

neN
bert (principalement). En se servant ensuite du lemme ??7 et du théoréme 77, on conclura

immédiatement au résultat du théoreme ?? par identification des coefficients des deux séries
entieres résultantes.
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Théoréme 7.1.8. Pour q € C tel que | q|< 1, on a :

) q4n+1 o q4n+3
(Zq"> —1+4<Z 4n+1—2m>

neN n=0

9 0 L 1)

Démonstration. En appliquant la formule T.P.J pour ”¢” remplacé par ”q% et 72" par”’ —qz2z
on obtient :

Y

—+00

n nlin o n n,— n—
(=g = [ -1 — g ) (1 = "), (7.2)
neL n=1
Maintenant, d’une part, on a :
n2 3
DD = Y (<) + >
nez nez nez
n pair n impair
(2k) +2k (2k—1)2 +(2k 1)
_ Z(_l)%q 2(2k) +Z 2k: 1 s meRed)  —2(2k-1)
keZ keZ
_ Zq2k2+kz—4k + Zq2k2+kz—4k+2
kEZ keZ

= 0(¢* 927" = 2°0(¢% g7 27

“+oo

_ H 1_ q 4n 1 74>(1 _ q4n7324) _ 2 H(l _ q4n)(1 + q4n73zf4)(1 + q4n71z4>. (73)
n=1
(d’apres la formule T.P.J).
Et d’autre part, on a :
+oo +oo +oo
[[a-¢"'H=0-AJ[a-¢"2*) =1-2) ][ -q"2?. (7.4)
n=1 n=2 n=1

En reportant les identités (?7) et (?7) dans I’ identité (??), on obtient l'identité :
+oo

H(l . q4n)(1 . (]4n_12_4)(1 4n 3 4 52 H 1 o q 1 + q4”_32_4)(1 + q4"_1z4) _

n=1
“+o00

(1= [0 -am-q"=?)(1 - q"2%).

n=1
En dérivant (par rapport a z) les deux membres de cette derniere identité tout en se servant de
la formule du lemme 7?7 dans la dérivation du premier membre, on obtient :

+oo dn—1.,-5 4n—3 .3
—4q z 4q n—1,-4 4n—3_4

p R —4q*" 3270 4¢*n1 3 2 in An—3 _—4 dn—1_4
N ;+; 1+q4n—3z—4+1+q4n—1z4 "z g{(l_q (1 =g (1 =g}

+00 +oo /
= -2 [J0 - - g0 - ") + (1 -2 [H(l —q¢")(1—q"2)(1 - q"2%)
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En prenant par la suite z = 1, on obtient :

+0o q4n—1 +0o q4n—3 100 A A A
8y Tt P8 T 2 ) [0 - a0 g

— 1 + q4n—1 — 1 + q4n—3

=-2]Ja-a*

n:
D’ou l'on tire :

n=1

“+oo

)3
U(l q ) +oo q4n71 +oo q4n73
+o0 — =1+4 1+ q4n—1 + Z 1+ q4n—3 '
[T -¢"a+gHa+q) ! e
n=1

Ce qui est équivalent (en vertu du lemme ?7) a

) 2 +0o q4n—1 +00 q4n—3
—1)"qg" =1+4 —_— + — .

[l «

Il ne reste qu’a substituer “¢” par “—¢q” pour avoir :
ny S R W
R <+<>0 g+ - +2°0 g3 ) |

dn+1 4n+3
e o LA

comme il fallait le prouver. ]

Remarque 7.1.9. La formule du théoreme ?? peut s’écrire ausst sous la forme :

) 2n+1
n _
Z q =1+4 Z 1 1 gt
neZ
Revenons maintenant a la démonstration du théoreme des deux carrés 77 ;
+oo dn+1 oo 4n+3
Ve . ’ . q q / . /7 7’ .
Démonstration. Les deux séries —_— ———— | sont précisément les séries
1 + q4n+1 ‘ 1 + q4n+3
n=0 n=
de Lambert associées respectivement aux suites (a,),>1 et (b,),>1 suivantes : (Vn € N¥)
1 si n=1[/4] 1 st n=3[4]
Ay = . ) by = . :
0 sinon 0 sinon

11 est immédiat que 'on a pour tout n € N*).

Zad: Z 1 =d;(n)

d/n d/n
d=1[4]
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D bg= > 1=ds(n)

d/n d/n
d=3[4]
On a donc d’apres le théoreme 77 :
+oo 4n+1
1+ gintt Zdl ' (7.5)
n=0
+oo 4n+5
1+ 1+ gint3 Z d3(n)q". (7.6)

D’autre part, on a (d’apres le lemme ?7?) :
2 L
n2 n
(Z q ) = Z ro(n)q". (7.7)
nez n=0

En reportant les identités (??), (?7?) et (??) dans la formule du théoreme ??, on tire 'identité
suivante :

> ra(n)gt =1+ 4(di(n) — ds(n))q".

Par identification des coefficients, on conclut que pour tout n € N*, on a :

ra(n) =4 (di(n) — dz(n)),

comme il fallait le prouver. Le théoreme des deux carrés 77 est démontré. n

Du théoreme des deux carrés 7?7, on tire I'important corollaire suivant :

Corollaire 7.1.10 (Théoréme de Fermat).
Un nombre premier impair est une somme de deux carrés parfaits si et seulement s’il est congrus
a 1 mod 4.

Démonstration. Soit p un nombre premier, alors, p = 3[4] , ou bien p = 1[4].

e Sip=3[4], di(p) =1 car le seul diviseur de p congru & 1 modulo 4 est 1 et d3(p) =1 car
le seul diviseur de p congru a 3 modulo 4 est p, donc d’apres le théoreme des deux carrés
ro(p) = 0 et p ne s’écrit pas comme somme de deux carrés.

e Sip = 1[4], on a: di(p) = 2 et d3(p) = 0 donc d’apres le théoreme des deux carrés
ro(p) = 8.D’out p s’écrit comme somme de deux carrés .

Ce qui acheve cette démonstration. O
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7.2 Le théoreme des quatre carrés

Il est maintenant grand temps d’énoncer et de démontrer le théoreme de Jacobi(1829) ou il
apparait 1'un des plus célebres théoremes de la théorie des nombres, énoncé par Bachet en 1621,
démontré par Lagrange en 1772, comme corollaire de ce dernier.

Etant donné n € N*, on désigne par r4(n) le nombre de facons différentes d’écrire n comme
somme de quatre carrés d’entiers relatifs ; plus précisément, on a :

ry(n) := Card{(a,b,c,d) € Z* : a®> + b* + & + d* = n}.

Théoréme 7.2.1 (Jacobi). Pour tout n € N*, on a :

Avant d’entamer la démonstrations de ce théoreme, nous allons d’abord voir un lemme et un
théoreme fondamental d’ou provient cette derniere.

Lemme 7.2.2. La série génératrice de la fonction arithmétique r4 est donnée par :

> ra(n)g" = (Z q"2> :

neL

Démonstration. On a :

(=) - (z) () () ()

_ 2 : qk2+12+m2+n2

klm,nEZ

= > Card{(k,l;m,n) € Z' : k* + > + m* + n* = j}¢’
jEN

= ra(j)q’.
=0

Ce qui démontre la formule du lemme. [

Théoréme 7.2.3. Pourq€ C,|q|<1,n €N, on a:

R ! <% nqg" 3 4ng*n
<an> :1+8<Zl_qn—zl_q4n) (7.8)

n=1 n=1
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Démonstration. e Commencons d’abord par montrer que :
+oo qn +oo nqn
Y =) —— (7.9)
—(1—q) ‘Hl1-gq
On a

+oo
1
-3
—x
k=0
En dérivant par rapport a x puis en multipliant par x, on aura :

1_:6 Zka:

En prenant dans cette derniere x = ¢" (n € N), on trouve :

+oo
2 Z kg™
k=1

En sommant enfin les deux membres de cette derniere identité depuis n = 1 a l'infini, on

trouve :
+o0 qn +oo +oo
2oy M
n= n=1 k=1

+oo +o0

= Zk;k(qk)

e Introduisons 'opérateur linéaire L, définie par : L, = zf'(z)..1l est immédiat que L, vérifie

L.(fg) = (L:f)g + (L:g)f

L30(q; 2) = Lef(q: 2)- (7.10)
On a:
L2 L2 (Zq z>22n2q2
neL nez
et

neL nez

Lb(q;z) =L, (Z q"Qz”> = Zn2q

Ce qui montre l'identité (??). D’autre part, en utilisant la formule T.P.J et le lemme 77,
on a :

L30(g;2) = L2 (Z q”22”) =L (H(l — (1= ) (1 - q2n‘12‘1)>

nez n=1
+00 2n—1 +00 —1,2n—1
. <q Z q
= L. [9((]7 2) (Z 1+ 2g2n1 - Z 1+ Z—1q2n—1>]
n=1 n=1
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+oo -1 2n 1 2 4o 51 2n 1
= 0(q; -
(q’ Z) Z 1+ Zq2n 1 Z 14+ Z—1q2n 1 + Z (1 + Zq2n 1 Z; 14+ Z—1q2n 1)

(7.11)
Et
+oo 2n 2n—1, +oo 2n—1_-1
—2ngq (2n — 1)q (2n —1)g*" 'z
Lqe(q’ Z) - e(q’ Z) (Z 1 — q2n + Z 1 — q2n—lz + Z 1— q2n—1z—1 ’ (712)
n=1 n=1 n=1

e En reportant les identités (??7) et (??) dans (??) et en simplifiant par 6(q; z), on obtient
la formule suivante :

oo z g1 2 oo zq?n1 oo z g1
Z 1+Zq2n 1 _Z 1+ 2 q2n 1 +Z <1+2q2n71)2 +Z < (14 2121y -

X —2ng* (2n — D1z (2n — )¢t
. (7.13

n=1

En remplacant ¢ par ¢ et z par —q dans cette derniere, on déduit :

+00 n— n— 2 +0oo n— n—
Z q4 3 B q4 1 _ Z q4 3 N q4 1
1— q4n73 1 — q4n71 (1 _ q4n73)2 (1 _ q4n71)2

n=1 n=1
+00 m — 1 4n—1 +0oo (2n o 1)q4n—3
_Zl_qm_z 1_q4n1 _Z 1—gin3 (7.14)
= n=1

e Simplifions maintenant le second membre de l'identité (??). On a :

+oo An—1 An—3 +oo 2n—1
S (ot ) = S
(1 _ q4n—1)2 (1 _ q4n—3)2 (1 _ q2n—1)2

n=1 n=1
il Gl e AR 00

D’apres l'identité (?7?), il vient que :
+oo dn—1 4n—3 +oo n +oo 2n
q q ng ng
= — . 7.15
; ((1 —gin1)2 + 1- q4n—3>2> Z 1—qn Z 1— g2 (7.15)

D autre part :

27L _ 1 4n—1 +oo (2n _ 1)q4n—3
Z ]__q4n 1 +Z 1_q4n—3

n=1 n=1
B 1 +Z 47’L _ 1 dn—1 N (4n - 3)q4n73 1 +§ q4n71 q4n73
9 1 — q4n 1 1— q4n—3 9 g 1 — q4n—1 1 — q4n—3
+oo (2n+ 1)q 2n+1 1 & q2n+1
- Zo 1— q2n+1 ) nzo(_l) 1— @it
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En reportant cette derniere égalité et 1'égalité (??) dans l'identité (?7?) :

+oo 2n+1 2 +oo n 1+°o 2na2" +oo 2nagin
(Sert) - zliqn—izlﬁ—q%—zlﬁq

4n
n=0 n=1 n=1 q
2 2n+1 1 2n+1
_ Z nt+l _ - (_1)nq—
1 _ q2n+l 2 — 1 _ q2n+1
+oo n +00 2n +00 2n+1
n 1 2n 2n + 1
D | i sy gL
nll_qn 2 n:ll_qn n=0 ]_—q"H'
+OO 2n+1
4
9 Z 1 ﬁq n 9 Z<_1)n1 E 2n+1
q 0 q
1 +oo nqn 4nq4n 1 +0oo . q2n+1
- (zz et
n=1 n=1 n=0

Cette derniere égalité équivaut a :

2n+1 2 +oo n +oo 4 An
<1+4Z 2n+1> :1+8<2171(1qn_zlﬁq )

n=1

En effet,
Xng" X an = a1 7+ 2n+1
ng dng q g
(nZ; 1—qgn ; 1— q4n> (;( ) 1 — q2n+1> + nZ:%( ) 1— qQ_n+1
+oo o1\ 2 +00 ol
n 4 n 4

= <4Z(—1) 1 2n+1> +8Z(—1) T +1-1

n=0 n=0 q
Foo g2t 2
- 1+4;(—1) ) b

comme prétendu.
La remarque 77 permet de conclure a :

2

=X, ’ < nqg" <% 4ng*n
()] ().

1—
n=-—oo n=1 q n=1

Démonstration du théoréme de Jacobi : On constate que la série :

f nqn B ""2’0 4nq4n
n=1 1 o q” n=1 1 o q4n
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+oo

n

q
, avec

n’est d’autre que la série de Lambert Z anw

n=

{0
Ay —
n

Il s’ensuit d’apres le théoreme 77 que :

— _ A4
n=1 1 q” n=1 1 q "

avec

si 4/n

sinon.

+oo n +oo
ot =Y d
n= n=

qn:

a;:Zad: Zd

d/n

d/n
d0[4]

L’identité du théoreme ?? équivaut donc (en vertu du lemme ?7) a :

+oo +oo
D ran)gt =1+ 8a,q"
n=0 n=1
Ce qui conclut (par I'identité des coefficients) a la formule requise :

(Vn > 1).

Corollaire 7.2.4 (Théoréme de Lagrange).
Tout entier naturel s’écrit comme somme de j carrés.

ce résultat est le meilleur possible car aucun nombre de la forme 8n 4+ 7 ne peut s’exprimer
comme somme de trois carrés seulement. Ainsi, 7 =224+ 12 + 12412, 15 =32 + 22 + 12 + 12

Démonstration. Soit n € N*.Comme 1 est un diviseur de n et 1 # O[n], on a :

Zd>1

d/n

d0[4]

Ce qui entraine (d’apres le théoreme ?? ) que : r4(n) > 8.
D’ou n possede au moins une représentation comme une somme de quatre carrés d’entiers. [
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Conclusion

E belles et bonnes choses ont été abordées dans ce mémoire mais il ne pouvait étre question de
.@ donner un panorama complet du g-calcul. Ce mémoire est censé faire découvrir les notions
de base du g¢-calcul (g-dérivée, g-intégrale) ainsi que de démonter les g-analogues des grands
théoremes qui ont bouleversés les mathématiques (g-analogue de la formule de Taylor, le théoreme
g-binomial généralisé, l'identité du triple produit de Jacobi). Enfin, nous examinons quelques
applications de ces derniers pour montrer de nombreux résultats remarquable de la théorie des
partitions et de I'arithmétique (le théoreme des deux carrés, le théoreme des quatre carrés).
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