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et de terminer ce mémoire.
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notre travail et de faire partie de notre jury dont nos remerciements s’adressent.
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À mon frère Ali, à tous les moments d’enfance passés avec toi, en gage de ma profonde estime
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Historique

C ’
est Euler qui commença la théorie analytique des nombres en établissant la formule de
sommation d’Euler-Maclaurin en 1732, puis vint le produit d’Euler en 1737. Il développa

aussi la théorie des partitions appelée la théorie additive des nombres en 1740. La fonction de
partition p(n) est le nombre de façons différentes d’écrire n comme somme d’entiers strictement
positifs. En 1748, Euler montra que la série génératrice des partitions est identique au produit

infini
+∞∏
k=1

(1 − qk)−1. En utilisant la récurrence Euler prouva en 1750 le théorème des nombres

pentagonaux :

1 +
+∞∑
m=1

(−1)m
(
q
m(3m−1)

2 + q
m(3m+1)

2

)
=

+∞∏
m=1

(1− qm)

(pour q ∈ C tel que |q| < 1). Cette formule est le premier exemple des q-séries et en même temps
le premier exemple d’une fonction thêta. En outre, Euler découvrit les deux premières fonctions
q-exponentielles, un prélude au théorème du q-binôme et introduit en même temps un opérateur
qui avait conduit plus de cent ans plus tard à l’opérateur q-différentiel. Encore un autre exemple
de q-séries : le résultat de Gauss qui a été publié en 1866 (soit 11 ans après sa mort) :

1 +
+∞∑
m=1

q(
m+1

2 ) =
+∞∏
m=1

1− q2m

1− q2m−1

(pour q ∈ C tel que |q| < 1).
En 1853, le mathématicien britannique Norman Ferres explique graphiquement une partition

et son conjugué par un tableau des points ou de nœuds.
Le q-calcul a été développé dans la période 1893-1950 par des grands q-analystes comme

Ramanujan, Waston, Jackson, Bailey, Dauman, Pringsheim, Smith, Warel, Mac Mahon, Carmi-
chael, Mason, Ryde, Bir Kho, Adams, Starchar et Trijitzinkey. Certains ont travaillé sur les séries
q-hypergéométriques alors que d’autres ont travaillé sur les équations q-différentielles.

Á partir de 1904, le mathématicien anglais Jackson avait publié un certain nombres d’articles
consacrés entièrement aux q-calculs. En 1910, Jackson a introduit la notion de la q-intégrale
définie. Il a également été le premier à développer le q-calcul de manière systématique. Dans la
seconde moitié du vingtième siècle, il y avait une augmentation significative d’activité dans le
domaine du q-calcul qui est dû à ces diverses applications du q-calcul en mathématiques et en
physique.

Á nos jours le q-calcul reste un domaine de recherche et d’actualité.
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Introduction

C
e mémoire n’a pas d’autre objectif que de donner un coup de projecteur sur une notion assez
simple dans l’esprit de départ, qui rapidement par ses ramifications conduit à des études

délicates, toujours d’actualité, qui seront évoquées plus bas. L’idée d’introduire des paramètres
dans des développements en série de “fonctions ordinaires” n’est pas nouvelle ce qui a donné
naissance au q-calcul.
Le q-calcul est l’intitulé moderne utilisé pour l’étude du calcul sans limite qui est une ancienne
branche classique des mathématiques, retracée à Euler et Gauss avec d’importantes contributions
de Jacobi et Jackson. Au cours des dernières années, cette extension a plusieurs applications dans
différents domaines mathématiques dont la théorie des nombres, la combinatoire, les polynômes
orthogonaux, les fonctions hyper-géométriques de base et d’autres sciences : physique, mécanique
et la théorie de la relativité.
Dans ce mémoire, nous commençons l’étude du q-calcul, au premier chapitre, par définir les q-
analogue de quelques notions : différentiation, dérivation et les coefficients binomiaux qui sont
bien définis par ce qu’on appelle les nombres de Gauss, ces derniers donne lieu au triangle d’Al-
Karaji. Nous présentons ensuite la notion du symbole de Pochhammer qui conduit à une nouvelle
méthode de calcul. Avec cette notion, de nombreuses formules deviennent très naturelles et aussi
plusieurs polynômes et fonctions prennent une forme très agréables, ainsi des grands théorèmes
se démontre aisément. Nous donnons en dernier les q-analogues de la fonction exponentielle et
des fonctions trigonométriques.
Le deuxième chapitre est consacré au q-analogue de la formule de Taylor et ses applications
(Gauss, Heine, Euler).
Le troisième chapitre aura pour objet de démontrer le théorème q-binomial généralisé et de re-
trouver, le théorème de Gauss, le théorème de Heine et les deux identités d’Euler.
Le quatrième chapitre comprend deux sections principales : les q-primitives et les intégrales de
Jackson.
Le cinquième chapitre donne la glorieuse formule du triple produit de Jacobi et ses applications
à la combinatoire.
Le sixième chapitre nous permettra d’utiliser les résultats développés dans les parties précédentes
pour introduire les partitions.
Le dernier chapitre est consacré à l’étude des fonctions arithmétiques élémentaires, telles que d(n)
(nombre de diviseurs de n), r2(n) (nombre de décompositions de n en somme de deux carrés),
etc. On utilise essentiellement des outils analytiques, tels que les séries génératrices, les séries de
Lambert, et la formule du triple produit de Jacobi. On obtient ainsi une formule pour r2(n) et
pour r4(n), nombre de décompositions de n en somme de quatre carrés.
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Pour être versé dans une sciences,
en connâıtre tous les aspects
et s’en rendre mâıtre, il faut
en prendre le contrôle, en com-
prendre les fondements, en ana-
lyser les problèmes et parvenir à
passer des principes aux appli-
cations. Faute d’un tel chemine-
ment, on ne saurait prétendre à
la mâıtrise.

Ibn Khaldûn

1
Préliminaires et définitions

P
our le contenu de ce premier chapitre, nous avons choisi de présenter certaines définitions sur
lesquelles nous établirons les q-analogues des formules des chapitres suivants. Nous avons

complété ce chapitre par un préliminaire sur les coefficients q-binomiaux et quelques q-analogues
des fonctions usuelles. Une question vient assez naturellement : c’est quoi un q-analogue ? un
q-analogue d’un théorème, d’une identité ou d’une expression est une généralisation impliquant
un nouveau paramètre “q” et qui se spécialise en théorème original lorsque l’on prend la limite
quand q tend vers 1.

1.1 La q-différentielle et la q-dérivée

Définition 1.1.1. Soit f une fonction réelle d’une variable réelle. On appelle q-différentielle
de f , que l’on note dqf , la fonction définie par :

dqf(x) := f(qx)− f(x). (1.1)

Exemple : On a pour tout entier naturel n :

dq(x
n) = (qx)n − xn = (qn − 1)xn.

La q-différentielle d’un produit de deux fonctions est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle. On a :

dq(f(x)g(x)) = f(x)dqg(x) + g(qx)dqf(x). (1.2)

Et par symétrie, on aura :

dq(f(x)g(x)) = f(qx)dqg(x) + g(x)dqf(x). (1.3)

Démonstration. On a :

dq(f(x)g(x)) = f(qx)g(qx)− f(x)g(x)

= f(qx)g(qx)− f(x)g(qx) + f(x)g(qx)− f(x)g(x)

= (f(qx)− f(x)) g(qx) + f(x) (g(qx)− g(x))

= f(x)dqg(x) + g(qx)dqf(x).

En ce qui concerne la seconde identité, on ajoute cette fois f(qx)g(x) et on le retranche pour
aboutir au résultat, ce qui achève cette démonstration.

3



K. Atmani & K. Manseur

Définition 1.1.3. Soit f une fonction réelle d’une variable réelle. On appelle q-dérivée de f ,
que l’on note Dqf , la fonction définie par :

Dqf(x) :=
dqf(x)

dqx
=
f(qx)− f(x)

(q − 1)x
. (1.4)

La proposition suivante mène à la q-dérivée d’un produit et d’un quotient de deux fonctions.

Proposition 1.1.4. Soit f, g deux fonctions réelles d’une variable réelle. On a :

Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x). (1.5)

Dq(f(x)g(x)) = f(x)Dqg(x) + g(qx)Dqf(x). (1.6)

Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(x)g(qx)
. (1.7)

Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(qx)Dqf(x)− f(dx)Dqg(x)

g(x)g(qx)
. (1.8)

Démonstration. D’après la définition ?? et l’identité (??) , on a :

Dq(f(x)g(x)) =
dq(f(x)g(x))

dqx

=
f(qx)dqg(x) + g(x)dqf(x)

dq(x)

= f(qx)
dqg(x)

dq(x)
+ g(x)

dqf(x)

dq(x)
.

= f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x).

la seconde identité du produit de deux fonctions s’obtient en changeant les rôles de f et g.
On prouve maintenant l’identité (??).

En appliquant l’identité (??) pour g(x)f(x)
g(x)

= f(x) , on obtient :

g(qx)Dq

(
f(x)

g(x)

)
+
f(x)

g(x)
Dqg(x) = Dqf(x).

D’où

Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(x)g(qx)
.

Si on applique l’identité (??) , on obtient la seconde identité du quotient de deux fonctions.
Ce qui donne les identités requises.

Règle de composition pour la q-dérivée :
Après avoir déduit la règle de la q-différentiation du produit et du quotient de deux fonctions,
on peut s’interroger sur une règle pour la différentiation de la composition de deux fonctions.
Cependant, il n’existe pas de règle de composition générale pour les q-dérivées. Une exception est
la différentiation de la fonction de la forme f(u(x)) telle que u(x) = axb avec a, b des constantes.
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Dq[f(u(x))] = Dq[f(axb)]

=
f(aqbxb)− f(axb)

qx− x

=
f(aqbxb)− f(axb)

aqbxb − axb
aqbxb − axb

qx− x

=
f(qbu)− f(u)

qbu− u
u(qx)− u(x)

qx− x
.

Dq[f(u(x))] = (Dqbf)(u(x))Dqu(x).

Par contre, si par exemple u(x) = x + x2 ou u(x) = sinx , la quantité u(qx) ne peut pas être
exprimée en termes de u de manière simple et donc impossible d’avoir une règle de composition
générale.

1.2 Quelques q-analogue des expressions usuelles

Avant de donner le q-analogue de (x− a)n, définissons d’abord le q-analogue de n et celui de
n! qui sont introduits dans la définition suivante :

Définition 1.2.1. Soit n ∈ N, on définit le q-analogue de n par :

[n]q :=
1− qn

1− q
(1.9)

le q-analogue de n! est défini par :

[n]q! :=

{
1 si n = 0

[n]q[n− 1]q · · · [1]q si n ≥ 1
. (1.10)

Définition 1.2.2. Soient x, a ∈ R. Les q-analogue de (x − a)n et (x + a)n sont définis respecti-
vement par :

(x	 a)nq :=

{
1 si n = 0

(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a) si n ≥ 1
. (1.11)

(x⊕ a)nq :=

{
1 si n = 0

(x+ a)(x+ qa) · · · (x+ qn−1a) si n ≥ 1
. (1.12)

Cette dernière définition permet de formuler la proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.3. Soient x, a ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, on a :

Dq(x	 a)nq = [n]q(x	 a)n−1
q . (1.13)

5
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Démonstration. Pour n = 1, l’identité est triviale. Supposons pour la suite que n ≥ 1.On a :

Dq(x	 a)nq =
(qx	 a)nq − (x	 a)nq

(q − 1)x

=
(qx− a)(qx− qa) · · · (qx− qn−1a)− (x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a)

(q − 1)x

=
(qx− a)qn−1(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−2a)− (x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a)

(q − 1)x

= (x− a)(x− qa) · · · (x− qn−2a)
[(qx− a)qn−1 − (x− qn−1a)]

(q − 1)x

= (x− a)(x− qa) · · · (x− qn−2a)
(qn − 1)x

(q − 1)x

=
(qn − 1)

(q − 1)
(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−2a)

= [n]q(x	 a)n−1
q ,

ce qu’il fallait prouver.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 1.2.4. Soient x, a ∈ R et n ∈ N∗. On a :

Dq

(x	 a)nq
[n]q!

=
(x	 a)n−1

q

[n− 1]q!
(1.14)

Proposition 1.2.5. Soient x, a ∈ R et n,m ∈ N. On a :

(x	 a)m+n
q = (x	 a)mq (x	 qma)nq (1.15)

Démonstration. On a :

(x	 a)m+n
q = (x− a)(x− qa) · · · (x− qm−1a)(x− qma) · · · (x− qm+n−1a)

= ((x− a)(x− qa) · · · (x− qm−1a))((x− qma)(x− q(qma)) · · · (x− qn−1qma))

= (x	 a)mq (x	 qma)nq ,

Ce qu’il fallait prouver.

Remarque 1.2.6.

1. En général, on a : (x	 a)m+n
q 6= (x	 a)mq (x− a)nq

2. Si l’on autorise de prendre dans l’identité (??), m = −n, on obient la définition suivante
pour (x	 a)−nq :

(x	 a)−nq =
1

(x	 q−na)nq

En distinguant les cas, la formule ?? se généralise aux exposants entiers. On a :
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Proposition 1.2.7.

∀n,m ∈ Z : (x	 a)m+n
q = (x	 a)mq (x	 qma)nq .

1.3 Les coefficients q-binomiaux

Cette partie est une petite introduction aux nombres de Gauss qui sont aussi appelés les
coefficients q-binomiaux et quelques propriétés de ces derniers.

Définition 1.3.1. Pour n, j ∈ N, avec n > j, on définit :[
n
j

]
q

=
[n]q[n− 1]q · · · [n− j + 1]q

[j]q!

=
[n]q!

[j]q![n− j]q!
.

Ces nombres s’appellent les coefficients q-binomiaux.

Remarque 1.3.2. Quand q tend vers 1,
[
n
j

]
q

tend vers le coefficient binomial usuel
(
n
j

)
.

1.3.1 propriété des coefficients q-binomiaux

Proposition 1.3.3. soient n, j ∈ N, q ∈ C avec | q |< 1,on a alors :

1. [
n
j

]
q

=

[
n

n− j

]
q

(1.16)

2. [
n
j

]
q

=

[
n− 1
j − 1

]
q

+ qj
[
n− 1
j

]
q

(1.17)

3. [
n
j

]
q

= qn−j
[
n− 1
j − 1

]
q

+

[
n− 1
j

]
q

(1.18)

Démonstration. 1. Démontrons l’identité (??) :[
n
j

]
q

=
[n]q!

[j]q![n− j]q!
=

[n]q!

[n− j]q![j]q!
=

[
n

n− j

]
q

7



K. Atmani & K. Manseur

2. Démontrons la formule (??) :
pour 1 ≤ j ≤ n− 1, on a :

[n]q = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1

= (1 + q + q2 + · · ·+ qj−1) + qj(1 + q + q2 + · · ·+ qn−j−1)

= [j]q + qj[n− j]q

On substitue [n]q par [j]q + qj[n− j]q dans ce qui suit, on trouve :[
n
j

]
q

=
[n]q!

[j]q[n− j]q
=

[n− 1]q![n]q
[n− j]q![j]q!

=
[n− 1]q!([j]q + qj[n− j]q)

[n− j]q![j]q!

=
[n− 1]q!

[n− j]q![j − 1]q!
+ qj

[n− 1]q!

[j]q![n− j − 1]q!

=

[
n− 1
j − 1

]
q

+ qj
[
n− 1
j

]

3. En appliquant les formules (??) et (??), démontrons la formule (??) :

[
n
j

]
q

=

[
n

n− j

]
q

=

[
n− 1

n− j − 1

]
q

+ qn−j
[
n− 1
n− j

]
q

=

[
n− 1
j

]
q

+ qn−j
[
n− 1
j − 1

]
q

Ce qu’il fallait démonter.

Remarque 1.3.4. Avec les relations de récurrence (??) et (??), on peut représenter les coeffi-
cients q-binomiaux par le triangle d’Al-Karaji.
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1.4 Symbole de Pochhammer

Nous introduirons dans cette partie le symbole de Pochhammer qui nous permettra de sim-
plifier certaines formules intéressantes qui seront très utiles pour la suite.

Définition 1.4.1. Pour q, a ∈ C, n ∈ N avec |q| < 1 , on définit le symbole de Pochhammer
(a; q)n , a ∈ C, n ∈ N

(a; q)n = (1	 a)nq

= (1− a)(1− qa)(1− q2a) · · · (1− qn−1a).

Pour n tendant vers l’infini, on a :

(a; q)∞ = lim
n→+∞

(a; q)n

= (1− a)(1− qa)(1− q2a) · · ·

=
+∞∏
k=0

(1− qka).

Remarque 1.4.2. En utilisant le symbole de Pochhammer, on peut établir de nouvelles expres-
sions pour le q-factoriel ainsi que les coefficients q-binomiaux. En effet on a :

(q; q)n = (1− q)(1− q2) · · · (1− qn)

= (1− q)n1− q
1− q

1− q2

1− q
· · · 1− q

n

1− q
= (1− q)n[1]q[2]q · · · [n]q

= (1− q)n[n]q!.

D’où, ∀n ∈ N :

[n]q! =
(q; q)n

(1− q)n
. (1.19)

Pour n, k ∈ N, en utilisant l’équation (??), on a :

[
n
k

]
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
=

(q; q)q
(1− q)n

(q; q)k
(1− q)k

(q; q)n−k
(1− q)n−k

=
(q; q)n

(q; q)k(q; q)n−k
.

1.5 Le q-analogue de quelques fonctions usuelles

Dans cette dernière partie, nous reformulons quelques fonctions connues par le biais du q-
calcul :

9
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1.5.1 Le q-analogue de la fonction exponentielle

Définition 1.5.1. Soient x ∈ R, | q |6 1 et j ∈ N, le q-analogue de la fonction exponen-
tielle ex est :

exq :=
+∞∑
j=0

xj

[j]q!
.

Un autre q-analogue de la fonction exponentielle :

Ex
q :=

+∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
xj

[j]q!
= (1 + (1− q)x)∞q .

On a aussi :

e

x

(1− q)
q =

1

(1− x)∞q
,

en effet,

1

(1− x)∞q
=

+∞∑
k=0

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
(la seconde formule d’Euler )

=
+∞∑
k=0

xk

(1− q)k

1
1− q2

1− q
1− q3

1− q
· · · 1− q

k

1− q

=
+∞∑
k=0

(
x

1− q
)k

[k]q!
= e

(
x

1− q

)
q .

Ou encore,

exq =
1

(1− (1− q)x)∞q
,

qui s’obtient aisément de la précédente en remplaçant “x” par “(1− q)( x
1−q )”.

Signalons quelques propriétés des deux q-analogues de la fonction exponentielle. Commençons
par préciser que la fonction exponentielle garde son comportement classique pour la notion de
q-dérivation.

Propriétés des deux q-analogues de la fonction exponentielle :

1. Dqe
x
q = exq .

2. DqE
x
q = Eqx

q .

3. exqE
−x
q = Ex

q e
−x
q = 1.

Démonstration.

1. Dqe
x
q =

+∞∑
j=0

Dqx
j

[j]q!
=

+∞∑
j=1

[j]qx
j−1

[j]q!
=

+∞∑
j=1

xj−1

[j − 1]q!
=

+∞∑
j=0

[j]qx
j

[j]q!
= exq .
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2.

DqE
x
q =

+∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
Dqx

j

[j]q!
=

+∞∑
j=1

q
j(j−1)

2
[j]qx

j−1

[j]q!

=
+∞∑
j=1

q
j(j−1)

2
xj−1

[j − 1]q!
=

+∞∑
j=0

q
j(j−1)

2 qj
xj

[j]q!

=
+∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
qjxj

[j]q!
= Eqx

q .

3.

exqE
−x
q =

1

(1− (1− q)x)∞q
(1 + (1− q)x)∞q

= (1 + (1− q)x)∞q
1

(1− (1− q)x)∞q
= Ex

q e
−x
q

= 1. �

Proposition 1.5.2. Soient x1 et x2 deux nombres complexes, alors on a :

• e(x1+x2)
q = ex1q e

x2
q .

• E(x1+x2)
q = Ex1

q E
x2
q .

Démonstration. •

e(x1+x2)
q =

+∞∑
n=0

1

[n]q
(x1 ⊕ x2)nq

=
+∞∑
n=0

1

[n]q

n∑
k=1

[
n
j

]
q

xk1x
n−k
2

=
+∞∑
n=0

n∑
k=1

1

[n]q

[
n
j

]
q

xk1x
n−k
2

=
+∞∑
n=0

n∑
k=1

1

[k]q![n− k]q!
xk1x

n−k
2

=
+∞∑
n=0

xn1
[n]q!

+∞∑
n=0

xn2
[n]q!

(car
+∞∑
n=0

un

+∞∑
n=0

vn =
+∞∑
n=0

n∑
k=0

unvn−k)

= ex1
q e

x2
q

11
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•

E(x1+x2)
q =

+∞∑
n=0

q
n(n−1)

2

[n]q
(x1 ⊕ x2)nq

=
+∞∑
n=0

q
n(n−1)

2

[n]q

n∑
k=1

q
k(k−1)

2

[
n
j

]
q

xk1x
n−k
2

=
+∞∑
n=0

n∑
k=1

q
n(n−1)

2

[n]q
q
k(k−1)

2
[n]q

[k]q![n− k]q!
xk1x

n−k
2

=
+∞∑
n=0

q
n(n−1)

2 xn1
[n]q!

+∞∑
n=0

q
n(n−1)

2 xn2
[n]q!

(car
+∞∑
n=0

un

+∞∑
n=0

vn =
+∞∑
n=0

n∑
k=0

unvn−k)

= Ex1
q E

x2
q .

1.5.2 Les q-analogues des fonctions trigonométriques

Les q-analogues des fonctions sinus et cosinus peuvent être définis en analogie avec leurs
expressions bien connues d’Euler en termes de la fonction exponentielle.

Définition 1.5.3. Soient x ∈ R, q ∈ C avec | q |< 1. Les q-analogues des fonctions
trigonométriques sont :

sinqx =
eixq − e−ixq

2i
, Sinqx =

Eix
q − E−ixq

2i
.

cosqx =
eixq + e−ixq

2
, Cosqx =

Eix
q + E−ixq

2
.

Propriétés des deux q-analogues des fonctions trigonométriques

• ex1
q

= Ex
q alors sin 1

q
x = Sinqx, cos 1

q
x = Cosqx .

• exqE−xq = 1,

cosqxCosqx =
eixq E

ix
q + e−ixq E−ixq + 2

4
et sinqxSinqx = −

eixq E
ix
q + e−ixq E−ixq − 2

4
alors

cosqxCosqx+ sinqxSinqx = 1 .

Qui est le q-analogue de l’identité sin2x+ cos2x = 1.

• En appliquant la règle de dérivation des fonctions composées pour u(x) = ix, on obtient :

Dqsinqx = cosqx, DqSinqx = Cosq(qx)

Dqcosqx = −sinqx, DqCosqx = −Sinq(qx)
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C’est avec la logique que nous
prouvons et avec l’intuition que
nous trouvons.

Henri Poincaré 2
Le q-analogue de la formule Taylor

M
aintenant que nous avons introduit la q-dérivée, il est raisonnable de s’interroger si nous
pouvons retrouver des théorèmes analogues à ceux du calcul classique. En fait, il y’a un q-

analogue du théorème de Taylor, mais avant de le prouver, nous allons citer le théorème classique
de Taylor généralisé.

2.1 La formule de Taylor généralisée

Théorème 2.1.1. Soient x0 ∈ C, L un opérateur linéaire de C[X] dans C[X] et (Bn)n∈N une
suite de polynômes satisfaisant les conditions suivantes :

1. B0 ≡ 1

2. L(B0) ≡ 0

3. degBn = n

4. L(Bn) = Bn−1,∀n ≥ 1

5. Bn(x0) = 0,∀n ≥ 1

alors , ∀P ∈ C[X], on a :

P (x) =

deg(p)∑
n=0

(LnP ) (x0)Bn(x). (2.1)

Démonstration. Comme deg(Bn) = n, (∀n ∈ N), alors la famille (B0, B1, B2, ...) constitue une
base pour C[X].
D’autre part, en utilisant 1,2 et 4, on montre immédiatement que pour tous n, k ∈ N, on a :

(LnBk) =

{
Bk−n si k > n

0 si k < n
(2.2)

Etant donné maintenant P ∈ C[X], on peut l’écrire sous la forme :

P (x) =
∞∑
k=0

λkBk(x). (2.3)

Déterminons les λk(k ∈ N) :
Pour n ∈ N donné, en appliquant l’opérateur Ln aux deux membres de l’identité précédente et

13
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en se servant de l’identité (??), on obtient :

(LnP )(x) =
∞∑
k=0

λk(L
nBk)(x)

=
n∑
k=0

λkBk−n(x).

D’où

(LnP )(x0) =
n∑
k=0

λkBk−n(x0).

En remplaçant λn par (LnP )(x0),∀n ∈ N dans la formule (??) ,on obtient :

P (x) =
+∞∑
k=0

(LkP )(x0)Bk(x)

=

deg(P )∑
k=0

(LkP )(x0)Bk(x),

qui est bien la formule requise.

Déduction de la formule de Taylor usuelle :
Pour x0 ∈ C et pour tout n ∈ N ,

Bn(x) =
(x− x0)n

n!
.

On prend L = D (l’opérateur de dérivation). On vérifie alors aisément que toutes les conditions
du théorème ?? sont réalisées, ce qui donne la formule de Taylor usuelle .

Remarque 2.1.2. On peut monter que la formule de Taylor généralisée est valable plus
généralement pour une série formelle de type :

+∞∑
k=0

CkBk(x),

pour tout k ∈ N avec Ck ∈ C .

2.2 Le q-analogue de la formule de Taylor

Théorème 2.2.1. ∀P ∈ C[X] et ∀a ∈ C, on a :

P (x) =

deg(P )∑
n=0

(
Dn
qP
)

(a)

[n]q!
(x− a)nq ,

qui est appelée q-analogue de la formule de Taylor.
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Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théorème ?? pour x0 = a et Bn(x) =

(x−a)nq
[n]!

, ∀n ∈ N et L = Dq. Notons
juste que la propriété LBn = Bn−1 est donnée par le corollaire ??.

Remarque 2.2.2. Le q-analogue de la formule de Taylor est valable plus généralement pour les
séries formelles de type :

∞∑
k=0

Ck(x− a)kq ,

avec ck ∈ C, pour tout k ∈ N.
En particulier, si a = 0, ces séries formelles sont de type usuel :

∞∑
k=0

Ckx
k.

2.3 Application sur le q-analogue de la formule de Taylor

On applique maintenant ce résultat afin de prouver les deux formules q-binomiales de Gauss
et de Heine.

2.3.1 La formule q-binomiale de Gauss

Théorème 2.3.1. Pour tout x, y, q ∈ C

(x+ y)nq =
n∑
k=0

q
(n−k)(n−k−1)

2

[
n
k

]
q

xkyn−k

=
n∑
k=0

q
(k)(k−1)

2

[
n
k

]
q

xn−kyk.

Démonstration. Soit n ∈ N , Fixons y ∈ C et appliquant le q-analogue de la formule de Taylor
pour le polynôme P (x) = (x+ y)nq en a = 0. On obtient :

P (x) =
n∑
k=0

(
Dk
qP
)

(0)

[k]!
(x− 0)kq =

n∑
k=0

(
Dk
qP
)

(0)

[k]!
xk. (2.4)

Mais d’après la formule de la proposition ?? (qu’on itère plusieurs fois), on trouve :

Dk
q (x+ y)nq = [n]q[n− 1]q · · · [n− k + 1]q(x+ y)n−kq

=
[n]q!

[n− k]q!
(x+ y)n−kq

=
[n]q!

[n− k]q!
(x+ y)(x+ qy) · (x+ qn−k−1y).
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D’où

(Dk
qP )(0) =

[n]q!

[n− k]q!
(y)(qy)(q2y) · (qn−k−1y)

=
[n]q!

[n− k]q!
q1+2+·+(n−k−1)yn−k

=
[n]q!

[n− k]q!
q

(n−k)(n−k−1)
2 yn−k.

En reportant ceci dans (??), on obtient facilement :

(x+ y)nq =
n∑
k=0

[n]q !

[n−k]q !
q

(n−k)(n−k−1)
2 yn−kxk

[k]q!

=
n∑
k=0

q
(n−k)(n−k−1)

2

[
n
k

]
q

xkyn−k.

Ce qui n’est rien d’autre que la première formule du théorème. la seconde formule s’obtient
simplement via un changement d’indice de sommation k′ = n− k

2.3.2 La formule q-binomiale de Heine

Théorème 2.3.2. Pour tous x ∈ C et n, k ∈ N, on a :

1

(1	 x)nq
=
∞∑
k=0

[
n+ k − 1

k

]
q

xk.

Cette formule est connue sous le nom de la formule q-binomiale de Heine .

La démonstration de ce théorème nécessite le lemme suivant :

Lemme 2.3.3. soit x ∈ C et n, k ∈ N alors

Dk
q

(
1

(1− x)nq

)
=

[n]q[n+ 1]q · · · [n+ k − 1]q
(1− x)n+k

q

.

Démonstration. On a :

Dq

(
1

(1− x)nq

)
=

1

(1− qx)nq
− 1

(1− x)nq
(q − 1)x

=

1

(1− qx)(1− q2x) · · · (1− qnx)
− 1

(1− x)(1− qx) · · · (1− qn−1x)

(q − 1)x

=
1

(1− x)(1− qx) · (1− qnx)

(qn − 1)x

(q − 1)x
=

[n]q
(1− x)n+1

q

.
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En réitérant plusieurs fois, on tire :

Dk
q

(
1

(1− x)nq

)
=

[n]q[n+ 1]q · · · [n+ k − 1]q
(1− x)n+k

q

.

Revenant à la démonstration du théorème de la formule de Heine,

Démonstration. En appliquant le q-analogue de la formule de Taylor pour la série entière

S(x) =
1

(1− x)nq
, et en servant de la formule du lemme précédent, on obtient :

S(x) =
+∞∑
k=0

[n]q[n+ 1]q · · · [n+ k − 1]q
[k]q!

xk =
∞∑
k=0

[
n+ k − 1

k

]
q

xk.

2.3.3 Les identités d’Euler

A présent que nous avons ces deux dernières formules, on peut se demander ce qui se passe
quand n tend vers l’infini. Dans le cas classique, les deux membres tendent vers l’infini et nous
n’extrayons aucune information nouvelle, mais ce n’est pas le cas dans le q-calcul. En effet, les
identités suivantes dites d’Euler citées dans le prochain théorème le confirment.

Théorème 2.3.4. (Les identités d’Euler) Pour x, q ∈ C, avec | q |< 1, on a :

(1⊕ x)∞q =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
, (2.5)

1

(1	 q)∞q
=

+∞∑
k=0

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
. (2.6)

Démonstration.

i) Montrons la première identité d’Euler (??) :
D’après la formule q-binomiale de Gauss, on a pour tous x, q ∈ C,

(1⊕ x)nq =
n∑
k=0

q
k(k−1)

2

[
n
k

]
q

xk.

L’identité (??) s’obtient en faisant tendre n vers l’infini dans les deux membres de cette
dernière. En effet, puisque,

lim
n−→+∞

[n]q = lim
n−→+∞

1− qn

1− q
=

1

1− q
, (car | q |< 1).
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Alors pour tout k ∈ N, on a :

lim
n→+∞

[
n
k

]
q

= lim
n→+∞

[n]q[n− 1]q · · · [n− k + 1]q
[k]q!

=

(
1

1− q
)k

[1]q[2]q · · · [k]q

=
1

(1− q)(1− q2)(1− q3) · · · (1− qk)
,

Ce qui conclut à l’identité (??).

ii) Montrons la seconde identité d’Euler (??)
D’après la formule q- binomiale de Heine, on a pour tout n ∈ N,

1

(1	 x)nq
=

+∞∑
k=0

[
n+ k − 1

k

]
q

xk.

L’identité (??) s’obtient immédiatement en faisant tendre n vers l’infini dans les deux
membres de cette dernière. Puisque d’après ce qui précède ,

lim
n−→+∞

[
n+ k − 1

k

]
=

1

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.

Alors,

1

(1	 q)∞q
=

+∞∑
k=0

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde identité d’Euler. Ce qui achève la démonstration.

Vu l’importance des deux identités d’Euler, nous avons préféré d’en donner leurs preuves
originales établies initialement par Euler.
Seconde démonstration du théorème :

i) Démontrons la première identité d’Euler : Posons

f(x) =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.

On a donc :

f(qx) =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
(qx)k

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.
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D’où

f(x)− f(qx) =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
(1− qk)xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)

=
+∞∑
k=1

q
k(k−1)

2
(1− qk)xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)

=
+∞∑
k=1

q
k(k−1)

2
xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk−1)

=
+∞∑
l=0

q
l(l+1)

2
xl+1

(1− q)(1− q2) · · · (1− ql)
.

(En faisant le changement d’indice de sommation l = k − 1)

f(x)− f(qx) = x
+∞∑
l=0

q
l(l−1)

2
(qx)l

(1− q)(1− q2) · · · (1− ql)
= xf(qx).

Ce qui donne l’équation fonctionnelle suivante :

f(x) = (1 + x)f(qx),

par itération, on obtient, ∀n ∈ N :

f(x) = (1 + x)f(qx)

= (1 + x)(1 + qx)f(q2x)

= (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x)f(q3x)
...

= (1 + x)(1 + qx) · · · (1 + qnx)f(qn+1x).

Enfin en faisant tendre n −→∞,on a (puisque | q |< 1) : qn+1x −→ 0 ; d’où f(qn+1x) −→
f(0) = 1 ce qui conclut à :

f(x) = (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x) · · ·

Ce qui n’est rien d’autre que la première identité d’Euler.

ii) Montrons la seconde identité d’Euler : Posons

g(x) =
+∞∑
k=0

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.
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On a donc :

g(x)− g(qx) =
+∞∑
k=0

(1− qk)xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)

=
+∞∑
k=1

(1− qk)xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
(1− qk = 0 pour k = 0)

=
+∞∑
k=1

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk−1)
(avec l = k − 1)

=
+∞∑
l=0

xl+1

(1− q)(1− q2) · · · (1− ql)
= xg(x),

Ce qui donne l’équation fonctionnelle suivante :

g(x) =
1

1− x
g(qx).

Par itération, on obtient pour tout n ∈ N :

g(x) =
1

1− x
g(qx)

=
1

(1− x)(1− qx)
g(q2x)

=
1

(1− x)(1− qx)(1− q2x)
g(q3x)

...

=
1

(1− x)(1− qx) · · · (1− qnx)
g(qn+1x).

Enfin en faisant tendre n −→∞. On a ( puisque | q |< 1) :
qn+1x −→ 0 ;d’où g(qn+1x) −→ g(0) = 1 Ce qui conclut à :

g(x) =
1

(1− x)(1− qx)(1− q2x) · · ·
.

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde identité d’Euler. Notre démonstration est achevée.

Remarque 2.3.5. En utilisant le symbole de Pochhammer, les identités d’Euler s’écrivent :

(−x; q)∞ =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
xk

(q; q)k
,

1

(x; q)∞
=

+∞∑
k=0

xk

(q; q)k
.
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La logique nous apprend que sur
tel ou tel chemin nous sommes
sûrs de ne pas rencontrer d’obs-
tacle ; elle ne nous dit pas quel est
celui qui mène au but. Pour cela
il faut voir le but de loin, et la
faculté qui nous apprend à voir,
c’est l’intuition.

Henri Poincaré

3
Le théorème q-binomial généralisé

L
ors de l’étude des coefficients binomiaux, les mathématiciens ont mis au point un théorème
puissant appelé le théorème binomial généralisé. Il est puissant car il nous permet de trouver

facilement de nombreuses autres identités à coefficient binomial. Nous allons trouver ici le q-
analogue du théorème binomial, appelé à juste titre le théorème q-binomial généralisé.

3.1 Le théorème q-binomial généralisé

Théorème 3.1.1. Soit a, b, q ∈ R avec | q |< 1 :

(ax; q)∞
(bx; q)∞

=
+∞∑
n=0

(b	 a)nq
(q; q)n

xn.

Démonstration. On applique le q-analogue de la formule de Taylor (vue précédemment) à la série

entière
(ax; q)∞
(bx; q)∞

en 0.

Pour se faire, on a besoin d’établir préalablement les identités suivantes, ∀n ∈ N :

Dq((ax; q)n) = −a[n]q(aqx; q)n−1. (3.1)

Dq

(
1

(ax; q)n

)
=

a[n]q
(ax; q)n+1

. (3.2)

lim
n−→+∞

Dq((ax; q)n) = lim
n−→+∞

a

q − 1
(aqx; q)∞. (3.3)

lim
n−→+∞

Dq

(
1

(ax; q)n

)
=

−a
q − 1

1

(ax; q)∞
. (3.4)

Dq

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)1

b− a
1− q

. (3.5)

D2
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)2

(b− a)(b− qa)

(1− q)2
. (3.6)

Dn
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)1

(b	 a)nq
(1− q)n

. (3.7)
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Cette dernière identité (??) s’obtient en itérant l’identité (??) n-fois.
Démontrons la première identité (??)

Dq((ax; q)n) = Dq[(1− ax)nq ]

=
(1− qax)nq − (1− ax)nq

(q − 1)x

=
(1− qax)(1− q2ax) · · · (1− qnax)− (1− ax)(1− qax) · · · (1− qn−1ax)

(q − 1)x

=
(1− qax)(1− q2ax) · · · (1− qn−1ax)[(1− qnax)− (1− ax)]

(q − 1)x

= −(1− qax)n−1
q

ax(1− qn)

(1− q)x
= −a[n]q(1− qax)n−1

q

= −a[n]q(qax; q)n−1.

Démontrons la seconde identité (??) :

Dq

(
1

(ax; q)n

)
=

1

(aqx; q)n
− 1

(ax; q)n
(q − 1)x

=

(
1

(1− aqx)nq
− 1

(1− ax)nq

)
1

(q − 1)x

=

(
1

(1− aqx) · · · (1− qnx)
− 1

(1− ax) · · · (1− qn−1ax)

)
1

(q − 1)x

=
1

(1− aqx) · · · (1− qn−1x)

[
1

1− aqnx
− 1

1− ax

]
1

(q − 1)x

=
1

(1− aqx) · · · (1− qn−1x)

1− ax− 1 + aqnx

(1− aqnx)(1− ax)

1

(q − 1)x

=
1

(1− ax)(1− aqx) · · · (1− qnx)

ax

x

qn − 1

q − 1

=
a[n]q

(1− ax)n+1
q

=
a[n]q

(ax; q)n+1
q

.

Démontrons la troisième identité (??) :

lim
n−→+∞

Dq((ax; q)n) = lim
n−→+∞

−a[n]q(aqx; q)n−1

= lim
n−→+∞

−a1− qn

1− q
(aqx; q)n−1

= lim
n−→+∞

a

q − 1
(aqx; q)∞ car | q |< 1.
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Démontrons la quatrième identité (??) :

lim
n−→+∞

Dq(
1

(ax; q)n
) = lim

n−→+∞

a[n]q
(ax; q)n+1

= lim
n−→+∞

a
1− qn

1− q
1

(ax; q)n+1

= lim
n−→+∞

a

1− q
1

(ax; q)∞

=
−a
q − 1

1

(ax; q)∞
.

Démontrons la cinquième identité (??) :

Dq

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
= (aqx; q)∞

(
−b
q − 1

1

(bx; q)∞

)
+

(
a

q − 1

1

(bx; q)∞

)
(aqx; q)∞

=
(aqx; q)∞
(bx; q)∞

a− b
q − 1

=
(ax; q)1(aqx; q)+∞

(bx; q)∞

1

(ax; q)1

a− b
q − 1

=
(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)1

b− a
1− q

.

Enfin démontrons la sixième identité (??) :

D2
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

b− a
1− q

Dq

(
1

(ax; q)1

(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

b− a
1− q

[
1

(aqx; q)1

b− a
1− q

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)1

+
(ax; q)∞
(bx; q)∞

a[1]q
(ax; q)2

]
=

b− a
1− q

[
1

(ax; q)2

b− a
1− q

(ax; q)∞
(bx; q)∞

+
(ax; q)∞
(bx; q)∞

a

(ax; q)2

]
=

1

(ax; q)2

b− a
1− q

(ax; q)∞
(bx; q)∞

(
b− a
1− q

+ a

)
=

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)2

(b− a)(b− qa)

(1− q)2
.

Grâce aux deux dernières identités (??) et (??), nous pouvons enfin, déduire par récurrence, la
formule suivante :

Dn
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
=

(ax; q)∞
(bx; q)∞

1

(ax; q)1

(b	 a)nq
(1− q)n

.

En substituant “x” par “0” dans la formule (??), on obtient :

Dn
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
(0) =

(b	 a)nq
(1− q)n

.
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En multipliant les deux membres de l’identité précédente par 1
[n]q !

, il vient que :

1

[n]q!
Dn
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
(0) =

(b	 a)nq
(1− q)n

1

[n]q!

=
(b	 a)nq
(1− q)n

(1− q)n
(q; q)n

=
(b	 a)nq
(q; q)n

.

La preuve est ici terminée, nous allons simplement l’écrire plus explicitement pour obtenir l’ex-
pression désirée.

Appliquons le théorème “le q-analogue du théorème de Taylor” pour p(x) =
(ax; q)∞
(bx; q)∞

:

+∞∑
n=0

1

[n]q!
Dn
q

(
(ax; q)∞
(bx; q)∞

)
(0)xn =

+∞∑
n=0

(b	 a)nq
(q; q)n

xn.

(ax; q)∞
(bx; q)∞

=
+∞∑
n=0

(b	 a)nq
(q; q)n

xn.

Ce qui achève cette démonstration.

Avec le théorème q-binomial généralisé, nous pouvons facilement obtenir de nombreux résultats
étonnants (Gauss,Heine, Euler), et la preuve en est extrêmement simple. Bien sûr, chacun des
théorèmes suivants a bien une preuve combinatoire, mais nous ne présentons ici que la preuve
algébrique pour souligner la commodité de l’utilisation du ce théorème.

3.2 Ré-obtention du théorème de Gauss

soit x, y, q ∈ C, avec | q |< 1,

(x+ y)nq =
n−1∏
k=0

(x+ qky) = xn(1 +
y

x
)nq = xn

(1 + y
x
)∞q

(1 + qn y
x
)∞q
.

Développons maintenant
(1 + y

x
)∞q

(1 + qn y
x
)∞q

,en appliquant le théorème q-binomial généralisé,

(1 + y
x
)∞q

(1 + qn y
x
)∞q

=
(− y

x
, q)∞

(−qn y
x
, q)∞

=
+∞∑
k=0

(−qn ⊕ 1)kq
(q; q)k

(y
x

)k
,

Or

(−qn ⊕ 1)kq
(q; q)k

=

k−1∏
j=0

(−qn + qj)

(q; q)k
=

(1− qn)(q − qn) · · · (qk−1 − qn)

(q; q)k)
= q

k(k−1)
2

(q; q)n
(q; q)k(q; q)n−k

.

Finalement, on obtient le théorème q-binomiale de Gauss :
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Théorème 3.2.1. Pour tout x, y, q ∈ C

(x+ y)nq =
n∑
k=0

q
k(k−1)

2

[
n
k

]
q

xn−kyk.

3.3 Ré-obtention du théorème de Heine

On a :
1

(1− x)nq
=

(1− qnx)nq
(1− x)nq

=
(qnx; q)∞
(x; q)∞,

On applique le théorème q-binomial généralisé avec b = 1 et a = qn, on aura alors :

1

(1− x)nq
=

+∞∑
k=0

(1	 qn)kq
(q; q)k

xk =
+∞∑
k=0

(1− qn)(1− qn+1) · · · (1− qn+k−1)

(q; q)k
xk,

D’où
1

(1− x)nq
=

+∞∑
k=0

(q; q)n+k−1

(q; q)k(q; q)n−1

xk =
+∞∑
k=0

[
n+ k − 1

k

]
q

xk.

3.4 Ré-obtention des deux identités du théorème d’Euler

On constate que :(1 + x)∞q = (−x; q)∞ ; on applique le théorème q-binomial généralisé avec
b = 0 et a = −1, on aura :

(1 + x)∞q =
+∞∑
k=0

(0⊕ 1)kq
(q; q)k

xk =
+∞∑
k=0

q
k(k−1)

2
xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
,

ce qui est bien la première formule q-binomiale d’Euler.
En appliquant la théorème q-binomial généralisé pour b = 1 et a = 0, on aura :

1

(1	 x)∞q
=

1

(x; q)∞
=

+∞∑
k=0

1

(q; q)k
xk =

+∞∑
k=0

xk

(1− q)(1− q2) · · · (1− qk)
.

Ce qui n’est rien d’autre que la seconde formule q-binomiale d’Euler.

3.5 Le théorème mi-généralisé de Heine

Le théorème suivant est très cité et très utilisé dans la littérature mathématique sur le q-calcul.

Théorème 3.5.1. Soit x, a, q ∈ C avec | q |< 1, on a :

(ax; q)∞
(x; q)∞

=
+∞∑
n=0

(a; q)n
(q; q)n

xn.
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Démonstration. Il suffit de prendre b = 1 dans la théorème ??.
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Je rêve d’un jour où l’égöısme ne
régnera plus dans les sciences, où
on s’associera pour étudier, au
lieu d’envoyer aux académiciens
des plis cachetés, on s’empressera
de publier ses moindres obser-
vations pour peu qu’elles soient
nouvelles.

Évariste Galois

4
Les intégrales de Jackson

J
usqu’à présent nous avons parlé de la q-dérivation. Dans ce qui suit nous introduirons les
intégrales de Jackson mais commençons d’abord par définir la notion de q-primitive.

4.1 Les q-primitives

Définition 4.1.1. Soit |q| < 1. On appelle un q-domaine tout ensemble D tel que ∀x ∈ D, qx ∈
D.

Définition 4.1.2. Soient f, F deux fonctions réelles définies sur un q-domaine D ⊂ R. On dit
que F (x) est une q-primitive de f si :

DqF (x) = f(x).

Une q-primitive de f est désignée par : ∫
f(x)dqx

On traite ici un exemple :
Soit F (x) = xn+1, n ∈ N. On a :

DqF (x) =
(qx)n+1 − xn+1

(q − 1)x
=

(qn+1 − 1)xn+1

(q − 1)x
=
qn+1 − 1

q − 1
xn = [n+ 1]qx

n

Ce qui montre que, F (x) = xn+1 est la q-primitive de f(x) = [n+ 1]qx
n.

Proposition 4.1.3. Soit 0 < q < 1. Toute fonction f définie sur un q-domaine D admet au
plus une q-primitive qui soit continue en x = 0 (à une constante additive prés).

Démonstration. Soient F1, F2 deux q-primitives de f qui sont continues en x = 0 soit φ = F1−F2.
La fonction φ est continue en x = 0 (car c’est une différence de deux fonctions continues en 0).
On a de plus :

Dqφ = Dq(F1 − F2) = Dq(F1)−Dq(F2) = f − f = 0.

D’où :
φ(qx) = φ(x), ∀x ∈ D.
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Par itération, on obtient ∀n ∈ N,∀n ∈ D.

φ(x) = φ(qx) = φ(q2x) = · · ·φ(qnx).

D’où φ(x) = φ(qnx) ∀n ∈ N,∀x ∈ D.
En faisant tendre n→∞, il vient que φ(x) = φ(0), (∀x ∈ D) (car qnx→ 0 lorsque n→ +∞).
Ce qui montre que φ est constante.

4.1.1 La q-primitive d’une série entière

Soit la série entière f où f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n. Une q-primitive de f est donnée par :

∫
f(x)dq =

+∞∑
n=0

an
xn+1

[n+ 1]q
.

(voir l’exemple précédent).

4.1.2 Formule pour la q-primitive continue en 0 et qui s’annule en 0

Soit f une fonction définie sur un q-domaine et F une q-primitive de f , continue en 0 et qui
s’annule en 0. On a :

DqF = f,

C’est à dire :
F (qx)− F (x)

(q − 1)x
= f(x).

Ce qui implique
F (x)− F (qx) = (1− q)xf(x).

En substituant successivement dans cette dernière x par qx, q2x, · · · , qnx (n ∈ N), on obtient :

F (qx)− F (q2x) = (1− q)qxf(qx)

F (q2x)− F (q3x) = (1− q)q2xf(q2x)

...

F (qnx)− F (qn+1x) = (1− q)qnxf(qnx)

En sommant membre à membre toutes ces égalités, on obtient :

F (x)− F (qn+1x) =
n∑
k=0

(1− q)qkxf(qkx).

On a 0 < q < 1 , F continue en 0 , F (0) = 0 alors quand n −→ +∞, F (qn+1x) −→ F (0) = 0.
Ce qui donne (en faisant tendre n −→ +∞) :

F (x) = (1− q)x
+∞∑
k=0

qkf(qkx).

D’où le théorème suivant :
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Théorème 4.1.4. Soit f une fonction définie sur un q-domaine et F une q-primitive de f ,
continue en 0 et qui s’annule en 0. On a :

F (x) = (1− q)x
+∞∑
k=0

qkf(qkx).

4.1.3 Intégrales de Jackson indéfinies

Définition 4.1.5. Soit f une fonction définie sur un q-domaine D. On appelle intégrale de
jackson indéfinie de f par rapport à x, l’expression :

Jf (x) = (1− q)x
+∞∑
n=0

qnf(qnx).

Proposition 4.1.6. On suppose que 0 < q < 1 . S’il existe 0 < α < 1 tel que | f(x)xα | soit
bornée sur le q-domaine ]0, a], alors l’intégrale de Jackson Jf converge vers la q-primitive F
de f , qui est continue en 0 et s’annule en 0.

Démonstration.
Supposons qu’il existe M > 0 tel que | f(x)xα |< M,∀x ]0, a] .∀x ∈ ]0, a] , j > 0, on a

| f(qjx)(qjx)α |< M.

D’où :

| f(qjx) |< M(qjx)−α.

En multipliant par qj on aura ∀x ∈ ]0, a] :

| qjf(qjx) |< Mqj(qjx)−α = Mqj(1−α)x−α.

En sommant depuis j = 0 jusqu’à l’infini, on obtient :

∞∑
j=0

| qjf(qjx) |<
∞∑
j=0

Mqj(1−α)x−α < Mx−α
1

1− q1−α ∀x ∈ ]0, a] .

En multipliant cette fois par (1− q)x, on obtient :

(1− q)x
∞∑
j=0

| qjf(qjx) |< x1−α 1− q
1− q1−α ,

comme la série du membre de droit est visiblement convergente alors la série (1−q)x
∞∑
j=0

qjf(qjx)

est absolument convergente ce qui implique qu’elle est simplement convergente vers une certaine
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fonction F (x).
Or quand x −→ 0, On a :

0 ≤| F (x) |≤ (1− q)x
∞∑
j=0

| qjf(qjx) |≤ x1−α 1− q
1− q1−α .

Comme x1−α 1−q
1−q1−α tend vers 0 quand n → +∞ alors (d’après le théorème des gendarmes),

limx→0 F (x) = 0 = F (0). Ce qui complète cette démonstration.

4.1.4 La relation entre la q-primitive et l’intégrale de Jackson

Corollaire 4.1.7. Soit 0 < q < 1, 0 ≤ α < 1. Si | f(x)xα | est bornée sur le q-domaine ]0, a],
alors l’intégrale de Jackson Jf est l’unique q-primitive de f continue en 0.

Démonstration.
D’après la proposition ??, l’intégrale de Jackson est une q-primitive de f qui est continue en 0 et
s’annule en 0. Or d’après la proposition ?? , l’intégrale de Jackson est l’unique q-primitive de f
continue en 0.
D’où le résultat.

4.1.5 L’intégrale de Jackson de f par rapport à g

Définition 4.1.8.
Soit f, g deux fonctions réelles, l’intégrale de Jackson de f par rapport à g est définie par :

Jf/g(x) =

∫
f(x)dqg(x)

=

∫
f(x)Dqg(x)dqx

= (1− q)x
+∞∑
j=0

qjf(qjx)Dqg(qjx)

= (1− q)x
+∞∑
j=0

qjf(qjx)
g(qjx)− g(qj+1x)

(1− q)qjx

=
+∞∑
j=0

f(qjx)(g(qjx)− g(qj+1x)).

4.2 Intégrale de Jackson définie

Définition 4.2.1. L’intégrale de Jackson définie d’une fonction f est définie comme suit :∫ b

0

f(x)dqx = (1− q)b
+∞∑
j=0

qjf(qjb), (∀b ∈ R)
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et ∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx, (∀a, b ∈ R).

Définition 4.2.2. Soient f, g deux fonctions réelles, l’intégrale de Jackson définie de f par rap-
port à g est définie par :∫ b

0

f(x)dqg(x) =
+∞∑
j=0

f(qjx)(g(qjx)− g(qj+1x)).

4.2.1 Interprétation géométrique

L’intégrale de Jackson définie correspond à la surface de réunion infinie de rectangles.

Figure 4.1 – Illustration graphique de l’intégrale de Jackson de f

Figure 4.2 – Illustration graphique de l’intégrale de Riemann de f

Quand q −→ 1 l’intégrale de Jackson d’une fonction continue cöıncide avec celle de Riemann.
Á titre d’exemple citons f(x) =

√
x et calculons son intégrale de Riemann et celle de Jackson
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respectivement : ∫ 1

0

√
x dx =

2

3
.

∫ 1

0

√
x dqx = (1− q)1

+∞∑
j=0

qj
√
qj1 = (1− q)

+∞∑
j=0

q
3j
2

=
1− q

1− q 3
2

=
(1− q 1

2 )(1 + q
1
2 )

(1− q 1
2 )(1 + q

1
2 + q1)

=
1 + q

1
2

1 + q
1
2 + q1

.

Il est clair que quand q tend vers 1,
∫ 1

0

√
x dqx = 2

3
.

4.2.2 Les intégrales impropres de Jackson

Définition 4.2.3. Soient 0 < q < 1et f une fonction définie sur l’intervalle [0,+∞[,on définie
l’intégrale impropre de f comme suit :

∫ +∞

0

f(x)dqx =
+∞∑
−∞

∫ qj

qj+1

f(x)dqx. (4.1)

4.2.3 Le q-analogue de la formule de Leibniz

Le théorème suivant nous dit que pour calculer l’intégrale de Jackson d’une fonction, il suffit
de trouver une q-primitive.

Théorème 4.2.4 (le théorème fondamental de q-calcul).
Si F (x) est une q-primitive de f(x) et F (x) est continue en x = 0, on a :∫ b

a

f(x)dqx = F (b)− F (a) avec 0 ≤ a < b ≤ +∞

Démonstration.
Comme F (x) est continue en 0 , d’après ce qui précède F (x) est donnée par l’intégrale de Jackson
(avec une constante additive prés) :

F (x) = (1− q)x
+∞∑
j=0

qjf(qjx) + F (0). (4.2)
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On a donc : ∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx

= (1− q)b
+∞∑
j=0

qjf(qjb)− (1− q)a
+∞∑
j=0

qjf(qja)

= (F (b)− F (0))− (F (a)− F (0))

= F (b)− F (a).

Ce qu’il fallait démonter.

4.2.4 Le q-analogue de la formule d’intégration par parties

Comme le produit de deux fonctions dérivables est toujours dérivable. Alors, appliquons le
théorème fondamental de q-calcul pour démontrer la proposition qui nous donne le q-analogue de
la formule d’intégration par parties.

Proposition 4.2.5. Soient f et g deux fonctions continues en 0. Le q-analogue de la
formule d’intégration par parties est donnée par :∫ b

a

f(x)dqg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(qx)dqf(x).

Démonstration. On a :

Dq(f(x)g(x)) = f(x)(Dqg(x)) + g(qx)(Dqf(x)).

En intégrant les deux membres de cette dernière sur l’intervalle [a, b] et en utilisant la formule de
Leibniz, on obtient :∫ b

a

f(x)(Dqg(x))dqx+

∫ b

a

g(qx)(Dqf(x))dqx = f(b)g(b)− f(a)g(a).

D’où : ∫ b

a

f(x)(Dqg(x))dqx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(qx)(Dqf(x))dqx.

c’est à dire : ∫ b

a

f(x)dqg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(x)dqf(x).
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4.2.5 Le q-analogue de la formule de Taylor avec reste intégrale

Théorème 4.2.6. Soit n ∈ N, supposons Dj
qf(x) est continue en 0, pour tout j < n+ 1. Alors

,on a le q-analogue de la formule de Taylor avec reste intégrale :

f(b) =
n∑
j=0

(Dj
qf)(a)

(b− a)jq
[j]q!

+
1

[n]q!

∫ b

a

Dn+1
q f(x)(b− qx)nqdqx. (4.3)

Démonstration. Procédons par récurrence .
Comme f est continue en x = 0, alors d’après le théorème fondamental du q-calcul, on a :

f(b)− f(a) =

∫ b

a

Dqf(x)dqx

= −
∫ b

a

Dqf(x)dq(b− x)

Ce qui confirme la formule (??) pour n = 0. Soit n > 1, supposons que la formule (??) est vérifiée
pour n− 1. Alors, on a :

f(b) =
n−1∑
j=0

(Dj
qf)(a)

(b− a)jq
[j]q!

+
1

[n− 1]q!

∫ b

a

Dn
q f(x)(b− qx)n−1

q dqx (4.4)

Maintenant, on a :

(b− qx)n−1
q = −

Dq(b− x)nq
[n]q

En se servant de cette dernière et d’une intégration par parties, on trouve :∫ b

a

Dn
q f(x)(b− qx)n−1

q dqx = − 1

[n]q

∫ b

a

Dn
q f(x)dq(b− x)nq

= − 1

[n]q
(−Dn

q f(a)(b− a)nq −
∫ b

a

(b− qx)nq dq(D
n
q (f(x)))

=
Dn
q f(a)(b− a)nq

[n]q
+

1

[n]q

∫ b

a

(b− qx)nqD(Dn
q f(x))dqx

=
Dn
q f(a)(b− a)nq

[n]q
+

1

[n]q

∫ b

a

(b− qx)nqD
n+1
q f(x)dqx.

En remplaçant ceci dans la formule (??) ,on trouve :

f(b) =
n−1∑
j=0

(Dj
qf)(a)

(b− a)jq
[j]q!

+
1

[n− 1]q!
(Dn

q f(a)
(b− a)nq

[n]q
+

1

[n]q

∫ b

a

(b− qx)nqD
n+1
q f(x)dqx

=
n∑
j=0

(Dj
qf)(a)

(b− a)jq
[j]q!

+
1

[n]q!

∫ b

a

Dn+1
q f(x)(b− qx)nqdqx.

Ce qui confirme la formule (??) pour tout entier n et complète cette démonstration.
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Guillermo Martinez 5
L’identité du triple produit de Jacobi

C
e cinquième chapitre est centré sur la fameuse formule du triple produit de Jacobi (TPJ), et
sur plusieurs applications à la combinatoire des partitions et à l’arithmétique. On retrouve

le TPJ dans de nombreuses démonstrations, il est en effet très pratique car il a pour but de
transformer des sommes infinies en produits infinis, ce qui en facilite la manipulation et permet
des calculs plus aisés.

5.1 L’identité du triple produit de Jacobi

Théorème 5.1.1. (Jacobi).
Pour q ∈ C ,avec |q| < 1 , on a :

∑
n∈Z

qn
2

zn =
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z)(1 + q2n−1z−1).

Démonstration. (G.E. Andrews)
On a :

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z) =
+∞∏
n=0

(1 + q2n+1z) (en prenant “n− 1” à la place de“ n”).

En utilisant l’identité (??) pour ”q” remplacé par ”q2” et ”z” par ”qz”, on trouve :

+∞∏
n=0

(1 + q2n+1z) =
+∞∑
k=0

qk
2−kqkzk

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)
.

Donc :
+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z) =
+∞∑
k=0

qk
2−kqkzk

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)
.

Ce qui entrâıne que :
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+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z)
+∞∏
n=1

(1− q2n) =
+∞∑
k=0

qk
2
zk

k∏
n=1

(1− q2n)

+∞∏
n=1

(1− q2n)

=
+∞∑
k=0

qk
2

zk
∏
n>k

(1− q2n)

=
+∞∑
k=0

qk
2

zk
+∞∏
j=0

(1− q2k+2j+2)

(où cette transformation est obtenue en posant n = k + j + 1). On constate que le produit
+∞∏
j=0

(1− q2k+2j+2) est nul pour k ∈ Z∗−, on a donc :

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z)
+∞∏
n=1

(1− q2n) =
∑
k∈Z

qk
2

zk
+∞∏
j=0

(1− q2k+2j−2). (5.1)

Maintenant pour k ∈ Z fixé , en utilisant l’identité (??) pour “q” remplacé par “q2” et “z” par
“(−q2k+2)” , on trouve :

+∞∏
j=0

(1− q2k+2j+2) =
+∞∑
l=0

ql
2−l(−q2k+2)l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)

=
+∞∑
l=0

(−1)l
ql

2+2kl+l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)

Par suite, en substituant ceci dans l’identité (??) , on trouve :

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z)
+∞∏
n=1

(1− q2n) =
∑
k∈Z

qk
2

zk
+∞∑
l=0

(−1)l
ql

2+2kl+l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)

=
∑
k∈Z

∑
l∈N

(−1)l
q(k+l)2+l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)
zk

=
∑
m∈Z

∑
l∈N

(−1)l
qm

2+l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)
zm−l

(où l’on a posé m = k + l). D’où :

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z)
+∞∏
n=1

(1− q2n) = (
∑
m∈Z

qm
2

zm)
∑
l∈N

(−qz−1)l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)
. (5.2)
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Mais d’après l’identité (??) pour ”q” remlplacé par ”q2” et ”z” par ”(−qz−1)”, on a :

∑
l∈N

(−qz−1)l

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2l)
=

1
+∞∏
n=0

(1 + q2n+1z−1)

=
1

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z−1)

Il ne reste qu’à substituer cette dernière dans l’identité (??), pour obtenir :

+∞∏
n=1

(1 + q2n+1z)
+∞∏
n=1

(1− q2n) =

∑
m∈Z

q2mzm

+∞∏
n=1

(1 + q2n−1z−1)

,

ce qui donne le résultat requis.

Nous allons d’abord définir les nombres k-gonaux qui serviront dans l’étude combinatoire.

Définition 5.1.2.
Nombres triangulaires : ce sont les nombres, notés par ∆n ,qui s’écrivent sous la forme :

∆n =
n(n+ 1)

2
, (n ∈ N)

Nombres carrés : ce sont les nombres qui s’écrivent sous la forme : n2 (n ∈ N)

37



K. Atmani & K. Manseur

Nombres k-gonaux : ce sont les nombres, notés par Pk,n, qui s’écrivent sous la forme :

Pk,n = (k − 2)
n(n− 1)

2
+ n. (n ∈ N)

En particulier, si k = 5 ces nombres, notés par en, sont appelés nombres pentagonaux :

en =
3n2 − n

2
, (n ∈ N)

5.2 Applications du T.P.J à la combinatoire

Cette partie a pour objet de mettre en exergue la formule du triple produit de Jacobi.
Commençons par démonter intuitivement quelques corollaires fondamentaux :

Corollaire 5.2.1. (Gauss)
Pour q ∈ C : tel que | q |< 1, on a :

+∞∑
n=0

q4n =
+∞∏
n=1

(
1− q2n

1− q2n−1

)
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Démonstration. En prenant dans la formule du triple produit de Jacobi “q
1
2 ” à la place de “q” et

“q
1
2 ” à la place de “z”, on obtient :

+∞∑
n=0

q4n =
+∞∏
n=1

(1− qn)(1 + qn)(1 + qn−1) (5.3)

=
+∞∏
n=1

(1− q2n)
+∞∏
n=1

(1 + qn−1). (5.4)

D’une part, on a : ∑
n∈Z

q4n =
+∞∑
n=0

q4n +
−1∑

n=−∞

q4n

=
+∞∑
n=0

q4n +
+∞∑
m=0

q4−m−1 ,

d’où : ∑
n∈Z

q4n = 2
+∞∑
n=0

q4n (5.5)

(car 4−m−1 = 4m,∀m ∈ N).
Et d’autre part, on a :

+∞∏
n=1

(1 + qn−1) = 2
+∞∏
n=2

(1 + qn−1) = 2
+∞∏
n=1

(1 + qn)

= 2

+∞∏
n=1

(1− q2n)

+∞∏
n=1

(1− qn)

=

2
∏
n∈N∗

n impair

(1− qn)

∏
n∈N∗

(1− qn)

=
2∏

n∈N∗
n impair

(1− qn)

ainsi,
+∞∏
n=1

(1 + qn−1) =
2

+∞∏
n=1

(1− q2n−1)

. (5.6)

En substituant (??) et (??) dans l’identité (??) , on obtient le résultat.

Corollaire 5.2.2 (Gauss).
Pour q ∈ C tel que | q |< 1 , on a :

∑
n∈Z

(−q)n2

=
+∞∏
n=1

1− qn

1 + qn
.
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Démonstration. On prend dans le théorème du triple produit de Jacobi “−q”à la place de q et
z = 1, on obtient : ∑

n∈Z

(−q)n2

=
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1)(1− q2n−1)

=
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1)2

=
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1)
+∞∏
n=1

(1− q2n−1)

=
+∞∏
n=1

(1− qn)
+∞∏
n=1

(1− q2n−1).

Maintenant, calculons
+∞∏
n=1

(1− q2n−1) :

+∞∏
n=1

(1− q2n−1) =
∏
n∈N∗

n impair

(1− qn) =

+∞∏
n=1

(1− qn)∏
n∈N∗
n pair

(1− qn)
=

+∞∏
n=1

(1− qn)

+∞∏
n=1

(1− q2n)

=
+∞∏
n=1

1− qn

1− q2n
=

+∞∏
n=1

1

1 + qn
.

Ce qui donne le résultat requis.

Corollaire 5.2.3. (le théorème pentagonal d’Euler)
Pour tout q ∈ C , | q |< 1, on a :

∑
n∈Z

(−1)nqen =
+∞∏
n=1

(1− qn)

avec les en sont les nombres pentagonaux (en = 3n2−n
2

,∀n ∈ Z)

Démonstration. On prend dans la formule triple produit de Jacobi “q
3
2 ” à la place de q et “(−q− 1

2 )”
à la place de “z”. On obtient :∑

n∈Z

(q
3
2 )(−q−

1
2 )n =

+∞∏
n=1

(1− q3n)(1 + q3n− 3
2 (−q−

1
2 ))(1 + q3n− 3

2 (−q
1
2 ))

=
+∞∏
n=1

(1− q3n)(1− q3n−1)(1− q3n−2)

=
+∞∏
n=1

(1− qn),
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car tout entier strictement positif s’écrit sous l’une et une seulement des formes 3n, 3n−1, 3n−2,
(∀n ≥ 1).

Remarque 5.2.4. La fonction q 7−→
+∞∏
n=1

(1 − qn)constituant le membre de droite de la formule

d’Euler est d’importance capitale en q-calcul. On la désigne par ψ :

ψ(q) =
+∞∏
n=1

(1− qn) (q ∈ C, | q |< 1).

Le théorème pentagonal d’Euler donne alors le développement de ψ en série entière ; soit

ψ(q) =
∑
n∈Z

(−1)nqen .
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Je dirai que la vérité que nous
font connâıtre les démonstrations
mathématiques est celle-là même
que connâıt la sagesse divine .

Galilée 6
Initiation à la théorie des partitions

L
a théorie des partitions est l’une des rares branches des mathématiques qui a intéressé
certains des meilleurs esprits depuis le 18ème siècle. Dans cette section, différents types de

partitions de n sont expliqués par des formes symboliques et graphiques.

6.1 La fonction de partition p

Définition 6.1.1. La fonction de partition p associée à tout entier naturel n est le nombre de
façons différentes d’écrire n comme somme d’entiers strictement positifs sans tenir compte de
l’ordre des éléments . On conventionne p(0) = 1

Autrement dit,
Une partition d’un entier positif n est une suite décroissante finie d’entiers positifs λ1, λ2, · · · , λr

telle que
r∑
l=1

.Les λl sont appelés les parts de la partition.

Exemple : On a,

5 = 5

= 4 + 1

= 3 + 2

= 3 + 1 + 1

= 2 + 2 + 1

= 2 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

D’où : p(5) = 7.
Contrairement à ce qu’on pourrait croire à travers ce petit exemple , la fonction de partition
p est de croissance rapide au voisinage de l’infini (on peut montrer qu’elle est exponentielle en√
n).En utilisant des techniques élaborées d’analyse complexe ,Hardy et Ramanujan ont montré

la formule asymptotique précise suivante :

p(n) ∼
+∞

1

4
√

3n
exp

(
π

√
2n

3

)
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6.1.1 La série génératrice ordinaire de la fonction p

Rappelons d’abord la définition d’une série génératrice ordinaire d’une suite.

Définition 6.1.2. On appelle série génératrice ordinaire d’une suite (an)n∈N la série entière :

+∞∑
n=0

anz
n.

Établissons la série génératrice ordinaire de la fonction p :
Supposons qu’un entier strictement positif n s’écrit comme somme de n1 fois le nombre 1 ; n2 fois
le nombre 2 ; plus n3 fois le nombre 3, etc, (où n1, n2, · · · ∈ N) Alors, n = n1 + 2n2 + 3n3 + · · · . De
ce fait, p(n) peut être vu comme étant le nombre des uplets (n1, n2, · · · ) tel que n = n1 + 2n2 +
3n3 + · · · . Par définition, la série génératrice ordinaire de p est donnée par :

s(q) =
∑
n∈N

p(n)qn

=
∑

n1,n2,···∈N

qn1+2n2+3n3+···

= (
∑
n1∈N

qn1)(
∑
n∈N

q2n2)(
∑
n3∈N

q3n3) · · ·

=
1

1− q
1

1− q2

1

1− q3
· · ·

=
1

+∞∏
n=1

(1− qn)

=
1

ψ(q)
;

ce qui donne la série génératrice ordinaire de p :

s(q) =
1

ψ(q)
. (6.1)

6.1.2 Applications de la partition p

Cette partie consiste à illustrer l’utilité des résultats de la formule du T.P.J développés
précédemment que nous allons voir dans le vif des preuves des propositions prochaines.

Proposition 6.1.3. Pour tout n ∈ N∗, on a :

p(n) = [p(n− e1) + p(n− e1 − 1)]− [p(n− e2) + p(n− e2 − 2)] + [p(n− e3) + p(n− e3 − 3)] · · · .

=
+∞∑
k=1

(−1)k−1[p(n− ek) + p(n− ek − k)]
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Démonstration. D’après la formule (??) et le théorème pentagonal d’Euler , on a :

+∞∑
i=0

p(i)qi =
1

Ψ(q)
.

=
1∑

j∈Z

(−1)jqej
.

D’où
+∞∑
i=0

p(i)qi
∑
j∈Z

(−1)jqej = 1.

Ce qui s’écrit aussi : ∑
i∈N
j∈Z

p(i)(−1)jqi+ej = 1.

Pour n ∈ N∗, en identifiant les coefficients de qn des deux membres de cette dernière identité , on
trouve : ∑

i∈N
j∈Z

i+ej=n

p(i)(−1)j = 0.

C’est à dire,

p(n) +
∑
j∈Z∗

p(n− ej)(−1)j = 0.

Ou encore,

p(n) +
+∞∑
j=1

(−1)j[p(n− ej) + p(n− e−j)] = 0.

Comme

e−j =
3j2 + j

2
=

3j2 − j
2

+ j = ej + j, (∀j ∈ N∗.)

Le résultat de la proposition s’ensuit.

Remarque 6.1.4. Le temps nécessaire pour évaluer p(n), n ∈ N∗ via la formule de la proposition
croit lentement en fonction de n contrairement au temps nécessaire pour évaluer p(n) directement
par un décompte combinatoire .

Exemple :

p(5) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1[p(5− ek) + p(5− ek − k)]

= p(4) + p(3)− [p(o) + p(−2)]

= 5 + 3− 1− 0

= 7.
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Bien souvent nous étudions des problèmes qui ne s’intéressent pas à toutes les partitions de
n mais restreignent seulement à des sous-ensembles particuliers des partitions de ce même n.
Signalons quelques notations pour simplifier les écritures.
Notation :

On désigne par O l’ensemble des entiers strictement positifs impairs.
Pour S ∈ N∗ et d ∈ N∗ ∪ {+∞}, on désigne par p(S, d, n) le nombre de façons différentes de
représenter un entier n ∈ N comme somme d’éléments de S, où chacun de ces éléments se répète
au plus d fois. Pour d = +∞, p(S, d, n) est simplement noté par p(S, n).

Quelques cas particuliers :

• p(n) = p(N∗, n).

• p(N∗, 1, n) est le nombre de façons différentes de représenter un entier n ∈ N comme somme
des entiers deux à deux distincts. Pour alléger les écritures, on propose de noter ces nombres
par p 6=(n).

• Pour k ∈ N∗, on désigne par Nk l’ensemble des entiers strictement positifs qui ne sont pas
multiple de k.

Exemple :
p(O, 7) = 5 ;

7 = 7 = 5 + 1 + 1

= 3 + 3 + 1

= 3 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

p 6=(7) = 5 ;

7 = 7

= 6 + 1

= 5 + 2

= 4 + 3

= 4 + 2 + 1

Théorème 6.1.5. Soient S un ensemble des entiers positifs et

f(q) =
∑
n>0

P (S, n)qn ; fd(q) =
∑
n>0

P (S, d, n)qn

Alors, pour | q |< 1,

f(q) =
∏
n∈S

(1− qn)−1

fd(q) =
∏
n∈S

(1 + qn + q2n + · · ·+ qdn) =
∏
n∈S

(1− q(d+1)n)(1− qn)−1

46
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Démonstration. Nous allons désigner les éléments de S par : S = (s1, s2, s3, · · · ), on a :∏
n∈S

(1− qn)−1 =
∏
n∈S

(1 + qn + q2n + q3n + · · · )

= (1 + qs1 + q2s1 + q3s1 + · · · )(1 + qs2 + q2s2 + q3s2 + · · · ) · · ·
=

∑
a1>0

∑
a2>0

∑
a3>0

· · · qa1s1+a2s2+a3s3+···

=
∑
n∈N

P (S, n)qn.

Maintenant, montrons que :
∏
n∈S

(1 + qn + q2n + · · ·+ qdn) =
∑
n>0

P (S, d, n)qn.

D’après ce qui précède de la démonstration, on a :∏
n∈S

(1 + qn + q2n + q3n + · · ·+ qdn) =
∑

d>a1>0

∑
d>a2>0

∑
d>a3>0

· · · qa1s1+a2s2+a3s3+···

=
∑
n>0

P (s, d, n)qn.

Avec n = a1s1 + a2s2 + a3s3 + · · · ; où si ∈ S, ai 6 d, ∀ ∈ N.
L’équivalence des deux identités fd(q) provient de la formule de la somme des termes consécutifs
d’une suite géométrique.

Corollaire 6.1.6. Soit n ∈ N, on a :
le nombre de façons différentes d’écrire n comme somme d’entiers impairs égal au nombre de
façons différentes d’écrire n comme somme d’entiers distincts, ie,

p(O, n) = p 6=(n)

Démonstration. D’après le théorème précédent, on a :∑
n>0

P (O, n)qn =
+∞∏
n=1

(1− q2n−1)−1

et ∑
n>0

P 6=(n)qn =
+∞∏
n=1

(1 + qn)

car P 6=(n) = P (N, 1, n).
On a :

+∞∏
n=1

(1 + qn) =
+∞∏
n=1

(1− q2n)

(1− qn)
=

+∞∏
n=1

1

1− q2n−1
=
∑
n>0

P (O, n)qn.

Comme la série entière d’une fonction est unique, il vient que :

∀n ∈ N, P (O, n) = P 6=(n).

La démonstration est ici terminée.
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Corollaire 6.1.7. Soit n un entier strictement positif, on a :
le nombre de façons différentes d’écrire n comme somme d’éléments de N strictement positifs
qui ne sont pas multiple de d+1 égal au nombre de façons différentes d’écrire n comme somme
d’éléments de N , où chacun de ces éléments se répète au plus d fois.

p(Nd+1, n) = p(N, d, n)

Démonstration. D’après le théorème précédent ,

∑
n>0

P (N, d, n)qn =
+∞∏
n=1

1− q(d+1)n

1− qn

=
+∞∏
n=1

(d+1)-n

1

1− qn

=
∑
n>0

P (Nd+1, n)qn

6.2 La représentation graphique d’une partition

Un autre dispositif élémentaire efficace pour étudier les partitions est la représentation
graphique. A chaque partition λ est associée sa représentation graphique, ou graphe de Ferrers .
Plutôt que s’attarder là-dessus, nous allons, au moyen de quelques exemples, expliquer mieux la
représentation graphique.
Exemple :
8 + 6 + 6 + 5 + 1.

Notons que la ieme ligne de représentation graphique de (λ1, λ2, · · · , λn) contient λi points (noeud,
carrée...). Nous remarquons qu’il existe plusieurs manières de former la représentation graphique.

Définition 6.2.1. Si λ = (λ1, λ2, · · · , λn) est une partition, on peut définir une nouvelle partition
λ = (λ′1, λ

′
2, · · · , λ′n) en choisissant λi comme nombre de parts de λ qui sont > i. La partition λ′

est appelée le conjugué de λ.
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Nous pouvons mieux comprendre le conjugué en utilisant la représentation graphique. D’après
la définition, on a le conjugué de la partition “8 + 6 + 6 + 5 + 1” est “5 + 4 + 4 + 4 + 4 + 3 + 1 + 1”

Remarque 6.2.2. Le conjugué de la partition est obtenu en comptant les points successifs des
colonnes.C’est à dire que la représentation graphique du conjugué est obtenue par symétrie par
rapport à la diagonale. Ainsi le graphe du conjugué est :

Théorème 6.2.3. Le nombre de partitions de n avec au plus m parts est égal au nombre de
partitions de n dans laquelle aucune part ne dépasse m.

Démonstration. La correspondance qui associe à toute partition son conjugué transforme toute
partition de n ∈ N en m parts en une partition de même n dont toutes les parts sont ≤ m. Ce
qui conclut au résultat.
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Les mathématiques sont les enne-
mies acharnées de la mémoire, ex-
cellente par ailleurs, mais néfaste,
arithmétiquement parlant !

Eugène Ionesco 7
Application arithmétique

O
n doit à Carl Friedrich Gauss (1777-1855) l’affirmation selon laquelle, si les mathématiques
sont “la reine des sciences”, la théorie des nombres est “la reine des mathématiques”. On

pourrait ajouter que, bien souvent, les énoncés de la théorie des nombres s’avèrent d’une extrême
simplicité ; c’est précisément du contraste entre la simplicité des énoncés et la complexité des
démonstrations que provient une bonne part de son charme.

Commençons ce dernier chapitre par introduire la fonction thêta de Jacobi, qui est définie
comme suit :

θ(q; z) :=
∑
n∈Z

qn
2

zn, (∀n ∈ Z, ∀q, z ∈ C)

7.1 Le théorème des deux carrés

Étant donné n ∈ N∗, on désigne par r2(n) le nombre de façons différentes d’écrire n comme
somme de deux carrés d’entiers relatifs ; plus précisément, on a :

r2(n) := Card{(a, b) ∈ Z2 : a2 + b2 = n}

Par ailleurs, on désigne par d1(n) le nombre de diviseurs de n qui sont congrus à 1 modulo 4 et
par d3(n) le nombre de diviseurs de n qui sont congrus à 3 modulo 4.
Exemple : les façons différentes d’écrire n = 10 comme somme de deux carrés d’entiers relatifs
sont :

10 = 12 + 32 = 32 + 12

= 12 + (−3)2 = (−3)2 + 12

= (−1)2 + 32 = 32 + (−1)2

= (−1)2 + (−3)2 = (−3)2 + (−1)2

D’où r2(10) = 8
D’autre part, les diviseurs de 10 sont : 1, 2, 5, 10. Il y’a exactement deux d’entre eux qui sont

congrus à 1 modulo 4 (en l’occurrence 1 et 5) et aucun d’entre eux n’est congru à 3 modulo 4.
On a donc : d1(10) = 2 et d3(10) = 0.

Le but de cette section est de prouver la formule remarquable et totalement imprévisible qui
exprime la fonction arithmétique r2 en fonction des deux fonctions arithmétique d1 et d3. Cette
formule est donnée par le théorème suivant :
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Théorème 7.1.1 (Le théorème des deux carrés). Pour tout n ∈ N∗, on a :

r2(n) = 4(d1(n)− d3(n))

Par exemple, pour n = 10, on a (d’après l’exemple précédent ) : r2(10) = 8 et 4(d1(n)−d3(n)) =
4(2− 0) = 8.La formule du théorème est bien vérifiée !

la preuve de ce théorème se fait en comparant les séries génératrice ordinaires des deux fonc-
tions arithmétique r2 et 4(d1(n)− d3(n)). Pour ce faire, on a besoin de quelques préparatifs.

Lemme 7.1.2. La série génératrice ordinaire de la fonction arithmétique r2 est donnée par :

+∞∑
n=0

r2(n)qn =

(∑
n∈Z

qn
2

)2

.

Démonstration. On a :

(∑
n∈Z

qn
2

)2

=

(∑
n∈Z

qn
2

)(∑
m∈Z

qm
2

)

=
∑
n,m∈Z

qn
2+m2

=
∑
k∈N

Card{(n,m) ∈ Z2 : n2 +m2 = k}qk

=
∞∑
k=0

r2(k)qk

Ce qui démontre la formule du lemme.

Lemme 7.1.3. Pour q ∈ C tel que | q |< 1, on a :

(∑
n∈Z

(−1)nqn
2

)2

=

+∞∏
n=1

(1− qn)3

+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−1)(1 + q4n−3)

Démonstration. Soit q ∈ C tel que | q |< 1. D’aprés la formule de Gauss vue au corollaire ??, on
a : ∑

n∈Z

(−1)nqn
2

=
∑
n∈Z

(−q)n2

=
+∞∏
n=1

1− qn

1 + qn
.
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D’où : (∑
n∈Z

(−1)nqn
2

)2

=
+∞∏
n=1

(1− qn)2

(1 + qn)2

=
+∞∏
n=1

(1− qn)3

(1 + qn)2(1− qn)

par suite, (∑
n∈Z

(−1)nqn
2

)2

=
+∞∏
n=1

(1− qn)3

(1− q2n)(1 + qn)
(7.1)

Maintenant, comme les trois suites (2n)n>1, (4n − 1)n>1 et (4n − 3)n>1 sont complètement dans
N∗, on a :

+∞∏
n=1

(1 + qn) =
+∞∏
n=1

(1 + q2n)(1 + q4n−1)(1 + q4n−3).

D’où
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + qn) =
+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−1)(1 + q4n−3).

La formule du lemme s’ensuit en reportant cette dernière dans l’identité (??)

Lemme 7.1.4. Soit (fi)i>1 une suite de fonctions holomorphes sur uun domaine D de C. On

suppose qu’aucune des fonctions fi (i > 1) ne s’annule sur D et que le produit infini
+∞∏
i=1

fi

converge sur D.Alors, on a : (
+∞∏
i=1

fi

)′
=

(
+∞∑
i=1

fi
′

fi

)
+∞∏
i=1

fi.

Démonstration. En procédant par récurrence sur n ∈ N∗, on montre aisément que :(
n∏
i=1

fi

)′
=

(
n∑
i=1

fi
′

fi

)
n∏
i=1

fi.

La formule du lemme en résulte en faisant tendre n vers +∞. ce qui achève cette démonstration.

Les séries de Lambert :
Soit (an)n∈N∗ une suite complexe à croissance au plus exponentielle ; i.e il existe A > 0 tel que
| an |6 An (∀n ∈ N∗).

Définition 7.1.5. On appelle série de Lambert associée à (an)n∈N∗ la série de fonction :

+∞∑
n=1

an
qn

1− qn
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Remarque 7.1.6. En prenant B ∈]0,min(1, 1
A

)[, la série de Lambert associée à la suite (an)n∈N∗
est normalement convergente sur le disque de rayon | q |< B. En effet, a(n) une suite d’ordre
exponentiel,ie ∃A > 0 :| a(n) |6 An. Pour tout q ∈ C tel que | q |< B, on a :

| a(n)qn

1− qn
|6 | a(n) || q |n

1− | q |n
6

AnBa

1− kn
6

(AB)n

1− k
.

Puisque AB < 1, on en déduit que la série de Lambert associée à la suite (an)n∈N∗ est normalement
convergente sur le disque de rayon | q |< B.

Le résultat fondamental sur les séries de Lambert est donné par le théorème suivant :

Théorème 7.1.7. Soit (an)n∈N∗ une suite complexe, à croissance au plus exponentielle. Alors,
le développement en série entière (au voisinage de 0) de la série de Lambert associée à (an)n
est donné par :

+∞∑
n=1

an
qn

1− qn
=

+∞∑
n=1

a′nq
n,

avec
a′n =

∑
d/n

ad (∀n ∈ N∗)

Démonstration. Lorsque q ∈ C est de module suffisamment petit, on a pour tout n ∈ N∗ :

qn

1− qn
=

+∞∑
m=1

(qn)m =
+∞∑
m=1

qnm.

D’où :

+∞∑
n=1

an
qn

1− qn
=

+∞∑
n=1

an

+∞∑
m=1

qnm =
∑

n,m∈N∗
anq

nm

=
+∞∑
k=1

∑
n/k

an

 qk (on a pris nm = k)

=
+∞∑
k=1

a′kq
k,

comme il fallait le prouver.

Le théorème clef suivant exprime la série

(∑
n∈N

qn
2

)2

comme somme de deux séries de Lam-

bert (principalement). En se servant ensuite du lemme ?? et du théorème ??, on conclura
immédiatement au résultat du théorème ?? par identification des coefficients des deux séries
entières résultantes.
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Théorème 7.1.8. Pour q ∈ C tel que | q |< 1, on a :(∑
n∈N

qn
2

)2

= 1 + 4

(
∞∑
n=0

q4n+1

1− q4n+1
−
∞∑
n=0

q4n+3

1− q4n+3

)

Démonstration. En appliquant la formule T.P.J pour ”q” remplacé par ”q
1
2 ” et ”z” par ”−q 1

2 z−2”,
on obtient : ∑

n∈Z

(−1)nq
n2+n

2 z−2n =
+∞∏
n=1

(1− qn)(1− qnz−2)(1− qn−1z2). (7.2)

Maintenant, d’une part, on a :∑
n∈Z

(−1)nq
n2+n

2 z−2n =
∑
n∈Z
n pair

(−1)nq
n2+n

2 z−2n +
∑
n∈Z

n impair

(−1)nq
n2+n

2 z−2n

=
∑
k∈Z

(−1)2kq
(2k)2+2k

2 z−2(2k) +
∑
k∈Z

(−1)2k−1q
(2k−1)2+(2k−1)

2 z−2(2k−1)

=
∑
k∈Z

q2k2+kz−4k +
∑
k∈Z

q2k2+kz−4k+2

= θ(q2; qz−4)− z2θ(q2; q−1z−4)

=
+∞∏
n=1

(1− q4n)(1− q4n−1z−4)(1− q4n−3z4)− z2

+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−3z−4)(1 + q4n−1z4). (7.3)

(d’après la formule T.P.J).
Et d’autre part, on a :

+∞∏
n=1

(1− qn−1z2) = (1− z2)
+∞∏
n=2

(1− qn−1z2) = (1− z2)
+∞∏
n=1

(1− qnz2). (7.4)

En reportant les identités (??) et (??) dans l’identité (??), on obtient l’identité :
+∞∏
n=1

(1− q4n)(1− q4n−1z−4)(1− q4n−3z4)− z2

+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−3z−4)(1 + q4n−1z4) =

(1− z2)
+∞∏
n=1

(1− qn)(1− qnz−2)(1− qnz2).

En dérivant (par rapport à z) les deux membres de cette dernière identité tout en se servant de
la formule du lemme ?? dans la dérivation du premier membre, on obtient :[

+∞∑
n=1

(
−4q4n−1z−5

1 + q4n−1z−4
+

4q4n−3z3

1 + q4n−3z4

)] +∞∏
n=1

{
(1− q4n)(1− q4n−1z−4)(1− q4n−3z4)

}
−

[
2

z
+

+∞∑
n=1

(
−4q4n−3z−5

1 + q4n−3z−4
+

4q4n−1z3

1 + q4n−1z4

)]
.z2

+∞∏
n=1

{
(1− q4n)(1− q4n−3z−4)(1− q4n−1z4)

}
= −2z

+∞∏
n=1

(1− qn)(1− qnz−2)(1− qnz2) + (1− z2)

[
+∞∏
n=1

(1− qn)(1− qnz−2)(1− qnz2)

]′
.
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En prenant par la suite z = 1, on obtient :(
−8

+∞∑
n=1

q4n−1

1 + q4n−1
+ 8

+∞∑
n=1

q4n−3

1 + q4n−3
− 2

)
+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−1)(1 + q4n−3)

= −2
+∞∏
n=1

(1− qn)3.

D’où l’on tire :

+∞∏
n=1

(1− qn)3

+∞∏
n=1

(1− q4n)(1 + q4n−1)(1 + q4n−3)

= 1 + 4

(
+∞∑
n=1

q4n−1

1 + q4n−1
+

+∞∑
n=1

q4n−3

1 + q4n−3

)
.

Ce qui est équivalent (en vertu du lemme ??) à :(∑
n∈Z

(−1)nqn
2

)2

= 1 + 4

(
+∞∑
n=1

q4n−1

1 + q4n−1
+

+∞∑
n=1

q4n−3

1 + q4n−3

)
.

Il ne reste qu’à substituer “q” par “−q” pour avoir :(∑
n∈Z

qn
2

)2

= 1 + 4

(
+∞∑
n=1

(−q)4n−1

1 + (−q)4n−1

+∞∑
n=1

(−q)4n−3

1 + (−q)4n−3

)

= 1 + 4

(
+∞∑
n=0

q4n+1

1 + q4n+1
−

+∞∑
n=0

q4n+3

1 + q4n+3

)
,

comme il fallait le prouver.

Remarque 7.1.9. La formule du théorème ?? peut s’écrire aussi sous la forme :(∑
n∈Z

qn
2

)2

= 1 + 4
+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

Revenons maintenant à la démonstration du théorème des deux carrés ?? ;

Démonstration. Les deux séries

(
+∞∑
n=0

q4n+1

1 + q4n+1

)
et

(
+∞∑
n=0

q4n+3

1 + q4n+3

)
sont précisément les séries

de Lambert associées respectivement aux suites (an)n>1 et (bn)n>1 suivantes : (∀n ∈ N∗)

an :=

{
1 si n ≡ 1[4]

0 sinon
, bn :=

{
1 si n ≡ 3[4]

0 sinon
.

Il est immédiat que l’on a pour tout n ∈ N∗).∑
d/n

ad =
∑
d/n
d≡1[4]

1 = d1(n).
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∑
d/n

bd =
∑
d/n
d≡3[4]

1 = d3(n).

On a donc d’après le théorème ?? :

+∞∑
n=0

q4n+1

1 + q4n+1
=

+∞∑
n=1

d1(n)qn. (7.5)

+∞∑
n=0

q4n+3

1 + q4n+3
=

+∞∑
n=1

d3(n)qn. (7.6)

D’autre part, on a (d’après le lemme ??) :(∑
n∈Z

qn
2

)2

=
+∞∑
n=0

r2(n)qn. (7.7)

En reportant les identités (??), (??) et (??) dans la formule du théorème ??, on tire l’identité
suivante :

+∞∑
n=0

r2(n)qn = 1 +
+∞∑
n=1

4 (d1(n)− d3(n)) qn.

Par identification des coefficients, on conclut que pour tout n ∈ N∗, on a :

r2(n) = 4 (d1(n)− d3(n)) ,

comme il fallait le prouver. Le théorème des deux carrés ?? est démontré.

Du théorème des deux carrés ??, on tire l’important corollaire suivant :

Corollaire 7.1.10 (Théorème de Fermat).
Un nombre premier impair est une somme de deux carrés parfaits si et seulement s’il est congrus
à 1 mod 4.

Démonstration. Soit p un nombre premier, alors, p ≡ 3[4] , ou bien p ≡ 1[4].

• Si p ≡ 3[4], d1(p) = 1 car le seul diviseur de p congru à 1 modulo 4 est 1 et d3(p) = 1 car
le seul diviseur de p congru à 3 modulo 4 est p, donc d’après le théorème des deux carrés
r2(p) = 0 et p ne s’écrit pas comme somme de deux carrés.

• Si p ≡ 1[4], on a : d1(p) = 2 et d3(p) = 0 donc d’après le théorème des deux carrés
r2(p) = 8.D’où p s’écrit comme somme de deux carrés .

Ce qui achève cette démonstration.
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7.2 Le théorème des quatre carrés

Il est maintenant grand temps d’énoncer et de démontrer le théorème de Jacobi(1829) où il
apparait l’un des plus célèbres théorèmes de la théorie des nombres, énoncé par Bachet en 1621,
démontré par Lagrange en 1772, comme corollaire de ce dernier.

Étant donné n ∈ N∗, on désigne par r4(n) le nombre de façons différentes d’écrire n comme
somme de quatre carrés d’entiers relatifs ; plus précisément, on a :

r4(n) := Card{(a, b, c, d) ∈ Z4 : a2 + b2 + c2 + d2 = n}.

Théorème 7.2.1 (Jacobi). Pour tout n ∈ N∗, on a :

r4(n) = 8
∑
d/n
4-d

d.

Avant d’entamer la démonstrations de ce théorème, nous allons d’abord voir un lemme et un
théorème fondamental d’où provient cette dernière.

Lemme 7.2.2. La série génératrice de la fonction arithmétique r4 est donnée par :

+∞∑
n=0

r4(n)qn =

(∑
n∈Z

qn
2

)4

.

Démonstration. On a :(∑
n∈Z

qn
2

)4

=

(∑
k∈Z

qk
2

)(∑
l∈Z

ql
2

)(∑
m∈Z

qm
2

)(∑
n∈Z

qn
2

)

=
∑

k,l,m,n∈Z

qk
2+l2+m2+n2

=
∑
j∈N

Card{(k, l,m, n) ∈ Z4 : k2 + l2 +m2 + n2 = j}qj

=
∞∑
j=0

r4(j)qj.

Ce qui démontre la formule du lemme.

Théorème 7.2.3. Pour q ∈ C, | q |< 1, n ∈ N, on a :(
+∞∑
−∞

qn
2

)4

= 1 + 8

(
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n

)
(7.8)
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Démonstration. • Commençons d’abord par montrer que :

+∞∑
n=1

qn

(1− qn)2
=

+∞∑
n=1

nqn

1− qn
. (7.9)

On a :
1

1− x
=

+∞∑
k=0

xk

En dérivant par rapport à x puis en multipliant par x, on aura :

x

(1− x)2
=

+∞∑
k=1

kxk

En prenant dans cette dernière x = qn (n ∈ N), on trouve :

qn

(1− qn)2
=

+∞∑
k=1

kqnk.

En sommant enfin les deux membres de cette dernière identité depuis n = 1 à l’infini, on
trouve :

+∞∑
n=1

qn

(1− qn)2
=

+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

kqnk

=
+∞∑
k=1

k
+∞∑
n=1

k
(
qk
)n

=
+∞∑
k=1

kqk

1− qk
.

• Introduisons l’opérateur linéaire Lz définie par : Lz = zf ′(z)..Il est immédiat que Lz vérifie
Lz(fg) = (Lzf)g + (Lzg)f

L2
zθ(q; z) = Lqθ(q; z). (7.10)

On a :

L2
zθ(q; z) = L2

z

(∑
n∈Z

qn
2

zn

)
=
∑
n∈Z

n2qn
2

zn,

et

Lqθ(q; z) = Lq

(∑
n∈Z

qn
2

zn

)
=
∑
n∈Z

n2qn
2

zn.

Ce qui montre l’identité (??). D’autre part, en utilisant la formule T.P.J et le lemme ??,
on a :

L2
zθ(q; z) = L2

z

(∑
n∈Z

qn
2

zn

)
= L2

z

(
+∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1z)(1− q2n−1z−1)

)

= Lz

[
θ(q; z)

(
+∞∑
n=1

zq2n−1

1 + zq2n−1
−

+∞∑
n=1

z−1q2n−1

1 + z−1q2n−1

)]
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= θ(q; z)

(+∞∑
n=1

zq2n−1

1 + zq2n−1
−

+∞∑
n=1

z−1q2n−1

1 + z−1q2n−1

)2

+
+∞∑
n=1

zq2n−1

(1 + zq2n−1)2
+

+∞∑
n=1

z−1q2n−1

(1 + z−1q2n−1)2

 .
(7.11)

Et

Lqθ(q; z) = θ(q; z)

(
+∞∑
n=1

−2nq2n

1− q2n
+

+∞∑
n=1

(2n− 1)q2n−1z

1− q2n−1z
+

+∞∑
n=1

(2n− 1)q2n−1z−1

1− q2n−1z−1

)
. (7.12)

• En reportant les identités (??) et (??) dans (??) et en simplifiant par θ(q; z), on obtient
la formule suivante :(

+∞∑
n=1

zq2n−1

1 + zq2n−1
−

+∞∑
n=1

z−1q2n−1

1 + z−1q2n−1

)2

+
+∞∑
n=1

zq2n−1

(1 + zq2n−1)2
+

+∞∑
n=1

z−1q2n−1

(1 + z−1q2n−1)2
=(

+∞∑
n=1

−2nq2n

1− q2n
+

+∞∑
n=1

(2n− 1)q2n−1z

1− q2n−1z
+

+∞∑
n=1

(2n− 1)q2n−1z−1

1− q2n−1z−1

)
. (7.13)

En remplaçant q par q2 et z par −q dans cette dernière, on déduit :(
+∞∑
n=1

(
q4n−3

1− q4n−3
− q4n−1

1− q4n−1

))2

=
+∞∑
n=1

(
q4n−3

(1− q4n−3)2
+

q4n−1

(1− q4n−1)2

)

−
+∞∑
n=1

2nq4n

1− q4n
−

+∞∑
n=1

(2n− 1)q4n−1

1− q4n−1
−

+∞∑
n=1

(2n− 1)q4n−3

1− q4n−3
. (7.14)

• Simplifions maintenant le second membre de l’identité (??). On a :

+∞∑
n=1

(
q4n−1

(1− q4n−1)2
+

q4n−3

(1− q4n−3)2

)
=

+∞∑
n=1

q2n−1

(1− q2n−1)2

=
+∞∑
n=1

qn

(1− qn)2
−

+∞∑
n=1

q2n

(1− q2n)2
.

D’après l’identité (??), il vient que :

+∞∑
n=1

(
q4n−1

(1− q4n−1)2
+

q4n−3

(1− q4n−3)2

)
=

+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

nq2n

1− q2n
. (7.15)

D’autre part :
+∞∑
n=1

(2n− 1)q4n−1

1− q4n−1
+

+∞∑
n=1

(2n− 1)q4n−3

1− q4n−3

=
1

2

+∞∑
n=1

(
(4n− 1)q4n−1

1− q4n−1
+

(4n− 3)q4n−3

1− q4n−3

)
− 1

2

+∞∑
n=1

(
q4n−1

1− q4n−1
− q4n−3

1− q4n−3

)

=
+∞∑
n=0

(2n+ 1)q2n+1

1− q2n+1
+

1

2

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1
.
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En reportant cette dernière égalité et l’égalité (??) dans l’identité (??) :(
+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

)2

=
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
− 1

2

+∞∑
n=1

2nq2n

1− q2n
−

+∞∑
n=1

2nq4n

1− q4n

−
+∞∑
n=0

(2n+ 1)q2n+1

1− q2n+1
− 1

2

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

=
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
− 1

2

(
+∞∑
n=1

2nq2n

1− q2n
+

+∞∑
n=0

(2n+ 1)q2n+1

1− q2n+1

)

−1

2

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n
− 1

2

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

=
1

2

(
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n

)
− 1

2

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1
.

Cette dernière égalité équivaut à :(
1 + 4

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

)2

= 1 + 8

(
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n

)
.

En effet,

8

(
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n

)
= 16

(
+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

)2

+ 8
+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

=

(
4

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

)2

+ 8
+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1
+ 1− 1

=

(
1 + 4

+∞∑
n=0

(−1)n
q2n+1

1− q2n+1

)2

− 1,

comme prétendu.

La remarque ?? permet de conclure à :( +∞∑
n=−∞

qn
2

)2
2

= 1 + 8

(
+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n

)
.

Démonstration du théorème de Jacobi : On constate que la série :

+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n
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n’est d’autre que la série de Lambert
+∞∑
n=

an
qn

1− qn
, avec

an =

{
0 si 4/n

n sinon.

Il s’ensuit d’après le théorème ?? que :

+∞∑
n=1

nqn

1− qn
−

+∞∑
n=1

4nq4n

1− q4n
=

+∞∑
n=

an
qn

1− qn
=

+∞∑
n=

a′nq
n,

avec
a′n =

∑
d/n

ad =
∑
d/n
d6≡0[4]

d

L’identité du théorème ?? équivaut donc (en vertu du lemme ??) à :

+∞∑
n=0

r4(n)qn = 1 +
+∞∑
n=1

8a′nq
n

Ce qui conclut (par l’identité des coefficients) à la formule requise :

r4(n) = 8
∑
d/n
d6≡0[4]

d (∀n > 1).

Corollaire 7.2.4 (Théorème de Lagrange).
Tout entier naturel s’écrit comme somme de 4 carrés.

ce résultat est le meilleur possible car aucun nombre de la forme 8n + 7 ne peut s’exprimer
comme somme de trois carrés seulement. Ainsi, 7 = 22 + 12 + 12 + 12, 15 = 32 + 22 + 12 + 12.

Démonstration. Soit n ∈ N∗.Comme 1 est un diviseur de n et 1 6≡ 0[n], on a :∑
d/n
d6≡0[4]

d > 1

Ce qui entraine (d’après le théorème ?? ) que : r4(n) > 8.
D’où n possède au moins une représentation comme une somme de quatre carrés d’entiers.
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Conclusion

D
e belles et bonnes choses ont été abordées dans ce mémoire mais il ne pouvait être question de
donner un panorama complet du q-calcul. Ce mémoire est censé faire découvrir les notions

de base du q-calcul (q-dérivée, q-intégrale) ainsi que de démonter les q-analogues des grands
théorèmes qui ont bouleversés les mathématiques (q-analogue de la formule de Taylor, le théorème
q-binomial généralisé, l’identité du triple produit de Jacobi). Enfin, nous examinons quelques
applications de ces derniers pour montrer de nombreux résultats remarquable de la théorie des
partitions et de l’arithmétique (le théorème des deux carrés, le théorème des quatre carrés).
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