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Introduction générale

La recherche opérationnelle est une discipline scientifique qui s’intéresse à de nombreuses
problématiques réelles, elle intervient dans plusieurs domaines d’industrie, d’adminis-

tration, etc.

Tout comme l’arbrisseau aromatique, ayant des fleurs douées de propriétés stimulantes,
la Recherche Opérationnelle permet, de manière scientifique et efficace, grâce à ses mul-
tiples techniques, de résoudre des problèmes rencontrés dans le management d’entreprises
ou d’organismes, de gérer les risques et les situations de crises et d’aider à l’obtention de
compromis lors des négociations.

En mathématiques et en économie, la théorie du transport est le nom donné à l’étude
du transfert optimal de matière et à l’allocation optimale de ressources. Le problème a
été formalisé par le mathématicien français Gaspard Monge en 1781. D’importants dé-
veloppements ont été réalisés dans ce domaine pendant la Seconde Guerre mondiale par
le mathématicien et économiste russe Léonid Kantorovitch. Par conséquent, le problème
dans sa forme actuelle est parfois baptisé problème (du transport) de Monge-Kantorovitch.

Il s’agit en effet de déterminer la façon optimale d’acheminer des biens à partir de m
entrepôts et de les transporter vers n destinations et cela à moindre coût. Avec l’hypothèse
que toute la marchandise de tous les entrepôts doit être acheminée vers les différentes des-
tinations pour le version simpliste de ce dernier.

La localisation des entrepôts d’une manière générale ou dépôt ou même n’importe quelle
infrastructure est l’une des problématiques les plus essentielle en pratique qui est abordé
par la discipline de recherche opérationnelle, elle consiste à trouver les emplacements opti-
mums pour cette infrastructure d’une manière à optimiser un ou plusieurs critères suggérés
pas la situation étudiée.

Le problème hybride de localisation et de tournée de véhicule est un problème complexe
et omniprésent, qui n’à pas beaucoup été approfondi malgré son importance capitale. Peu
d’auteurs s’y sont consacrés et encore moins l’ont fait avec des méthodes exactes.

Ce travail consiste à formuler et adapter le problème de recouvrement et celui de trans-
port pour l’appliquer à une situation réelle, qui est l’implantation des centres de récoltes
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entres les champs et le centre ville afin d’avoir une distribution continue est a des couts
optimums.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré à la présentation des problèmes de transports (dits
problèmes de routages), leurs importance dans le domaine socio-écomomique, ainsi
la modélisation mathématique, seront discutés en détails.

Le second chapitre regroupera les différentes notions et définitions sur les problèmes
de localisation (recouverement).

Le troisième chapitre fera l’objet de l’hybridation des deux problèmes discutés aupa-
ravant.

Le mémoire s’achève par une conclusion générale mettant l’accent sur l’intérêt que
porte une telle hybridation entre le problème de transport et celui de localisation pour la
vie socio-économique.
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1
Problème De Transport

Introduction
Ce chapitre a l’objectif de présenter et de modéliser le problème de transport par ses

différentes formulations, Il s’agit d’un type de problème de programmation linéaire qui
peut être énoncer comme suit" Comment transporter aux moindres coûts entre m origines
Xi = {x1, · · · , xm} et n destinations Yj = {y1, · · · , yn}. Les disponibilités oi(i = 1, · · · ,m)
existantes aux origines xi(i = 1, · · · ,m), affin de satisfaire les demandes dj(j = 1, · · · , n)
des destinations yj(j = 1, · · · , n) étant données que cij est une m×n matrice des coûts de
transport. Et de présenter des méthodes de résolution pour la recherche des solutions de
base d’un problème de transport.

1.1 Prélimenaires et défintions
Définition. Le problème de transport consiste à acheminer, à coût moins chèr, des mar-
chandises depuis m origines (centres de production, usines, etc.), notées Pi, vers n desti-
nations (clients, marchés, dépôts, etc.), notées Mj.[18]

1.1.1 Objectif

Il s’agit donc de chercher une solution à coût de transport minimal telle que :
— La demande dj de chaque client soit satisfaite ;
— L’offre oi de chaque usine ne soit pas dépassée.

Dans la pratique, on doit toujours vérifier que le total des quantités disponibles correspond
au total des quantités demandées, c’est-à-dire que l’offre est égale à la demande [18] :

Présenté par : MESMOUDI Lamia MF
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m∑
i=1

oi =
n∑

j=1

dj,

et on dit que le problème est équilibré. Si ce n’est pas le cas :

—
m∑
i=1

oi ≥
n∑

j=1

dj : offre supérieure à la demande (excès des disponibilités), créer un

client virtuel (fictif) qui consommera la différence afin de rétablir l’équilibre.

—
n∑

j=1

dj ≥
m∑
i=1

oi : demande supérieure à l’offre (excès des demandes), créer une usine

fictive.

1.1.2 Modélisation du problème

Soit xij (où xij ≥ 0), la quantité de produits transportée de l’origine Pi vers la des-
tination Mj, et cij le coût de transport associé, le problème peut être présenté de trois
façons[18].

Réseau de transport

Graphiquement, le problème de transport est souvent visualisé comme un réseau avec
m sommets sources, n sommets destinations et un ensemble de m ∗ n "arcs orientés" Ceci
est représenté par la figure 1.1

Figure 1.1 – Modélisation par réseau de transport

Présenté par : MESMOUDI Lamia MF
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Dans la figure 1.1, il y a P1 · · ·Pm sources et M1 · · ·Mn destinations. Les arcs orientés
montrent des flux de transport de source vers destination. Chaque destination est liée à
chaque source par une flèche. Le nombre (c11 · · · cmn) au-dessus de chaque flèche représente
le coût du transport sur cette route[18].

Tableau de transport

Le tableau de transport (Un problème de transport typique est représenté sous forme de
matrice standard), où la disponibilité d’approvisionnement (oi) à chaque source est affichée
dans la colonne droite du tableau, et les demandes de destination (dj) sont affichées dans
la ligne inférieure[18].

Chaque cellule représente une voie, Le coût de transport unitaire (cij) est indiqué dans
le coin supérieur droit de la cellule, la quantité de matériel transporté (xij) est affichée au
centre de la cellule, Le tableau de transport exprime implicitement les contraintes de l’offre
et de la demande et le coût de transport entre chaque source et destination[18].

Figure 1.2 – modélisation par tableau de transport

Programme linéaire

Le problème est de minimiser les coûts de transport liés au cheminement des marchan-
dises depuis m origines vers n destinations, de sorte que la demande exprimée sur chaque
marché soit satisfaite et que les quantités disponibles dans chaque usine ne soient pas
dépassées[18].

minC =
m∑
i=1

n∑
j=1

cij · xij (1.1)

Présenté par : MESMOUDI Lamia MF
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S/C


x11 + x12 + · · ·+ x1n = o1;
x21 + x22 + · · ·+ x2n = o2;

· · ·
xm1 + xm2 + · · ·+ xmn = om.

et


x11 + x12 + · · ·+ xm1 = d1;
x12 + x22 + · · ·+ xm2 = d2;

· · ·
x1n + x2n + · · ·+ xnm = dn.

Avec :
xij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

Ce programme linéaire s’écrit aussi sous la forme suivante :

minC =
m∑
i

n∑
j

cijxij

m∑
i

xij = dj ∀j = 1, . . . ,m; (1.2)

n∑
j

xij = oi ∀i = 1, . . . , n. (1.3)

n∑
j=1

dj >
m∑
i=1

oi (1.4)

avec xij ≥ 0. (1.5)

Il ressort qu’on a n ∗m variables liées par n + m relations, m équations en ligne et n
équations en colonne.

Les équations 1.2 et 1.3 : représentent respectivement les contraintes de consommation
et de production, et l’équation 1.5 représente la contrainte de non négativité des variables
économiques[18].

1.2 Historique
Le problème de transport et les méthodes d’annulation de cycle sont classiques en op-

timisation. Les attributions habituelles concernent les années 40 et suivantes[35].

Cependant, dès 1930, Tolsto a publié, dans un livre sur la planification des transports
publié par le National Commissariat aux transports de l’Union soviétique, un article inti-
tulé méthodes de trouver le kilométrage total minimal dans la planification du transport de
marchandises dans l’espace, où il a étudié le problème des transports et décrit un certain
nombre de solutions, y compris l’idée, désormais bien connue, qu’une solution optimale
n’a pas tout cycle à coût négatif dans son graphe résiduel. Il aurait pu être le premier à
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observer que la condition de cycle est nécessaire pour l’optimalité[35].

De plus, il a supposé, mais n’a pas énoncer ou prouver explicitement que la vérification
de la condition du cycle est également suffisante pour optimalité[35].

Tolsto’ı a éclairé sa démarche par des applications au transport du sel, du ciment, et
d’autres marchandises entre les sources et les destinations le long du réseau ferroviaire du
Syndicat. En particulier, un exemple, à grande échelle, du problème des transports a été
résolu à l’optimalité[35].

Nous passons brièvement en revue l’article. Tolsto’ı a d’abord considéré le problème du
transport pour le cas où il n’y a que deux sources ; il a observé que dans ce cas on peut
commander les destinations par la différence entre les distances aux deux sources. Puis une
source peut fournir les destinations à partir du début de la liste, jusqu’à la fourniture de
cette source a été épuisée. L’autre source fournit les demandes restantes. Tolsto’ı a observé
que la liste est indépendante des fournitures et des demandes, et donc est applicable pour
toute la durée de vie des usines ou des sources de production[35].

Ensuite, Tolsto’ı a étudié le problème du transport dans le cas où toutes les sources et
les destinations sont le long d’une ligne de chemin de fer circulaire auquel cas l’optimum
solution est facilement obtenue en considérant la différence de deux sommes de coûts. Il a
appelé ce phénomène entoure la dépendance[35].

Enfin, Tolsto’ı a combiné les deux idées en une heuristique pour résoudre un pro-
blème concret de transport lié au transport de marchandises le long du réseau ferroviaire
soviétique[35].

1.3 État de l’art
Le premier problème de transport a été élaboré en 1941 par Hitchcock. La première

méthode de résolution est celle des potentiels présentée en 1949 par Kantorovich et Ga-
vourin. Ensuite, G.B. Danzig propose une autre méthode de résolution pour le problème
de transport classique, basée sur la méthode du simplex. En 1958, Gleyzal présente une
méthode en utilisant l’algorithme du simplex dual et en 1963, Kuhn propose une méthode
pour résoudre le problème d’affectation, un cas particulier du problème de transport, en
développant l’idée d’un mathématicien hongrois en 1931. Bien que la méthode des poten-
tiels soit proposée au milieu du 20me siècle, jusqu’à maintenant elle reste encore la plus
utilisée dans la recherche et l’enseignement (Ninh, 1980), (Zitouni, 2007).[14]

En général, la plupart des problèmes à n indices n’ont qu’une valeur sur le plan théo-
rique. Ninh a choisi de résoudre un cas particulier avec la sommation sur (n − 1) indices
qui apporte d’avantage de signification sur le plan économique (Ninh, 1979).[14]
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Le problème est formulé comme suit :
Déterminer xi1i2...in ≥ 0, ij = 1...nj, j = 1...n pour

minL(X) =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

...

nn∑
in=1

ci1i2...inxi1i2...in (1.6)

et vérifier les contraintes

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

...

nn∑
in=1

xi1i2...in = aI1i1 i1 = 1...n1 (1.7)

n1∑
i1=1

n3∑
i3=1

...

nn∑
in=1

xi1i2...in = aI1i2 i2 = 1...n2 (1.8)

· · · · · · · · · · · ·
n1∑

i1=1

n2∑
i2=1

...
nn−1∑

in−1=1

xi1i2...in = aInin i1 = 1...nn (1.9)

aI1i1 > 0, aI1i2 > 0, aInin > 0, ci1i2...in > 0 sont connus et déterministes.
Ce problème est résolu par la méthode exacte, une extension de la méthode des poten-

tiels, en faisant la coordination de la résolution du problème primal et dual (Ninh,1979)[14].

Ninh a aussi trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que le problème ((1.6)
... (1.9)) ait une solution (CES). Ce problème est aussi présenté sous la forme géométrique
(Queyranne et Spieksma, 2007)[32].

Parmi les cas particuliers du problème multi-indices, le PT4I est un modèle bien adapté
pour l’optimisation du système des navettes, qui a suscité l’intérêt de P.X. Ninh[14].

Une condition de la capacité limitée sur le chemin a été ajoutée, le problème de trans-
port à quatre indices à capacités PT4IC (Zitouni, 1994)[44].

En 2010, basé sur une grande base des données (771x1500), Djamel a réalisé une étude
numérique de comparaison entre trois méthodes pour PT4IC : deux méthodes classiques
(simplex, points intérieurs) et méthode Zitouni, proposée sur extension de la méthode Ninh
(Zitouni, 2007)[45]. Basé sur le critère du nombre d’itérations et du temps d’exécution, le
résultat obtenu démontre que la méthode Zitouni est la plus favorable (Djamel, 2010)[1].

Le tableau 1.1 est extrait de la classification précédente et fait apparaître les auteurs
proposant des résultats. Il présente les extensions possibles, méthodes et tailles étudiées
par le passé.[14]

Présenté par : MESMOUDI Lamia MF



11

Modèle Référence Méthode Taille

2I classique Teghem et
al., 2003 Potentiels Ori. m = 40

Des. n = 40
2I à capacité
des bornes
sur RIM

Dahiya et
Verma, 2007

Approchée
(plusieurs PT2I) 2× 3

2I, offre et
demande
floues

Chanas et
Kuchta, 1996

Exacte
(plusieurs
PT2I)

2× 3

2I, coût en
nombre flou
trapézoïdal
généralisé

Kaur et
Kumar, 2011

Approchée sur
fonction de
classemnet

3× 3

2I multi-objs
intervalles Das et al., 1998 Programmation

floue
Critères k = 2
2× 3

2I multi-objs,
coefficients
possibilistes

Hussein, 1998 Programmation
floue

Critères k = 2
3× 4

2I continue Kangabo, 1998 Programmation
continue 40× 40

3I flou Jiménez et
Verdegay, 1999

Algorithme
évolutionnaire
basé sur une
approche
paramétrique

Critères k = 2
2× 2× 2

3I multi-objs,
nombre flou Li et al., 1997 Algo génétique

amélioré
Critères k = 3
3× 3× 3

4I Ninh, 1980 Extension des
potentiels 2× 2× 2× 2

4I à capacités Zitouni, 2007
Djamel, 2010

Extension de
méthode Ninh

Sommets : 771
Arrêtes : 1500

n indices Ninh, 1979 Extension des
potentiels

4 indices
2× 2× 2× 2

Multi indices Queyranne et
Spieksma, 2007

Approchée
(plusieurs PT2I)

3 indices
3× 3× 4

Table 1.1 – Etat de l’art

La recherche des problèmes de transport a obtenu des résultats considérables. Parmi
lesquels, le PT4I est un modèle qui s’adapte au type de transport navette et peut utiliser
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plusieurs types de camions pour transporter des marchandises de la fabrication (origine) à
l’entrepôt (destination).

1.4 Classification
D’este (2001) considère qu’il y a trois approches majeures pour modéliser les transports

de marchandises : les modèles d’optimisation, de simulation et les modèles de réseau[22].

1. Les modèles d’optimisation :
Les modèles d’optimisation impliquent de formuler le problème en une fonction ob-
jectif et un ensemble de contraintes. L’optimisation convient pour de grandes études
complexes de planification stratégique de transport, comme la localisation d’équi-
pement.

2. Les modèles de simulation :
Les modèles de simulation commencent par une description du système : les com-
posants et la manière dont ils interagissent. Ensuite, l’état du système est progres-
sivement mis à jour selon des règles bien définies. La simulation convient pour :
— des modélisations tactiques et pour tester la robustesse du système aux varia-

tions des entrants ;

— l’interaction des différents composants du système ;

— pour identifier les goulots d’étranglement potentiels et les faiblesses dans les sys-
tèmes de transport.

3. Les modèles de réseau :
Cette troisième approche de modélisation est basée sur la représentation du système
de transport par un réseau d’activités liées. La plupart de ces modèles peuvent être
convertis en un ensemble équivalent d’équations.

Le modèle de réseau comprend des nœuds qui correspondent à une localisation par-
ticulière ou à un centre d’activités et des liens qui représentent le mouvement des
marchandises. Une des caractéristiques de cette approche est donc une visualisation
facilitée.
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1.5 Méthodologie de résolution
La résolution du problème de transport se fait toujours en deux étapes schématisées

ci-dessous par la figure 1.3[18] :

Figure 1.3 – Résolution du problème de transport

1.5.1 Obtention d’une première solution de base admissible [SBA]

On distingue, à ce stade, les méthodes qui tiennent compte des coûts de transport et
celles qui n’intègrent pas les coûts de transport dans les calculs.

1. Méthode ne tenant pas compte des coûts

Méthode du coin nord-ouest [MCNO]

principe :
Dans la matrice des débits, partant de la case supérieure gauche, soit la première,
transporter la quantité maximale possible, soit le minimum ligne i− colonne j.

Appliquer le même raisonnement en avançant en ligne ou en colonne jusqu’au coin
sud-est, selon qu’après affectation, on a saturé la colonne ou la ligne, respectivement.
Si ligne et colonne sont saturées simultanément, avancer en diagonale en appliquant
le même principe ensuite.
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Cependant, cette méthode ne garantit pas l’obtention d’une bonne solution, proche
de l’optimum. En outre, sous un angle économique, puisque n’intégrant pas les coûts,
cette méthode est moins préférable.

2. Méthodes qui intègrent les coûts

Méthode du coût minimum
— Localiser la case ayant le coût le plus faible et y transporter la quantité maximale

possible. Si deux cases ont le même coût le plus bas, préférer celle qui permet le
transport d’une quantité plus grande.

— Transporter le maximum d’unités possibles à la case suivante [en ligne ou en colonne
selon ce qui est possible en tenant compte des contraintes] ayant le coût faible, et
ainsi de suite.

Méthode du minimum de la ligne [MINILI]
— Saturer d’abord la première ligne, en commençant par la case de la ligne à coût le

plus faible. Si deux options sont possibles, préférer celle qui permet le plus grand
transport.

— Appliquer le même raisonnement à la 2ème, 3ème, 4ème, . . . ligne, jusqu’à saturer
toutes les lignes

Méthode du minimum de la colonne [MINICO] Appliquer le même raisonnement
que pour la méthode du MINILI, mais en colonne. En saturant successivement les colonnes,
de la première à la dernière.

La méthode de Balas-Hammer Méthode mise au point par Peter Ladislaw HAM-
MER et Egon Balas, la VAM est une procédure généralement très efficace qui conduit
l’obtention d’un coût total assez proche de l’optimum.

Étapes :

1. Calculer pour chaque ligne et pour chaque colonne la différence entre le coût le
plus petit et le coût immédiatement supérieur. Cette différence est appelée regret,
pénalité unitaire ou différence maximale, elle notée ∆L pour les lignes, et ∆C pour
les colonnes.

2. Transporter la quantité maximale possible, minimum ligne-colonne, à la case conte-
nant le coût minimum de la ligne ou de la colonne dont le regret ∆ calculé, est le
plus grand. Ce qui a pour effet de saturer une ligne ou une colonne.
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En cas de coût minimum identique dans plus d’une case, préférer la case qui permet
le plus grand transport. Cela vaut également en cas de regret ∆, le plus grand,
identique plus d’une ligne/colonne.

3. Recommencer le processus après avoir éliminé la rangée, ligne ou colonne, saturée
et corriger les contraintes affectées par les transports déjà décidés, jusqu’à saturer
toutes les lignes et colonnes du tableau.

1.5.2 Test d’optimalité de la SBA ou techniques de valorisation

Avant de passer à cette étape, qui consiste en l’amélioration de la SBA jusqu’à l’op-
timum, il faut vérifier que dans le plan de transport faisable, proposé à l’étape 1, on a
exactement (n+m− 1) cases occupées.

L’idée est d’évaluer les cases vides, en calculant pour chacune le coût marginal (ou
indice d’évaluation ou encore indice d’amélioration) ∆ij, afin de reconnaître si la solution
obtenue à l’étape 1 est optimale.

Il existe deux méthodes :

1. L’algorithme du Stepping Stone

— Pour chaque case vide, le raisonnement consiste à avancer, à partir de la case
choisie, horizontalement et verticalement, de préférence dans le sens des aiguilles
d’une montre, de manière à tracer une boucle qui passe par les cases occupées
pour revenir à la case vide de départ. Cette boucle correspond à une chaîne de
substitution.

— Ensuite, affecter un signe positif et un signe négatif, de manière alternative, aux
angles de la boucle fermée, en commençant par un signe positif à la case vide
évaluée.

— L’indice d’évaluation ∆ij, pour chaque case vide évaluée, est calculé en faisant
la somme algébrique des coûts dont les cases ont été traversées par la boucle,
tout en prenant en compte les signes affectés à ses angles.

Amélioration de la solution :Toujours par l’algorithme du Stepping Stone :
Si un des indices ∆ij est négatif, ce que la solution n’est pas optimale, il est encore
possible de l’améliorer, de trouver une substitution économiquement plus intéres-
sante. Pour ce faire, partant de la case vide dont ∆ij est le plus négatif, refaire la
boucle, comme expliquée ci-dessus, afin de réaliser des transferts des quantités. Le
nombre d’unités à affecter, dans la case vide évaluée, correspond à la plus petite
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quantité xij associée à un des angles de la boucle affectée du signe -.

Cette quantité est ajoutée à toutes les cases-angles de la boucle affectées d’un signe
+ et retranchée à celles affectées d’un signe –.

Parfois, plusieurs substitutions sont possibles simultanément et rien n’empêche de
les réaliser ensemble, il suffit qu’elles se traduisent par des boucles indépendantes.

2. L’algorithme primal-dual

— Méthode basée sur les relations entre les coûts cij et les variables duales ui et vj.
— Après avoir associé à chaque ligne i et à chaque colonne j, respectivement, les

variables duales ui et vj, la méthode consiste à résoudre, pour les cases occupées,
un système d’équations obtenues à partir de la relation :

ui + vj = cij

Pour résoudre ce système, poser la variable modale égale zéro. Dans le cas où il
n’existe pas de variable modale, ou à fréquence élevée, poser u1 = 0.

— Ayant obtenu les ui et vj, on inscrit les valeurs eij = ui + vj ainsi calculées dans
les cases vides. L’indice d’évaluation ∆ij, pour chaque case vide, est calculé par
la formule :

∆ij = cij − eij

A retenir
— Appliquer l’une des deux méthodes, les indices d’évaluation ∆ij calculés doivent

être les mêmes.

— La solution est optimale lorsque tous les indices d’évaluations calculés sont non
négatifs, soit ∆ij ≥ 0 . ∆ij = 0 signifie que la solution optimale trouvée n’est pas
unique, et qu’il existe une solution alternative donnant lieu à un même niveau
de coût.

Cas particuliers Cas d’inégalité entre l’offre et la demande
∑
d >

∑
o

Si
n∑

j=1

dj >

m∑
i=1

oi , créer une usine (une ligne) fictive afin de rendre le problème équi-

libré, avec des coûts égaux et supérieurs aux coûts donnés dans la matrice. Ces coûts
représentent le manque à gagner.

Ensuite résoudre le problème comme vu précédemment.
Enfin, prendre le soin de calculer le coût total réel, qui est le coût total corrigé du coût
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relatif au centre fictif.

Si
n∑

j=1

dj <

m∑
i=1

oi , créer un client (une colonne) fictif afin de rétablir l’équilibre, avec

des coûts identiques et nuls. Puis résoudre le problème.

Cas de dégénérescence La solution est dite dégénérée lorsqu’on n’a pas, à une étape
donnée, exactement (n+m− 1) Cases remplies.Deux situations sont possibles :

Soit le nombre de cases remplies est supérieure à (n+m− 1). Dans ce cas, il y a pro-
bablement eu erreur de calcul dans les affectations, ou dans la formulation du problème.

Soit que le nombre de cases remplies est inférieure à (n+m− 1). Ce cas est fréquent,
et peut arriver soit dans la solution initiale, soit pendant les étapes de solution. On le
résoudra en affectant à une des cases non remplies, où la méthode utilisée s’interrompt,
une quantité nulle.

Cas de maximisation Le problème de transport peut également être posé comme un
problème de maximisation. Il peut s’agir d’un plan maximisant la quantité à transporter
par exemple.

1. Dans ce cas, il convient de résoudre le dual.

2. Pour obtenir ce dual, partant du schéma de transport proposé, choisir arbitrairement
un nombre, appelé majorant (m), directement supérieur au plus grand nombre parmi
ceux donnés dans le schéma de transport (dij), puis générer un nouveau tableau par
la différence

d′ij = m− dij

3. Puis résoudre comme vu ci-haut.
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Conclusion
Le problème de transport est l’un des problèmes classiques les plus connus de la re-

cherche opérationnelle, mais la complexité et la variation des contraintes de ce problème
impliquent la recherche d’autres heuristiques et même des méta-heuristiques plus efficaces
pour la résolution. Ce qui rend difficile de tirer une conclusion définitive sur la résolution
de ce type des problèmes.

Dans ce chapitre nous avons présenté le problème de transport et ses différentes modé-
lisation ainsi que les méthodes qui permettent d’obtenir une solution optimale.
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Problème de Localisation

Introduction
La science de la localisation (location science) est un domaine plutôt ancien puisque

dès le 17ème siècle, toute une ligne de recherche s’est développée autour de l’un des tous
premiers pionniers de la théorie de la localisation Weber en 1909. Il définit la localisation
optimale pour chaque entreprise qui a pour objectifs de minimiser les coûts de production
et satisfaire les demandes du marché. Depuis les travaux de Weber, plusieurs travaux ont
été réalisés traitant des problèmes de localisation allocation.

Mais ce n’est que dans les années 60 que l’étude des problèmes de localisation s’est
bien développée avec une publication de Hakimi en 1964, qui a pour objectif la localisation
des centres de commutation dans un réseau téléphonique et des stations de police dans un
système d’autoroute. Hakimi considère le problème le plus général de localisation d’un ou
de plusieurs sites dans un réseau pour minimiser la distance totale entre les clients et ces
sites ou pour minimiser le maximum de cette distance.[17]

Plusieurs méthodes heuristiques ont été développées. Certaines permettent d’obtenir de
bonnes solutions ou bien de calculer des solutions intermédiaires lors d’utilisation des mé-
thodes de séparation et évaluation ; aussi une méthode basée sur la relaxation lagrangienne.

Dans ce chapitre, nous abordons donc les modèles de problèmes de localisation, ainsi
que les méthodes de résolution dédié à ce type de problèmes.
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2.1 Concepts et définitions
Définition 2.1. Un problème de localisation ("facility location problem" ou " plant loca-
tion problem") consiste à déterminer l’emplacement d’un ou plusieurs sites dont l’objectif
est d’optimiser une fonction mathématique qui dépend des distances entre ces sites et un
ensemble d’utilisateurs potentiels.[17]

Définition 2.2. La relaxation lagrangienne(LRG) d’un problème linéaire P consiste à
relâcher une contrainte ou un ensemble de contraintes du problème. Cependant, si les
contraintes relâchées ne sont pas respectées, nous allons pénaliser la fonction objectif à
l’aide de coefficients appelés multiplicateurs de Lagrange. Ces multiplicateurs sont associés
respectivement aux contraintes relâchées.[31]

2.2 Modèles et formulations Mathématiques
Deux types de problèmes sont considérés respectivement le "Fixed Charge Facility

Location(FCFL)" et le"Capacitated Fixed Charge Facility Location (CFLP)". Ces deux
problèmes considèrent des données déterministes et connues et où l’objectif est de trouver
la meilleure localisation des sites permettent la minimisation des coûts de localisation et
de transport.

2.2.1 Le problème de localisation sans capacité (UFLP)

Désigné par l’abréviation "UFLP"("Uncapacited facility location problem"), ce pro-
blème général se définit à l’aide des données suivante[40] :

— I = {1, · · · ,m} un ensemble de clients ;
— J = {1, · · · , n} un ensemble de site potentiels d’implantation de dépôts supposés

chacun de capacité illimitée ;
— fj > 0, j ∈ J le coût fixe d’ouverture d’un dépôt sur le site j ;
— cij ≥ 0, i ∈ I le coût de service d’un client i par le dépôt j, c’est-à-dire celui du site

j.
Il s’agit de déterminer le sous-ensemble S̃ ⊂ J des sites où ouvrir un dépôt de manière

à minimiser le coût total formé des coûts d’ouverture des dépôts et des coûts de service de
tous les clients[40].

Vu l’hypothèse de la capacité illimitée des dépôts, il n’est pas nécessaire de considérer
la demande des clients puisqu’il sera toujours optimal de servir totalement un client i à
partir du seul dépôt ouvert occasionnant le plus petit coût de service, c’est-à-dire à partir
du dépôt j(i) correspondant à

cij = min
j∈S̃

cij

À l’aide des variables binaires :
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— yj =

{
1 Si le j est ouvert ;
0 Sinon.

— xij =

{
1 Si le client i est servi à partir du dépôt j ;
0 Sinon.

Le modèle (UFLP) ce formule par le problème de programmation linéaire en variables
binaires

min z =
∑
j∈J

fjyj +
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij (2.1)

∑
j∈J

xij = 1 i ∈ I (2.2)

xij ≤ yi i ∈ I; j ∈ J (2.3)
yi ∈ {0, 1} j ∈ J (2.4)
xij ∈ {0, 1} i ∈ I; j ∈ J (2.5)

(2.6)

Les contraintes (2.2) expriment qu’un client i ∈ I est desservi et les contraintes (2.3)
que cela ne peut se faire qu’à partir d’un dépôt j ∈ J ouvert.

Ce problème (UFLP) est "NP-difficile" ; toutefois, il est néanmoins un problème relati-
vement aisé à résoudre. Sa résolution sera abordée au problème (2.1)[40].

2.2.2 Le problème de localisation avec capacité (CFLP)

Comme son nom l’indique, le problème (CFLP)(Capacited facility lacation problem)
introduit une capacité Cj au dépôt potentiel du site j. Dès lors puisque contrairement
au problème (UFLP), un client ne pourra pas toujours être desservi par un seul dépôt il
convient donc de considérer le demande di d’un client i. Il en résulte que[40] :

— Les variables continue xij expriment cette fois la quantité apportée au client i à
partir du dépôt j et que cij est interprété comme le coût de transport d’une unité
du dépôt j au client i. Les contraintes (2.2) sont dès lors remplacées par∑

j∈J

xij = di i ∈ I

— Les contraintes de capacité des dépôts doivent être ajoutées à la formulation.∑
j∈J

xij ≤ Cjyj j ∈ J
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Le modèle (CFLP) est donc défini par

min z =
∑
j∈J

fjyj +
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij (2.7)

∑
j∈J

xij = di i ∈ I (2.8)∑
j∈J

xij ≤ Cjyj j ∈ J (2.9)

xij ≤ yi i ∈ I; j ∈ J (2.10)
yi ∈ {0, 1} j ∈ J (2.11)
xij ∈ {0, 1} i ∈ I; j ∈ J (2.12)

Ce problème linéaire en variables mixtes est cependant plus difficile à résoudre que le
problème (UFLP). Il peut être traité par des techniques générales de Branch and Bound[40].

Remarque 2.1. Un problème légèrement différent du (CFLP) est le problème (FCTP)"Fixed
charge transportation problem". Le coût fixe fj d’ouverture du dépôt j est remplacé par
un coût fixe fij dès qu’au moins une unité est transportée du dépôt j au client i ; dès lors
les variables binaires yj, j ∈ J font place à des variables binaires yij, i ∈ I, j ∈ J indiquant
si un tel transport a lieu[40].

2.3 État d’art
L’état de l’art est très riche de travaux traitants des problèmes de localisation déter-

ministes. Dans la pratique, plusieurs approche ont été proposées pour la résolution du
problème(FCFL).

Aikens(1985)[2] indique que Spielberg a résolu le problème en utilisant une méthode
par simple énumération.

Galvao (1993) et Daskin(1995)[11] proposent l’utilisation d’une relaxation lagrangienne
pour la résolution du problème.

Pour la résolution du problème (CFLP), Sridharan(1993)[36] propose une heuristique
bassée sur la relaxation lagrangienne, Gong et al (1997)[13] utilisent une hybridation d’un
algorithme génétique (AG), d’une méthode évolutionniste et d’une relaxation lagrangienne.

ReVelle et an.,(2005)[33] et ReVelle et al.,(2008)[34] présentent une revue complète des
travaux antérieurs proposant des méthodes de résolution des problèmes de localisation dé-
terministes.
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Barahona et Jensen(1998)[3] intègrent des coûts de stockage dans un modèles de locali-
sation basé sur le problème (FCFL) dont l’objectif est de minimiser les coûts de stockage.

Erlebacher et Meller (2000)[10] présentent un modèle de localisation intégrant les coûts
de stockage. Ils proposent une méthode heuristique pour approcher la solution optimale
du problème.

Daskin et al. (2002)[9] présentent un modèles d’optimisation non linéaire représentant
le problème. Les auteurs présentent un algorithme basé sur une approche de relaxation
lagrangienne pour résoudre le problème.

Tanonkou et al. (2007)[38], dans la majorité des travaux recensés seul le cas mono-
fournisseur est abordé. Évitant l’intégration des décisions de sélection des fournisseurs
dans des problèmes de localisation utilisant des modèles analytiques.

2.4 La classification des modèles
La classification peut être basée sur la distinction du type d’espace dans lequel les équi-

pements doivent être localisés, sur la nature des entrées, sur le type de métrique utilisée,
sur le nombre d’installations à localiser, sur la nature de la demande (élastique ou inélas-
tique), selon que la capacité des installations est prise en compte ou non, etc.

D’autres distinctions encore peuvent être effectuées en fonction de l’objectif de la loca-
lisation (ReVelle et al. 2005)[33] :

— Les objectifs d’attraction « pull » concerne la localisation d’installation attractive
où une proximité est désirable par exemple un centre de distribution.

— Les objectifs de répulsion « push » concerne la localisation d’installation indésirable,
par exemple une centrale nucléaire, où une proximité est à éviter.

— L’objectif mixte d’attraction-répulsion « pull-push » concerne des installations qui
peuvent fournir des services à la communauté et nuire à l’environnement ; c’est no-
tamment le cas d’une décharge publique.

— Les objectifs d’équité tentent de localiser les installations (une école par exemple)
pour que les distances qui les séparent de leurs points de demande soient plus ou
moins équivalentes.

— Les objectifs d’efficience tentent de localiser les installations pour que la somme des
distances qui les séparent de leurs points de demande soit la plus petite possible.

Cela est schématisé dans la figure (2.1)
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Figure 2.1 – Classification des modèles de localisation

2.5 Méthodologie de résolution
Ci-après, nous présentons deux méthodes de référence. Ils vont permettre de résoudre

le problème d’UFLP et le problème de CFLP[40].

2.5.1 Le problème UFLP(Méthode DUALOC)

Méthode DUALOC

Cette méthode est basée sur la résolution du problème dual de la relaxation linéaire du
problème (UFLP) afin de converger vers la solution optimale[40]. Le problème est défini
par :

min z =
∑
j∈J

fjyj +
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij (2.13)

∑
j∈J

xij = 1 i ∈ I (2.14)

xij − yi ≥ 0 i ∈ I; j ∈ J (2.15)
yi ∈ {0, 1} j ∈ J (2.16)
xij ∈ {0, 1} i ∈ I; j ∈ J (2.17)

Ce dual peut se modéliser comme suit :

minZD =
∑
i∈I

vi (2.18)
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∑
i∈I

wij ≤ fj j ∈ J (2.19)

vi − wij ≤ cij i ∈ I; j ∈ J (2.20)
wij ≥ 0 i ∈ I; j ∈ J (2.21)

Les variables vi sans restriction de signe. Les variables wij correspondent à la contrainte
permettant d’assurer qu’un client ne peut pas être affecté à un service non-ouvert. Ces va-
riables peuvent être interprétées comme la contribution du client i ∈ I pour l’ouverture du
service j ∈ J .

La mesure où les contraintes (2.14) et (2.15) permettent de fixer les variables wij En
fonction de variables vi :

wij = max{0, vi − cij}.
En remplaçant cela dans le problème précédent, le problème alors s’écrit de manière équi-
valente

maxZD =
∑
i∈I

vi (2.22)

∑
i∈I

max{0, vi − cij} ≤ fj j ∈ J (2.23)

Théorème 2.1. Théorème des écart complémentaires :
Soient x et µ des solutions admissibles respectivement du primal et du dual.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elles soient solutions optimales, est qu’elle
vérifient les relations[40] :

µ(Tx− d) = 0

(c− µT )x = 0

Ce théorème fournit, à l’optimum, les relations

(
∑
i∈I

max{0, vi − cij} − fj)yj = 0 j ∈ J (2.24)

de sorte que, étant donné une solution(vi, i ∈ I) vérifiant les contraintes (2.23), l’en-
semble S(v) des dépôts j pouvant être éventuellement ouvert est défini par

S(v) = {j ∈ J |
∑
i∈I

max{0, vi − cij} − fj = 0} (2.25)

La méthode DUALOC comprend deux étapes :
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1. La première étape consiste à construire heuristiquement une bonne solution (vi, i ∈
I) du problème défini par (2.22) et (2.23). Pour ce faire :

— Une solution admissible initiale

vi = min
j∈J

cij, i ∈ I

est construite.

— Puis les indices i ∈ I sont considérés tour à tour pour examiner si vi peut être
augmentée tout en restant une solution admissible du problème :

• Si c’est le cas, la nouvelle valeur de vi est soit min
j∈J

(cij|(cij < vi) si cette valeur

permet de satisfaire les relations (2.23), soit la plus grande valeur permettant
cette satisfaction.

• Sinon, une autre variable est examinée.
L’heuristique s’arrête lorsqu’il n’est plus possible d’augmenter aucune variable vi.

Remarque 2.2. Concernant l’ordre dans lequel les variables vi sont examinées, il
est intéressant de choisir comme nouvelle variables vi une de celles pour laquelle
la criminalité de l’ensemble j ∈ J |cij ≤ vi est la plus petite.

2. Étant donnée la solution v du problème dual obtenue à l’étape 1, une solution
admissible (y, x) du problème primal est construite en posant

yj(i)(v) = 1 et xij(i)(v) = 1

avec ij(i) défini par
cij(i) = min

j∈S(v)
cij

• Si ces solutions (y, x) et v fournissent des valeurs égales des fonctions écono-
miques (2.13) et (2.22), (y, x) est une solutions optimale du problème (ULFP).

• Sinon, une méthode Branch and Bound doit être appliquée avec comme fonction
d’évaluation ωv ; un nœud est séparé en deux sous-nœuds (yj = 1, yj = 0) sur
base d’une variable yj pour laquelle la condition d’optimalité du théorème des
écart complémentaires sur les contraintes (2.15) et (2.21)

(yj(i) − xij(i)) = 0

n’est pas vérifiée.
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2.5.2 Le problème CFLP(Méthode de Beasley)

Méthode de Beasley

Le Branch and Bound de Beasley [1988] se base sur une bonne initialisation de la borne
supérieure sur la valeur optimale du problème à l’aide de la relaxation lagrangienne(LGR)[31].
Afin d’améliorer les résultats de la LGR, la formulation du problème de CFLP considéré
est légèrement différente :

min z =
∑
j∈J

fjyj +
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij

∑
j∈J

xij ≥ 1 ∀i ∈ {0, 1, · · · ,m} (2.26)

∑
j∈J

xij ≤ min{1, sj
di
}yj ∀i ∈ {0, 1, · · · ,m},∀j ∈ {0, 1, · · · , n} (2.27)

0 ≤ xij ≤ 1 ∀i ∈ {0, 1, · · · ,m} (2.28)
yi ∈ {0, 1} ∀j ∈ {0, 1, · · · , n} (2.29)

m∑
i=0

djxij ≤ sjuj ∀j ∈ {0, 1, · · · , n} (2.30)

m∑
i=0

djxij ≤ Ljuj ∀j ∈ {0, 1, · · · , n} (2.31)

PL ≤
n∑

i=1

yi ≤ PU (2.32)

Où le client ”0”, q0 = 0 est un client artificiel dont les coûts d’affectation sont nuls,
va pouvoir être mise à jour durant le branch and bound afin d’éliminer des solutions non
intéressantes.

(2.26) est une contrainte d’inégalité.

Les contraintes (2.27) et (2.30) permettent d’améliorer les bornes de différentes relaxa-
tions, la contrainte (2.27) peut être ignorée.

Les contraintes (2.28) et (2.29) sont les mêmes que nous avons présenté. sauf la variable
xij qui est bornée supérieurement par 1.

Suite à la contrainte (2.30), l’auteur propose des contraintes supplémentaires qui vont
permettre d’améliorer les bornes obtenues en résolvant la (LRG).

La contrainte (2.31) force un service j ∈ J à servir un minimum de demandes Lj (n’est
pas nécessairement une donnée du problème et peut être calculé en considérant les clients
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dont le coût d’affectation est minimal.

La contrainte (2.32) n’est pas nécessairement une donnée du problème. PL et PU sont
respectivement des bornes sur le nombre minimal et maximal de services à ouvrir.

Afin de résoudre le problème, des sous-problèmes avec contrainte additionnelle vont
être utilisés. Il est nécessaire de contraindre les variables binaires afin de contraindre la
solution. Pour rappel, l’ensemble des variables binaires d’une solution x est noté x.

Considérant un ensemble W de solutions réalisables, le modèle CFLP se voit donc
ajouter la contrainte : ∑

j∈w

yj −
∑
j /∈w

|w| − 1∀w ∈ W (2.33)

Après la relaxation lagrangienne de ces contraintes. Le problème en résultant est for-
mulé ainsi :

min z =
∑
j∈J

fjyj +
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
m∑
i=0

si(1−
n∑

j=1

xij)

+
n∑

j=1

tj(
m∑
i=0

(
dj
sj

)xij − yj) +
n∑

j=1

uj(yj −
m∑
i=0

(
dj
Lj

)xij

+
∑
w∈W

(

∑
j∈Jw

yj −
∑
j /∈Jw

yj

|Ew| − 1
− 1) (2.34)

SC (2.29), (2.30), (2.31), (2.32)

Il est possible d’utiliser la procédure des sous-gradients afin de converger vers la solu-
tion optimale du dual lagrangien.

Soit Zmax, la meilleure borne inférieure obtenue avec la (LGR). En considérant que
nous disposons d’une solution admissible pour le CFLP et de sa valeur ZUB obtenue la
procédure se décompose comme suit :

1. Les multiplicateurs de Lagrange tj, uj et vw sont initialisés à 0 tandis que les si sont
initialisés à min

j∈J
cij.

2. On résout la relaxation lagrangienne, avec les multiplicateurs actuels. On considère
la solution obtenue ainsi que sa valeur ZLGR.
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3. Si ZLGR > Zmax, on met à jour Zmax.

4. Si ZUB = Zmax alors ZUB est optimal pour le CFLP et Zmax est optimal pour le
dual lagrangien. On peut s’arrêter.

5. Les sous-gradients Si, Tj, Uj et Vw sont respectivement calculés pour chaque si, tj, uj
et vw. Ceux ci sont ajustés s’ils ne contribuent pas à la fonction objectif et risquent
de ralentir de prochaines itérations.

6. Les multiplicateurs de Lagrange sont mis à jour en fonction d’un "pas" e calculé
comme suit :

e =
α ∗ (ZUB − ZLGR)

m∑
i=0

(Si)
2 +

n∑
j=1

(Tj)
2 +

n∑
j=1

(Uj)
2 +

∑
w∈W

(Vw)2

Avec 0 ≤ α ≤ 2, le coefficient qui servira de critère d’arrêt à la procédure de sous
gradients. L’auteur initialise α = 2. On obtient alors :

si = max{0, si + eSi} ∀i ∈ {0, 1, · · · ,m}
tj = max{0, tj + eTj} ∀j ∈ {1, · · · , n}
uj = max{0, uj + eUj} ∀j ∈ {1, · · · , n}
vw = max{0, vw + eVw} ∀w ∈ W

— Si Zmax n’a pas été amélioré sur un certain nombre d’itérations, on divise α par 2.

— Sinon, on reconstruit une solution admissible à partir de Zmax et l’on résout le
sous-problème d’allocation correspondant à l’optimal.
Si la valeur de la nouvelle solution est inférieur à ZUB, on met à jours ce dernier.

• Si α est supérieur au critère d’arrêt, on retourne à l’étape 2 et on résout la
relaxation lagrangienne avec les nouveaux multiplicateurs.

• Sinon, on arrête la procédure.
Cette procédure de sous-gradient va être utilisée de façon extensive au nœud racine du

Branch and Bound aux côtés de divers tests de réduction :
1. Fermeture définitive d’un service pour le sous-arbre.
2. Ouverture définitive d’un service pour le sous-arbre.
3. Reformulation de la contrainte (2.19) en remplaçant les valeurs de PL et PU par des

valeurs éventuellement plus serrées PL et PU .
Suite à cela, si la solution optimale n’a pu être trouvée et prouvée au nœud racine,

Beasley commence une procédure de Branch and Bound à arbre binaire avec exploration
en profondeur.

Présenté par : MESMOUDI Lamia MF



30

Conclusion
Les problèmes de localisation forment une autre grande catégorie de modèles d’opti-

misation combinatoire. Il s’agit de décider, où et combien d’installations implanter, qui
permettent de desservir un ensemble de clients au moindre coût.

Dans ce chapitre, Nous avons rappelé l’historique, et une revue de littérature de ce
problème. Ainsi, on a décrit les différents modèles et méthodes de résolution utilisées pour
ce dernier.
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Problème de Localisation-Routage

Introduction
L’évolution des modes de consommation, le développement du commerce électronique,

mais aussi les changements de types de productions industrielles ont favorisé dernièrement
le développement du transport de marchandises. La gestion de cette activité soulève le
problème de la construction d’un système de distribution efficace. Ceci comprend le choix
des dépôts où les marchandises sont stockées ainsi que le calcul des tournées de véhicules
nécessaires à la distribution de ces marchandises. Ces deux points sont étroitement liés et
si une solution optimale doit être trouvée, ils ne peuvent être résolus séparément.

L’idée de combiner deux niveaux de décision logistique, la localisation de dépôts et
l’élaboration de tournées de véhicules, date des années 1960. A cette époque, c’est essen-
tiellement la relation étroite entre la localisation et le transport qui est mise en évidence,
mais la difficulté du problème est loin d’être cernée (Von Boventer, 1961[41] ; Maranzana,
1964[25] ; Webb, 1968[43] ; Lawrence et Pengilly, 1969[21] ; Christofides et Eilon, 1969[7] ;
Higgins, 1972[15]).Watson-Gandy et Dohrn (1973[42]) sont peut être les premiers à réelle-
ment considérer la visite des clients lors la localisation, en utilisant une fonction non-linéaire
des distances pour représenter les arrêts lors d’un trajet et en utilisant une fonction-vente
dans laquelle les ventes déclinent quand la distance au dépôt augmente.

3.1 Définition
Le problème de Localisation-Routage considère un ensemble de clients approvisionnés à

partir de dépôts potentiels. Deux sous-problèmes sont à résoudre : le choix des dépôts et la
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planification des tournées. Ces deux problèmes correspondent au Facility Location Problem
(FLP) et au Vehicle Routing Problem (VRP). Une solution sous-optimale du LRP peut
être obtenue si ces deux sous-problèmes sont résolus séquentiellement.[28]

Figure 3.1 – Un exemple de LRP

La figure 3.1 représente un exemple de LRP, dans lequel respectivement 5 clients et 3
clients sont affectés à deux dépôts en jaune, tandis que deux autres dépôts en rouge sont
fermés. Après cette affectation, deux véhicules sont utilisés pour effectuer la livraison dans
le premier dépôt, et un autre pour le deuxième.[28]

3.2 Modélisation
Le LRP est défini ici sur un graphe non-orienté value et complet, G = (V,E,C). On

considère un ensemble de nœuds V composé d’un sous-ensemble I de m dépôts possibles
et d’un sous-ensemble J = V \ I de n clients.
On suppose que chaque client j a une demande dj qui est connue à l’avance et peut être
satisfaite. Un ensemble K de véhicules de capacité limitée à Q est disponible, chacun
engendrant un coût fixe d’utilisation F (capacités et coûts fixes tous identiques - flotte
homogène).
Chaque site i susceptible d’être ouvert est également caractérisé par une capacité limitée
Wi et un coût fixe d’ouverture Oi[30].

Soient les notations suivantes :
— m : nombre de dépôts ;
— I = {1 · · ·m} : ensemble des dépôts ;
— n : nombre de clients ;
— J = {1 · · ·n} : ensemble des clients ;
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— V = I ∪ J ;
— cij : coût associé au déplacement entre le site i et le site j. Le coût est ici égal à la

somme des coûts des arêtes traversées par les véhicules ;
— Wi : capacité du dépôt i ∈ I ;
— Oi : coût d’ouverture du dépôt i ∈ I ;
— dj : quantité de marchandises demandée par le client j ∈ J ;
— K : ensemble des véhicules homogènes ;
— Q : capacité d’un véhicule ;
— F : coût fixe pour effectuer une tournée.

Les variables de décisions :
— xijk : 1 si le véhicule k visite le site j immédiatement après i, 0 sinon ;
— yi : 1 si le dépôt i est ouvert, 0 sinon ;
— fij : 1 si le client j est affecté au dépôt i, 0 sinon.

Les contraintes du problème sont les suivantes :

1. chaque client doit être servi par un et un seul véhicule (il sera inclus dans une seule
tournée) ;

2. chaque tournée doit commencer et finir au même dépôt et la somme des demandes
des clients la composant ne doit pas dépasser la capacité maximale Q du véhicule ;

3. la somme des charges des tournées affectées à un dépôt i ne doit pas excéder sa
capacité maximale Wi.

Le but est alors de déterminer quels dépôts ouvrir et quelles tournées construire de
manière à respecter les contraintes énumérées ci-dessus et à minimiser le coût total, com-
prenant les coûts d’ouverture des dépôts, les coûts fixes d’utilisation de véhicules et la
somme des coûts cij des arêtes traversées par les véhicules[30].

On peut formuler le LRP sous forme d’un programme linéaire en nombres entiers dont
les variables ont au plus trois indices :

3.2.1 Modèle mathématique à 3 indices

min z =
∑
i∈I

Oiyi +
∑
i∈V

∑
j∈V

∑
k∈K

cijxijk +
∑
k∈K

∑
i∈I

∑
j∈J

Fxijk (3.1)
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Sous les contraintes :

∑
k∈K

∑
i∈V

xijk = 1 ∀j ∈ J (3.2)∑
j∈J

∑
i∈V

djxijk ≤ Q ∀k ∈ K (3.3)∑
j∈V

xijk −
∑
j∈V

xijk = 0 ∀k ∈ K, ∀i ∈ V (3.4)∑
i∈I

∑
j∈J

xijk ≤ 1 ∀k ∈ K (3.5)∑
i∈S

∑
j∈S

xijk ≤ |S| − 1 ∀S ⊆ J,∀k ∈ K (3.6)∑
u∈V

xiuk +
∑

u∈v\{j}

xujk ≤ 1 + fij ∀i ∈ I,∀j ∈ J,∀k ∈ K (3.7)

∑
j∈J

djfij ≤ Wiyi ∀i ∈ I (3.8)

xijk ∈ {0, 1} ∀i ∈ V, ∀j ∈ V, ∀k ∈ K (3.9)
yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (3.10)
fij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I,∀j ∈ V (3.11)

La fonction-objectif (3.1) reprend les coûts définis auparavant.

Les contraintes (3.2) spécifient qu’un client n’appartient qu’à une et une seule tournée,
et que chaque client n’a qu’un prédécesseur dans sa tournée, (3.3) et (3.8) concernent le
respect des capacités.

Les contraintes (3.4) représentent les conservations de flot et (3.5) servent à avoir des
tournées n’appartenant qu’à un seul dépôt.

Les contraintes (3.6) interdisent les sous-cycles.

Les contraintes (3.7) spécifient que si une tournée relie un client j au dépôt i alors ce
client est affecté à ce dépôt.

En effet,
— La première somme vaut 1, si la tournée du véhicule k débute au dépôt i,

— la seconde vaut 1 si le même véhicule k passe par le client j.
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Ainsi, si le dépôt i ne sert pas le client j (fij = 0), une des deux sommes du membre de
gauche dans l’inégalité (3.7) doit être nulle, impliquant que la tournée k ne relie pas i à j.

Enfin, les contraintes (3.9), (3.10) et (3.11) sont les contraintes d’intégrité des variables.
Ce n’est pas l’unique formulation possible de ce problème. D’autres modèles sont présentées
aux paragraphes suivants, en particulier n’impliquant que des variables de décisions à deux
indices.

3.2.2 Modèles mathématiques à 2 indices

Contrairement au modèle à trois indices, deux versions à deux indices n’utilisent qu’une
variable par arête.

La raison pour énoncer deux nouvelles versions vient de la gestion des éventuelles tour-
nées ne visitant qu’un unique client.
Ainsi, dans la formulation 1, les variables xij avec i ∈ I et j ∈ J appartiennent à {0, 1, 2}
alors que dans la seconde formulation, toutes les variables sont binaires, moyennant l’in-
troduction de wij pour gérer les doubles utilisations d’arêtes, comme décrit ci-après.

Quelques notations doivent être introduites :

— ∀H ⊆ E, x(H) =
∑

(i,j)∈H

xij;

— ∀S ⊆ J,D(S) =
∑
j∈S

dj;

— ∀S ⊆ V, δ(S) correspond à l’ensemble des arêtes avec une extrémité dans S et l’autre
dans l’ensemble V \ S ;

— ∀S ⊆ V, γ(S) représente l’ensemble des arêtes ayant leurs deux extrémités dans S ;

— ∀S ⊆ V et ∀S ′ ⊆ V \ S,E(S : S ′) correspond à l’ensemble des arêtes avec une
extrémité dans S et l’autre dans S ′).

Formulation 1

Dans cette première formulation,les variables de décision suivantes sont utilisées :
— yi = 1 Si le i est ouvert ;

— xij =


1 Si et seulement si un véhicule utilise l’arête (i,j) une et une seule fois

le client i est servi à partir du dépôt j ;
2 Si et seulement si un véhicule utilise une même arête (i,j) deux fois.
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Les variables xij avec (i, j) ∈ I peuvent être exclues.

min
∑

(i,j)∈E

cijxij +
F

2

∑
i∈I

∑
j∈J

xij +
∑
i∈I

Oiyi (3.12)

Sous les contraintes :

x(δ(j)) = 2 ∀j ∈ J (3.13)
x(δ(S)) ≥ 2dD(S) \Qe ∀S ⊆ J (3.14)

xij ≤ 2yi ∀i ∈ I,∀j ∈ J (3.15)
x(δ(S ∪ {i})) ≥ 2 ∀i ∈ I,∀S ⊆ J | D(S) > Wi (3.16)

2x(γ(S ∪ {i})) + xij − x(E(S : ((J \ (S ∪ {i}))) ∪ {i})) ≤ 2|S|
∀S ⊆ J \ {i},∀i ∈ I, S 6= ∅ (3.17)

xij ∈ {0, 1, 2} ∀i ∈ I,∀j ∈ J (3.18)
xij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ E (3.19)
yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (3.20)

Dans ce programme linéaire, la fonction-objectif (3.12) minimise les coûts d’ouverture
de tournées et de dépôts ainsi que les coûts pour visiter les clients.

Les contraintes (3.14) concernent le degré des variables.

Les contraintes (3.14) correspondent au respect des capacités des véhicules. En effet, le
terme dD(S) \ Qe correspond au nombre minimum de véhicules nécessaires pour couvrir
la demande des clients de l’ensemble S.

Les contraintes (3.15) imposent que les arêtes ne soient reliées aux dépôts que si ces
derniers sont ouverts.

Les contraintes (3.16), dans le même esprit que les contraintes (3.14), obligent à res-
pecter les capacités des dépôts.

(3.17) sont une nouvelle formulation de contraintes généralisant les propositions faites
par Laporte et al. (1986). Elles restreignent l’affectation d’un véhicule à un seul dépôt et
sont appelées contraintes path-f1 car elles interdisent ainsi les chemins entre deux dépôts
distincts.

Les contraintes(3.18, 3.20) sont d’intégrité des variables.

Formulation 2

Dans la seconde formulation, les mêmes variables yi sont utilisées concernant les dépôts,
ainsi que les mêmes variables xij pour les arêtes (i, j) utilisées une unique fois.
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Par contre, de nouvelles variables binaires sont introduites : wij = 1(j ∈ J, i ∈ I) pour
les arêtes utilisées deux fois. Les variables xij avec (i, j) ∈ I peuvent ici encore être exclues
du modèle.

min
∑

(i,j)∈E

cijxij +
∑
i∈I

∑
j∈J

2cijwij +
F

2

∑
i∈I

∑
j∈J

(xij + 2wij) +
∑
i∈I

Oiyi (3.21)

Sous les contraintes :∑
i∈I

2wij + x(δ(j)) = 2 ∀j ∈ J (3.22)∑
i∈I

∑
j∈S

2wij + x(δ(S)) ≥ 2dD(S)\Qe ∀S ⊆ J (3.23)

xij + wij ≤ yi ∀i ∈ I,∀j ∈ J (3.24)∑
t∈I\{i}

∑
j∈S

2wij + x(δ(S ∪ {i})) ≥ 2 ∀i ∈ I,∀S ⊆ J | D(S) > Wi (3.25)

x(γ(S ∪ {i})) + xij − x(E(S : ((J \ (S ∪ {i}))) ∪ {i})) ≤ |S|
∀j ∈ J,∀S ⊆ J \ {i},∀i ∈ I (3.26)

xij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ E (3.27)
wij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I,∀j ∈ J (3.28)
yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (3.29)

Comme précédemment, la fonction-objectif (3.21) minimise l’ensemble des coûts sur les
tournées et les dépôts.
Les contraintes (3.22) sont les contraintes concernant le degré des variables,
Les contraintes (3.23) correspondent au respect des capacités des véhicules comme dans
(Formulation 1),
Les contraintes (3.24) imposent que les arêtes ne soient reliées aux dépôts que si ces derniers
sont ouverts,
Les contraintes (3.25) concernent les capacités des dépôts, dans le même esprit que pour
les contraintes (3.23).
Les contraintes (3.26) restreignent l’affectation d’un véhicule à un seul dépôt, elles sont
appelées cette fois-ci contraintes path-f2 car, elles interdisent en même temps les chemins
entre deux dépôts distincts.
Les contraintes (3.27) - (3.29) sont les contraintes d’intégrité des variables.

3.2.3 Modèle mathématique à 1 indice

On peut définir R comme un ensemble de tournées possibles et une matrice binaire
d’affectation des clients aux tournées, telle que

— βjr = 1 si et seulement si le client j appartient à la tournée r ;
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— Une nouvelle variable de décision binaire est introduite :
xr = 1 si et seulement si une tournée r ∈ R de coût cr est dans la solution.

Une manière de formuler le LRP peut se faire en utilisant une matrice binaire de recou-
vrement des clients par les dépôts, composée d’éléments ξij = 1 si et seulement si le client
j est couvert par le dépôt i :

min z =
∑
i∈I

Oiyi +
∑
r∈R

crxr (3.30)

Sous contraintes :

∑
i∈I

εijyi = 1 ∀j ∈ J (3.31)∑
j∈J

djεijyi ≤ Wiyi ∀i ∈ I (3.32)∑
r∈R

βijxr =
∑
i∈I

εijyi = 1 ∀j ∈ J (3.33)

xr ∈ {0, 1} ∀r ∈ R (3.34)
yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (3.35)

Ici, la fonction-objectif (3.30) minimise les coûts d’ouverture des tournées et des dépôts.
Les contraintes (3.31) garantissent que chaque client est servi par un et un seul dépôt.
Les contraintes (3.32) assurent que la capacité des dépôts couvre la demande des clients.
Les contrainte (3.33) impliquent que les clients inclus dans les tournées reliées à un dépôt
soient effectivement affectés à ce dépôt.
Enfin, les contraintes (3.34) et (3.35) définissent les variables binaires.
En supposant connu l’ensemble des dépôts ouverts, il est possible de résoudre le sous-
problème impliquant les variables xr, c’est-à-dire :

(PLSP ) min
∑

r∈R crxr

Sous les contraintes ∑
r∈R

βjrxr =
∑
i∈I

ξijyi = 1 ∀j ∈ J

xr ∈ {0, 1} ∀r ∈ R

Ce programme a une expression simple puisqu’il s’agit d’un problème de partitionnement
mais, en pratique, il s’agit d’un VRP multi-dépôt et le nombre de tournées possibles dans
R est très grand. Il faut avoir recours à une méthode de génération de colonnes pour le
résoudre optimalement.
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3.3 Revue de la littérature
Le problème de localisation-routage se pose comme une extension naturelle du FLP et

du VRP. De nombreuses applications incluent des interactions entre les décisions de loca-
lisation et de routage, comme l’emplacement des centres de distribution ou des entrepôts
pour plusieurs types de produits à partir desquels les produits sont distribués aux clients,
ou plus récemment certaines applications découlant de la logistique urbaine.

La littérature sur le routage de localisation s’est principalement concentrée sur pro-
blème de localisation d’un nombre arbitraire d’installations. Quelques études considèrent
le cas particulier dans lequel la taille de I ′ est déterminé à l’avance.

Laporte et Nagy et Salhi[19][26] fournissent des enquêtes complètes sur les modèles et
algorithmes pour le LRP existant.

Le papier de Laporte[20] introduit une formulation générale à trois indices qui inclut
comme cas particuliers ceux donnés par Golden et al.[12], Or et Pierskalla, Srikar [37] et
Srivastava[36] et Perl[29] et Daskin[9].

Laporte et al.[19] proposent les deux premiers indices formulation à flux de véhicule du
LRP avec des installations sans capacité (ULRP).

Laporte et coll.[20] proposent une transformation graphique de l’ULRP comme TSP.

Cappanera et coll.[5] introduisent une formulation à deux indices des flux de marchan-
dises du problème dans le contexte de localisation des installations pour l’acheminement
de matériaux désagréables.

Le LRP capacitif (CLRP) peut être considéré comme un cas particulier de LRP dans
lequel le parc de véhicules est homogène, de taille infinie, le réseau est symétrique et les
installations ont des capacités limitées.

Belenguer et coll.[4] ont été les premiers à donner une formulation mathématique de ce
problème, en étendant la formulation de Laporte et al.[19].

Pour traiter instances plus grandes du CLRP, plusieurs heuristiques ont été introduites.

3.4 La classification du LRP
[16] La résolution du LRP représente donc un intérêt non négligeable dans divers cas

de figure. Min et al. (1998) proposent une classification du LRP en tenant compte des
contraintes de capacités sur les dépôts, des caractéristiques de la flotte de véhicules (ho-
mogène ou hétérogène) et des coûts d’utilisation des véhicules.
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Cependant, le nombre de travaux sur le sujet est relativement peu élevé, en particulier
pour des cas intégrant des capacités limitées à la fois sur les véhicules et les dépôts.

Pourtant, cette version, appelée LRP généralisé ou Capacitated LRP (CLRP), est plus
réaliste en logistique du transport et c’est donc celle qui est abordée ici. Jusqu’en 2004, il
n’y avait guère que Wu et al.(2002) qui avait traité le CLRP mais avec une flotte homogène
ou hétérogène limitée.

3.5 Méthodologie de résolution
[30] Les modèles proposés pour le LRP adoptent également des variables à 3 indices

mais ne peuvent être réutilisés sans adapter les contraintes à nos spécifications.

3.5.1 Modèles à 2 indices

Dans ces programmes linéaires, le nombre de variables n’est plus comme le programme
à trois indices. L’amélioration est intéressante mais le modèle reste peu exploitable pour
une résolution exacte par un solveur commercial. En effet, le nombre de contraintes de
sous-tours reste exponentiel.

Parmi les techniques efficaces pour réduire un problème d’optimisation, l’une est de le
réduire à une suite de problèmes plus simples, par le biais de restrictions ou de relaxations.

Lorsque les contraintes du problème étudié sont présentes en nombre exponentiel,
comme c’est le cas pour le LRP, la stratégie la plus intéressante est certainement une
méthode de coupes.

Le principe consiste à relaxer des contraintes et de résoudre la relaxation du programme
linéaire en nombres entiers obtenu.

Ensuite, il faut identifier une ou plusieurs contraintes violées dans le programme re-
laxé, les inclure dans le modèle, puis le résoudre à nouveau. Les contraintes violées sont
identifiées dans des procédures spécifiques basées sur des inégalités valides, représentant ce
qu’on appelle des coupes.

Les familles d’inégalités valides sont souvent difficile à établir et les procédures d’iden-
tification sont souvent NP-complets, nécessitant le recours à des heuristiques.

L’itération consistant à introduire de nouvelles contraintes est répétée idéalement jus-
qu’à obtenir une solution du programme linéaire relaxé respectant toutes les contraintes
ignorées. Cette solution est alors optimale pour le problème initial.
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Ce principe est applicable aux deux dernières formulations du LRP. Leur avantage par
rapport à la version à trois indices, outre la réduction du nombre de variables, est que l’on
se rapproche de la formulation efficace utilisée par Lysgaard et al. (2004) pour le VRP.
Ces raisons encouragent la piste d’une méthode de coupes, même si les contraintes (3.17)
et (3.26) par exemple sont nouvelles, spécifiques au LRP, et qu’elles nécessitent donc le
développement de procédures d’identifications.

Une modélisation ne faisant intervenir que des variables à un indice est également
possible comme présenté dans la suite, ouvrant la porte à de nouvelles pistes de résolution.

3.5.2 Modèle à 1 indice

La fonction-objectif de (LRP) à 1 indice est composée de deux termes, chacun n’impli-
quant qu’un seul type de variables.

De plus, seules les contraintes (3.33) et (3.34) font intervenir les variables xr. Une telle
approche séparant les variables peut faire penser à la décomposition de Benders, impliquant
un problème peut se formuler en fonction des variables y uniquement.

Pour cela, les contraintes impliquant x sont projetées sur l’espace des variables y. On
obtient ainsi le programme suivant :

min
∑
i∈I

Oiyi + inf
x∈{0,1}

{
∑
r∈R

crxr sous les contraintes ((3.33) , (3.34))}

Sous les contraintes : ∑
i∈I

εijyi = 1 ∀j ∈ J∑
j∈J

djεijyi ≥ Wiyi ∀i ⊆ I

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I

Le terme Inférieur de la fonction-objectif correspond au programme linéaire (PLSP)
qui représente le sous-problème de la décomposition de Benders. En théorie, sa résolution
se fait en passant par le dual de sa relaxation linéaire :

max
∑
j∈J

µj

Sous les contraintes : ∑
j∈J

µjβij ≤ cr ∀r ∈ R

µj ≤ 0 ∀j ∈ J
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On peut ainsi noter

— U l’ensemble des µj(∀j ∈ J), PE ⊆ U l’ensemble des points extrêmes ;
— RE ⊆ U l’ensemble des rayons extrêmes de la région réalisable de (DPLSP).
— Qt La valeur d’une solution optimale de (DPLSP) pour des y donnés (donc à une

itération t de la résolution itérative de la décomposition de Benders)
Ainsi, sans fixer les variables y, à une itération donnée t le problème-maître s’écrit sous

la forme :

min
∑
i∈I

Oiyi +Qt

∑
i∈I

εijyi = 1 ∀j ∈ J∑
j∈J

djεijyi ≥ Wiyi ∀i ⊆ I

Q−
∑
j∈J

(µj)
t ≥ 0 ∀(µj)

t ∈ PE (3.36)∑
j∈J

(µj)
t ≥ 0 ∀(µj)

t ∈ RE (3.37)

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I

— Si (DPLSP) n’est pas réalisable ou n’admet pas d’optimum fini, son primal est
irréalisable et la fonction objectif du problème-maître est non bornée. Il faut alors
ajouter au problème maître (PLPM) les contraintes liées aux rayons extrêmes de la
région réalisable du dual (contraintes (3.37)),

— Sinon, il faut ajouter les contraintes (3.36) liées aux points extrêmes.

Conclusion
Dans ce chapitre, on a parlé de problème de Localisation-Routage(le problème LRP).

Nous avons rappelé l’historique, une revue de la littérature de la LRP. Ainsi que des diffé-
rents modèles sont décrit et des idées de résolution sont proposées au vu des formulations
du problème.
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Conclusion générale

Les problèmes de tournées et de localisation sont très présents autant dans la littérature
que dans la réalité. Dans ce travail nous avons essayer de mieux connaître les problèmes
de tournées et de localisation de même que leurs applications dans des cas réels. De fait
une bonne modélisation permettrait alors d’améliorer la planification des tournées et la
meilleure localisation par le fait même réduire les coûts de transport et améliorer leur ni-
veau de rentabilité et de compétitivité.

Dans le contexte socio-economique actuel et la projection dans le future, les décideurs
doivent être de plus en plus conscients de l’importance du choix d’une implantation adé-
quate pour pouvoir planifier les tournées efficacement.

Les modèles de localisation et affectation constituent un outil très attrayant pour orien-
ter le choix de telles décisions décisives. Ils permettent d’aider à la prise de décision par
un outil scientifiquement justifié.

L’étude présentée dans ce mémoire, a pour but la modélisation et l’adaptation simulta-
née du problème combiné de la localisation et de tournée de véhicule qui reflèlte plusieurs
situations économiques réelles.

L’objectif de ce travail est de déterminer l’emplacement de centres de recoltes à partir
desquels des véhicules effectueront des tournées pour visiter des champs de productions et
de choisir quelles tournées devront effectuer ces véhicules pour satisfaire la demande des
centres de récoltes dans les temps déterminés.
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