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Introduction générale

Le principe de relativité est lié de très prés au principe d'inertie. On peut y associer

trois noms :

1) Galilée (1564-1642) qui a, entre autres travaux scienti�ques, fondé la cinématique,

étudié la chute des corps, la composition des mouvements et par là ébauché le principe

d'inertie.

2) Newton (1642-1727), le père de la conception d'un espace et d'un temps absolus. Il

cherche à établir des liens de causalité (notion de force), ce qui l'amène à fonder la dy-

namique qui conduit à l'invariance galiléenne ou la première formulation du principe de

relativité. Newton élabore également une théorie de la gravitation (attraction universelle).

3) Einstein (1879-1955), dont les contributions à la physique sont célèbres. Il étend le prin-

cipe de relativité à l'ensemble des lois de la physique. Cela le conduit à la théorie de la

relativité restreinte qui nécessite une refonte révolutionnaire des concepts d'espace et de

temps, une révision de la cinématique puis une nouvelle formulation de la dynamique.

L'électromagnétisme n'est pas fondamentalement touché par cette nouvelle théorie, mais

reformulé de manière extrêmement compacte. Le rôle particulier joué par la gravitation

amène Einstein à proposer une extension du principe de relativité aux référentiels accélé-

rés, c'est la relativité générale qui devient la base de la cosmologie.

La relativité restreinte, appelée aussi relativité spéciale, est apparue en 1905 avec les

travaux d'Einstein. Elle est basée sur deux postulats. Le premier concerne la covariance

de toute lois de la nature dans tout référentiel d'inertie. Le second stipule que la vitesse

de la lumière dans le vide et dans toutes les directions est constante quel que soit le

référentiel d'inertie des observateurs. Cette nouvelle théorie a permis la réconciliation

entre la mécanique et l'électromagnétisme donnant naissance à la mécanique relativiste.

Cette théorie est connue par sa célèbre relation d'Einstein E = mc2, mais la relativité
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restreinte n'a fait ses preuves que pour des énergies très basses, comparées aux énergies

déployées dans certains processus astronomiques, tels que les rayons cosmiques, qui se

caractérisent par des énergies très élevées comparativement à celles produites dans les

accélérateurs de particules.

Pour arranger à ces désaccords avec la relativité restreinte, certains physiciens théo-

riciens ont opté pour la révision des principes fondateurs de cette théorie, restés indis-

cutables durant un siècle environ. On a vu naître la relativité spéciale déformée (DSR),

avec les résultats des travaux du physicien italien Giovanni Amelino-Camelia au départ,

ensuite un groupe de physiciens mathématiciens a élaboré un formalisme mathématique

qui entre dans le contexte de la géométrie non-commutative dans lequel les théories de

la DSR s'expriment d'une manière cohérente. Cette théorie repose sur la déformation des

équations de la relativité d'Einstein de telle sorte qu'elles soient en accord avec le principe

de Poincaré, c.à.d la même pour tous les observateurs, indépendamment de leur mouve-

ment. Cette déformation engendre de nouvelles équations non linéaires, ce qui donne le

nom de relativité non linéaire.

La relativité non linéaire de Fock [1], basée sur les transformations de Fock des co-

ordonnées, et établie sur un rapport des fractions linéaires de Lorentz avec le même

dénominateur, cette théorie garde invariante la longueur R qui représente le rayon de

l'univers observé. Cette théorie a été rejetée car elle ne permet pas de décrire les ondes

planes avec cohérence pour les particules libres. Dans un travail récent [2], Bouda et Fou-

ghali ont apporté des modi�cations à cette théorie en proposant de nouveaux crochets

de Poisson déformés dépendants d'un paramètre R qui a la dimension d'une longueur, ce

dernier représente le rayon de l'univers. En fait, l'algèbre résultante de cette déformation

maintient l'invariance de la contraction xµpµ. Ainsi, avec cette nouvelle approche nous

pouvons associer des solutions en ondes planes pour les particules libres.

A�n de construire un premier Casimir invariant de la théorie, Bouda et Foughali ont

complété dans [3] l'algèbre construite dans [2] par les crochets de Poisson des généra-

teurs de rotations et de boosts. Cette tâche nécessite une modi�cation du générateur des

boosts Ni, d'une manière qui n'a�ecte pas la loi de transformation des coordonnées et des

impulsions lors d'une transformation in�nitésimale. Cette étude algébrique a conduit à

une correspondance entre l'espace de la transformation de Fock-Lorentz et l'espace de de

Sitter. Après quanti�cation, l'algèbre des crochets de Poisson devient l'algèbre des com-
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mutateurs. Une représentation a été trouvée pour les générateurs, en terme d'opérateurs,

de telle sorte que l'algèbre des commutateurs soit véri�ée. En égalant le premier Casi-

mir invariant à un scalaire, qui désigne une masse en générale, ils ont obtenu l'équation

de Klein-Gordon, qui décrit le champ scalaire libre dans l'espace-temps R-Minkowski. En

substituant les générateurs dans l'équation de Klein-Gordon par leurs opérateurs associés,

ils ont abouti à une équation qui correspond à l'équation de Klein-Gordon dans l'espace

de de Sitter donné par sa métrique conforme.

Dans ce mémoire, nous expliciterons le champ scalaire dans l'espace-tempsR-Minkowski.

On a donc plani�é le travail comme suit

1. Le premier chapitre : nous allons présenter un rappel sur les relations et les ré-

sultats fondamentaux de la relativité restreinte ainsi que le groupe de Poincaré.

Par la suite, nous exposons la déformation des crochets de Poisson, proposée dans

l'approche de Bouda-Foughali, et sa conséquence sur la loi de transforfmation des

coordonnées. A la �n de ce chapitre, nous présentons la nouvelle formulation de la

transformation des impulsions et de l'énergie qui nous permettra l'élaboration de

la nouvelle relation de dispersion dans le cadre de la théorie de Fock.

2. Le deuxième chapitre : nous allons présenter la méthode de Bouda-Foughali pour la

construction de l'espace R-Minkowski, pour qu'il tolère la présence de la constante

universelle R. Nous allons, donc, exposer la déformation des générateur de boosts

et de rotations, a�n de construire le casimir. A la �n de ce chapitre, nous présentons

la nouvelle équation de Klein-Gordon.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.
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Chapitre 1

La transformation non linéaire de Fock

1.1 Introduction

En 1905, Einstein établit la théorie de la relativité restreinte, qui est basée sur deux

postulats :

1. Premier postulat : tous les référentiels d'inertie sont équivalents ; autrement dit, la

formulation mathématique des lois de la physique doit être la même dans tous ces

référentiels.

2. Deuxième postulat : la vitesse de la lumière dans le vide est indépendante de l'état

de mouvement de la source.

L'espace-temps de Minkowski est au départ un espace des points, ou espace ponctuel de

quatre dimension . Le temps et l'espace étant intimement liés par les transformations de

Lorentz, il est assez naturel d'intégrer toutes les coordonnées spatio-temporelles dans un

même formalisme. Un point de cet espace-temps est en fait un événement et nous appelons

quadrivecteur un élément de cet espace vectoriel. L'élément de ligne in�nitésimal ds entre

deux points extrêmement proches de l'espace de Minkowski x est x+dx où c est la vitesse

de la lumière dans le vide et le temps propre dτ le long de la trajectoire, sont donnés par

ds2 = c2dτ 2 = c2dt2 − dx2

avec

dτ =
√

1− (u2/c2)dt où u est la vitesse de déplacement.
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

1.2 La Relativité Restreinte

1.2.1 La transformation de Lorentz des coordonnées et de temps

Pour déterminer les équations des transformations d'inertie entre les référentiels iner-

tiels, il est nécessaire de supposer que l'espace-temps possède certaines caractéristiques

bien précises qui sont :

1. Homogénéité de l'espace-temps.

2. Isotropie de l'espace.

3. L'existence d'une transformation identique, l'inverse d'une transformation existe,

et la succession de deux transformations d'inertie est une transformation d'inertie.

4. La cause doit toujours précéder l'e�et ; autrement dit, le passé et le futur sont

absolus.

La loi de transformation s'écrit alors

t′ = γ(t− (u/c2)x)

x′ = γ(x− ut)

y′ = y

z′ = z

(1.1)

où γ = (1− u2/c2)−1/2 et u est la vitesse de déplacement, c est vitesse de la lumière.

1.2.2 la transformation des impulsions et de l'énergie

Soient dxµ = (cdt, dr) les composantes contravariantes du quadrivecteur dx, l'intervalle

d'espace-temps déterminé par deux événements in�niment voisins sur la ligne d'univers

d'un mobile ponctuel.

La quadri-vitesse est dé�nie par

vµ =
dxµ

dτ
= (

c√
1− u2

c2

,
u√

1− u2

c2

) = (v0,v) (1.2)

Le quadrivecteur vitesse est donc toujours pointe vers le futur car u > 0.

Si m0 est la masse d'une particule libre et dxµ son quadrivecteur position, dτ est le temps
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

propre, la quadri-impulsion est dé�nie par

pµ = m0
dxµ

dτ
= (

m0c√
1− u2

c2

,
m0u√
1− u2

c2

) = (p0,p) (1.3)

En appliquant la transformation de Lorentz pour le quadrivecteur impulsion avec le chan-

gement de référentiel, on obtient

E ′/c2 = γ((E/c2)− (u/c2)px)

p′x = γ(px − u(E/c2))

p′y = py

p′z = pz

(1.4)

où E est l'énergie totale de la particule.

1.2.3 L'invariance de Poincaré

Le groupe de Poincaré est un groupe qui rassemble toutes les transformations de l'es-

pace de Minkowski, celles qui assurent l'invariance de l'élément ds. Le groupe de Poincaré

assure l'invariance de l'intervalle entre deux points de l'espace de Minkowski, et il joue un

rôle primordial dans les théories physiques. L'élément de ligne est dé�ni par

ds2 = ηµνdx
µdxν . (1.5)

La métrique ηµν = diag[1,−1,−1,−1] est symétrique ηµν = ηνµ.

Une transformation de Lorentz s'écrit

xµ = Λµ
νx

ν , ou simplement x′ = Λx

La matrice Λ, qui dé�nit un changement de base dans l'espace de Minkowski, s'écrit sous

la forme

Λ =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (1.6)

où on a posé β = u/c. L'ensemble des matrices Λ qui laissent invariante la métrique

de Minkowski forme le groupe de Lorentz, qui est le groupe d'isométrie de l'espace de

Minkowski. Le groupe de Lorentz est un sous groupe du groupe linéaire : GL(4 :R).
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

1.3 La transformation de Fock

Depuis les premières années de la théorie de la relativité restreinte, les physiciens

théoriciens ont posé la question suivante : quelles sont les transformations les plus générales

entre des référentiels d'inertie qui assurent le principe de Poincaré ? Fock a étudié cette

question et ses recherches ont abouti à une transformation plus générale que celle de

Lorentz, sous forme d'une fraction linéaire de la transformation de Lorentz avec le même

dénominateur.

Soit la transformation des coordonnées

x′µ = fµ(x0, x1, x2, x3). (1.7)

Dans le cadre du premier postulat de la relativité restreinte (mouvement rectilinéaire

uniforme dans le système xµ, il doit correspondre à un mouvement rectilinéaire uniforme

dans le système x′µ ), Fock a démontré que les transformations fµ doivent satisfaire les

conditions suivantes
∂2(α(x)fµ)

∂xν∂xρ
= 0 (1.8)

où α est une fonction linéaire α(x) = α(0)+αx0x
0 +αx1x

1 +αx2x
2 +αx3x

3, avec α(xi) (où

xi ∈ {0, ..., 3}) sont des constantes à déterminer , et la relation (1.8) con�rme que αfµ

est une fonction linéaire donc (1.7) devient

x′
µ

=
Gµ
νx

ν

α(x)
(1.9)

qui est appelée la transformation de Fock [1], et Gµ
ν sont des constantes à déterminer.

Tout-d'abord on va déterminer αxi dans le cas où (R′) est en mouvement rectiligne et

uniforme avec la vitesse ~u = u~e par rapport à (R). On prend trois axiomes

1. Le premier axiome : Pendant tout le mouvement (dans la direction x), le plan (y′z′)

reste parallèle au plan (yz). Ainsi, si R et R′ coïncident à t = t′ = 0, ça implique

qu'au point p0(0; 0; y′; z′) correspond le point p(0, 0, y, z) ou y′ = y et z′ = z. On

conclut que αy = αz = 0

2. Le deuxième axiome : Dans le cas d'une inversion où ~x′ → −~x′ , ~x → −~x, la loi

de transformation reste la même. Dans ce cas :~x′ → −~x′ , ~x → −~x et ~u → −~u ou
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

β → −β où β = u
c
. Après quelques manipulations, on conclut que

αx(u) = −1 + γ

γβ
αt(u),

αt(u) =
1− γ
γβ

αx(u).

(1.10)

3. Le troisième axiome : La succession des transformations R1 → R2 ,R2 → R3 de

type de Fock, qui préservent la forme d'un mouvement rectiligne uniforme, est

égale à une transformation R1 → R3 de type de Fock, ce qui nous conduit àα
x(u) = γβλ,

αt(u) = −(γ − 1)λ.

(1.11)

Finalement, la transformation de Fock-Lorentz prend la forme suivante



x′0 = (γ(x0 − β1
x))/(1− λ[(γ − 1)x0 − γβx])

x′1 = (γ(x0 − β0
x))/(1− λ[(γ − 1)x0 − γβx])

x′2 = x2/(1− λ[(γ − 1)x0 − γβx]).

x′3 = x3/(1− λ[(γ − 1)x0 − γβx])

(1.12)

où λ est une nouvelle constante universelle. Dans l'approche de Bouda-Foughali [2]

de la NLFT λ est donnée par :

λ = αx1/γ − 1β1 = αx2/γ − 2β2 = 1/R (1.13)

où R est une nouvelle constante universelle.

Après le travail de Fock, de nombreux chercheurs ont retrouvé la même transfor-

mation, en utilisant des méthodes di�érentes [4, 5, 6, 2].

1.4 L'approche de Bouda-Foughali

Dans cette section nous allons présenter l'approche de Bouda et Foughali qui a

permis d'établir pour la premier fois une solution en ondes planes pour les particules

libres dans le cadre de la théorie de Fock. Leur méthode consiste à utiliser des
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

crochets de Poisson déformés dans le cadre de la géométrie non commutative(voir

l'Annexe 1). Les résultats de cette approche, apparus en 2012 [2], apportent deux

corrections qui se résument dans l'introduction d'une nouvelle transformation du

quadrivitesse impulsion qui laisse invariante la contraction pµxµ, ce qui permet une

description cohérente des ondes planes. La seconde concerne l'invariant R de cette

théorie, représentant le rayon de l'univers, qui prend ici un signe positif. Cette

fois-ci nous allons utiliser une autre approche développée par Gosh [9], qui consiste

à construire l'espace des phases qui repose sur les crochets de Poisson dé�nies sous

forme quadri-dimensionnelle suivante

{xµ, xν} = 0, (1.14)

{xµ, pν} = −ηµν +
1

R
η0νxµ, (1.15)

{pµ; pν} = − 1

R
(pµη0ν − pνηµ0), (1.16)

où R est un paramètre qui sera identi�é plus tard et η est la métrique de Minkowski.

Cette algèbre des crochets de Poisson satisfait également les identités de Jacobi

{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0.

L'opérateur du moment angulaire est dé�ni par

Jµν = xµpν − xνpµ. (1.17)

Avec les propriétés des crochets de Poisson et le moment angulaire, on trouve

{Jµν , xλ} = ηνλxµ − ηµλxν −
xλ
R
xµ − ην0 − xνηµ0, (1.18)

{Jµν , pλ} = ηνλpµ − ηµλpν −
pλ
R
pµ − ην0 − pνηµ0. (1.19)

Nous pouvons véri�er que l'algèbre de Lorentz reste inchangée

{Jµν , Jλρ} = −ηµρJλν + ηνρJλµ + ηνλJµρ − ηµλJνρ, . (1.20)

Dans le cadre d'une transformation in�nitésimale δO où les wµν sont un ensemble

de paramètres in�nitésimaux véri�ant wµν = −wνµ, on a

δO = {−1

2
wµνJ

µν , O} (1.21)
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

qui nous donne par la suite :

δxλ = {−1

2
wµνJ

µν , xλ}, (1.22)

δpλ = {−1

2
wµνJ

µν , pλ}. (1.23)

Prenons le cas spécial où le seul paramètre non nul est w01 = −w10 = −δφ. En uti-

lisant les notations conventionnelles (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) et (p0, p1, p2, p3) =

(E
c
, px, py, pz), on déduit 

δt = (−x
c

+ tx
R

)δφ,

δx = (−ct+ x2

R
)δφ,

δy = xy
R
δφ,

δz = xz
R
δφ,

(1.24)

et 

δE = −(cpx + xE
R

)δφ,

δpx = −(E
c

+ xpx
R

)δφ,

δpy = −xpy
R
δφ,

δpz = −xpz
R
δφ.

(1.25)

En utilisant le premier théorème de Lie comme dans Gosh [9], où γ = (1− u2

c2
)
−1
2 ,

on obtient la solution pour le système d'équations (1.24) comme suit



t′ = γ(t−ux/c2)
αR

,

x′ = γ(x−ut)
αR

,

y′ = y
αR
,

z′ = z
αR
,

(1.26)

et pour le syetème (1.25) 

E ′ = αRγ(E − upx),

p′x = αRγ(px − u
c2
E),

p′y = αRpy,

p′z = αRpz,

(1.27)
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

où

αR = 1 +
1

R
[(γ − 1)ct− γux

c
]. (1.28)

Lorsque R −→ ∞, les équations (1.26) et (1.27) se réduisent à la transformation

de Lorentz des coordonnées et de quadri-vitesse impulsion.

De (1.26) et (1.27) on peut dé�nir les invariants de cette théorie comme suit

Ix = (1− ct

R
)−2ηµνx

µxν , (1.29)

et

Ip = (1− ct

R
)2ηµνp

µpν . (1.30)

Lorsque R −→∞ les invariants Ix et Ip se réduisent aux invariants habituels de la

relativité restreinte.

1.4.1 Les variables canoniques

A partir de (1.29) et (1.30) nous pouvons dé�nir les variables canoniques suivantes

Xµ = (1− x0

R
)−1xµ (1.31)

P µ = (1− x

R
)pµ (1.32)

En exprimant les invariants avec les variables canoniques, Ix et Ip prennent la forme

Ix = ηµνX
µXν , (1.33)

Ip = ηµνP
µP ν , (1.34)

et l'ensemble des crochets de Poisson entre les variables canoniques devient

{Xµ, Xν} = 0 (1.35)

{Xµ, P ν} = −ηµν (1.36)

{P µ, P ν} = 0 (1.37)

On constate que les variables (Xµ, P µ) sont canonique et se transforment comme

des vecteurs lorentziens habituels de la relativité restreinte, ce qui nous permet

de transformer les formules et les relations de la relativité restreinte pour qu'elles

14



CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

soient valables en relativité spéciale déformée.

L'inverse des relations (1.31) et (1.32) est

xµ = (1− x0

R
)−1Xµ (1.38)

pµ = (1− x

R
)P µ (1.39)

L'élément de ligne exprimé avec les variables canoniques est

ds2 = c2dT 2 − dX2 (1.40)

où cT = X0 et X est le vecteur de position tri-dimensionnel dans l'espace des va-

riables canoniques. En utilisant (1.31), cette dernière relation reproduit l'expression

de l'élément de ligne in�nitésimal dans l'espace R-Minkowski

ds2 = c2

(
1− ct

R

)−4 [
1− 1

c2

3∑
i=1

[(
1− ct

R

)
vi +

cxi

R

]2]
dt2, (1.41)

où vi = dxi

dt
. Le repère R(O, x, y, z) est orthonormé, l'élément de ligne in�nitésimal

ds peut être écrit sous la forme

ds =
c

(1− ct/R)2

√
1− 1

c2

[(
1− ct

R

)
v +

cx

R

]2

dt, (1.42)

où x est le vecteur position tri-dimensionnel et v = dx
dt

est la vitesse.

En utilisant les variables canoniques, il est facile de trouver l'expression de la

quadri-impulsion dans l'espace R-Minkowski. On a

P µ = mc
dXµ

ds
(1.43)

En remplaçant Xµ et P µ par leurs expressions (1.31) et (1.32), on obtient

pµ =
m√

1− 1
c2

[1− ct
R
v + cx

R
]2

[
dxµ

dt
+

cxµ

R(1− ct/R)
] (1.44)

Ainsi, l'impulsion tri-dimensionnelle est donnée par

p =
m√

1− 1
c2

[(1− ct
R

)v + cx
R

]2

[
v +

cx

R(1− ct/R)

]
(1.45)

et l'énergie par

E = cp0 =
mc2

(1− ct/R)
√

1− 1
c2

[(1− ct
R

)v + cx
R

]2
, (1.46)
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINÉAIRE DE FOCK

et quand R → ∞ les expressions (1.45) et (1.46) se réduisent aux expressions de

la tri-impulsion et de l'énergie dans le cadre de la relativité restreinte.

Pour établir la nouvelle relation de dispersion, dé�nissons le paramètre M avec la

dimension d'une masse par

M2c2 = Ip. (1.47)

On déduit de (1.30) l'expression de l'énergie

E = c[
M2c2

(1− ct
R

)2
+ p2)]

1
2 . (1.48)

Nous savons que les variables canoniques se transforment comme des vecteurs lo-

rentziens habituels, donc on doit dé�nir la masse au repos M = m et la relation

de dispersion de la relativité non linéaire de Fock s'écrit

E2 =
m2c4

(1− ct
R

)2
+ p2c2. (1.49)

Lorsque R→∞ cette relation se réduit à celle de la relativité restreinte.

1.5 conclusion

En se basant juste sur le premier postulat d'Einstein, Fock a trouvé les trans-

formations les plus générales entre deux référentiels inertiels, et dans le cadre de

la géométrie non commutative et l'algèbre déformée de Lorentz et de Poincaré,

Bouda et Foughali ont élaboré une nouvelle approche pour la transformation de

Fock-Lorentz. La nouvelle approche consiste à construire un espace des phases

pour le R-espace de Minkowski, où la structure des crochets de Poisson canoniques

est remplacée par des crochets déformés contenant une nouvelle constante univer-

selle R. Les nouvelles lois des transformations des coordonnées et du quadrivecteur

impulsion laissent invariante la contraction pµxµ, permettant ainsi d'associer une

solution en ondes planes pour la particule libre.
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Chapitre 2

L'équation de Klein-Gordon dans

l'espace R-Minkowski

2.1 Un Casimir pour la R-algèbre

Nous avons vu dans le premier chapitre que nous pouvons dériver la transforma-

tion de Fock avec une déformation des crochets de Poisson. Cette dérivation nous

permet d'établir les lois des transformations d'impulsion et de l'énergie et des co-

ordonnées. L'algèbre des crochets de Poisson déformée est une algèbre des groupes

cinématiques qui s'accorde avec la symétrie de base de l'espace-temps comme l'ho-

mogénéité , l'isotropie et l'invariance sous les boosts . Notre but est de construire

un Casimir pour la R-algèbre de Poincaré. Tout d'abord, nous remarquons que IP

n'est pas un Casimir. En fait, nous pouvons véri�er que Ip ne commute pas avec

les générateurs du groupe R-Poincaré p0 et pi. Pour construire le premier casimir

de la R-algèbre, il est nécessaire de compléter les relations (1.14), (1.15) et (1.16)

avec les relations entre les rotations pures.

Mi =
1

2
εijkJjk (2.1)

et les boosts :

Ñ = Joi (2.2)

où Jµν = xµpν − xνPµ est l'opérateur du moment angulaire avec (µ, ν, ... =

0, 1, 2, 3, i, j, ... = 1, 2, 3) et εijk est le tenseur antisymétrique de Levi-Civita (ε123 =

1).
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CHAPITRE 2. L'ÉQUATION DE KLEIN-GORDON DANS L'ESPACE R-MINKOWSKI

On constate qu'il est impossible de construire un Casimir, si on maintient la dé�-

nition des générateurs des boosts par l'expression (2.2). A ce stade, nous suivrons

la méthode présentée par Magpantay dans [10] et [11] et on procède à une modi�-

cation de l'expression du générateur de boosts Ni de manière à rendre possible la

construction d'un Casimir. On suggère une redi�nition des générateurs de boosts

comme suit

Ni ≡ Ñi −
1

2R
ηµνx

µxνpi = x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi (2.3)

Cette redé�nition n'a�ecte pas la solution du système (1.24)-(1.25) car, lors d'une

transformation in�nitésimale

δO = (−1

2
wµνJ

µν , O), (2.4)

le terme en x2 disparaîtra à cause de l'aspect anti-symétrique des paramètres in�-

nitésimaux ωµν .

2.1.1 La R-algèbre étendue

Après avoir déformé les crochets de Poisson fondamentaux, on va compléter la R-

algèbre par les crochets de Poisson qui font intervenir les générateurs des rotations

et les nouveaux générateurs des boosts donnés par (2.3). Après un petit calcul, on

obtient (voir Annexe 3)

{Ni, p0} = −pi +
Ni

R
(2.5)

{Ni, pj} = ηijp0 −
1

R
εijkMk (2.6)

{Mi, p0} = 0 (2.7)

{Mi, pj} = εijkpk (2.8)

{Mi,Mj} = εijkMk (2.9)

{Mi, Nj} = εijkNk (2.10)

{Ni, Nj} = −εijkMk (2.11)

Nous soulignons que les relations (2.5)-(2.11) avec (1.16) constituent un cas parti-

culier des algèbres de Bacry- Lévy-Leblond présentées dans [12].
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Un Casimir est un opérateur scalaire. On peut construire le premier Casimir C, en

combinant les termes pµpµ, M iM i, N iN i, M iN i et N ipi, où on a exclu Mipi car

Mipi = εijkxjpkpi = 0. (2.12)

Notre Casimir prend la forme

C = pµpµ + αM iM i + βN iN i + λM iN i + γN ipi, (2.13)

où les coe�cients α, β, λ et γ seront �xés, en imposant à C de commuter avec tous

les générateurs.

2.1.2 La quanti�cation

En passant à la quanti�cation, les variables classiques deviennent des opérateurs,

x, p −→ x̂, p̂.

et les crochets de Poisson seront remplacés par des commutateurs

{, } −→ 1

i~
[, ].

Le générateur Ni est alors mal dé�ni à cause de la non commutation de x̂i avec p̂0

et p̂i. L'opération de symétrisation nous oblige à réécrire la relation (2.3) comme

suit

Ni = x̂0p̂i −
1

2
(x̂ip̂0 + p̂0x̂i)−

1

2R
x̂2

0p̂i +
1

4R
(x̂jx̂j p̂i + p̂ix̂

jx̂j) (2.14)

Les crochets de Poisson fondamentaux de l'espace R-Minkowski deviennent

[x̂µ, x̂ν ] = 0 (2.15)

[x̂0, x̂0] = −i~(1− x̂0

R
) (2.16)

[x̂0, p̂i] = 0 (2.17)

[x̂i, p̂0] = i~(1− x̂i

R
) (2.18)

[x̂i, p̂j] = −i~ηij (2.19)

[p̂i, p̂j] = 0 (2.20)
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[p̂i, p̂0] = −i~ p̂
i

R
(2.21)

et la R-algèbre de Poincaré prend la forme

[Ni, p̂0] = −i~p̂i + i~
Ni

R
(2.22)

[Ni, p̂j] = ηij p̂0 −
i~
R
εijkMk (2.23)

[Mi, p̂0] = 0 (2.24)

[Mi, p̂j] = i~εijkp̂k (2.25)

[Mi,Mj] = i~εijkMk (2.26)

[Mi, Nj] = i~εijkNk (2.27)

[Ni, Nj] = −i~εijkMk (2.28)

2.1.3 Le Casimir

L'expression (2.13) du Casimir C doit être symétrisée. Le Casimir C prend la forme

C = p̂µp̂
µ + αM iM i + βN iN i +

λ

2
(M iN i +N iM i) +

γ

2
(N ip̂i + p̂iN i) (2.29)

A l'aide des relations (2.15)-(2.28), nous pouvons �xer les coe�cients dans l'ex-

pression du Casimir C. La contrainte [C, p̂0] = 0 �xe les valeurs de β, δ et γ. En

e�et,

[C, p̂0] =[p̂µp̂
µ + αM iM i + βN iN i +

λ

2
(M iN i +N iM i) +

γ

2
(N ip̂i + p̂iN i), p̂0]

=2[p̂i, p̂0] + α[M i, p̂0]M i + αM i[M i, p̂0] + β[N i, p̂0]N i + βN i[N i, p̂0]

+
γ

2
[N i, p̂0]p̂i +

γ

2
N i[p̂i, p̂0] +

γ

2
[p̂i, p̂0]N i +

γ

2
p̂i[N i, p̂0]

+
λ

2
[M i, p̂0]N i +

λ

2
M i[N i, p̂0] +

λ

2
[N i, p̂0]M i +

λ

2
N i[M i, p̂0]

=2i~
p̂ip̂i
R

+ β[(−i~p̂i + i~
N i

R
)N i +N i(−i~p̂i + i~

N i

R
)]

+
γ

2
[(−i~p̂i + i~

N i

R
)p̂i +N i(−i~ p̂

i

R
) + (−i~ p̂

i

R
)N i + p̂i(−i~p̂i + i~

N i

R
)]

+
λ

2
[M i(−i~p̂i + i~

N i

R
) + (−i~p̂i + i~

N i

R
)M i]

=2i~
p̂ip̂i
R
− 2i~γp̂ip̂i + i~β[

2

R
N iN i − (p̂iN i +N ip̃i)]

+
λ

2
[−M ip̂i − p̂iM i +

M iN i

R
+
N iM i

R
]
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Maintenant on impose que :

[C, p̃0] = 0, (2.30)

cette condition mène à β = 0, λ = 0, et γ = 2
R
.

Pour �xer α, on calcule le commutateur [C, p̂i] avec l'utilisation des valeurs β, λ,

et γ trouvées auparavant

[C, p̂i] =[p̂02 − p̂ip̂i + αM iM i +
1

R
(N ip̂i + p̂iN i), p̂i]

=[C, p̂0, p̂j]p0 + α[M i, p̂j]M i + αM i[M i, p̂j] +
1

R
[[N i, p̂j]p̂i + p̂i[N i, p̂i]]

=
i~p̃j p̃0

R
+
i~p̃0p̃j

R
+ i~α[εijkp̂kM i +M iεijkp̂k]

+
1

R
[(−i~ηij p̂0 +

i~εijkMk

R
)p̂i + p̂i(−i~ηij p̂0 +

i~εijkMk

R
)]

=
i~p̂j p̂0

R
+
i~p̂0p̂j

R
+ i~αεijk(p̂kM i +M ip̂k)− i~

R
(p̂j p̂0 + p̂0p̂j)

+
i~
R2
εijk(p̂kM i +M ip̂i)

=(i~α +
i~
R2

)εijk(p̂kM i +M ip̂i).

Avec la condition

[C, p̂i] = 0, (2.31)

on déduit que α = − 1
R2 et l'expression du Casimir (2.29) devient

C = p̂2
0 − p̂ip̂i −

1

R2
M iM i +

1

R
(N ip̂i + p̂iN i) (2.32)

On peut véri�er que le casimir C commute avec tous les générateurs du groupe

R-Poincaré (voir Annexe 4). Dans la limite R 7−→ ∞ , le Casimir (2.29) se réduit

au premier Casimir du groupe de Poincaré, où C = p̃2
0 − p̃ip̃i. Contrairement à la

théorie DSR, nous notons que le Casimir dépend des générateurs de boosts et de

rotations.
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2.2 L'équation de Klein-Gordon

A l'aide du Casimir (2.32), nous pouvons construire l'équation de Klein-Gordon

qui décrit une particule scalaire libre dans l'espace R-Minkowski. Sachant que

l'opérateur Casimir est un scalaire, nous pouvons donc l'égaler à une constante qui

peut être la masse au repos du particule. Ainsi, l'équation de Klein-Gordon dans

l'espace-temps R-Minkowski peut être donnée par

Cφ = m2c2φ. (2.33)

où φ est la fonction d'onde décrivant la particule scalaire. En utilisant l'expression

de C donnée par (2.29), cette dernière équation devient{
p̂2

0 − p̂ip̂i −
1

R2
M iM i +

1

R
(N ip̂i + p̂iN i)

}
φ = m2c2φ. (2.34)

2.2.1 La correspondance R-Minkowski/de Sitter

Nous pouvons véri�er qu'une représentation pour l'algèbre (2.15)-(2.28) peut être

donnée par les opérateurs x̂µ et p̂µ suivants,

x̂µ = xµ, (2.35)

p̂0 = i~(∂0 − 1

R
xµ∂µ) = i~

∂

∂x0
− i

R
(x0 ∂

∂x0
+ xi

∂

∂xi
), (2.36)

p̂i = i~∂i = i
∂

∂xi
= −i~ ∂

∂xi
= −i~

−→
∇ i. (2.37)

Exprimons l'équation (2.34) avec la représentation (2.35)-(2.37). On a

p̂0p̂0 =− ~2(
∂

∂x0
− xµ

R

∂

∂xµ
)(

∂

∂x0
− xµ

R

∂

∂xµ
)

=− ~2[(− 1

R

∂

∂x0
+
x0

R

∂

∂x0
) + (

∂2

∂x02
− 2

x0

R

∂2

∂x02
+
x02

R2

∂2

∂x02
) + (−2

xi

R

∂

∂x0

∂

∂xi

+ 2
x0

R

xi

R

∂

∂x0

∂

∂xi
) +

xi

R

∂

∂xi
+
xi

R

xj

R

∂

∂xi
∂

∂xj
]

=− ~2[
1

R
(−1 +

x0

R
)
∂

∂x0
+
xi

R

∂

∂xi
+ (1− x0

R
)2 ∂2

∂x02
− 2

xi

R
(1− x0

R
)
∂

∂x0

∂

∂xi

+
xi

R

xj

R

∂

∂xi
∂

∂xj
].
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Il en résulte quep̂
0p̂0 = −~2[ 1

R
(−1 + x0

R
) ∂
∂x0

+ xi

R
∂
∂xi

+ (1− x0

R
)2 ∂2

∂x02
− 2x

i

R
(1− x0

R
) ∂
∂x0

∂
∂xi

+xi

R
xj

R
∂
∂xi

∂
∂xj

].

(2.38)

p̂ip̂i = −~2∆ = −~2(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
), (2.39)

Avec x = x1, y = x2, z = x3.

De même,

M i =
1

2
εijkJ jk = εijkx̂j p̂k, (2.40)

et en tenant compte de la relation

εijkεils = δjlδks − δjsδkl (2.41)

Nous obtenons

M iM i =εijkxjpkεilsxlps (2.42)

=~2

(
−
∑
i 6=j

(
(xi)2 ∂2

∂xj2 + (xj)2 ∂2

∂xi2
)

+ 2xi
∂

∂xi
+
∑
i 6=j

xixj
∂2

∂xi∂xj

)
. (2.43)

Pour les deux derniers termes, on remarque que

p̃iN i = N ip̂i + 3i~p0. (2.44)

Il s'ensuit que

N ip̂i + p̂iN i =2N ip̂i + 3i~p0 (2.45)

=


~2

(
− 2x

0

R

−→
∇2 − 2x

i

R
∂2

∂x0∂xi
+ 2x

ix0

R2
∂2

∂x0∂xi
+ 2x

ixj

R2
∂2

∂xi∂xj

+x0
2

R2

−→
∇2 − x2

R2

−→
∇2 − 3

R
∂
∂x0

+ 3 x0

R2
∂
∂x0

+ 3 xi

R2
∂
∂xi

)
.

(2.46)

En remplaçant ces dernières relations dans l'expression (2.32), on obtient

C = −~2(1− x0

R
)2[

∂2

∂x02
−∆] + 2

~2

R
(1− x0

R
)
∂

∂x0
, (2.47)

L'équation de Klein-Gordon dans l'espace-temps R-Minkowski est donnée par

Cφ = m2c2φ,

23



CHAPITRE 2. L'ÉQUATION DE KLEIN-GORDON DANS L'ESPACE R-MINKOWSKI

donc elle peut prendre la forme �nale suivante

{~2(1− x0

R
)2[

∂2

∂x02
−∆] + 2

~2

R
(1− x0

R
)
∂

∂x0
+m2c2}φ = 0. (2.48)

L'équation de Klein-Gordon dans un espace courbe donné par sa métrique g
.
= (gµν)

est donnée par [
1√
|g|
∂µ
(√
|g|gµν∂ν

)
+
m2c2

~2

]
φ = 0, (2.49)

Nous pouvons véri�er que l'équation (2.48) est exactement l'équation de Klein-

Gordon dans l'espace-temps de de Sitter donné par sa métrique conforme(voire

l'Annexe 2)

ds2 =
1

(1− x0

R
)2

[(dx0)2 − dx2]. (2.50)

En e�et,

(gµν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

(1−x0

R
)2

0 0 0

0 −1

(1−x0

R
)2

0 0

0 0 −1

(1−x0

R
)2

0

0 0 0 −1

(1−x0

R
)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

avec gµν =
1

gµν
et

|g| = 1

(1− x0

R
)8
⇒
√
|g| = 1

(1− x0

R
)4
.

Injectons les entrées de la métrique (gµν) dans l'équation de Klein-Gordon (2.49)

[(1− x0

R
)4∂µ(1− x0

R
)−4gµν∂ν) + m2c2

~2 ]φ = 0

⇒ [(1− x0

R
)4{∂0{(1− x0

R
)−4g00∂0] + ∂1[(1− x0

R
)−4g11∂1]

+∂2[(1− x0

R
)−4g22∂2] + ∂3[(1− x0

R
)−4g33∂3]}+ m2c2

~2 ]φ = 0

⇒ [(1− x0

R
)4{∂0[(1− x0

R
)−4g00∂0]− (1− x0

R
)−2(∂2

x + ∂2
y + ∂2

z)}+ m2c2

~2 ]φ = 0

⇒ [(1− x0

R
)4{ 2

R
(1− x0

R
)−3∂0 + (1− x0

R
)−2∂2

0 − (1− x0

R
)−2∆}+ m2c2

~2 ]φ = 0

⇒ (1− x0

R
)2(∂2

0 −∆) + 2
R

(1− x0

R
)∂0 + m2c2

~2 ]φ = 0.

Ce résultat montre qu'il existe une correspondance entre l'espace-tempsR-Minkowski

et l'espace-temps de de Sitter. En plus, il con�rme que le paramètre R qui �gure

dans la transformation de Fock, représente réèllement le rayon de l'univers observé.
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Un autre aspect de la forme de la métrique (2.50) est sa compatibilité avec les

observations cosmologiques modernes. En e�et, la cosmologie moderne se base sur

l'élément de ligne FRW de la métrique plate

ds2 = c2dτ − a2(τ)dx2,

pour un modèle d'univers en expansion accélérée. En faisant le changement de

variable dt = dτ
a(τ)

, l'élément de ligne devient

ds2 = a2(t)dx2, avec dx2 = c2dt2 − dx2.

La plupart des modèles cosmologiques modernes, compatibles avec les données

expérimentales, stipulent que la métrique qui décrit l'époque la plus ancienne de

l'univers, avant la �n de l'ère de la recombinaison 1, est une métrique conforme

plate avec un facteur d'échelle de la forme [13, 14, 16]

a(t) = (1−Ht)−1,

où H est le paramètre de Hubble.

2.3 Conclusion

En complétant l'ensemble des crochets de Poisson déformés, qui sont récemment

proposés dans [2] et utilisés pour reproduire la transformation de coordonnées Fock,

par les crochets de Poisson entre les générateurs des boosts et des rotations, nous

avons construit dans ce chapitre un ensemble complet de commutateurs des gé-

nérateurs et le premier Casimir correspondant. Contrairement à la théorie de la

DSR, ce Casimir dépend des générateurs de boosts et de rotations [3]. La construc-

tion d'un tel Casimir a été rendue possible grâce à une redé�nition appropriée des

générateurs de boosts. A l'aide de cet Casimir, nous avons établi l'équation de

Klein-Gordon dans l'espace R-Minkowski. Après la première quanti�cation, nous

avons donné une réalisation des opérateurs de position et de l'impulsion, qui a

permis de donner la version di�érentielle de l'équation de Klein-Gordon. Cette

1. L'ère de recombinaison est l'époque de découplage matière-rayonnement. A ce moment, les électrons

et les protons du plasma peuvent se combiner pour former des atomes d'hydrogéne. L'ère de recombinaison

se situe à 105 années du big bang.
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dernière équation a mis en évidence la correspondance entre l'espace R-Minkowski

et l'espace de de Sitter.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons exposé la théorie de la relativité non linéaire ou la re-

lativité projective, en utilisant des méthodes analogues à celles développées dans le

cadre des algèbres déformées et de la géométrie non commutative. Un travail récent

réalisé par A.Bouda et T.Foughali [2], a permis de reproduire la transformation de

Fock des coordonnées avec un paramètre R invariant qui a la dimension d'une

longueur, qu'on a identi�é au rayon de l'univers. Contrairement à la DSR, cette

transformation ne dépend, ni de l'énergie, ni de l'impulsion de la particule. Cette

nouvelle approche de la relativité non linéaire de Fock, est basée sur la déformation

des crochets de Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et aux moments

conjugués (xµ, pµ), particulièrement les crochets où appariait la composante tem-

porelle p0 = E
c
. Une nouvelle loi de transformation du quadrivecteur impulsion a

été établi, avec laquelle la contraction pµx
µ devient un invariant et donc permet

la description par des ondes planes pour la particule libre. Nous avons trouvé des

invariants Ix et Ipqui ont permis de construire des variables canoniques (Xµ, Pµ)

qui se transforment comme des vecteurs Lorentziens. Ce qui nous a permis d'établir

la relation de dispersion dans le cadre de la relativité non linéaire de Fock.

La seconde étape consiste à construire des théories des champs où les équations

de mouvement restent covariantes par rapport à la transformation non linéaire de

Fock-Lorentz. Pour cela nous avons e�ectué un travail algébrique a�n de construire

le premier Casimir de cette théorie comme une combinaison de tous les scalaires

possibles formé par tous les générateurs [3]. La construction d'un tel Casimir a

été rendue possible grâce à une redé�nition appropriée des générateurs de boosts.

Ensuite, nous avons procédé à une quanti�cation a�n de transformer l'algèbre des

crochets de Poison à l'algèbre des commutateurs, et qui nous a permis d'obtenir

l'équation de Klein-Gordon. La version di�érentielle de cette dernière équation
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a mis en évidence la correspondance entre l'espace R-Minkowski et l'espace de de

Sitter et a con�rmé la suggestion que la nouvelle constante universelle R, qui �gure

dans la transformation de Fock, représente réellement le rayon de l'univers.
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Annexes

.1 Propriétés des Crochets de Poisson

La notion du crochet de Poisson permet de faire le lien entre mécanique classique et

mécanique quantique via la notion de commutateur et d'algèbres d'opérateurs. Les

notions mathématiques vues précédemment vont nous permettre de comprendre

que c'est la nature de l'espace considéré et les propriétés intrinsèques du Hamilto-

nien choisi qui impliquent certains résultats via les structures algébriques et topo-

logiques correspondantes, plus que le choix de la mécanique classique ou quantique.

En ce sens, le choix de la relativité galiléenne (pour les vitesses petites devant c

et l'absence du champ gravitationnel d'importance) et de l'espace euclidien tradi-

tionnel est de grande importance sur les résultats �naux.

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g dans l'espace de phase de Minkowski

est dé�ni par la relation

{f, g} =
∂f

∂pν

∂g

∂xν
− ∂f

∂xν
∂g

∂pν
(1)

Avec cette dé�nition, le crochet de Poisson véri�e les propriétés suivantes :

(a) Linéarité sur la première composante

{αf, g + h} = αf, g + αf, h (2)

(b) Anti-symétrie

∀(f ; g) ∈ =(M)2 : {f, g} = −{g, f} ⇒ f, f = 0 (3)

(c) La règle de Leibniz

∀(f ; g) ∈ =(M)3 : {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h} (4)
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(d) Identité de Jacobi

∀(f ; g) ∈ =(M)3 : {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (5)

Les deux premières propriétés assurent la bilinéarité du crochet de Poisson. Les

propriétés (c)-(d) impliquent que l'ensemble des fonctions analytiques sur M

forme une algèbre de Lie par rapport au crochet de Poisson.

Ces propriétés font du crochet de Poisson un crochet de Lie dé�ni dans l'en-

sembles des applications de l'espace de phase de Minkowski à valeurs réelles.

On déduit que ∀f

{f, xµ} =
∂f

∂pµ
(6)

{f, pµ} = − ∂f

∂xµ
(7)

On déduit aussi les relations de commutations relatives aux variables fonda-

mentales xµ et pν de l'espace de phase de Minkowski

{xµ, xν} = 0 {xµ, pν} = −ηµν {pµ, pν} = 0 (8)

Casimir

Un casimir C est une fonction f ∈ =(M) véri�ant

∀g ∈ =(M) : {f, g} = 0 (9)

On notera Cas(M : {., .}) l'ensemble des Casimirs sur M muni du crochet de

Poisson {., .}. Si la structure de Poisson est dégénérée, les fonctions Casimir

existent toujours, et le nombre de telles fonctions égale exactement au corank

de w, où : corankw= dimM -rank w.

Théorème de Darboux

Théorème : Pour une algèbre des crochets de Poisson avec r Casimirs C..., Cr, il

est toujours possible de trouver un ensemble de coordonnées (q1, ..., qN ; p1, ..., pN ;C1, .., Cr)

sur M tel qu'en fonction de ces coordonnées

w =


0 IN 0 0

−IN 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


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où IN est la matrice identité N × N , et 0 est la matrice zéro avec la dimension

appropriée. Dans ce système de coordonnées

{f, g} =
N∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
). (11)

Cette représentation du crochet de Poisson est appelée le crochet de Poisson ca-

nonique, et les coordonnées (q1, ..., qN ; p1, ..., pN) sont appelées les coordonnées ca-

noniques. Si (M,w) est une variété symplectique de dimension 2n, alors au voisi-

nage de chaque point de M , il existe toujours un système de coordonnées locales

(x1, ..., x2n) ≡ (q1, ..., qn; p1, ..., pn) telles que w prend la forme

w =

 0 In

−In 0


,

où In est la matrice identité n × n , et 0 est la matrice zéro d'ordre n. Dans ce système

de coordonnées le crochet de Poisson prend la forme standard

{f, g} =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
). (13)

En utilisant la dernière dé�nition des crochets de Poisson canoniques, a�n de trouver

l'expression des entrées wij(x) de la matrice w dans le système des coordonnées locales

xi. En e�et,

{f, g} =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(14)

=
n∑
i=1

2n∑
j,k=1
j<k

(
∂f

∂xj

∂xj
∂qi

∂g

∂xk

∂xk
∂pi
− ∂f

∂xk

∂xk
∂pi

∂g

∂xj

∂xj
∂qi

)
(15)

=
2n∑

j,k=1
j<k

{xj, xk}
(
∂f

∂xj

∂g

∂xk
− ∂f

∂xi

∂g

∂xj

)
(16)

=
2n∑

j,k=1

{xj, xk}
∂f

∂xj

∂g

∂xk
. (17)

Ainsi, dans le système des coordonnées locales xi, les wij(x) sont donnés par

wij = {xi, xj} (18)
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.2 L'espace de de Sitter

La métrique de de Sitter est la seule solution de l'équation d'Einstein dans le vide avec

une constante cosmologique positive Λ > 0

<µν −
1

2
<gµν + Λgµν = 0; (1)

< = <µνgµν = 4Λ =
12

R2
. (2)

ici < est la courbure scalaire et R =
√

3
Λ
est le rayon de l'espace de de Sitter. L'espace

de de Sitter est le seul espace-temps à courbure positive constante avec une symétrie

maximale. En e�et, l'espace-temps de de Sitter est un cas spécial des espaces-temps de

Robertson-Walker vide. Il existe toujours un système de coordonnées tel que l'élément de

ligne de Robertson-Walker est donné par la forme

ds2 = c2dt2 − a2(t)(
dr2

1− kr2
+ dΩ2

2), (3)

où k = 0;±1, dΩ2
2 est l'élément de ligne de la sphère bidimensionnelle unitaire et a(t)

est appelé le facteur d'échelle. Avec l'utilisation de la première équation, les équations de

Friedmann sont données par

(
ȧ

a
)2 =

Λ

3
− k

a2
(4)

ä

a
=

Λ

3
. (5)

où a(t) est le facteur d'échelle. Le paramètre de Hubble H et le paramètre de décélération

q sont donnés, respectivement par

H =
ȧ

a
, (6)

sa valeur actuelle est donné par :

H0 ≈ 73km.s
1.Mpc1 ≈ 16× 1040MeV/~,

et q par

q = −aä
ȧ2
. (7)

q est négatif pour toutes les valeurs de k, cela signi�e que l'espace de de Sitter subit une

expansion (ou une contraction) accélérée continue. Les équations de Friedmann (4) et (5)
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possèdent les solutions suivantes

a(t) =


coshwt, K = 1,

expwt, K = 0,

sinhwt, K = −1.

(8)

où w = c
√

Λ
3

= c
R
. La première remarque sur cette solution est que l'aspect géométrique

n'est pas évident. Il est curieux que la même source5 mène à plusieurs univers de de Sitter

avec des valeurs di�érentes de k. Ainsi, pour une même métrique de Robertson-Walker, on

peut obtenir trois modèles d'univers très di�érents, selon la nature de la partie spatiale

de chaque métrique - K = 1 décrit un modèle d'univers éternel en rétraction puis en

expansion sans événement big-bang.

- K = 0 décrit un modèle d'univers en expansion sans événement big-bang (plus précisé-

ment avec un événement big-bang à l'in�ni passé), c'est le célèbre modèle d'univers de F .

Hoyle.

- K = −1 décrit un modèle d'univers en expansion à partir d'un événement big-bang.

En e�et, cet aspect est lié à la réalisation géométrique de l'espace de de Sitter. Un espace de

de Sitter est représenté par un hyperboloïde 4-dimensionnel plongé dans un espace de Min-

kowski 5-dimensionnel muni de sa métrique Lorentzienne η5
AB = [1,−1,−1,−1,−1], A,B =

0, ..., 4 La métrique gµν , µ, ν = 0, ...3, issue de la restriction de η5
AB à l'hyperboloïde par

un plongement est invariante sous l'action du groupe de de Sitter SO(1, 4). Les di�érentes

solutions représentent di�érentes sections de l'hyperboloïde de de Sitter. Signalons qu'il

existe d'autres formes pour la métrique de de Sitter, dé�nies sur des ouverts di�érents

de l'hyperboloïde de de Sitter. En particulier, la forme statique trouvée par de Sitter lui

même (c'est la forme originale de la solution de de Sitter).

ds2 = (1− r2

R2
)c2dt2 − dr2

1− r2

R2

− r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (9)

et la forme conforme de Fock donnée par

ds2 = (1− 1

4R2
(c2t2 − r2))−2(c2dt2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)). (10)

Il existe toujours un changement de variables qui transforme une métrique de de sitter

à une autre du même type. Dans un changement de variables, la métrique se transforme
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comme un tenseur :

g′αβ = gµν
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
(11)

L'espace de de Sitter possède une symétrie maximale. En e�et, il possède le nombre

maximum des vecteurs de Killing, et on appelle vecteur de Killing kµ tout vecteur qui laisse

invariante la métrique gµν lors d'une transformation in�nitésimale xµ → x′µ = xµ + εkµ :

£kgµν = 0 ; où £k désigne la dérivée de Lie dans la direction du vecteur k. Les vecteurs

de Killing véri�ent les équation suivantes

kµAB = gµνηACηBD(ZA∂Z
B

∂xν
− ZB ∂Z

A

∂xν
) (12)

et

∇µk
a
ν +∇νk

a
µ = 0 (13)

Sous une transformation de coordonnées, les composantes des vecteurs de Killing se trans-

forment de la manière suivante

k′αAB = k′µAB
∂x′α

∂xµ
. (14)

Dans M1,4 l'espace plat 5-dimensionnel de Minkowski muni de la métrique Lorentzienne

η = [1,−1,−1,−1,−1], considérons l'hyperboloïde donné par l'équation suivante

dS4 = {Z ∈M1,4
∣∣ηABZAZB = Z2

0 − Z2
1 − Z2

2 − Z2
3 − Z2

4 = −R2}(15)

et plongé dans l'espace de MinkowskiM1,4. Signalons qu'il existe toujours des changements

de variables qui permettent de passer d'une forme à l'autre de la métrique de de Sitter,

donnés par les di�érentes paramétrisations des points de l'hyperboloïde.

M1,4 est un espace plat, sa courbure 5< est nulle. Désignons par 5<AB : A,B = 0, ..., 4,

le tenseur de Ricci dans M1,4, il s'ensuit que

5< ≡ gAB<AB = 0.

Ainsi, on peut conclure que

<+ <44 = 0 (16)

M1,4 est muni de la métrique Lorentzienne

ds2 = ηABdZ
AdZB, (17)

où ηAB = [1,−1,−1,−1,−1]. Avec la contrainte de l'équation de l'hyperboloïde on déduit

que

ηABZ
AZB = −R2. (18)
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Appliquons la di�érentielle d à cette dernière équation puis tirons dZ4

dZ4 = ± ηµνZ
µdZν√

R2 + ηαβZαZβ
(19)

En insérant l'équation dZ4 dans la métrique ds2, on obtient la métrique gµν induite sur

l'hyperboloïde de de Sitter

gµν = ηµν −
ZµZν

R2 + ηαβZαZβ
(20)

et son inverse gµν est

gµν = ηµν − 1

R2
ZµZν . (21)

La métrique de de Sitter est plus connus sur les systèmes de coordonnées suivant :

1. Coordonnées Sphériques : Ce système de coordonnées couvre l'espace de de Sitter tout

entier.

2. Coordonnées Statiques : Ce système de coordonnées reproduit la métrique originale de

de Sitter, trouvée par ce dernier en 1917 comme une solution de l'équation d'Einstein

dans le vide avec une constante cosmologique.

3. Coordonnées Plates : Appelées aussi les coordonnées cosmologique, il y a un autre

système de coordonnées plates qui est appelé le système de Poincaré

La métrique de de Sitter, dans sa forme conforme, n'est pas isométrique sous une transla-

tion dans le temps, ∂/∂t n'est pas un vecteur de Killing de genre temps pour la métrique

conforme. Cette propriété implique la non conservation de l'énergie, autrement dit de

l'Hamiltonien, ce qui rend di�cile la quanti�cation de la gravité dans ce système de co-

ordonnées plates.
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.3 Détail de calcul 1

1. On a Ni = x0pi − xip0 − 1
2R
ηµνx

µxνpi. Calculons le crochet {Ni, p0}

{Ni, p0} ={x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi, p0}

={x0, p0}pi + x0{pi, p0} − {xi, p0}p0 + xi{p0, pj} −
1

2R
[{xν , p0}xνpi

+ xµ{xµ, p0}pi + ηµνx
µxν{pi, p0}]

=(−1 +
x0

R
)pi + x0(−pi

R
)− (

xi
R

)pi −
1

2R
[(−ην0 +

1

R
η00xν)x

νpi

+ xµ(−ηµ0 +
1

R
η00xµ)pi − ηµνxµxν

Pi
R

]

=− pi −
xip0

R
− 1

2R
[(−x0pi +

1

R
xνx

νpi) + (−x0pi +
1

R
xµxµpi)− xνxν

Pi
R

]

=− pi −
xip0

R
+
x0pi
R
− 1

R
xνx

νpi +
1

2R
xνx

νpi

=− pi −
xip0

R
+
x0pi
R
− 1

2R
xνx

νpi

=− pi +
Ni

R

2. De la même manière que {Ni, p0} nous calculons {Ni, pj}.

{Ni, pj} ={x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi, pj}

={x0, pj}pi + x0{pi, pj} − {xi, pj}p0 + xi{p0, pj} −
1

2R
[{xν , pj}xνpi

+ xµ{xµ, pj}pi + ηµνx
µxν{pi, pj}]

=ηijp0 − xi
pj
R
− 1

2R
[(−ηνj +

1

R
η0jxν)x

νpi

+ xµ(−ηµj +
1

R
η0jxµ)pi]

=ηijp0 − xi
pj
R

+ xj
pi
R

=ηijp0 +
1

R
Jji

=ηijp0 +
1

R
εkjiMk

=ηijp0 −
1

R
εkjiMk

3. On sais que Mi = 1
2
εijkJjket Jµν = xµpν − xνPµ, donc on remplace Mi et Jµν par ces

dé�nitions dans le crochet de poisson {Mi, p0} nous tombons sur les crochets que nous
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connaissait déjà,donc on fait le calcul comme suit

{Mi, p0} =
1

2
εijk{Jjk, p0}

=
1

2
εijk[{xj, p0}pk + xj{pk, p0} − {xk, p0}pj − xk{pj, p0}]

=
1

2
εijk[

xjpk
R
− xjpk

R
− xkpj

R
+
xkpj
R

]

=0

4. Aussi de la même manière que {Mi, p0} nous calculons {Mi, pj}.

{Mi, pj} =
1

2
εikl{Jkl, pj}

=
1

2
εikl[{xk, pj}pl + xk{pl, pj} − {xl, pj}pk − xl{pk, pj}]

=
1

2
εikl(ηkjpl − ηljpk)

=
1

2
εijlpl −

1

2
εikjpk

=
1

2
εijkpk +

1

2
εijkpk

=εijkpk

5. tout-d'abord en tenant compte de ces relations

εijkεils = δjlδks − δjsδkl, (1)

ηij = −δij; (2)
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et on calcule le crochet de poisson {Mi,Mj} comme suit

{Mi,Mj} =
1

4
εiklεjmn{Jkl, Jmn}

=
1

4
εiklεjmn{xkpl − xlpk, xmpn − xnpn}

=
1

4
εiklεjmn[xm{xk, pn}pl − xm{xk, pm}pl + xk{pl, xm}pn − xk{xl, xn}pm

− xm{xl, pn}pk + xn{xl, pm}pk − xl{pk, xm}pn + xl{pk, xn}pm]

=
1

4
εiklεjmn[−xmηknpl + xnηkmpl + xkηlmpn − xkηlnpk + xmηlnpm

− xnηlmpk − xlηkmpn + xlηknpm]

=
1

4
εikl[εjmkxmpl − εjknxnpl − εjlnxkpn + εjmlxkpm − εjmlxmpk

+ εjlnxnpk + εjknxlpn − εjmkxlpm]

=
1

4
εikl[2εjkm(−xmpl + xlpm) + 2εjlm(xmpk − xkpm)]

=
1

2
εkilεkjm(−xmpl + xlpm)− 1

2
εlikεljm(−xmpk + xkpm)

=
1

2
(δijδlm − δimδlj)(−xmpl + xlpm)

− 1

2
(δijδkm − δimδkj)(−xmpk + xkpm)]

=
1

2
(δijxmpm − δijxmpm − xjpi + xipj)−

1

2
(δijxmpm − δijxmpm

− xipj + xjpi)

=
1

2
(−xjpi + xipj + xipj − xjpi)

=xipj − xjpi = Jij

=εijkMk

6. tout simplement pour rendre le crochet de poisson{Mi, Nj} simple à calculer, nous

devons l'écrire on fonction des crochets {Mi, xj} et {Mi, xµ} et de les calculer.

{Mi, xj} =
1

2
εikl{xkpl − xlpk, xj}

=
1

2
εikl[xk{pl, xj} − xl{pk, xj}]

=− 1

2
εikjxk +

1

2
εijkxk

=εijkxk
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et

{Mi, xµ} =
1

2
εikl{xkpl − xlpk, xµ}

=
1

2
εikl[xk{pl, xµ} − xl{pk, xµ}]

=
1

2
εikl[−xk{xµ, pl}+ xl{xµ, pk}]

=
1

2
εikl[−xk(ηµl +

1

R
η0lxµ) + xl(ηµk +

1

R
η0kxµ)]

=− 1

2
εikµxk +

1

2
εiµkxk

=εiµkxkδ
l
µ

=εilkxk

maintenant on conclut que

{Mi, Nj} ={Mi, x0pj − xjp0 −
1

2R
ηµνx

µxνpj}

={Mi, x0}pj + x0{Mi, pj} − {Mi, xj}p0 − xj{Mi, p0} −
1

2
{Mi, xν}xνpj

− 1

2
xµ{Mi, xµ}pj −

1

2
xν}xν{Mi, pj}

=εijk[x0pk − xkp0 −
1

2R
εilkxkx

lpj −
1

2R
εilkxlx

kpj −
1

2R
ηµνx

µxνεijkpk

=x0εijkpk − xkεijkp0 −
1

2R
ηµνx

µxνεijkpk

=εijkNk

7. Pour calculer le crochet de poisson {Ni, Nj} tout d'abord nous devons calculer les

crochets {Ni, x0}et{Ni, xj}, aussi {Ni, Nj}.

{Ni, x0} ={x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi, x0}

=x0{pi, x0} − xi{p0, x0} −
1

2R
ηµνx

µxν{pi, x0}

=− xi(1−
x0

R
)

=− xi +
x− ix0

R

et

{Ni, xj} ={x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi, xj}

=x0{pi, xj} − xi{p0, xj} −
1

2R
ηµνx

µxν{pi, xj}

=x0ηij +
xixj
R
− 1

2R
ηµνx

µxνηij
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Aussi on doit calculer le crocher {Ni, xµ}.

{Ni, xµ} ={x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνpi, xµ}

=x0{pi, xµ} − xi{p0, xµ} −
1

2R
ηµνx

µxν{pi, xµ}

=− x0{xµ, pi}+ xi{xµ, p0}+
1

2R
ηµνx

µxν{xµ, pi}

+
1

2R
ηµνx

µxν(−ηµi +
1

R
η0ixµ)

=− x0(−ηµi +
1

R
η0ixµ) + xi(−ηµ0 +

1

R
η00xµ)

=x0ηµi +
xixµ
R
− 1

2R
ηµνx

µxνηµi

Maintenant on écrit le crochet {Ni, Nj} parrapportlescrochets{Ni, x0}et{Ni, xj} aussi

{Ni, Nj} et en remplaçant avec leurs résultats.

{Ni, Nj} ={Ni, x0pj − xjp0 −
1

2R
ηµνx

µxνpj}

={Ni, x0}pj + x0{Ni, pj} − {Ni, xj}p0 − xj{Ni, p0} −
1

2R
{Ni, xν}xνpj

− 1

2R
xµ{Ni, xµ}pj −

1

2R
ηµνx

νxν{Ni, pj}

=xi(1−
x0

R
)pj + x0(ηijp0 −

1

R
εijkMk)− (x0ηij +

xixj
R
− 1

2R
ηµνx

µxνηij)p0

− xj(−pi +
Ni

R
) + (−x0xipj

R
− xixµx

µ

R2
+

1

2R2
ηµνx

µxνxipj)

− 1

2R
ηµνx

µxν(ηijp0 −
1

R
εijkMk)

=− xipj +
xix0pj
R

+ ηijx0p0 −
x0xipj
R

+
x0xjpi
R

− ηijx0p0 −
xixjp0

R

+
1

2R
ηµνx

µxνηijp0 + xjpi −
xjx0pi
R

+
xixjp0

R

+
xj
R
ηµνx

µxνpi −
x0xipj
R

− xixµx
µp0

R2
+

1

2R2
ηµνx

µxνxipj

− 1

2R
ηµνx

µxνηijp0 +
1

2R2
ηµνx

µxνxipj −
1

2R2
ηµνx

µxνxjpi

=− xipj + xjpi = −Jij

=− εijkMk
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.4 Détail de calcul 2

1. Pour calculer le commutateur [C,M j] il su�t de remplacer le Casimir par sa relation

et en prenant compte que

εijkNkp̃i = −εijkp̃iNk (1)

le calcule est comme suit

[C,M j] =[p̃2
0 − p̃ip̃i −

1

R2
M iM i +

1

R
(N ip̃i + p̃iN i),M j]

=− [p̃i,M j]p̃i − p̃i[p̃i,M j]− 1

R2
([M i,M j]M i +M i[M i,M j])

+
1

R
([N i,M j]p̃i +N i[p̃i,M j] + [p̃i,M j]N i + p̃i[N i,M j])

=i~εijkp̃kp̃i + p̃ii~εijkp̃k − 1

R2
(i~εijkMkM i +M ii~εijkMk)

+
1

R
(−i~εijkNkp̃i −N ii~εijkp̃k − i~εijkp̃kN i − p̃ii~εijkNk)

=i~(εijkp̃kp̃i + εijkp̃kp̃i)−− i~
R2

(εijkMkM i + εijkM iMk)

+
i~
R

(εijkNkp̃i − εijkN ip̃k − εijkp̃kN i − εijkp̃iNk)

=0

2. De la même manière que [C,M j] nous calculons [C,N j] . Le calcul se représente comme

suit

[C,N j] =[p̃2
0 − p̃ip̃i −

1

R2
M iM i +

1

R
(N ip̃i + p̃iN i), N j]

=[p̃0, N j]p̃0 + p̃0[p̃0, N j]− [p̃i, N j]p̃i − p̃i[p̃i, N j]

− 1

R2
([M i, N j]M i +M i[M i, N j])

+
1

R
([N i, N j]p̃i +N i[p̃i, N j] + [p̃i, N j]N i + p̃i[N i, N j])

=i~(p0 − N j

R
)p0 + p0(p0 − N j

R
)− (−i~ηijp0 +

i~εijkNk

R
)p̃i

− p̃i(−i~ηijp0 +
i~εijkNk

R
)− 1

R2
[i~εijkNkM i − i~εijkM iNk]

+
1

R
[−i~εijkMkp̃i − i~ηijN ip0 +

i~
R
εijkN iMk − i~ηijp0N i +

i~
R
εijkMkN i

− i~εijkp̃iMk]

=0
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Résumé

La relativité restreinte a été la théorie admise par toute la communauté scienti�que,

vu son e�cacité et sa précision dans ses résultats, mais après un siècle d'autre physiciens

constatent un désaccord dans cette théorie ce que pousse à la naissance de la relativité

spéciale déformé. Dans ce mémoire nous avons exposé dans la première partie l'approche

de Bouda-Foughali qui nous permet d'établir pour la premier fois une solution en ondes

planes pour les particules libres, ils ont utilisés des crochets de Poisson dans le cadre de la

géométrie non commutative, et dans la deuxième partie nous avons exposé la R-algèbre

de Poincaré dans R-espace de Minkowski qui nous permet de générer des générateurs de

boosts et de rotations, a�n de construire un Casimir et établir l'équation de Klein-Gordon

pour le champs scalaire.

Abstract

Special relativity has been the accepted theory of the entire scienti�c community, seen

its precision in the results, but after a century, other physicists �nd a disagreement in

this theory that pushes the birth of deformed relativity special. In this memory we have

exposed in the �rst part the approach of Bouda-Foughali which allows us to establish

for the �rst time a solution in term of plane waves for free particles, they used Poisson's

brackets as part of the non-commutative geometry, and in the second part we exposed

the poincaré's R-algebra in R-Minkowski space which allows us to generate generators of

boosts and rotations, to build a Casimir and establish the Klein-Gordon equation for the

scalar �eld.


