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Introduction générale

Le principe de relativité est lié de trés prés au principe d’inertie. On peut y associer
trois noms :
1) Galilée (1564-1642) qui a, entre autres travaux scientifiques, fondé la cinématique,
étudié la chute des corps, la composition des mouvements et par la ébauché le principe
d’inertie.
2) Newton (1642-1727), le pére de la conception d’un espace et d’un temps absolus. Il
cherche & établir des liens de causalité (notion de force), ce qui 'améne a fonder la dy-
namique qui conduit & I'invariance galiléenne ou la premiére formulation du principe de
relativité. Newton élabore également une théorie de la gravitation (attraction universelle).
3) Einstein (1879-1955), dont les contributions a la physique sont célébres. 11 étend le prin-
cipe de relativité a 'ensemble des lois de la physique. Cela le conduit & la théorie de la
relativité restreinte qui nécessite une refonte révolutionnaire des concepts d’espace et de
temps, une révision de la cinématique puis une nouvelle formulation de la dynamique.
[’électromagnétisme n’est pas fondamentalement touché par cette nouvelle théorie, mais
reformulé de maniére extrémement compacte. Le role particulier joué par la gravitation
ameéne Einstein a proposer une extension du principe de relativité aux référentiels accélé-

rés, c’est la relativité générale qui devient la base de la cosmologie.

La relativité restreinte, appelée aussi relativité spéciale, est apparue en 1905 avec les
travaux d’Einstein. Elle est basée sur deux postulats. Le premier concerne la covariance
de toute lois de la nature dans tout référentiel d’inertie. Le second stipule que la vitesse
de la lumiére dans le vide et dans toutes les directions est constante quel que soit le
référentiel d’inertie des observateurs. Cette nouvelle théorie a permis la réconciliation
entre la mécanique et 1’électromagnétisme donnant naissance a la mécanique relativiste.
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restreinte n’a fait ses preuves que pour des énergies trés basses, comparées aux énergies
déployées dans certains processus astronomiques, tels que les rayons cosmiques, qui se
caractérisent par des énergies trés élevées comparativement a celles produites dans les

accélérateurs de particules.

Pour arranger & ces désaccords avec la relativité restreinte, certains physiciens théo-
riciens ont opté pour la révision des principes fondateurs de cette théorie, restés indis-
cutables durant un siécle environ. On a vu naitre la relativité spéciale déformée (DSR),
avec les résultats des travaux du physicien italien Giovanni Amelino-Camelia au départ,
ensuite un groupe de physiciens mathématiciens a élaboré un formalisme mathématique
qui entre dans le contexte de la géométrie non-commutative dans lequel les théories de
la DSR s’expriment d’une maniére cohérente. Cette théorie repose sur la déformation des
équations de la relativité d’Einstein de telle sorte qu’elles soient en accord avec le principe
de Poincaré, c.a.d la méme pour tous les observateurs, indépendamment de leur mouve-
ment. Cette déformation engendre de nouvelles équations non linéaires, ce qui donne le

nom de relativité non linéaire.

La relativité non linéaire de Fock [1], basée sur les transformations de Fock des co-
ordonnées, et établie sur un rapport des fractions linéaires de Lorentz avec le méme
dénominateur, cette théorie garde invariante la longueur R qui représente le rayon de
I'univers observé. Cette théorie a été rejetée car elle ne permet pas de décrire les ondes
planes avec cohérence pour les particules libres. Dans un travail récent [2], Bouda et Fou-
ghali ont apporté des modifications a cette théorie en proposant de nouveaux crochets
de Poisson déformés dépendants d’un paramétre R qui a la dimension d’une longueur, ce
dernier représente le rayon de 'univers. En fait, I’algébre résultante de cette déformation
maintient l'invariance de la contraction z#p,. Ainsi, avec cette nouvelle approche nous

pouvons associer des solutions en ondes planes pour les particules libres.

Afin de construire un premier Casimir invariant de la théorie, Bouda et Foughali ont
complété dans [3] 'algébre construite dans [2| par les crochets de Poisson des généra-
teurs de rotations et de boosts. Cette tache nécessite une modification du générateur des
boosts N;, d’'une maniére qui n’affecte pas la loi de transformation des coordonnées et des
impulsions lors d’une transformation infinitésimale. Cette étude algébrique a conduit a
une correspondance entre ’espace de la transformation de Fock-Lorentz et 'espace de de

Sitter. Aprés quantification, I'algébre des crochets de Poisson devient ’algébre des com-
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mutateurs. Une représentation a ét¢ trouvée pour les générateurs, en terme d’opérateurs,
de telle sorte que l'algébre des commutateurs soit vérifiée. En égalant le premier Casi-
mir invariant a un scalaire, qui désigne une masse en générale, ils ont obtenu ’équation
de Klein-Gordon, qui décrit le champ scalaire libre dans I'espace-temps R-Minkowski. En
substituant les générateurs dans I’équation de Klein-Gordon par leurs opérateurs associés,
ils ont abouti & une équation qui correspond a I’équation de Klein-Gordon dans I'espace

de de Sitter donné par sa métrique conforme.

Dans ce mémoire, nous expliciterons le champ scalaire dans I'espace-temps R-Minkowski.

On a donc planifié le travail comme suit

1. Le premier chapitre : nous allons présenter un rappel sur les relations et les ré-
sultats fondamentaux de la relativité restreinte ainsi que le groupe de Poincaré.
Par la suite, nous exposons la déformation des crochets de Poisson, proposée dans
I’approche de Bouda-Foughali, et sa conséquence sur la loi de transforfmation des
coordonnées. A la fin de ce chapitre, nous présentons la nouvelle formulation de la
transformation des impulsions et de I’énergie qui nous permettra I’élaboration de

la nouvelle relation de dispersion dans le cadre de la théorie de Fock.

2. Le deuxiéme chapitre : nous allons présenter la méthode de Bouda-Foughali pour la
construction de I'espace R-Minkowski, pour qu’il tolére la présence de la constante
universelle R. Nous allons, donc, exposer la déformation des générateur de boosts
et de rotations, afin de construire le casimir. A la fin de ce chapitre, nous présentons

la nouvelle équation de Klein-Gordon.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

La transformation non linéaire de Fock

1.1 Introduction

En 1905, Einstein établit la théorie de la relativité restreinte, qui est basée sur deux

postulats :

1. Premier postulat : tous les référentiels d’inertie sont équivalents ; autrement dit, la
formulation mathématique des lois de la physique doit étre la méme dans tous ces

référentiels.

2. Deuxiéme postulat : la vitesse de la lumiére dans le vide est indépendante de 1’état

de mouvement de la source.

L’espace-temps de Minkowski est au départ un espace des points, ou espace ponctuel de
quatre dimension . Le temps et ’espace étant intimement liés par les transformations de
Lorentz, il est assez naturel d’intégrer toutes les coordonnées spatio-temporelles dans un
méme formalisme. Un point de cet espace-temps est en fait un événement et nous appelons
quadrivecteur un élément de cet espace vectoriel. L’élément de ligne infinitésimal ds entre
deux points extrémement proches de I'espace de Minkowski x est x + dx ou ¢ est la vitesse

de la lumiére dans le vide et le temps propre d7 le long de la trajectoire, sont donnés par
ds* = cdr? = Adt? — dx?

avec

dr = /1 — (u?/c?)dt on u est la vitesse de déplacement.
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1.2 La Relativité Restreinte

1.2.1 La transformation de Lorentz des coordonnées et de temps

Pour déterminer les équations des transformations d’inertie entre les référentiels iner-
tiels, il est nécessaire de supposer que 'espace-temps posséde certaines caractéristiques

bien précises qui sont :
1. Homogénéité de ’espace-temps.
2. Isotropie de 'espace.

3. L’existence d’une transformation identique, 'inverse d’une transformation existe,

et la succession de deux transformations d’inertie est une transformation d’inertie.

4. La cause doit toujours précéder l'effet; autrement dit, le passé et le futur sont

absolus.

La loi de transformation s’écrit alors

t'=(t = (u/c*)z)
' =~y(x — ut) L)
Y=y

oit v = (1 —u?/c?) 72 et u est la vitesse de déplacement, c est vitesse de la lumiére.

1.2.2 la transformation des impulsions et de 1’énergie

Soient dz* = (cdt, dr) les composantes contravariantes du quadrivecteur dz, I'intervalle
d’espace-temps déterminé par deux événements infiniment voisins sur la ligne d’univers
d’un mobile ponctuel.

La quadri-vitesse est définie par

dx*

B c u _
dT_(Jl—z—iVl—’:—i> (

Le quadrivecteur vitesse est donc toujours pointe vers le futur car v > 0.

vt =

v, v) (1.2)

Si my est la masse d’une particule libre et dx* son quadrivecteur position, d7 est le temps
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINEAIRE DE FOCK

propre, la quadri-impulsion est définie par

p = mg

dx* mocC mou
o , )= (0".p) (13)
T u? u?
A% s
En appliquant la transformation de Lorentz pour le quadrivecteur impulsion avec le chan-

gement de référentiel, on obtient

;

E'f¢t =y((E/¢*) = (u/c*)pz)

(1.4)

\plz =Pz

oll E est 'énergie totale de la particule.

1.2.3 L’invariance de Poincaré

Le groupe de Poincaré est un groupe qui rassemble toutes les transformations de 1’es-
pace de Minkowski, celles qui assurent I'invariance de ’élément ds. Le groupe de Poincaré
assure l'invariance de l'intervalle entre deux points de ’espace de Minkowski, et il joue un

role primordial dans les théories physiques. L’élément de ligne est défini par
ds® = n,,dtdz”. (1.5)
La métrique 7, = diag[1l, —1, —1, —1] est symétrique n** = n"*.
Une transformation de Lorentz s’écrit
" = A*z¥, ou simplement 2’ = Az

La matrice A, qui définit un changement de base dans 'espace de Minkowski, s’écrit sous

la forme
v =B 00
AP v 00 (1.6)
0 0 10
0 0 01
ot on a posé f = u/c. L’ensemble des matrices A qui laissent invariante la métrique

de Minkowski forme le groupe de Lorentz, qui est le groupe d’isométrie de 'espace de

Minkowski. Le groupe de Lorentz est un sous groupe du groupe linéaire : GL(4 :R).
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1.3 La transformation de Fock

Depuis les premiéres années de la théorie de la relativité restreinte, les physiciens
théoriciens ont posé la question suivante : quelles sont les transformations les plus générales
entre des référentiels d’inertie qui assurent le principe de Poincaré? Fock a étudié cette
question et ses recherches ont abouti a une transformation plus générale que celle de
Lorentz, sous forme d’une fraction linéaire de la transformation de Lorentz avec le méme

dénominateur.

Soit la transformation des coordonnées
o' = fr(a0, 2t 2? 2?). (1.7)

Dans le cadre du premier postulat de la relativité restreinte (mouvement rectilinéaire
uniforme dans le systéme x*, il doit correspondre & un mouvement rectilinéaire uniforme
dans le systéme 2z ), Fock a démontré que les transformations f* doivent satisfaire les

conditions suivantes
> (a(x) f*)
oz’ 0xP

ol a est une fonction linéaire a(z) = a(0) + a02° + agi ! + a2 + asx

~0 (1.8)

3, avec a(z;) (ou

z; € {0,...,3}) sont des constantes a déterminer , et la relation (1.8) confirme que af*
est une fonction linéaire donc (1.7) devient

LV
:ny

a(z)

/
T I

(1.9)

qui est appelée la transformation de Fock [1], et G* sont des constantes a déterminer.
Tout-d’abord on va déterminer i dans le cas ou (R') est en mouvement rectiligne et

uniforme avec la vitesse U = u€ par rapport a (R). On prend trois axiomes

1. Le premier axiome : Pendant tout le mouvement (dans la direction x), le plan (y'z’)
reste parallele au plan (yz). Ainsi, si R et R’ coincident & ¢t = ¢’ = 0, ¢a implique
qu’au point py(0;0;y'; 2') correspond le point p(0,0,y,2) ou ¢y =y et 2’ = z. On

conclut que ay, = a, =0

b

2. Le deuxiéme axiome : Dans le cas d’une inversion ot ¥ — —1' , ¥ — —7, la loi

de transformation reste la méme. Dans ce cas :#/ — -2 , ¥ — —Z et 4 — —i ou
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINEAIRE DE FOCK

B — —Bou == Apres quelques manipulations, on conclut que

x U — _1+’yat U
(u) 1—75 (u), 1.10)
alu) = —"a"(u)
B

3. Le troisiéme axiome : La succession des transformations Ry — Ry ,Ry — Rj3 de
type de Fock, qui préservent la forme d’un mouvement rectiligne uniforme, est

égale & une transformation R; — R3 de type de Fock, ce qui nous conduit a

o (u) =PA,
(u) (1.11)
al(u) =—(y—=1)\
Finalement, la transformation de Fock-Lorentz prend la forme suivante
2" = (y(2° = 8;))/(1 = Al(y — 1)2° — y])
2t = (y(2® = 89) /(1 = N[(y — 1)a® — Bz
(( /(1 =Al(y—1) ) (1.12)

o =22 /(1= A[(y = 1)a® — yfa]).

o® =23/ (1 = A|(y = )a° — yBa])

\

ol A est une nouvelle constante universelle. Dans ’approche de Bouda-Foughali |2]

de la NLFT X\ est donnée par :

A=af/y=1p=0o3/y—26=1/R (1.13)

oll R est une nouvelle constante universelle.

Apres le travail de Fock, de nombreux chercheurs ont retrouvé la méme transfor-

mation, en utilisant des méthodes différentes [4, 5, 6, 2|.

1.4 L’approche de Bouda-Foughali

Dans cette section nous allons présenter ’approche de Bouda et Foughali qui a
permis d’établir pour la premier fois une solution en ondes planes pour les particules

libres dans le cadre de la théorie de Fock. Leur méthode consiste & utiliser des
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CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINEAIRE DE FOCK

crochets de Poisson déformés dans le cadre de la géométrie non commutative(voir
I’Annexe 1). Les résultats de cette approche, apparus en 2012 2|, apportent deux
corrections qui se résument dans l'introduction d’une nouvelle transformation du
quadrivitesse impulsion qui laisse invariante la contraction p,z*, ce qui permet une
description cohérente des ondes planes. La seconde concerne I'invariant R de cette
théorie, représentant le rayon de l'univers, qui prend ici un signe positif. Cette
fois-ci nous allons utiliser une autre approche développée par Gosh [9], qui consiste
a construire ’espace des phases qui repose sur les crochets de Poisson définies sous

forme quadri-dimensionnelle suivante

{z",2"} =0, (1.14)
1
{a#, p"} = =0 + Eno”x“, (1.15)
1
{p"; 0"} = —= (""" — p"n"°), (1.16)
R

ol R est un parameétre qui sera identifié plus tard et 7 est la métrique de Minkowski.

Cette algébre des crochets de Poisson satisfait également les identités de Jacobi
{f.Ag.h}} +{hA{f g3} + {9, {n. f}} =0.
L’opérateur du moment angulaire est défini par
Juy = TPy — TuPy. (1.17)

Avec les propriétés des crochets de Poisson et le moment angulaire, on trouve

5

{ Ty A} = NurZy — Ty — T 0~ Tulluo, (1.18)
J2)

{J;wapk} = MuvAPp — NurPv — Epu — Tvo — Pvlpo- (119)

Nous pouvons vérifier que I'algébre de Lorentz reste inchangée
{Jw/a J)\p} = _nupt])\u + nupt])\u + 771//\J,up - W/\Jum . (120)

n re d’une transformation infinitésim u w,,, sont un ensem
Dans le cadre d’une transformatio finitésimale 6O ot les w,, sont ensemble

de parametres infinitésimaux vérifiant w,, = —w,,, on a

1
50 = {~ 5w, J*, 0} (1.21)

12



CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINEAIRE DE FOCK

qui nous donne par la suite :

1
o = {—éwu,,J“”, 3:)‘}7

1 1%
opt = {—§wu,,<]“ ,p’\}.

10 _

Prenons le cas spécial ou le seul paramétre non nul est w = —w!® =

0,1 ,.2

(1.22)

(1.23)

0¢. En uti-

lisant les notations conventionnelles (20, !, 2%, 23) = (ct, z,y, 2) et (p°, p*, p?, p3) =

(%7pxapyapz), on déduit
p
0t = (=% + R)99,

dr = (—ct+ %)&b,

oy = Fo0,
0z = 2209,

\

et
b = _(Cp;t + %)5¢7

c

S, = — 22266,
\§pz = —=0¢.

En utilisant le premier théoréme de Lie comme dans Gosh [9], ot v = (1 — %)=,

on obtient la solution pour le systéme d’équations (1.24) comme suit

( 2

- y(t—ux/c?)
=
1 y(z—ut)

xr = or
A

¥ =1ap
I 2z

(T ar’

et pour le syetéme (1.25)

13
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ou

ag = 1+%[(7—1)ct—’y%]. (1.28)

Lorsque R — o0, les équations (1.26) et (1.27) se réduisent a la transformation
de Lorentz des coordonnées et de quadri-vitesse impulsion.

De (1.26) et (1.27) on peut définir les invariants de cette théorie comme suit

¢
L =(1-5) 2,0t (1.29)
R
et
ct
Iy = (1= Z)mup"p". (1.30)

Lorsque R — oo les invariants I, et I, se réduisent aux invariants habituels de la

relativité restreinte.

1.4.1 Les variables canoniques

A partir de (1.29) et (1.30) nous pouvons définir les variables canoniques suivantes

Xt =(1- E)—lxﬂ (1.31)
Pr=(1- %)p# (1.32)

En exprimant les invariants avec les variables canoniques, I, et I, prennent la forme
I, =, X"XY, (1.33)

I, = nuP"P", (1.34)

et I’ensemble des crochets de Poisson entre les variables canoniques devient

(X", X"} =0 (1.35)
{X*, P} = —n™ (1.36)
{P* P"} =0 (1.37)

On constate que les variables (X*, P*) sont canonique et se transforment comme
des vecteurs lorentziens habituels de la relativité restreinte, ce qui nous permet

de transformer les formules et les relations de la relativité restreinte pour qu’elles

14



CHAPITRE 1. LA TRANSFORMATION NON LINEAIRE DE FOCK

soient valables en relativité spéciale déformée.

L’inverse des relations (1.31) et (1.32) est

1’0

r— (1
x ( I

.G (1.38)
Pr=(1— Zypn (1.39)
R
L’élément de ligne exprimé avec les variables canoniques est
ds® = 2dT?* — dX? (1.40)

ot I = X et X est le vecteur de position tri-dimensionnel dans I'espace des va-
riables canoniques. En utilisant (1.31), cette derniére relation reproduit 1’expression
de I’élément de ligne infinitésimal dans I’espace R-Minkowski
5 o AN 1 o ct\ ,  cxtia] o,
ds* = ¢ <1_E) [1—;;[(1—E>U+E}}dt, (1.41)
ol v; = %. Le repére R(O,x,y, z) est orthonormé, I’élément de ligne infinitésimal

ds peut étre écrit sous la forme

ds:m\/l—éKl—%)er%r dt, (1.42)

ou x est le vecteur position tri-dimensionnel et v = ‘fl—’t‘ est la vitesse.

En utilisant les variables canoniques, il est facile de trouver I'expression de la

quadri-impulsion dans 'espace R-Minkowski. On a

dxH
Pt = 1.43
me—- (1.43)
En remplacant X* et P* par leurs expressions (1.31) et (1.32), on obtient
m dx* cx
P = [ + ] (1.44)
Ainsi, 'impulsion tri-dimensionnelle est donnée par
m X
p= VA (1.45)
\/1—%{<1—%)v+%}2[ B = ct/ R)
et I’énergie par
mc?
E=cp= : (1.46)
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et quand R — oo les expressions (1.45) et (1.46) se réduisent aux expressions de
la tri-impulsion et de 1’énergie dans le cadre de la relativité restreinte.
Pour établir la nouvelle relation de dispersion, définissons le paramétre M avec la

dimension d’une masse par

M?*c* =1, (1.47)

On déduit de (1.30) I'expression de I’énergie

N

M?c? )
(_—%V‘HU )]z

Nous savons que les variables canoniques se transforment comme des vecteurs lo-

E= (1.48)

rentziens habituels, donc on doit définir la masse au repos M = m et la relation

de dispersion de la relativité non linéaire de Fock s’écrit

m-c 2 9

E?= ——— +p’c (1.49)

Lorsque R — oo cette relation se réduit a celle de la relativité restreinte.

1.5 conclusion

En se basant juste sur le premier postulat d’Einstein, Fock a trouvé les trans-
formations les plus générales entre deux référentiels inertiels, et dans le cadre de
la géométrie non commutative et ’algébre déformée de Lorentz et de Poincaré,
Bouda et Foughali ont élaboré une nouvelle approche pour la transformation de
Fock-Lorentz. La nouvelle approche consiste a construire un espace des phases
pour le R-espace de Minkowski, ou la structure des crochets de Poisson canoniques
est remplacée par des crochets déformés contenant une nouvelle constante univer-
selle R. Les nouvelles lois des transformations des coordonnées et du quadrivecteur
impulsion laissent invariante la contraction p,x*, permettant ainsi d’associer une

solution en ondes planes pour la particule libre.
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Chapitre 2

L’équation de Klein-Gordon dans

I’espace R-Minkowski

2.1 Un Casimir pour la R-algébre

Nous avons vu dans le premier chapitre que nous pouvons dériver la transforma-
tion de Fock avec une déformation des crochets de Poisson. Cette dérivation nous
permet d’établir les lois des transformations d’impulsion et de I’énergie et des co-
ordonnées. L’algeébre des crochets de Poisson déformée est une algeébre des groupes
cinématiques qui s’accorde avec la symétrie de base de 'espace-temps comme 'ho-
mogén¢ité , I'isotropie et I'invariance sous les boosts . Notre but est de construire
un Casimir pour la R-algébre de Poincaré. Tout d’abord, nous remarquons que Ip
n’est pas un Casimir. En fait, nous pouvons vérifier que Ip ne commute pas avec
les générateurs du groupe R-Poincaré p® et p'. Pour construire le premier casimir
de la R-algébre, il est nécessaire de compléter les relations (1.14), (1.15) et (1.16)

avec les relations entre les rotations pures.

1
M; = §€ijkzjjk (2-1)
et les boosts :
N = J, (2.2)
ou J,, = x,pv — axvP, est I'opérateur du moment angulaire avec (p,v,.. =
0,1,2,3,4,7,... = 1,2,3) et ¢, est le tenseur antisymétrique de Levi-Civita (€123 =

1).
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On constate qu’il est impossible de construire un Casimir, si on maintient la défi-
nition des générateurs des boosts par I'expression (2.2). A ce stade, nous suivrons
la méthode présentée par Magpantay dans [10] et [11] et on procéde & une modifi-
cation de I'expression du générateur de boosts N; de maniére a rendre possible la
construction d’un Casimir. On suggére une redifinition des générateurs de boosts
comme suit

~ 1 1
N; = N; — ﬁmuﬂﬁl’pi = Zop; — TiPo — ﬁmﬂﬂl’l’pi (2.3)

Cette redéfinition n’affecte pas la solution du systéme (1.24)-(1.25) car, lors d’une

transformation infinitésimale

1
50 = (=5, I, 0), (2.4)

le terme en 22 disparaitra a cause de 'aspect anti-symétrique des parameétres infi-

nitésimaux w,,, .

2.1.1 La R-algébre étendue

Apreés avoir déformé les crochets de Poisson fondamentaux, on va compléter la R-
algébre par les crochets de Poisson qui font intervenir les générateurs des rotations
et les nouveaux générateurs des boosts donnés par (2.3). Aprés un petit calcul, on

obtient (voir Annexe 3)
N,

{Ni;po} = —pi + EZ (2.5)
{Ni,p;} = mijpo — }%EijkMk (2.6)
{M;,po} =0 (2.7)
{Miypj} = €ijkDPk (2~8)
{M;, M;} = €My (2.9)
{M;, N;} = €;;sNg (2.10)
{Ni, N;} = —eiju M, (2.11)

Nous soulignons que les relations (2.5)-(2.11) avec (1.16) constituent un cas parti-

culier des algébres de Bacry- Lévy-Leblond présentées dans [12].
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Un Casimir est un opérateur scalaire. On peut construire le premier Casimir C, en
combinant les termes ptp,, M'M*, N*N*, M*N* et N'p’, ou on a exclu M;p; car
Mip; = €ijkTiprpi = 0. (2-12)
Notre Casimir prend la forme
C =p'p,+aM M+ BN'N* + A\M'N" + yN'p', (2.13)

ol les coefficients o, B, A et v seront fixés, en imposant a C' de commuter avec tous

les générateurs.

2.1.2 La quantification

En passant a la quantification, les variables classiques deviennent des opérateurs,
T,p —> ,p.

et les crochets de Poisson seront remplacés par des commutateurs

1
) — 5 ) ]
L} — =l
Le générateur N; est alors mal défini a cause de la non commutation de 2% avec p°
et p'. L’opération de symétrisation nous oblige a réécrire la relation (2.3) comme
suit
1

o 1AA o o 1 i i
N; = Zop; — 5(372‘290 + Pol;) — ﬁﬁopi + E(fjxjpi + p 2’ 27) (2.14)

Les crochets de Poisson fondamentaux de 'espace R-Minkowski deviennent

(2, 3" = 0 (2.15)
(20, 2% = —ih(1 — E) (2.16)
2%, 9] =0 (2.17)
(2", p"] = ih(1 — E> (2.18)
@', '] = —ihn? (2.19)
[, 7] =0 (2.20)
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AL

A D
[0, 9" = —ih (2.21)
et la R-algébre de Poincaré prend la forme
N;

[N o] = —ihpi + ih— (2.22)

. . th
[Ni, bj] = mijio — EEijkMk (2.23)
[M;,po] =0 (2.24)
[M;, pj] = iheijipr (2.25)

2.1.3 Le Casimir
L’expression (2.13) du Casimir C' doit étre symétrisée. Le Casimir C' prend la forme
C = pup" + aM'M' + BN'N' + S(M'N' 4+ N'M') + %(N%Z + PN (2.29)

A Paide des relations (2.15)-(2.28), nous pouvons fixer les coefficients dans l'ex-
pression du Casimir C. La contrainte [C, py] = 0 fixe les valeurs de (3, 0 et 7. En
effet,

Y arini i ATEY A
§(Np + p'N"), Po)

=2[pi, Po] + a[M", o] M" + aM'[M", o] + BIN", o] N' + BN'[N", j]

[C, o] I[ﬁuﬁ”+aMle+ﬁN1Nl+§(MzNz+N1M@)+

2

R N N e TR RN g i TN 5
+ = [N*, polp" + = N*[p’, o] + = [P, Po] N* + 2]9 ‘[N, po]

2 2 2

A A () A (N A A 7 A 7 i oA

§[MZ>P0]N + 2M [N, po] + 2[N , Do) M +§N [M", o]

]5 Nz L ) [

=2ih [(—ihp' —i—zhf)]\f@+N’(—zhpZ —HhE)]

Y PN ﬂ% Z_IZ _-ZZ Y _l
+2[( ihp —HhR)p + N¥( th)+( th)N + p'(—ihp +th)]
+ ;\[M’( ihp' + ih—) + (=ihj +ih—) M|

—2i hp}? — 2l “+@h5[ NiN' — (5N + N'p)]

A o MlN’ NiMi
- Mz N He M
2[ PM A+ ——+ —F ]
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Maintenant on impose que :
[C, o] =0, (2.30)

cette condition méne & 5 =0, A =0, et v = %.
Pour fixer a, on calcule le commutateur [C, p’] avec I'utilisation des valeurs 3, \,

et v trouvées auparavant

C.) =37 — 91+ abM M 4 (N + N, ]
SN + TN 5]
+ ihoz[eijkﬁkMi + Mieijkﬁk]

ihe'ik Nk i i e i ihe' ik Mk
—5 WD (—ihnp° + —5 )

gk (ki i h o 0.
+ ihae* (pF M+ Mp*) — ﬁ(p]po + pp7)

=[C.0", P'Ip’ + o[ M, p|M" + aM'[M", ]

ihpp° N ihpp
R R

1 .
+ }—%[(—ihn”ﬁo +
i N ihpp

R R
ih ijk (kA g iad
—i—ﬁe (p"M* + M'p")

=(iha + =) (M + M),

Avec la condition

[C.pi] =0, (2.31)
on déduit que @ = — 75 et 'expression du Casimir (2.29) devient
O I RV TV IR P R
C:po—pp—ﬁMM—i-E(Np%—pN) (2.32)

On peut vérifier que le casimir C' commute avec tous les générateurs du groupe
R-Poincaré (voir Annexe 4). Dans la limite R — oo , le Casimir (2.29) se réduit
au premier Casimir du groupe de Poincaré, on C' = p?; — p'p’. Contrairement a la
théorie DSR, nous notons que le Casimir dépend des générateurs de boosts et de

rotations.
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2.2 L’équation de Klein-Gordon

A Taide du Casimir (2.32), nous pouvons construire 1'équation de Klein-Gordon
qui décrit une particule scalaire libre dans ’espace R-Minkowski. Sachant que
Iopérateur Casimir est un scalaire, nous pouvons donc ’égaler & une constante qui
peut étre la masse au repos du particule. Ainsi, I’équation de Klein-Gordon dans

I’'espace-temps R-Minkowski peut étre donnée par
Cp = m>c¢. (2.33)

ol ¢ est la fonction d’onde décrivant la particule scalaire. En utilisant 1’expression

de C donnée par (2.29), cette derniére équation devient

1 1
{po ﬁlﬁ’ — ﬁMZM’ + R(N’;ﬁZ +p’N1)}¢> = mQCng. (2.34)

2.2.1 La correspondance R-Minkowski/de Sitter

Nous pouvons vérifier qu’'une représentation pour I'algébre (2.15)-(2.28) peut étre

donnée par les opérateurs z* et p* suivants,

=t (2.35)
1 0 i 0 .0

;0 =3 0 — —xH — ~ ~ = 0 t

p = ih(0 7% Ou 0,) = zha$ ( 920 + 8mi)7 (2.36)

o O . ?

p' =ihd" = Z@xi = Zhﬁ_a: = —ih (2.37)

Exprimons I’équation (2.34) avec la représentation (2.35)-(2.37). On a
o ozt 0 o ozt 0

00 42, 9 s
=—h (3x0 R 8x“)(3x0 R (995“)
1 0 20 0 0? 2 92 2 92 2 0 0
— =L T2 Pl r PR
Cgow tRo) T 5o 2 Rae T mawe) T T R o

x_ox_li(?)_'_xl@_’_xﬂ({) (9]
RRaxO oxt Roxt R R Oz 0xI
0 9 x 0 2V, 07 xt 2.0 0
S T 1- 22 R
[R( + ) * R)aasoz R( R)axoaﬂ
a9 0

920 T Rox
RROw o0
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Il en résulte que

(2.38)
0? 0? 0?
ipt = —hPA = —h (== + = + = 2.39
(52 * 5 * 923) (239)
Avec x = 2t, y = 22, z = 3.
De méme
M = ée”kﬂk = Ikgiph (2.40)
et en tenant compte de la relation
Eijkeils — 5jl5ks o 5j35kl (241)
Nous obtenons
MM =Tk gIphells glps (2.42)
., 0? L 02 9 92
— 2( 7\ 2 7\2 1 1]
" ( 2 @Yy + @) gm) v 2G4 ) ate amw)‘ (243)
i i
Pour les deux derniers termes, on remarque que
PN = ND" + 3ihp°. (2.44)
Il s’ensuit que
Np' + p'N* =2N'p" + 3ihp° (2.45)
T T 220 92 xzizd 92
—2% 62 - 2R 8108:1% +2 R? 9200z + 2% "RZ 0x'0x7
= , (2.46)
0 2
+q1:%_2€2 - %62 - EW + 3R2 820 + 3R2 8z1> :
En remplacant ces derniéres relations dans I’expression (2.32), on obtient
0? h? 200
C——h21—— — Al +2—(1 - =)—, 2.47
(1= 2Pl — Al + 21— ) (247

L’équation de Klein-Gordon dans I'espace-temps R-Minkowski est donnée par
Cop =m?c*¢p,
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donc elle peut prendre la forme finale suivante

, o? K2 9 by
{hufgﬁ)[x —AlF 25 (- ) M e =0, (248)

L’équation de Klein-Gordon dans un espace courbe donné par sa métrique g = (g,

est donnée par

m?2c?

1
VE@(WW@J+7T¢_Q

Nous pouvons vérifier que 1'équation (2.48) est exactement ’équation de Klein-

(2.49)

Gordon dans l'espace-temps de de Sitter donné par sa métrique conforme(voire

I’Annexe 2)
1
En effet,
L 0 0 0
(1-%)2
0 =L 0 0
1—29y2
(gul/) = =% 1
0 0 S 0
(1-%)
-1
0 0 0 pEEar
1
avec g = — et
Guv
ol = ——— = /gl = —
Tar TV T Ay

Injectons les entrées de la métrique (g,,) dans I'équation de Klein-Gordon (2.49)

(

(1= 2)19,(1 — 2)7'"0,) + )6 = 0
= [(1— 2)"{a0{ (1 — %) g™ 00] + Br[(1 - f—0>—4g“al]

+05[(1 — £)™1g?205] + 05[(1 — %) 9P 0]} + ] = 0
= [(1 = Z)Hao[(1 — 2)~1g*%8] — (1 — )20 + 02 + 0?) Llo=0
= [(1-2)H2(1 - 2) 39 + (1 —2)720 — (1 - 2)~ o =0

22

= (1-2P202-A)+2(1-2)9) + ™

+]o=0.

\
Ce résultat montre qu’il existe une correspondance entre I’espace-temps R-Minkowski
et I'espace-temps de de Sitter. En plus, il confirme que le paramétre R qui figure

dans la transformation de Fock, représente rééllement le rayon de 'univers observé.

24



CHAPITRE 2. L'EQUATION DE KLEIN-GORDON DANS L’ESPACE R-MINKOWSKI

Un autre aspect de la forme de la métrique (2.50) est sa compatibilité avec les
observations cosmologiques modernes. En effet, la cosmologie moderne se base sur

I’élément de ligne FRW de la métrique plate
ds* = Adr — a*(7)dx?,

pour un modéle d’univers en expansion accélérée. En faisant le changement de

variable dt = %, I’élément de ligne devient

ds* = a*(t)dz?, avec da® = *dt* — dx>.

La plupart des modéles cosmologiques modernes, compatibles avec les données
expérimentales, stipulent que la métrique qui décrit ’époque la plus ancienne de
I'univers, avant la fin de ’ére de la recombinaison ', est une métrique conforme

plate avec un facteur d’échelle de la forme [13, 14, 16]
alt) = (1 — Ht) ™,

ou H est le paramétre de Hubble.

2.3 Conclusion

En complétant I’ensemble des crochets de Poisson déformés, qui sont récemment
proposés dans |2] et utilisés pour reproduire la transformation de coordonnées Fock,
par les crochets de Poisson entre les générateurs des boosts et des rotations, nous
avons construit dans ce chapitre un ensemble complet de commutateurs des gé-
nérateurs et le premier Casimir correspondant. Contrairement & la théorie de la
DSR, ce Casimir dépend des générateurs de boosts et de rotations [3]. La construc-
tion d'un tel Casimir a été rendue possible grace a une redéfinition appropriée des
générateurs de boosts. A 'aide de cet Casimir, nous avons établi I’équation de
Klein-Gordon dans I'espace R-Minkowski. Aprés la premiére quantification, nous
avons donné une réalisation des opérateurs de position et de 'impulsion, qui a

permis de donner la version différentielle de I’équation de Klein-Gordon. Cette

1. L’ére de recombinaison est I’époque de découplage matiére-rayonnement. A ce moment, les électrons
et les protons du plasma peuvent se combiner pour former des atomes d’hydrogéne. L’ére de recombinaison

se situe & 10° années du big bang.
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derniére équation a mis en évidence la correspondance entre ’espace R-Minkowski

et I'espace de de Sitter.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons exposé la théorie de la relativité non linéaire ou la re-
lativité projective, en utilisant des méthodes analogues a celles développées dans le
cadre des algébres déformées et de la géométrie non commutative. Un travail récent
réalisé par A.Bouda et T.Foughali [2], a permis de reproduire la transformation de
Fock des coordonnées avec un paramétre R invariant qui a la dimension d’une
longueur, qu’on a identifié au rayon de I'univers. Contrairement & la DSR, cette
transformation ne dépend, ni de I'énergie, ni de 'impulsion de la particule. Cette
nouvelle approche de la relativité non linéaire de Fock, est basée sur la déformation
des crochets de Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et aux moments
conjugués (z*, p*), particuliérement les crochets ot appariait la composante tem-
porelle p° = % Une nouvelle loi de transformation du quadrivecteur impulsion a
été établi, avec laquelle la contraction p,a# devient un invariant et donc permet
la description par des ondes planes pour la particule libre. Nous avons trouvé des
invariants I, et I,qui ont permis de construire des variables canoniques (X, P,)
qui se transforment comme des vecteurs Lorentziens. Ce qui nous a permis d’établir

la relation de dispersion dans le cadre de la relativité non linéaire de Fock.

La seconde étape consiste a construire des théories des champs ou les équations
de mouvement restent covariantes par rapport a la transformation non linéaire de
Fock-Lorentz. Pour cela nous avons effectué un travail algébrique afin de construire
le premier Casimir de cette théorie comme une combinaison de tous les scalaires
possibles formé par tous les générateurs [3]. La construction d’un tel Casimir a
été rendue possible grace a une redéfinition appropriée des générateurs de boosts.
Ensuite, nous avons procédé a une quantification afin de transformer ’algébre des
crochets de Poison a 'algébre des commutateurs, et qui nous a permis d’obtenir

I’équation de Klein-Gordon. La version différentielle de cette derniére équation
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a mis en évidence la correspondance entre I’espace R-Minkowski et ’espace de de
Sitter et a confirmé la suggestion que la nouvelle constante universelle R, qui figure

dans la transformation de Fock, représente réellement le rayon de l'univers.
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Annexes

.1 Propriétés des Crochets de Poisson

La notion du crochet de Poisson permet de faire le lien entre mécanique classique et
mécanique quantique via la notion de commutateur et d’algébres d’opérateurs. Les
notions mathématiques vues précédemment vont nous permettre de comprendre
que c’est la nature de I’espace considéré et les propriétés intrinseques du Hamilto-
nien choisi qui impliquent certains résultats via les structures algébriques et topo-
logiques correspondantes, plus que le choix de la mécanique classique ou quantique.
En ce sens, le choix de la relativité galiléenne (pour les vitesses petites devant ¢
et ’absence du champ gravitationnel d’importance) et de I'espace euclidien tradi-
tionnel est de grande importance sur les résultats finaux.

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g dans 'espace de phase de Minkowski
est défini par la relation

of 9g  Of dg
— — 1
{79} op, Oxv  Ox* Op, (1)

Avec cette définition, le crochet de Poisson vérifie les propriétés suivantes :

(a) Linéarité sur la premiére composante

{af,g+h}=af,g+afh (2)
(b) Anti-symétrie
V(fi9) € S(M)?*:{f. g} =—{g.f} = f.f=0 (3)
(¢) La régle de Leibniz
V(fi9) € S(M)*: {f, gh} = {f. g}h + g{f, h} (4)
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(d) Identité de Jacobi

V(fi9) € S(M)*{f {g. h}} +{h.Af. g}t +{g.{h. f}} =0 (5)

Les deux premiéres propriétés assurent la bilinéarité du crochet de Poisson. Les
propriétés (c)-(d) impliquent que 1’ensemble des fonctions analytiques sur M
forme une algébre de Lie par rapport au crochet de Poisson.

Ces propriétés font du crochet de Poisson un crochet de Lie défini dans 1’en-

sembles des applications de I'espace de phase de Minkowski a valeurs réelles.

On déduit que Vf

(faty = (%f (6)
Uy =2 7

On déduit aussi les relations de commutations relatives aux variables fonda-

mentales x* et p” de 'espace de phase de Minkowski

{ot, 2"} =0 {a¥p"} = - . p"} =0 (8)

Casimir
Un casimir C est une fonction f € (M) vérifiant

Vg e (M) :{f.g} =0 (9)

On notera Cas(M : {.,.}) 'ensemble des Casimirs sur M muni du crochet de

Poisson {.,.}. Si la structure de Poisson est dégénérée, les fonctions Casimir

existent toujours, et le nombre de telles fonctions égale exactement au corank

de w, ou : corankw= dimM -rank w.

Théoréme de Darboux

Théoréme : Pour une algébre des crochets de Poisson avec r Casimirs C' .., C,., il

est toujours possible de trouver un ensemble de coordonnées (qi, ..., qn; 1, ..., pn; C1, .., Cy)

sur M tel qu’en fonction de ces coordonnées

0 Iy 00
—Iy 0 0 0
w =
0 0 00
0 0 00
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ou Iy est la matrice identité N x N, et 0 est la matrice zéro avec la dimension

appropriée. Dans ce systéme de coordonnées

3f dg Of Og
o) = Z 9q; Op;  Op; 5’%)' )

Cette représentation du crochet de Poisson est appelée le crochet de Poisson ca-
nonique, et les coordonnées (q, ..., qn; p1, ---, Pn) sont appelées les coordonnées ca-
noniques. Si (M, w) est une variété symplectique de dimension 2n, alors au voisi-
nage de chaque point de M, il existe toujours un systéme de coordonnées locales

(1, s Ton) = (q1y -y Qn P15 -, P) telles que w prend la forme

ol [, est la matrice identité n x n , et 0 est la matrice zéro d’ordre n. Dans ce systéme

de coordonnées le crochet de Poisson prend la forme standard

(0 09 _ 01 0
tha} = Za%apz 8p¢8qi)' (13)

En utilisant la derniére définition des crochets de Poisson canoniques, afin de trouver
'expression des entrées w;;(x) de la matrice w dans le systéme des coordonnées locales

x;. En effet,

of 99  0f g
e = Z <0qz opi Opi 0%) (14)

B zn: Z Of Ox; 9g Ox,  Of Owy Jg Ox; (15)
- Oxj Oq; Oxy Op;  Oxy Op; Oz Og;

]<k:
of 9g  Of 89)
= 7 16
]kzl{mj xk}(@xj Oz 8@ Oz, (16)
j<k
8f 89
7,k=1

Ainsi, dans le systéme des coordonnées locales z;, les w;;(x) sont donnés par
wij = {@i, x;} (18)
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.2 L’espace de de Sitter

La métrique de de Sitter est la seule solution de ’équation d’Einstein dans le vide avec

une constante cosmologique positive A > 0

1
§R,uz/ - §§Rguu + Ag;w = O; (1)

} 12
R =Rg" =40 = . 2)

ici R est la courbure scalaire et R = \/% est le rayon de 'espace de de Sitter. L’espace
de de Sitter est le seul espace-temps & courbure positive constante avec une symétrie
maximale. En effet, 'espace-temps de de Sitter est un cas spécial des espaces-temps de
Robertson-Walker vide. Il existe toujours un systéme de coordonnées tel que I’élément de
ligne de Robertson-Walker est donné par la forme

dr?

2 _ 23,2 2
ds® = c°dt* — a (t)(l—k’TQ

+ dQ3), (3)

ol k = 0;41,d02 est I'¢élément de ligne de la sphére bidimensionnelle unitaire et a(t)
est appelé le facteur d’échelle. Avec I'utilisation de la premiére équation, les équations de

Friedmann sont données par

- (4)
(5)

ou a(t) est le facteur d’échelle. Le paramétre de Hubble H et le paramétre de décélération
q sont donnés, respectivement par

a
H=- 6
°, (
sa valeur actuelle est donné par :
Hy ~ 73km.s'.Mpct ~ 16 x 10*°MeV/h,

et g par
q9=—"3- (7)

q est négatif pour toutes les valeurs de k, cela signifie que 'espace de de Sitter subit une

expansion (ou une contraction) accélérée continue. Les équations de Friedmann (4) et (5)
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possédent les solutions suivantes

(
cosh wt, K =1,

a(t) = expwt, K =0, (8)

sinh wt, K=-1.

ol w =c % = %. La premiére remarque sur cette solution est que 'aspect géométrique

® méne a plusieurs univers de de Sitter

n’est pas évident. Il est curieux que la méme source
avec des valeurs différentes de k. Ainsi, pour une méme métrique de Robertson-Walker, on
peut obtenir trois modéles d’univers trés différents, selon la nature de la partie spatiale
de chaque métrique - K = 1 décrit un modéle d’univers éternel en rétraction puis en
expansion sans événement big-bang.

- K = 0 décrit un modéle d’univers en expansion sans événement big-bang (plus précisé-
ment avec un événement big-bang a l'infini passé), c’est le célébre modéle d’univers de F.
Hoyle.

- K = —1 décrit un modéle d'univers en expansion a partir d’'un événement big-bang.

En effet, cet aspect est lié a la réalisation géométrique de I'espace de de Sitter. Un espace de
de Sitter est représenté par un hyperboloide 4-dimensionnel plongé dans un espace de Min-
kowski 5-dimensionnel muni de sa métrique Lorentzienne n% 5 = [1,—1,—1,—1,—1], A, B =
0,...,4 La métrique g,,,u,v = 0,...3, issue de la restriction de 7’ a hyperboloide par
un plongement est invariante sous 'action du groupe de de Sitter SO(1,4). Les différentes
solutions représentent différentes sections de I'hyperboloide de de Sitter. Signalons qu’il
existe d’autres formes pour la métrique de de Sitter, définies sur des ouverts différents
de ’hyperboloide de de Sitter. En particulier, la forme statique trouvée par de Sitter lui

méme (c’est la forme originale de la solution de de Sitter).

ds? = (1 — ﬁ)CthQ o r2(d6? + sin? 0d¢?) 9)
-(-1 s ,
RQ

et la forme conforme de Fock donnée par

ds* = (1 (*t? — r?))2(Pdt* — dr® — r*(d6* + sin® 0dp?)). (10)

4R?

Il existe toujours un changement de variables qui transforme une métrique de de sitter

a une autre du méme type. Dans un changement de variables, la métrique se transforme
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comme un tenseur :
ozt Ox”
/ JR—
Yap = Juv o' OB (11)
L’espace de de Sitter posséde une symétrie maximale. En effet, il posséde le nombre
maximum des vecteurs de Killing, et on appelle vecteur de Killing k* tout vecteur qui laisse
invariante la métrique g, lors d’une transformation infinitésimale «* — z'* = x* + ek# :

Lrguw = 0; ot Ly désigne la dérivée de Lie dans la direction du vecteur k. Les vecteurs

de Killing vérifient les équation suivantes

0zZB oz
! oxv z°® oxV ) (12)

Kig = 9"'nacnsp(Z

et
Vuky + Vik; =0 (13)
Sous une transformation de coordonnées, les composantes des vecteurs de Killing se trans-

forment de la maniére suivante

/
k,/a _ k/u axa
AB —

AB o (14)

Dans Mb* 'espace plat 5-dimensionnel de Minkowski muni de la métrique Lorentzienne

n=[1,—1,—1,—1, —1], considérons ’hyperboloide donné par 1’équation suivante
dS* ={Z € M" \napZ" 2P = 25 — 77 — Z3 — Z3 — Z7 = —R*}(15)
et plongé dans 'espace de Minkowski M. Signalons qu’il existe toujours des changements

de variables qui permettent de passer d’une forme a 'autre de la métrique de de Sitter,

donnés par les différentes paramétrisations des points de 'hyperboloide.

M est un espace plat, sa courbure % est nulle. Désignons par Rz : A, B =0, ..., 4,

le tenseur de Ricci dans M4, il s’ensuit que
55R = gAB%AB =0.

Ainsi, on peut conclure que

R+Nu=0 (16)
M*'* est muni de la métrique Lorentzienne
ds? = napdZ*dZ?, (17)

ounap = [1,—1,—1,—1, —1]. Avec la contrainte de I’équation de I’hyperboloide on déduit
que

napZ* 2% = —R*. (18)
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Appliquons la différentielle d & cette derniére équation puis tirons dZ*

gt — o TwZtdZ”
\/R2 + T}agzaZﬂ

(19)

En insérant équation dZ* dans la métrique ds?, on obtient la métrique g,, induite sur

I’hyperboloide de de Sitter

2,2
b= Ny — 20
e = v = R 1 o 70 7P (20)
et son inverse g"¥ est
v v 1 v
g,u = 77'“ — ﬁZHZ . (21)

La métrique de de Sitter est plus connus sur les systémes de coordonnées suivant :

1. Coordonnées Sphériques : Ce systéme de coordonnées couvre I'espace de de Sitter tout

entier.

2. Coordonnées Statiques : Ce systéme de coordonnées reproduit la métrique originale de
de Sitter, trouvée par ce dernier en 1917 comme une solution de I’équation d’Einstein

dans le vide avec une constante cosmologique.

3. Coordonnées Plates : Appelées aussi les coordonnées cosmologique, il y a un autre

systéme de coordonnées plates qui est appelé le systéme de Poincaré

La métrique de de Sitter, dans sa forme conforme, n’est pas isométrique sous une transla-
tion dans le temps, 0/0t n’est pas un vecteur de Killing de genre temps pour la métrique
conforme. Cette propriété implique la non conservation de I’énergie, autrement dit de
I’Hamiltonien, ce qui rend difficile la quantification de la gravité dans ce systéme de co-

ordonnées plates.
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Annexe 3 Délail de calcul 1

.3 Détarl de calcul 1

1. On a N; = xop; — x;p0 — i{nm,x“x”pi. Calculons le crochet {N;, po}

1
{Niapo} :{xopi — Xipo — ﬁﬁuﬂ”ﬂ?ypiapo}
1
:{ﬁo,po}pz‘ + %{pupo} - {xi,po}po + fi{po,pj} - ﬁ[{%,po}xl’pi

+ 2*{z, po}pi + Nt {pi, po}

o Zo Di X 1 1
=(-1+ R)pﬁxo( R) (R)pz 2R[( Mo + Rﬁoo$u)$ Di
1 LB
+ I“(_nuo + EUOOxu)pi - Wuuful‘ E]
ripo 1 1 1 P,
—pi — % - g%[(—ycopZ + RO “pi) + (—xop; + Em%upi) — T, E]

TP TR TR Tap™th
- pz R

2. De la méme maniére que {N;, po} nous calculons {NV;,p;}.

1
2R

1 v
:{anpj}pi + l’o{Pz‘,pj} - {mi,pj}po + xi{po,pj} - ﬁ[{xij}% Di

{Ni,p;} ={xopi — zipo — =Nt pi, v}

+ a'{x,, pj}pi + Nt {pi, p;}]

1 1
[( Uz +}_%

=MNijPo — f'pj
K 'R 2R
1
+ 2t (=15 + Eﬂoﬁu)Pi]

770]‘%)%”]%

bj i
Mibo ~ i+ g
1

=NijPo + /i

1
_Eka‘Mk

=MN;;Po + )

1
="N;ijPo — EekjiMk

3. On sais que M; = %eijk(]jket Juw = x,py, — 2, P,, donc on remplace M; et J,, par ces

définitions dans le crochet de poisson {M;, pp} nous tombons sur les crochets que nous
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connaissait déja,donc on fait le calcul comme suit

1
{M;, po} :§€ijk{t]jk;p0}
1

=§€¢jk[{l‘j,po}]9k + xj{plmpo} - {xk,PO}Pj - Ik{pj7po}]
1 xipr ik TPy TkDy

=% "R "R "R

=0

4. Aussi de la méme maniére que {M;, po} nous calculons {M;,p;}.

1
{Mi,pj} :éfik;l{Jklapj}

1
Z—Eikz[{mk,Pj}pl + Jﬁk{]?z,pj} - {l’l,pj}]?k — !El{pmpj}]

2

1
:§Eikl<77k:jpl — MjPk)

1 1
:§€ijlpl - §€ikjpk

1 1
=§€z‘jkpk + Eeijkpk
=€ijkPk

5. tout-d’abord en tenant compte de ces relations
EijkEilS — 6jl5ks o 5js(5kl’ (1)

0’ = —8"; (2)
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et on calcule le crochet de poisson {M;, M;} comme suit

1
{Mi7 M]} :_Eiklejmn{ka Jmn}
Ezklejmn{xkpl — TPk TmPn — xnpn}

1
4
1
4€zkl€jmn[xm{xkapn}pl - xm{xkapm}pl + xk{plv :Em}pn - xk{xb xn}pm
— T 21, PPk + Tud 20, Dy Pk — TPk T} P+ T DRy T} D]

1
:Zﬁiklﬁjmn[_xmnknpl + TpnkmPl + TkNimDPn — TkNinDk + T MNinDPm

— T MimPr — TiMkmPr + T1MknPm)
1

:Zﬁikl [€imkTmDl — €jknTnPl — €jinTkDPn + €jmiThPm — €jmiTmPhk

+ €5lnTnPk + €iknLiPn — 6jmkajlpm]

1
— €kt [2€km (—TmDt + TiPm) + 2€jim (TmPr — TiDm)]

1

561ik61jm(—33mpk + TpPm)

(51j5lm 5im5lj)(_xmpl + xlpm)

4
1
2€k1l€k]m( TmPr + ajlpm) -
1

2

— §<5ij6km — 0imOkj) (=2 mpr + TppPm)]

1 1
25(5ijxmpm — 0ijTmPm — TjDi + TiDj) — 5(5ij$mpm — 04 TmPm

— x;p; + ;i)

1
25(—%‘2% + xipj + Tipj — Tpi)
=Tip; — T;pi = Jij
=€iju My,

6. tout simplement pour rendre le crochet de poisson{M;, N;} simple a calculer, nous

devons I’écrire on fonction des crochets {M;, z;} et {M;, x,} et de les calculer.

1
{M;, z;} =§€ikz{$kpl — TPk, T4}

1
:—Eikz[ﬂik{pz, Ij} - Qiz{pk, 373}]

2
1 1
— 5 CikiTh + o €k Tk
=€k
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et

1
{M@',ﬂfu} :EGikl{xkpl - SEzpm%}

1
=5 it [ze{p, 2} — 2i{pk, 2, }]
1
:§€¢kz[—xk{%;pz} + ﬂﬁz{ﬁmpk}]
1 1 1
=g €[ —r(nu + Eﬁoz%) + 21 (Mur + Eﬁoﬂu)]
1 1
=— 5611«#% + §€wk$k
=€k i),
=€ilkTk

maintenant on conclut que

1
{M;, N;} ={M,;,xop; — x;p0 — ﬁﬁpz/x“%”pj}
1
={M;, xo}p; + xo{ M, p;} — {M;,x;}po — x;{M;,po} — §{Mi, x, } " p;
1 1
- §$“{Mz‘7 T Ypj — §$V}$"{Miapj}

1

l k v
ZEijk[l"opk — TkPo — ﬁeilkﬂfkaj p; — ﬁeilkiflx bj — ﬁmﬂ“!ﬂ €ijkPk

14
=Z0€ijkPk — Tk€ijkPo — —UWI“I €ijkPk

2R

=€k N
7. Pour calculer le crochet de poisson {N;, N;} tout d’abord nous devons calculer les

crochets {V;, zo}et{N;, x;}, aussi {N;, N;}.

1
{Ni; ﬁo} :{xopi — TiPo — ﬁmul’“l’ypi, l’o}

1
:ﬂfo{pz‘, 350} - fl?i{po, 350} - ﬁmﬂ?”ﬂf”{pi? iﬁo}

et

1
{Nia in} :{ﬂfopi — XT4Po — ﬁnuuxuxypiaxj}

1 v
Zxo{pi, xj} - xi{poa %’} - _QRUWI% {Pz‘, xj}
Xy j 1 Lo
=ToMij + R —2R77;W37 TN
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Aussi on doit calculer le crocher {N;, z,}.

1
{Nia xu} :{ifopi — TiPo — ﬁ%uﬂfu?ﬁl/pi, xu}
1 14
:IO{pivxu} - iUz‘{poa 33#} - ﬁnm/m“x {pmxu}
1 14
=— xO{xuapi} + 351{1’#,]90} + ﬁﬁuul’“x {$uapi}

T 1
+ ﬁnuw/v X <_77m + —Uoﬂu)

R
1 1
= — 2o(—1Nu + =N0ixu) + (=10 + SN00T,)
R R
€Xr;x v
=ToNui + ?u - ﬁmuw"x um

Maintenant on écrit le crochet {N;, N;} par,apportlescrochets{N;, zo}et{N;, x;} aussi

{N;, N;} et en remplacant avec leurs résultats.

{N;, N;} ={N;, zop; — xjpo — T p;}

ﬁﬁ
1
={Ni, xo}pj + 2o{Ni,pj} — {Ni, 2 }po — ;{Ni, po} — ﬁ{Nia%}prj

1 1 vow
— ﬁ%x“{]\fz,x“}pj - _T]ﬂyx T {Nl7pj}

2R
o 1 T 1 Y
=z;(1 — E)pj + zo(ni5p0 — EﬁijkMk) — (zomij + ?] - ﬁn,war“a: i )Po
N; Toxip;  XT;r,T! 1 5
—zi(=pit )+ (=~ g T gl T Tipy)
1 ” 1
- ﬁ%%ul’ul’ (Uijpo - EeijkMk)
=—Ip; + B())]‘H?ijxopo— ORJ—F ORJ —mj:vopo—TﬂO
1 v TjZopPi | LiTjPo
+ ﬁn,ﬂ,x“x nijPo + Tp; — ]R é
T; y ToTiP; XX ,xtpg 1 y
+ Ejmzﬁ% bi — R L — }%2 + 23277,&111]7#1‘ Zipj

1 1 L 1 .
- ﬁ%%ul’ T MijPo + 2—R277uu95 T Xipj — Q—RQ%WU T TPy
=—ap; +xpi = —Jij

= — eijk;Mk
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4 Détarl de calcul 2

1. Pour calculer le commutateur [C, M7] il suffit de remplacer le Casimir par sa relation
et en prenant compte que

Eijkaﬁz‘ _ _EijkﬁiNk (1)
le calcule est comme suit

1 ] .
[C M]] _[~2 ﬁzﬁz_ MzMz_l_ (szz —FpZNZ) M]]

R? R
Sioa il i 1 i AT VRV
— 7, M5 — 5 M) = o (M DML+ M, )
+ }—%([Nz,Mj]ﬁ“er[ﬁ,Mj] +[p', MPIN" + p'[N*, M7])

=ihe?" ' + plihe "t — 5 LR MEM + Meihe* M¥)

+ E(—ihe”kaﬁ’ — NYihe*pF — iheP*pF NT — plihe* N*)

th
_’lh( ijk kp + emkpkpz) R2( Z]kMk‘MZ + ez]k’Msz)
+ ?( zgka ~i EijkNiﬁk o EUkﬁkNi _ EwkﬁlNk)
=0

2. De la méme maniére que [C, M7] nous calculons [C, N7] . Le calcul se représente comme

suit

~z~z 1 7 ) 1 1.~ i NTT j
(O, NY] =[5 = p'P' — 5 M'M' + (N'f' + p'N'), N]

R2 R
=[p°, N7Ip° + p°[p°, N7] — [, N7 Jp" — p'[p', V7]
1
R2([M1 NJ]M’+M1[M1 NJ])
+ E([N’,N]]ﬁ + N'[p', N’| + [p', NIN" + p'[N"*, N’])
N ‘ g ihek Nk
:h 0_ "y, 0 0 O____~h130 DR V-~
ih(p R)p+p(p R) (—ihnp” + 7 )P
ihek Nk 1

— P (—ihn7p’ + ———) = g5lihe " NFM" — ihe /" M'N*]
+ E[_ihemkMkﬁz . ih’l]”NZpO + EezjszMk o ihnUpONz + %EUk‘Msz
o ih(—f”k sz:]

=0
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Résumé

La relativité restreinte a été la théorie admise par toute la communauté scientifique,
vu son efficacité et sa précision dans ses résultats, mais aprés un siécle d’autre physiciens
constatent un désaccord dans cette théorie ce que pousse a la naissance de la relativité
spéciale déformé. Dans ce mémoire nous avons exposé dans la premiére partie 'approche
de Bouda-Foughali qui nous permet d’établir pour la premier fois une solution en ondes
planes pour les particules libres, ils ont utilisés des crochets de Poisson dans le cadre de la
géométrie non commutative, et dans la deuxiéme partie nous avons exposé la R-algébre
de Poincaré dans R-espace de Minkowski qui nous permet de générer des générateurs de
boosts et de rotations, affin de construire un Casimir et établir I’équation de Klein-Gordon

pour le champs scalaire.

Abstract

Special relativity has been the accepted theory of the entire scientific community, seen
its precision in the results, but after a century, other physicists find a disagreement in
this theory that pushes the birth of deformed relativity special. In this memory we have
exposed in the first part the approach of Bouda-Foughali which allows us to establish
for the first time a solution in term of plane waves for free particles, they used Poisson’s
brackets as part of the non-commutative geometry, and in the second part we exposed
the poincaré’s R-algebra in R-Minkowski space which allows us to generate generators of
boosts and rotations, to build a Casimir and establish the Klein-Gordon equation for the

scalar field.



