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Introduction générale

La théorie des cordes c’est une théorie qui prétend unifier dans un seul
cadre toute la physique fondamentale qu’on appelle théorie de tout.

Mais I'obstacle d’essayer de faire une théorie de tout c¢’est celui d’unifier la
relativité générale et la mécanique quantique,la mécanique quantique c’est la
théorie qui permet de décrire la matiére au niveau microscopique (les atomes,
les noyaux des atomes et toute la physique des particules )a coté de ca la
relativité générale c’est la théorie qui décrit le monde de l'infiniment grand
(le mouvement des galaxies, les trous noires et I'expansion de l'univers et
puis jusqu’a le théorie de Big Bang )

Ces deux théories sont différentes dans la nature, la relativité générale
c’est une théorie qui décrit une force de gravité, a coté de ca la mécanique
quantique ce n’est pas une théorie qui décrit une force mais c’est un en-
semble de principes qui permettent de comprendre comment les forces se
comportent au niveau microscopique donc le probléme de la théorie de tout
c’est simplement le probléme de la gravité quantique.

Les physiciens pour résoudre ce probléme de la gravité quantique ont fait
I’hypothése que 'univers n’est fait des particules ponctuelles mais qu’il est
fait des petites cordes.

Dans le modéle standard de la physique il existe plusieurs particules dif-
férentes, a coté de ¢a dans la théorie des cordes nous avons besoin d’un seul
type de corde qui peut vibrer de différentes maniéres ou différents mode de
vibrations et ces derniers permet de produire différents types des particules
qu’on trouve dans le modéle standard, donc au lieu d’avoir a introduire plu-
sieurs types de particule on utilise seulement un seul type de corde.

Mais il y a un probléme avec la théorie des cordes y a ce qu’on appelle
I’anomalie qui rend la théorie inconsistante au niveau quantique et le seul
moyens pour se débarrasser l'inconsistance c’est de changer le nombre de
dimensions de I'espace-temps, souvent les versions de la théorie des cordes il
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faut utiliser soit 26dimensions ou bien 10 dimensions .

il existe plusieurs théories des cordes, dont les seules intéressantes, les
théories des supercordes sont en 10 dimensions : et pour chacune il existe
un nombre important de maniéres de décrire notre univers a 4 dimensions a
partir de ces 10 dimensions : c’est I’hypothése de multivers .

Finalement pour tester la théorie des cordes il y a un ingrédient qu’on
peut espérer vérifier expérimentalement c’est ce qu’on appelle la supersymé-
trie :est une symétrie supposée de la physique des particules qui postule une
relation profonde entre les particules de spin demi-entier (les fermions) qui
constituent la matiére et les particules de spin entier (les bosons) véhiculant
les interactions. Dans le cadre de la supersymétrie , chaque fermion est asso-
cié & un "superpartenaire" de spin entier, alors que chaque boson est associé
a un " superpartenaire " de spin demi-entier.

Le travail est organisé comme suit

Dans le premier chapitre :j’ai défini la corde classique commencé qui est
analogue a une corde vibrante de guitar en utilisant le principe fondamentale
de la dynamique pour trouver les équations du mouvement classique de la
corde ,puis dans le deuxiéme chapitre on défini la corde bosonique relativiste
en utilisant deux types d’action celle de Nambu-Gotu et Polyakov et on
trouve les équations du Mouvements puis la Quantification de la cordes

Dans le troisiéme chapitre on verra les supercordes et les différentes théo-
ries des supercordes et la théorie M et le Formalisme RNS (Corde Fermio-
nique) a fin de la quantifier dans la jauge transverse ,vers la fin on va voir
I'intéret de la Supersymétrie et la théorie conforme dans la théorie des cordes



Chapitre 1

Corde Classique

Introduction

1.1 Approche newtonien

Dans toutes les théories avant le développement de la théorie des cordes,
les particules existantes étaient percue comme n’ayant aucune dimension spa-
tiale, ces particules ponctuelles ne possédaient donc aucune structure du vide
ou interne particuliére, la révolution amenée par la théorie des cordes est fon-
dée sur ’abolition de ce postulat qui décrit décrit les particules de maniére
ponctuelle. et cette corde alors est décrite par deux parameétres la tension 7y
et la densité linéaire .

L’équation de mouvement de newton en identifiant la force infinitésimale
dF, selon I'axe y est donnée par :

82
dF, :Toa—;;, (1.1)
ou la masse dm de I’ élément infinitésimal est podxr par identification avec
I’équation de newton on obtient

d*y %y
dF = dma <= Modxw = Toﬁdx, (1.2)
Py _ pod’y
——— . 1.3
dz? Ty dt? (13)

c’est I’équation de I'onde classique.
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1.1.1 Conditions aux limites

La solution est alors une fonction de z et de t sous la forme y(¢,x) et
dépend des conditions aux limites de la corde, il existe trois conditions pos-
sibles pour une corde générique les extrémités de la corde se rejoignent pour
une corde fermée la condition est alors une condition de périodicité, quand
les extrémité sont fixes y(t,z+ L) = y(t, z) ou L c’est la longueur de la corde

Cette condition est connue sous le nom de condition de Dirichlet et se
formule comme suit

Quand les extrémité sont libres,cette condition est connue sous le nom de
Neumann et se formule comme suit

Jy
— =0 =0,L
ax y )

1.1.2 Solution de I’équation d’onde

On peut aussi faire une approche avec I’équation d’onde générale, ce qui

permet d’obtenir une expression pour la vitesse de phase vy de I'onde
Ty
Ho

On considére maintenant une solution générique sous la forme y(¢,z) =
Aexp(i(wt+kx)). en insérant cette solution dans I’équation d’onde classique
on obtient :

ou Vo =

Oy _mdy Oy 1%
or2 Ty ot2 ~ 0x2 v o2’
Py 1 0%

— 7 _ 7 _0. 1.4
< 522 vg Ot? 0 (14)

y(t,x) = Aexpi(wt + kx)

dy >y

=i(AK expi(wt + Kz) = = —iAK?expi(wt + Kx),

O da?
%y =ijAwexpi(wt + Kx),= ﬁ = —iAw? expi(wt + Kz)
ot Tot?
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On remplace dans I'expression de 1’équation d’onde classique

2

A
—AK?expi(wt + kx) + I;)
Yo

expi(wt + kx) = 0,

2
= Aexpi(wt + K:zc)[w—2 —K*=0.
Yo
On voit que le deuxiéme terme qui va s’annuler alors
K=Y (1.5)

Vo

Cette équation aussi peut s’écrire sous la forme trigonométrique
y(t,x) = Asin(kz) exp(iwt) + B cos(kx) exp(iwt) (1.6)

Cette notation facilite ’application des conditions aux limites précédentes
On applique la condition pour la corde fermée.

On a
y(ta iL‘) = y(ta T+ L)a
Alors 5
y(t,z) = C,, cos( n7r:v> exp(iwp,t) (1.7)
TO 2mn
= w, = /(= (=).
(o

En appliquant la condition de Dirichlet on obtient :

= y(t,z) = C, sin(?) exp(iwnt) (1.8)

To ™
= w, =/ —().
N0<L)

En appliquant la condition de Neumann on obtient

=y(t,z) =C, COS(?) exp(iwyt) (1.9)

T
= w, = 4| 2,
po L
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On voit donc qu'une corde peut posséder plusieurs modes de vibrations peu
importe la condition aux limites choisie, ce fait montre bien que si on assigne
un mode de vibration a une certaine particule alors la panoplie de mode
de vibration possible permet d’expliquer toutes les particules observées ex-
périmentalement, on sait aussi que en théorie des cordes chaque mode de
vibration correspondant a une particule qui posséde une énergie caractéris-
tique qui peut associer a la masse de ces particules.

1.2 Approche Lagrangienne

En physique le lagrangien d’un systéme dynamique est une fonction des
variables dynamiques qui permet d’écrire d’'une maniére concise les équations
du Mouvements du systeme.

Le lagrangien est défini par la différence entre ’énergie cinétique et I’éner-
gie potentielle, il est défini comme suit

L=T-V

1.2.1 Principe de moindre action

Le principe de moindre action est le principe physique selon lequel la
dynamique d’une quantité physique (la position, la vitesse et ’accélération
d’une particule, ou les valeurs d'un champ en tout point de I'espace, et leurs
variations) peut se déduire a partir d’'une unique grandeur appelée action
en supposant que les valeurs dynamiques permettent a ’action d’avoir une
valeur optimale entre deux instants donnés (la valeur est minimale quand les
deux instants sont assez proches).

La plupart des équations fondamentales de la physique peuvent étre for-
mulées a partir du principe de moindre action. C’est notamment le cas en
mécanique classique, en électromagnétisme, en relativité générale et en théo-
rie quantique des champs et aussi pour la théorie des cordes

Maintenant on va définir une action pour retrouver les équations du Mou-
vements qu’on a trouvée dans l'approche newtonienne alors

S:/Ldt
p

il s’appelle également le principe de Hamilton, alors en choisissant la variation
0S = 0 il est intéressant d’analyser le mouvement de la corde vibrante a ’aide
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de ce formalisme, on commence par trouver I’énergie cinétique et potentielle
de la corde, I’énergie cinétique totale est 'intégrale de 1’énergie cinétique de

toutes les particule alors :
L
1 dy.,
T = — d
/0 fo( dt) x

L’énergie potentielle totale est aussi I'intégrale de 1’énergie potentielle de
toutes les particules

dy
= T

Le Lagrangien devient alors

L1 dy 1 dy
L= —10(=2)% — =To(=2)?1d 1.1
/0 [2M0<dt> B 0<dx) Jdx (1.10)
L’action est donc
L1 dy 1 dy
= [dt | [zpo(=2)* = =To(=2)*d 1.11

en variant par rapport a y on obtient

dy d dy d
59 = /dt/ T T O (1.12)

pour obtenir les équations de mouvements il suffit de prendre la variation de
I’action égale a 0

Ld, dy d?y d , dy dy
05 = [dt [ [Z(u0™oy) — o SLsy — L (moy) + 1,5 Y sylde (1.13
/0 /O[dt(’uodt Y) = Ho g0y — g (Togooy) + oz oylde (1.13)

elle peut s’écrire sous la forme

L L 2 2
dy dy . .1 / / d7y d°y
08 = —dy]]. d To—=0oy| dt — [ dt — — Ty—=]dtdy.
S /0 [o—r0y1l, I+/p[ 070yl ) (o7 = To-31dtdy
(1.14)
Afin d’extrémiser 'action on impose que 65 = 0 ce qui signifie que chaque

terme doit étre identiquement nul, le premier terme doit s’annuler puisque la
position de la corde est spécifiée aux temps initial et final. ce qui signifie que
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la variation 0y = 0 a ces instants, le 2 éme terme correspond aux conditions
aux limites de la corde selon la condition de Dirichlet et Numann pour une
corde fermée, le 3 éme terme est déja bien connu il correspond a I’équation
d’onde classique en fin on retrouve I’équation d’onde classique

d?y d?y



Chapitre 2

La corde bosonique

Définition

La théorie des cordes bosoniques est la premiére des théories des cordes,
elle a été inventée dans les années 1960,le principe de cette théorie est rela-
tivement simple, comme son non l'indique tous les modes de vibrations des
cordes donnent des particules subatomiques de spin entier qui obéit a la sta-
tistique de Bose-Einstein, contrairement aux autres théories des cordes, les
cordes de cette théorie évoluent dans 26 dimensions, ce qui est beaucoup plus
que les 10 dimensions nécessaire dans la théorie des supercordes. la théorie
des cordes bosoniques n’est pas un Modéle phénoménologique réaliste car il
contient une particule non physique ou (champs non physique )qu’on appelle
le tachyons, ce dernier est une classe de particules hypothétiques dont les
principales caractéristiques sont d’avoir une vitesse toujours supérieure a la
vitesse de la lumiére dans le vide, une masse imaginaire pure et une énergie
qui diminue lorsque la vitesse augmente, mais ce modeéle est utile pour se
familiariser avec les concepts de la théorie

Le modéle de la corde présenté précédemment posséde néanmoins un dé-
faut. en effet, la description de cette corde n’est pas relativiste, il faut donc
la modifier afin de tenir compte des effets relativistes. Premiérement la des-
cription de la corde dans I’espace-temps requiert 1'utilisation de 2 parameétres
soit 7 e to, on peut associer le premier parameétre & une coordonnée tempo-
relle et le deuxiéme parameétre & une coordonnée spatiale, bien que ce choix
soit arbitraire et ne représente pas directement le temps ou 'espace. La sur-
face engendrée par le mouvement de la corde forme sa surface d’'univers dans

13
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I’espace-temps. Dans un espace-temps a D-dimensions, cette surface d’uni-
vers peut étre parramétriséé en fournissant les fonctions suivantes, X*(1,0)
ou u va de0 a d, puisque I'espace-temps comporte d dimensions spatiales. On
peut alors définir une action pour la corde relativiste. Cette action porte le
nom d’action de Nambu-Goto.

Actions en physique

En physique théorique, I'action est une grandeur physique caractérisant
globalement 1’état d’un systéme et son évolution c¢’est une grandeur fonction-
nelle qui prend en argument la trajectoire du systéme et la décrit globalement
par un scalaire, I’évolution du systéme obéit au principe de moindre action,
ce qui permet de déterminer en chaque point de la trajectoire et I’équation
de mouvement du systéme.

Nous définissons deux actions pour la corde bosonique celle de Nambu-
Goto et celle de Polyakov, nous montrons ensuite qu’elles sont équivalentes
et on trouve les équations du mouvements.

2.1 La particule ponctuelle relativiste

On considére une particule ponctuelle relativiste qui se propage dans un
éspace-temps & D dimensions, elle décrit une ligne d’univers paramétrisée par
la variable 7, ou on note X*(7) la longueur de la trajectoire de la particule,
I’action de cette particule est proportionnelle a la longueur de cette ligne
d’univers, l'action elle s’exprime en fonction de cordonnées de la particule

comme suit
Spp = —m/dS = —m/ \ — M X1 Xvdr (2.1)

D’une facon compacte ,nous pouvons écrire 7, = diag(—,+,+,+) généra-
liste a D dimensions alors la Mesure de l'intervalle du chemin suivi par la
particule a D dimensions est donnée par

(dS)? = N X' X" = —(dX°)* + (dX')* + (dX?)* + ... + (dX%)?
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d’autre part 'action est donnée en fonction du Lagrangien comme suit

S:/Ldt

Par le moyen d’identification on trouve

L = —my/ —nWX“XV = —mV —X#r2

La variation de I'expression du Lagrangien par rapport a X* nous donne le
Moment conjugué des cordonnées X* (1)

P, = 5.L =m X (2.2)

n .
0Xy \/ — X2

De méme en faisant la variation par rapport a X*(7)

O lm—=L=]=0 (2.3)

/X2

Oud, =L

La présence de cette symétrie a pour conséquence la présence de la contrainte
P,P"+m? =0,
— P,P! = —m?.

Qui gouverne la dynamique du systéme exprimée par le Hamiltonien cano-
nique suivant
oL

H. = —
oXH

Xt —L (2.4)

ces contraintes sont une conséquence de l'invariance de l'action par repara-
métrisation 7
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Remarque :

La symétrie de reparamétrisation ou l'invariance par reparamétrisation
c’est une propriété d’une théorie d’étre inchangée sous les changement de
cordonnées de 'espace-temps, alors

dr
dr = o dr’
. dr’ dX*
XH —

dr dr’

Notons cependant, qu’a cause de la racine carrée, I’action précédente n’est pas
adaptée pour la description d’une particule relativiste, alors pour résoudre le
probléme on définit une autre action équivalente et qui englobe le cas d’une
particule sans masse, elle est donnée sous la forme

1 Y e ,
S = 5 /dre(T)[e (T) XX —m?| (2.5)

ol e(7) est un champ auxillaire et la métrique associée prend la forme sui-

vante :

2
Grr = €

la variation de l'action (2.5) par rapport a e(7)s’écrit

1 X2 )
55 = — /dT[ezm + m2de(r), (2.6)

cette variation doit étre nulle, ¢ca conduit a I’équation de Mouvement du
champ auxiliaire e(7) donnée par :

e 2(1) X2+ m? =0. (2.7)
Maintenant on va calculer la variation de I’action par rapport a X :

1 -2 o H 2 2
0S = —E/dTe(T)[e (1)2X ]aTdX : (2.8)

cella nous conduit a I’équation de Mouvement suivante

0

E[e_l(T)X“] = 0. (2.9)
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2.2 L’action de Nambu-Goto

L’étude dynamique de la corde étant objet unidimensionnel sera inspiré de
celle de la particule ponctuelle, de la méme fagon que 'action de la particule
ponctuelle est proportionnelle a la longueur de la ligne d’univers, la corde
devrait étre proportionnelle a la surface d’univers et qui permet d’introduire
I’action de Nambu-Goto sous la forme

Sna = —T/dA (2.10)

ou dA c’est un élément différentiel de la surface d’univers, pour trouver la
forme de dA nous commencons tout d’abord par considérer un élément diffé-
rentiel (dS)?, et introduisons les cordonnées sur la feuille d’'univers oué! = 7
eté? =o

Nnous avons

(dS)* = —nu, X" X",

oXHoXY
7 g e

devde’. (2.11)

cela nous permet de définir une métrique induite sur la feuille d’univers ,cette
métrique est donnée par :

XHoXV

Yap = nuuaa?aa? (212)
Cette métrique détermine les distances sur la feuille d’univers, nous disons
que cette métrique est induite car elle inclut la métrique du fond dans sa
définition

On va prendre I'espace-temps plat,alors nous utilisons 7, (c’est a dire ,a
la surface de la feuille d’univers) donc il existe une nouvelle mesure de la
distance, mais cette derniére est déterminée par l'espace-temps a travers sa
meétrique du fond qui est en générale n’est pas 7,

Alors maintenant nous avons :

(dS)? = Yapd®de” (2.13)
On utilise cette notation

2%
07

X
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oXH
X't =
0o
On peut écrire les composantes de la métrique induite comme suite
oXHoX” .
T — v A - X2
R T =ar "or
oXHoXY .
oT — I/—_:XX/: TOo
7 T do Ot 7
oXHoXY _ oy

Tor =M 55 0

En utilisant ces composantes ,on peut écrire cette métrique sous la forme

Matricielle ) .
X2 XX’
,yaﬁ - XX/ X/2 Y

ou le déterminant de cette métrique est donné par
v = detyap = (X2X") — (X.X')% (2.14)

On revient a notre point de départ et par I'identification avec(2.10)on trouve
I’élément de la surface d’univers, et en plus on sait que dans un espace donné
décrit par une métrique g,s, un élément de surface s’écrit comme suit

dA = \/—detg,pd?¢, (2.15)

dans notre cas,la métrique dont nous avons besoin est la métrique induite,
alors on prend

dA = \/—~drdo.

Si nous intégrons a partir d’un temps initial 7; a un temps final 7yet sur la
longueur de la chaine, I'action peut s’écrire sous la forme

’Tf l
S = —T/ dT/ do~/—7, (2.16)
T; 0

donc :

Ty ! 3 .
S = —T/ dT/ da\/(XX’)2 — X2.X"%, (2.17)
T 0

Cette derniére est appelée 'action de Nambu-Goto,qui décrit la dynamique
d’une corde relativiste(classique)
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Comme le Mouvement de la particule ponctuelle sert a minimiser la lon-
gueur de la ligne d'univers, le Mouvement de la corde relativiste dans 1’espace-
temps agit pour minimiser la surface de la feuille d’univers, avant de passer a
une théorie Quantique des cordes, nous devons trouver les équations de Mou-
vement pour une corde relativiste que nous pouvons ensuite la quantifier plus
tard

2.2.1 Les équations de Mouvement

On peut obtenir les équations du Mouvement pour une corde relativiste,
en utilisant le principe de moindre action qui consiste a minimiser la variation
de I'action, lors du calcul de la variation, nous déduirons les équations du
Mouvement qui seront des équations différentielles partielles, ce qui signifie
que nous devrons spécifier les conditions aux limites. pour les résoudre on
traite deux type des cordes (ouvertes,fermées)

La corde fermée

Pour une corde fermée le feuillet d’univers prend la forme d’un cylindre,
ce qui se traduit par la condition de périodicité

X*(o+a)=X"(0)
ou
o=1[0,0],6 =2m
La corde ouverte

Pour une corde ouverte, le feuillet d’univers représente une surface avec
la convection 6 = m, dans ce cas deux genre de conditions aux bords sont
alors considérés :

La condition de Neumann

oL oXH

sxm =V g =

pour o = 0, .
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La condition de Dirichlet

5L XH
= =0 ,6—:0
SXnH

or

Maintenant nous écrivons les Moments conjugués pour la corde, tout d’abord
nous rappelons ’expression du Lagrangien

L= —T\/ (XX')?2 — X2 X"

Le Moment conjugué de X* est défini par

, 0L
B =
o ; ;
— W(—T\/ (XX")? — X2.X"?) (2.18)
_ T [2X.X)X, - 2X°X, (2.19)
2\ Jkxn - X2
ne e
_ X)X - XA, (2.20)
VX2 - X207
. 0L
mgxn
o ; ;
= ——(-Ty/(XX")? — X2.X" 2.21
(=T () ) 2.21)
_ T [ 2X X)X, - 2X"X, (2.29)
2\ Jxn - X
Y NY! _ Y2y
_ X)X - XX, (2.23)

VX2 - X2 x0

Maintenant pour obtenir les équations du Mouvement, il suffit de varier I’ac-
tion et utilisant les Moments conjugués

On a: a0k 3
_ — H
5 ) 87(6X ) (2.24)

SXH = §(
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oXH 0

SX" = 5(5—) = aa(éX“) (2.25)
S=-T / _Tf dr / ( ai(Lw (5X“)) , (2.26)
— T / dr / da< = aT (6X") + ai'Lm a‘iwxw) (2.27)

_ 7 / dr / da( T (0XH) + P ai(éX“)) (2.28)

Nous pouvons réécrire cette équation pour obtenir des termes multipliés par

ox" 0 0 0
PT X# 7'_ 123 H__ .
5o (PI6X") = P o (6X*) + 0X" -~ F] (2.29)
0 0 oPT
T 1% T wy 1% [
= Pl (0X*) = o~ (PIOX") - 0X"— L. (2.30)
De méme : 5 3 5P
B TSYHY) w_ M
P (0X¥) = 5-(PSX*) = 9X"— 1 (2.31)

Cela signifie que la variation de ’action peut s’écrire sous la forme

5S — T/de /ld 0 (proxmy — sxn2i
o - ’ 0 7\ortn B or

—T/Td /ld D praxm —oxn 2 (239
r T 0 7 80' ,U, 5’0 .

Nous pouvons appliquer les conditions aux limites celles de Neumann et
Dirichlet on obtient

/ a2 (Prsxm) = 0
- or

et
! 0
/ daa—(PidX“) =0
0

o
/dT/ do( (5X“ “ =0, (2.33)
do

Cela nous donne

08 = T/ dT/da(SX“
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T l OP" oP°
:T/ dT/ do(0XH) (—“+ “) =0 (2.34)
- 0 or 0o
oPT O0P?
= (£ £ =o. 2.35
( or * Jo ) (2:35)
C’est I'équation du Mouvement pour une corde relativiste avec I'action de

N-G.

De la méme fagon que le cas d’une particule ponctuelle, la aussi la présence
de la racine carrée dans ’action de N-G ne permet pas de faire I’extension au
cas des cordes fermioniques, I’action de Polyakov peut résoudre ce probléme

2.3 Action de Polyakov

C’est une action qui se construit par I'introduction d’un champ auxiliaire
qui constituant une variable supplémentaire sur le feuillet d’univers de la
corde. il est sans degré de liberté et se trouve étre proportionnel au ten-
seur métrique de la surface bidimensionnelle du feuillet d'univers décrite par
I’équation ci-dessous :

T

S, = -3 / 2o/ —hh*F (0, X0 X" 1) (2.36)

onto’ =10 =0

T = 51 :cest la tension de la corde reli¢e au parameétre o (de Regge)

Notons que cette action décrit une théorie d’'un champs scalaire en inter-
action avec un champs de gravitation a 2D et elle est équivalente a ’action
de Nambu-Goto

2.3.1 Symeétrie de ’action

1-Invariance de Poincaré
X""(r,0) = A'X"(1,0) + a*

b og(T,0) = hap(T,0)

2-Invariance de difféomorphisme

X7, 0") = X*(1,0)
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9o’ oo’
e
doa Qo ¢

3-Invariance de Weyl

(7',0") = hay(T,0)

X'"(r,0) = X*(1,0)
b op(7,0) = exp(2w(T, o)) hap(T, 0)

Maintenant en variant I'action par rapport a la métrique

T
Sp = D) /dQO\/—hh“ﬁ(ﬁaX“aﬁXyﬁw)

53, = _g /deS(\/—hhaﬁ)aaX“agX”mu, (2.37)

— _g / d*o/ —hoh*P (0, X 05 X" 1,,)
T
) / BPoh®P 5V —h(0,X" 05X n,,). (2.38)

Maintenant,deux choses a noter avant d’aller plus loin,pour faire varier la
métrique h*?, on note que si A correspond a une matrice et que § A correspond

a sa variation alors
ay; Q2
A=
az1 Q22

514 5@11 5&12
6&21 5&22
D’autre part la variation de déterminant de la Matrice peut s’écrire sous la
forme suivante

Sdet(A) = (detA)Tr(AT5A)

ou A~ test I'inverse de A
Alors par le moyen d’identification avec la métrique on trouve

oh = ddet(hag) = h(h**6hgq)

Mais nous devons écrire la variation en terme de h®?

d’autre part on a
h*hge = 6%, hhog = 2
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ott h®Ph,s = 2 dans le cas ou I'espace-temps a deux dimensions ainsi, nous
pouvons voir la bonne expression si nous varions cette derniére

6h*Phag = h*P6hag + hasdh™® =0,

= h*?Shag = —hagdh™”.

A partir de cela ,;nous pouvons déterminer que la variation de h peut s’écrire
d’une maniére plus concise

6h = —h6h*Phyg,

maintenant on va calculer la variation de la racine carrée de h

1 6h 1 [/ —héh*Ph,
) =57 =5 ()

1
== —5\/—h5haﬁha5.

Par conséquent nous pouvons réécrire la variation de 'action par rapport a
la métrique ,ce qui était notre objectif

T
08y = -3 / 2o/ —hSh*P (0, X" 05 X" My

T 1
-3 / P (HV=Thash® (DX 0aX" ), =0, (2.39)

1
= / d2o/—heh®? (aaXMaﬁXV - 5haﬁ(hcdac)(“adx”)) M = 0. (2.40)

Cela signifie que :

1
0o X105 X" — §ha6(hcdacX“adX”) =0 (2.41)
Cet résultat nous donne le Tenseur énergie-impulsion qui s’écrit alors
1
Top = 0, X" 05 X" — ihaﬁ(thacX“ﬁdX”) =0, (2.42)

1
= 0uX"05X" = Shap(h*0.X"0,X").

C’est I’équation du mouvement pour la métrique h
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*Equivalence a I’action de Nambu-Goto

I'idée c’est de prendre la racine carrée pour les deux cotés de I’équation
(2.42) et en les multipliant par le déterminant on obtient

1
\ —det(0,X105X7) = S V=R X 0, X ",
2v—G
=>vV-h=———.
thch
ou ch = %hagthch
On remplace dans l’expression de I’action(2.37)

S = g / 2o/ —hh*PG o3, (2.43)

T /d%Qm (2.44)

- 5 hedG oy

=T / d?ov/—G = Sne. (2.45)

Les équations du mouvement

Calculons la variation de ’action par rapport aux variations des champs
positions et pour cela on va fixer la jauge, La résolution des équations du
mouvement donne la métrique h,p proportionnelle & la métrique induite,
donc de signature (1,—1). Les symétries de reparamétrisation et de Weyl
permettent de fixer trois degrés de liberté (deux dimensions pour la repara-
métrisation et un pour Weyl), et la métrique a justement trois composantes
indépendantes. Les symétries permettent donc de choisir les coordonnées et
la dilatation de la métrique, pour avoir la solution pour la métrique.

-1 0
ha,B = Nuv = ( 0 1) (246)

Notons maintenant qu’avec ce choix,h = deth,s = —1,0n revient a l’expres-
sion de 'action et on obtient

hP9, X1 X" = — X% 4 X"
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Dans ce cas 'actions de Polyakov peut s’écrire d’'une maniére plus simple

T .
S=75 / PoX? — X" (2.47)

D’autre part on peux réécrire I’action sous la forme suivante

T
Sp=—73 / 2o/ —hh*P 0y X 05 X ), (2.48)
T 2
=5 | @o(-0:-X.0-X + 0,X.0,X) (2.49)
T 2 n v “w v
= =5 | @o(=nu0:X"0: X" + 0, 0e X" 0,X"). (2.50)

Donc le Lagrangien est donné par
L = —1,,0; X"0; X" 4+ 1,0, X"0, X",

R XPXY 4, XX

Maintenant on va calculer les dérivées du Lagrangien par rapport Xret X'+

oL 0 oo ' '
— — 14 v 23] v - _ v
o3 = e XX XXY) = XY = =X,
oL 0 o , y
oxX" 6X/N(_77WXMX + 1 X" X") =0, X" = X0,

L’équation d’Euler Lagrange est donnée par :

oL oL

34@) + U(W) =0

Donc finalement on trouve 1’équation du mouvement pour une corde relati-
viste avec l’action de Polyakov

X, 0°X,
S~ ot =0 (2.51)

La premiére étape permettant de résoudre I'équation (2.51) consiste & choisir
un systéme de coordonnées sur la feuille d’univers ot les équations sont re-
présentées sous une forme simplifiée. les coordonnées du cone de lumiére sont
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particulierement appropriées pour arriver a cette fin. Celles-ci sont définies
de la fagon suivante
=740, =7—0
ce systéme de coordonnées correspond donc & choisir les axes £ et £~ comme
étant la trajectoire d’un photon (ligne nulle) dans I’espace des paramétresret
o
Puisque I'on sait que tous les événements physique vont se passer a l'inté-

rieur de ce cone (rien ne dépasse la vitesse de la lumiére), ce systéme permet
donc de garder uniquement les cas physiques dans les solutions obtenues. De
plus, on obtient :

0 1/ 0 0 1

7 =3 (@ + o) =50+ 00

o 1[0 0 1
7= 1 (a6~ o) =70
Et I'équation d’onde (2.51) s’écrit alors :
040_X" =0 (2.52)

En terme de cordonnées de cone de lumiére les contraintes de Tenseur peuvent
s’écrire
_ 2 _ 2
Ty = (0, X9 T = (0_X*)
T, =T ,.=0
leur disparition est maintenant considéré comme la contrainte sur nos solu-
tions qui découle de I’équation du champs

2.3.2 Décomposition en Modes

La solution de I’équation d’onde peut s’écrire en terme d’une superposi-
tion d’ondes se déplacant vers la gauche sur la corde et une vague d’ondes se
déplacant vers la droite

Alors nous pouvons écrire une solution sous la forme suivante

X*(r,0) = S (fL(T +0) + far — o) (25)

Autrement
XMoo, 1) =X (o+7)+ XG(T—0) (2.54)
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nous avons une solution qui consiste en une superposition de composants
X} (1 + o)déplagant vers la gauche et des composants X5 (7 — o)a déplagant
vers la droite

*Corde ouverte

Pour une corde ouverte, nous écrivons la solution de la maniére suivante

1
X4(r,0) = 5(fulr +0) + fnlr - 0)) (25)
Nous avons vu qu’aux limites ¢ = 0,7 la condition aux limite est alors
0, X" = 0,alors
oXH 1
o (1,m) = S (fh T+ ) = h(r =) =0 (2.56)

Maintenant nous écrivons la série de Fourier générale pour la fonction pério-
dique (f"*)
") = fI'+ Z(aﬁ cos(nu) + b sin(nu)) (2.57)
n=1

En intégrant cette équation, nous obtenons l’expansion de f*(u)

Fru) = fi+ fi+ > (A cos(nu) + B sin(nu)) (2.58)

n=1

on remplace (2.58)dans(2.55)on obtient

X¥o,7)=f + fim+ i(/}ﬁ cos(nt) + Bl sin(nr)) cos(no) (2.59)

n=1

Nous voulons remplacer les coefficients de I’équation (2.59) par de nouveaux
coefficients qui ont une simple interprétation physique. notre premiére étape
est l'introduction de constantesa’

(AL cos(nT)+ B sin(nT)) = —% ((BE +iAb)exp(inT) — (B — iAL)) exp(—inT))
(2.60)

~

2¢

(ab* exp(inT) — ak exp(—inT)). (2.61)

= —g o

B
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L’objectif du facteur v2ma/ est de rendre les constantes a% sans dimension.
Ces constantes, et leurs conjugués complexes, se transformeront en opérateurs
d’annihilations et de créations

Dans 'équation (2.59), la constante f}' a une interprétation physique
simple.en utilisant la relation de la densité de 'impulsion

1 1

"
2o 2ma!

P =

it (2.62)

ou les points indiquent des termes avec une dépendance cosno(n = 0). Pour
trouver le Moment totale P* nous intégrons P™* sur o € [0, 7], nous obte-
nons :

™ 1
Pt = / PTdo = o~ ft — f{ = 2a'P" (2.63)
0 m

Oé/

Ceci identifie f|' comme une quantité proportionnelle & 'impulsion spatio-
temporelle et f)' = X}, Péquation (2.59) devient

XH(o, 1) = X§ + 2d/ P'T — iV 2/ Z(aﬁ* exp(int) — ak exp(—z'm’))w
n
n=1
(2.64)

Maintenant nous introduisons quelques notations qui nous permettront d’écrire
une expression simples
ay = V2a'P*
autrement nous définissons
JIR——" [
at =a'\/n ', =da" n>1

ou
In

— gt
a—, = ah

donc 'équation (2.64) devient

X0, 1) = X5 +V2ayT —iv2/ Z(a’in exp(inT) — a” exp(—inT)) cos(no)
n
n=1
(2.65)

De plus, bien que lesa® n ne sont définis que lorsque n est un nombre entier
positif, alors on peut réécrire (2.65)sous la forme

cos(no)

XH*(o,7) = X + V2ayT +ivV20/ E at exp(—int)———= (2.66)
n
n#0

la solution générale pour une corde bosonique
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*Corde fermée

Pour la corde fermée, prenons une longueur de corde de27.on impose la
condition de périodicité suivante

XH*(1,0) = X*(1,0 4 27),

(fL(r+0) + fr(T — o))

DN | —

:%(fg(a+27r+r)+f;$(7—27r—<f))-

Donc on peux écrire la solution générale sous cette forme :

! 1
X(o.r) = XE+a/pT 415 D (akexp(—in(7 — o)+t exp(~in(7 +0))
n#0
(2.67)

ou (at)* =a”,

2.4 La quantification de la corde bosonique

Afin de voir comment les différents modes de vibration de la corde corres-
pondent aux différentes particules physiques, il est important de connaitre
comment quantifier la théorie. Dans notre cas, on utilise la quantification
covariante ou le principe de cette théorie est simple elle consiste a considérer
que les variables sont indépendantes, et les contraintes seront des conditions
initiales,on interpréte la théorie comme une théorie de champs libre, on rem-
place les champs positions par des opérateurs, tout d’abord on impose des
relations de commutations a des temps égaux

[#(0,7), PY (0", 7)] = in*d(0 — o) (2.68)
[#(0,7),2" (0", 7)] = 0 (2.69)
[P*(0,7),P"(0',7)] =0 (2.70)

A partir de ces relations de commutations,on peux écrire la relation de com-
mutation entre la position du centre de masse et la quantité de mouvement
(qui se trouve étre la méme que pour une particule ponctuelle)

3 5] = in"”
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Ainsi que de nouvelles relations de commutations pour les modes d’oscilla-
tions

@, ay] = [al,, ay) = mou, " (2.71)
[, ay] =0

Puisque a? et a! sont maintenant des opérateurs, la condition qui leur
est associée devient (propriété d’hermiticité) :

(an)* = (@) ay=a",

Ce qui implique que I'on peut écrire :

Cette structure ressemble grandement a celle des opérateurs de création et
d’annihilation d’un oscillateur harmonique en mécanique quantique. Avec
m > 0, on définit :

1 1
L aM B+
A = ) a

:_AM
Jm m T m

On obtient donc les opérateurs de créations et d’annihilation associés a
chaque coordonnée d’espace-temps ainsi que

(2.72)

v

[a" al ] =" = [a®,a2 ] = —1, [da’,,a' T]=1 (2.73)

0
m m’? m

puisque le systéme est un ensemble infini d’oscillateurs harmonique, nous
pouvons définir un espace de Hilbert d’une maniére simple

<0l0 >=1, ak |0 >=0 (2.74)

Ce qui implique qu’un état physique est donné par :

(af )"

il

I’état fondamentale est annihilé par les opérateurs d’annihilations,mais comme
cet état n’est pas complétement déterminé par ceci nous utilisons 'opérateur
de moment du centre du masse P*

In >= |0 > (2.75)

Plln >= K*n >
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la relation de complétude qui définit I'opérateur unitaire dans cet espace est :
I=[0><0]+> |n><n (2.76)
n
A T'aide de la relation de commutation des opérateurs de création et d’anni-
hilation, il est possible de calculer les relations suivantes :
<mn >=06pmn, Ny = ah.am: Npln>=nn> (2.77)

Ou N,, est I'opérateur de dénombrement défini par 'opération d’ordre nor-
male sur les opérateurs de création et d’annihilation.

2.4.1 Algeébre de Virasoro

Pour définir les opérateurs de Virasoro dans le systéme quantique ,nous
devons introduire 'opérateur d’ordre normal alors ces opérateurs sont définis
comme suit

.1
m=3 > i (2.78)

pour une corde fermée
z 1 2 2
n=75 Z S Y, M (2.79)

pour la corde fermée il existe des relations similaires pour les opérateurs a,,

1 . L —
Ou de fagon plus explicite :
1 d—2 oo
2 a2 1
Ly=5 Z Z (2.81)

maintenant a cause de l'arbitraire dans la définition de I'opérateur d’ordre
normal,nous devons inclure une constante a dans I’expression de Ly

(Lo — a)[p >=0 (2.82)
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ou a est une constante. Il reste maintenant a déterminer la contrainte pour
le casL,, avecn#0.l'algebre de Virasoro peut s’écrire en utilisant les relations
de commutations des générateurs de ’algebre ,soit

A ~

Loy L) = (m = 1) L + ~—m(m? = 1)6 (2.83)

12

Il est important de noter qu’il existe une différence entre 'opérateur et 1’al-
gébre Cette différence est un nombre ¢ qui dépend de 'espace-temps, puisque
dans le cas ol nous avons ¢ = d. Ce terme s’appelle "le terme d’anomalie
conforme" et la constante ¢ est en général appelé le "terme central chargé".
Ce terme est une conséquence inéluctable de la quantification, et est a cause
de cela que la théorie des cordes dépend tellement de la dimension de la di-
mension despace-temps.

Les contraintes classiques de Virasoro ne peuvent étre imposées en tant
quopérateurs des contraintesLy,|¢) >= 0, car (2.79) donne :

PN d
< Pl Ln, Lol >=2m < | Lol > +mm(m?® = 1) <yl > 20 (2.84)
En appliquant le commutateur sur un état v :

[Lin, Lyl >= 0

Lp|lt) >= Lp|tp >=0, m >0 (2.85)

pour fixer la constante a. Pour ce faire, il faut d’abord étudier les états de
normes nulles, aussi appelés «spurious states», qu’il est possible de construire
a partir de I'état du vide Ces vecteurs d’états sont définis comme étant or-
thogonaux & tout vecteur physique (et donc & eux méme) et ont la forme
suivante :

n >= Z L_p|Xm >
m=1
Ce qui modifie la relation (1.93) de la fagon suivante :
(IAIO —a—+ m)‘Xm >=0

On peut alors extraire la valeur de a en appliquant I'opérateur L, sur le Ket
physique |[¢) >. alors on obtient :

f/1|n >= £1£—1|X1 >= (f/—1fz1 + [L17f/—1]> |X1 >= [L17E—1]|X1 >



34 CHAPITRE 2. LA CORDE BOSONIQUE

==2Lo[x1 >=2(a—1)[x1 >=0

La seule valeur de a qui peut donner un vecteur physique esta = 1. De
plus, on constate que la facon dont a a été introduit, correspond en fait a
la somme (& un signe prés) de toutes les énergies des états fondamentaux
de tous les oscillateurs harmoniques de fréquence w = m qui constituent la
corde. Il devient donc relier cette constante avec le nombre de dimensions de
I'espace-temps( d) de la fagon suivante.

La condition d’ordre normale implique que :

d—2 00 00
A 1 ~92 ]_ ~d ~d 1 Al Aq
Ly = 500 + ;1 (5 m§:1 al,,an, + 3 mE:1 amam> (2.86)

La derniére somme a besoin d’étre ré-ordonnée pour suivre 'ordre normal.
Alors on a :

d—2 1 0o d _9 [e%s)
= - atal _— 2.87
2 g 2 Mt Ty 2 257

Ou 'on définit :
00 d—2 oo
d—2 1 1
—a= Z m = Z om= SWs (2.88)
m=1 i=1 m=1 i

Qui est connue sous le nom d’énergie de Casimir. La somme sur m peut en
fait étre amenée a converger a la valeur suivante :

Ce n’est évidemment pas un résultat général, Une fagon d’obtenir ce résultat
est d’utiliser la régularisation donnée par le prolongement analytique obtenu
avec la fonction Zéta de Riemann :

((s) =) n*
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Ou la somme de tous les entiers positifs devient donc ((—1) = —55 . ce

résultat correspond en fait & l'effet de Casimir, qui a pu étre vérifié expé-
rimentalement. Le fait d’avoir fixée la constante a permet donc de fixée la
dimension critique de I'espace-temps de la théorie des cordes bosoniques.

o d=2

2.4.2 Spectre d’une corde ouverte

Dans le cas d’une corde ouverte, il est possible de démontrer que L
correspond en fait a I’hamiltonien classique du systéme puisqu’il contient
entre autres le terme p3. Puisque l'on peut relier Ly a 1'énergie du systéme,
celui-ci doit obéir a la relation de conservation énergie-impulsion relativiste
donnée par (dans la métrique de Minkowski) :

—P, P = —m? (2.89)

Avec la contrainte (2.78), qui se trouve en fait a représenter I’hamiltonien
quantique, on a que :

1, . .
5@3 + ,nZ::l Q- = q (2.90)
=P P+ Y i = a (2.91)
m=1
ST NS o P 2.92)
— P! Ou_lgmz_lam.am—a (2.

N = i mN,, = f: Ayl (2.93)

On obtient : )
_PéLPOul_Q(N - a)

Que 'on peut substituer dans (2.84) avec a = 1 pour obtenir :

1
M?* = l—Z(N—l)

C
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En utilisant les contraintes de Virasoro de fagon judicieuse,Maintenant nous
allons mettre ¢ = 1 puisque cette valeur est nécessaire pour une théorie
cohérente Puisque chaque a_,,.a,, a des valeurs d’expiration 0,1,2,,.... etc.
alors I'opérateur numérique a également les valeurs0, 1, 2......, L’état de base,
|0,p > est donné par N = 0. C’est ce que nous avons fait :

Cet état de masse carrée négative correspond en fait & un tachyon, une parti-
cule hypothétique voyageant plus vite que la lumiére. cette état peut causer
une instabilité du vide, alors il n’est pas possible dans une théorie quantique
cohérente, Quoi qu’il en soit, nous ne nous en inquiéterons pas pour l'instant
et nous continuerons avec l'analyse des spectres

Le premier état excité alN = 1 nous donne m = 0. Pour obtenir ceci I'état
dont nous avons besoin :

M? = 112(1 -1)=0 (2.94)

[

De plus, il est possible de constater que les cas ot @ # 0 sont non physique, car
ils contiennent des tachyons et des états de norme négative, ce qui confirme
en quelque sorte la valeur de la constante a. la forme la plus générale du
vecteur d’état dans ce cas est donnée par :

o >=&"(ai")ul0,p > (2.95)

Ou &* peut étre interprété comme un vecteur de polarisation. La contrainte
(2.80) donne :
L1 | 1 >= 0

Etant donné un vecteur quantité de mouvement K, cette derniére contrainte
donne le résultat

EK =0

Cette condition assure que le spin a une polarisation transverse a la direction
de propagation Le deuxiéme état excité, avec/N = 2 ne sera pas traité ici mais
il est intéréssant de mentionner que ce sont toutes des particules massives et
qu’il y en a une infinité : Ce qui rend la théorie des cordes un bon candidat
pour décrire les particules fondamentales de 'univers.
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2.4.3 Spectre d’une corde Fermée

Pour la corde fermée, nous avons les conditions :
(fzo — CL)|¢ >=10
(Lo —a)[yp >=0

La somme de ces conditions donne :

(io + (zo — 2@)"1/1 >=0

La soustraction de ces conditions nous donne :

(zo - io)’w >= O

alors :
oo =+ 3+ o + T =2
—Qg.0. Q. + .0 UG = 20
50-0o = 50-00
ao.Go = — Z A — Z - + 20
p Pu = Za_m i — Za_m i + 2a
En utilisant la condition de masse p"p, = —m? nous avons :
L =N+ N 2
—m? = —2a
T
ou R
N=> a_p.im
m
N =S i

LOILO
L. . 1. = N .
— Q.4 Ay . Ay = =@ (l A_m-Am
2 0-%40 2 0-40

37

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)
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(2.106)
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~
A I~

N=N (2.107)

Les états de la corde fermée sont alors le produit du tenseur du mouvement
vers la gauche et vers la droite.

les états en mouvement soumis a la condition d’appariement de niveau. en-
suite, I’état fondamentale pour la corde fermée est alors :

0> ®|0 > (2.108)

Puisque dans I’état fondamentale N = N = 0 a = Oet nous obtenons alors :

1

—m

T
Encore une fois nous obtenons un tachyon de spin 0 qui rend la théorie

instable
Le premier état excité est :

?=-2 (2.109)

[ >= &, (a" 4]0 > ®a”,]0 >) (2.110)

Cet état a m? = 0. Encore une fois, les contraintes de Virasoro :

Lyt >= Ly|ip >=0 (2.111)
on limite les valeurs possibles de la polarisation & :
Pt =0 (2.112)

Ce type de tenseur donne trois états de spin une partie symétrique et anti-
symétrique et une partie triviale (scalaire )

Conclusion

Nous avons décrit quelques idées de base de la théorie des cordes boso-
niques a 26 dimensions. il existe différents types de cordes bosoniques, mais
toutes ne sont pas valables,parce que dans chaque cas, le spectre contient un
tachyon. Cela signifie que I’état du vide est instable et c¢’est toujours un pro-
bleme ouvert, le plus remarquable caractéristique des théories des cordes est
leur dimensionnalité. Ici nous avons vu que les 26 dimensions sont nécessaires
et il n’y a pas d’explication cohérente de la raison pour laquelle ce nombre
est préféré.



Chapitre 3

Modéles de supercordes

3.1 Les théories des supercordes

La théorie des supercordes est une généralisation de la théorie des cordes
bosoniques qui prolonge la théorie pour inclure les fermions. il y a cinq théo-
ries différentes, nous utilisons le mot super dans notre description parce que
les cinq théories sont basées sur une théorie de la physique connue sous le
nom de supersymétrie. cette théorie est caractérisée par 1'idée que chaque
fermion a un partenaire bosonique et vice-versa

Dans cette partie on va essayer de définir les différentes théories des Super-
cordes, ou ces théories prolongent dans un espace-temps a 10 dimensions tout
d’abord on commence par le formalisme RNS(Ramond, Neuveu-Schwarz) des
supercordes qu’on verra dans la section prochaine ou ce formalisme ajoute
une supersymétrie a la feuille d’univers .

Il existe un autre formalisme qu’on appelle GS(supersymétrie globale) qui
ajoute une supersymétrie a l’espace-temps

On peut encore caractériser les théories des supercordes en notant si elles
inclut des cordes ouvertes ou fermées, et si ces cordes sont orientées désorienté

On présente les théorie des supercorde ou chaque théorie correspond a un
univers déférent.

théorie des supercordes de type I

La théorie des supercordes de type I peut étre caractérisée comme suit,
elle inclut des cordes ouvertes et fermées. et elle ne posséde pas un tachyon
et son groupe de symétrie de jauge est SO(32)

39
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Théorie des supercordes de type IT A

La théorie du type I1Adécrit des supercordes fermées et orientées. Nous
pouvons résumer l'analyse comme suit :
elle n’inclut que les cordes fermées.et elle a N = 2 de supersymétrie, comme
elle ne posséde pas la chiralité, cette théorie n’a qu'une symétrie de jaugeU (1)
elle ne décrit pas tous les états de particules vus dans la nature. elle peut
décrire seulement la gravité et I'électromagnétisme

Théorie des supercordes de type II B

La théorie du type I1B décrit également les cordes fermées qui sont orien-
tées, elle n 'a pas de symétrie de jauge et donc ne peut que décrire la gravité.
I’absence d’un groupe de jauge indique que la théorie ne peut pas étre une
théorie unifiée de la physique.

la corde hétérotique HOet HE(8) E(8)

En physique théorique, la théorie des cordes hétérotique est 'un des trois
types de cordes. c’est une théorie hybride car elle est 'union de la théorie
des cordes bosoniques et de la théorie des supercordes. Il en existe deux : la
théorie des cordes hétérotique E etO. Ces deux théories furent découvertes
en 1985 par David J. Gross, Jeffrey Harvey, Emil Martinec, et Ryan Rohm.

La théorie des cordes hétérotique E est constituée de cordes fermées vi-
brant dans le sens négatif. Elle fonctionne en dix dimensions. Elle a été
appelée ainsi car elle appartient au groupe F(8) x E(8)

La théorie des cordes hétérotique O est constituée de cordes fermées vi-
brant dans le sens négatif, tout comme la théorieFet les cordes qui la com-
posent évoluent aussi en dix dimensions. FEn revanche, cette théorie appartient
au groupe de symétrie SO(32)

3.2 Introduction aux supercordes RNS

la corde bosonique décrite précédemment, n’est pas totalement satisfai-
sante elle ne contient des Fermions et la présence de tachyons, pour remédier
a ces limitations on introduit deux secteurs fermioniques a la partie bosonique
dans 'action de Polyakov donc ces secteurs fermionique sont des degrés de
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liberté qui propagent sur la corde, ce chapitre décrit la supercorde on exi-
gant sur la surface d’univers une supersymétrie les cordonnées d’espace-temps
X*(o,7), a des partenaires fermioniques 1*(o, 7) dont la nature est décrite
ci-dessous

La théorie ainsi obtenue se place dans un espace-temps de Calabi-Yau a
10 dimensions et non plus 26

3.2.1 théorie classique

en introduisant de nouveaux degré de liberté sur la corde sous la forme
des champs fermioniques de la forme ¥ 4(0,7) A prend deux valeurs si les
deux chiralités Il s’agit alors de savoir si ¢ est un spineur de Dirac ou de
Majorana, et le nombre qu’il convient d’en introduire. En réalité, peu de
choix conduisent & une théorie physiquement intéressante. I'un d’entre eux
est d’introduire un D-uplet de spineurs de Majorana 9} qui se transforme
comme un vecteur de l’espace-temps.

nous commencons tout d’abord par ’action de Polyakov

S = —g / d*00,X"0° X, (3.1)

On va inclure les fermions libres dans la théorie en utilisant le Formalisme
RNS, nous incluons D champs libres fermioniques ¥* a 'action de sorte qu’il
assume la forme suivante

S = _g /d20(aaX#aaXu - “Zupaaawu) (3.2)

On a, puisque les ¥* sont des spineurs de Majorana, ot 9" =t ¢*p" par
ailleurs ,le symbole p® désigne les Matrices de Dirac en deux dimensions
dans une représentation de Majorana.

o (0 —i O
p_(z'O"O_z'O

On note + et - les indices de chiralités

e
V= (M)

ces champs se transforment en vecteurs dans 'espace-temps avec les trans-
formations de Lorentz
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(rappelons qu'un champs vectoriel contravariant se transforme de la maniére
suivante :

Vi (z) = V'*(x) = A*VY(2)

En utilisant la convention utilisée avec les spineurs de Dirac dans la théorie
quantique des champs, nous avons la définition

=i

On note que les définitions utilisées ici dépendent de la base utilisée pour
décrire les Matrices de Dirac ,mais elles peuvent aussi avoir d’autres conven-
tions ou représentations, comme on pourra également introduire une troi-
sitme Matrice de Dirac comme la Matrice v° dans ’équation de Dirac,que
nous désignons dans ce contexte par p?

. 1 0
3 _
Il sera intéressant de rendre manifeste les Mouvements des gauches et des

droites,pour cela en rappelant les définitions suivantes

ot =7+0

o =T—0
1

(‘L - 5(87— + (90)

1
0- =50, ~ )

Nous pouvons Maintenant réécrire le terme ¢*p®0,1),,) dans l'action précé-
dente de maniére plus éclairante

V!0 0ath) = VM (p°00 + p'01) 1y (3.3)

on (0 —i (0

Maintenant

Alors :
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par conséquent
- - 0 —2i0_
H( A0 1 — o H

Maintenant, nous écrivons les composantes des spineurs pour des simplifica-
tions,nous supprimons l'index d’espace-temps pour obtenir des équations du
mouvements pour le champs de Dirac ou les secteurs fermioniques :

0 —2i0-\ , (0 =2\ (v\ . [ 0 -0
(m+ 0 )w_(?,@ 0 )(m)‘zl (agm 0 ) (3.4)

En utilisant la définition de Dirac
b = ptp

On obtient :
(0  —2i0. B (0 =i\ [ 0 —0_
P (2¢a+ 0 ) R Ca sy (z 0 ) 2i (a+¢+ 0 ) )

= (Wj @Di) (28%/1—#) = 20%0,4py + 2040y,

28—¢+u
— 2 (YD 1y D by). (3.5)
Remplagons la partie fermionique dans l’action fermionique qu’on note Sy
T 2 N VAN
Sy = —3 d o (=" p*0aty), (3.6)
T 0 ,
— 5 [ o2 (vt + w0 v) (3.7)
=T / d?o (V_.0p_ + 1y .0_aby). (3.8)

En faisant varier I’action fermionique Sy on obtient I’équation du mouvement
de Dirac

Byt = 0yt =0 (3.9)
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3.2.2 Supersymétrie globale de la surface d’univers

Bien que la jauge de notre action ait été fixée, elle est encore invariante
sous la transformation globale suivante qui dénoté par e,cet objet infinitési-
mal est aussi un spineur de Majorana constant, avec des composantes réelles

qui données par
e_
E =
€+

Maintenant nous utilisons € pour définir notre symétrie, I'action inclut des
fermions est invariante sous les transformations de supersymétrie

SXH = Epl, Gt = ipD, X e

En utilisant d¢* nous trouvons aussi 0¥ on note que cela mixent les cor-
données bosoniques et fermioniques

OXH =gyt = (e_ ey) (;ﬁg) = ! +e Yt
+

5 H
= ()

D’autre part nous avons :

et
P20, X"e = p°0, X e + pt0, X" e, (3.10)
= (p°0, X" + p'0,) X" e (3.11)
[0 —i 0 i p
O Do (0 )] xes a1
0 —i(0: — 8,
- Ki((?m%?g e )} Xhe (3.13)
(0 =20\ .,
= (2@ 0 )X €. (3.14)

A partir de cela on trouve
Pt = —20_Xte, (3.15)

St =20, XPe_ (3.16)
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En utilisant ces derniére transformations pour obtenir le super courant ob-
tenue en utilisant la méthode de Noether (en faisant varier €) en fonction de
o

1
T = S0P, (3.17)

La méthode de Noether appliquée a une translation infinitésimale donne par
ailleurs le tenseur énergie-impulsion

XH — XHF 4 %0, X"
P = YF 4 20"
Tag = 0aX 03X, + 70" padst? + 70300t (3.18)

Ce tenseur est de trace nulle, comme dans la théorie purement bosonique.
Certaines composantes du super courant sont aussi annulées a cause de I’éga-
lité p®J, = 0 qui est une conséquence de l'identité p®p°p, = 0

3.2.3 Superespace

L’action précédente est celle d’une théorie bidimensionnelle formulée dans
un espace bidimensionnel ordinaire, la surface d’univers décrite par la corde.
mais la supersymétrie peut étre rendue manifeste en formulant la théorie
dans un superespace bidimensionnel ot on ajoute aux deux coordonnées o
une coordonnée de Grassmann © formant un spineur de Majorana a deux

composantes O 4
0_
91 (9+)

I’anti-commutateur des cordonnées de Grassmann donné par
{@A, @B} =040 +06560,4=0

on peux alors introduire un Superchamps Y*# défini dans le Superspace de la
facon suivante

Y*(a,0) = X*(0) + Oy* (o) + %@@B“(a) (3.19)

qui est le développement complet en série entiére selon © en raison du fait
que les propriétés d’anti-commutations des © 4 annulent tous les produits de
plus de deux d’entre eux
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On voit comment le superspace rend manifeste la supersymétrie.le géné-
rateur de supersymétrie est alors :

0
= —— +1(p"0) 40, 3.20
Q1 = 5o +i(p°O) (3:20)
sur le superchamps Y* une transformation infinitésimale Supersymétrique
£Q
YH =1[2Q,YH] = eQY*,
= gt + O (i£p* 0o X" + EB") 4+ OO (igp® Dath™) . (3.21)
La décomposition de cette égalité en puissance de © donne les transforma-
tions suivantes pour les composantes du Superchamps

SXHP =i, Syt = ipP0,X" e + Ble, OB" = —igp®da"

Nous pouvons écrire 1'action en termes de superchamps. Puisque les super-
champs sont des fonctions des variables de Grassmann, nous devrons utiliser
un nouveau type d’intégration, appelé intégration de Grassmann.

S = % / dod*©DY" DY, (3.22)
Ou :
o
DA = @ — Z(p @)Aaa
Ou

DY" = ¢# + OB" — ip® 09, X" + %é@pa R

DY* =" + B"O +iOp* 0o X" — %é@&alﬁ“po‘

En remplacant Y par sa décomposition en puissances de © on obtient ’action
suivante :

1 _
5= _% d20(8aX#80‘X# —ipHp® awu - BMBM) <3‘23)

La minimisation de I'action annule B, et il est donc légitime de 'oublier. On
obtient donc 'action d’'une maniére explicitement supersymétrique.
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3.2.4 Quantification dans la jauge transverse

Les relations de commutations et d’anticommutations sont données par :

[ar,, @) = 6718y (3.24)
27, pt] =1 (3.25)

(s )4 = 07004m  (R) (3.26)
b5, 0] = 696, (NS) (3.27)

Les générateurs de Lorentz satisfont 1’algébre de Poincaré pour les deux mo-
deles, sauf pour le commutateur [M~, M7~] o on trouve :
pour (Ramond) :

. oo
R i .. . [ . D-2 1 D-2
[M 7MJ ] == (p+)2 ;(a—naiz - a]fnan) TL( ] ) + E(QCL - ] )
(3.28)

qui est critique pour les valeurs|23]

il en est de méme pour le modéle de (N-S)
avec

D =10 a=0 (N -29)
Ou

MZ =M =5z 3 30 oy = i) (R) - (3:29)

nN=—0o0 MmM=—0o0

ME =M =5 30 30 b b —hob)  (N=5)  (3.30)

NnN=—0o0 r=—o0

On conclue alors que 'introduction d’'un champ fermionique n’a pas permis
d’éliminer ’anomalie mais de diminuer son effet :D =26 — D = 10
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3.3 la théorie M

La théorie-M est une théorie de la physique qui regroupe toutes les ver-
sions cohérentes des théories des cordes et des supercordes. cette théorie a
été spéculée pour la premiére fois par Edward Witten lors de la conférence
sur la théorie des cordes a 1’Université de Californie du Sud au printemps
1995. La Déclaration de Witten a lancé une vague d’activités de recherche
appelée Deuxiéme révolution des cordes.

Avant la Déclaration de Witten, les scientifiques travaillant sur la théo-
rie des cordes avaient identifié cinq versions de la théorie des super cordes.
Bien que ces théories aient semblé trés différentes au début, les travaux de
nombreux physiciens ont montré qu’elles étaient liées de maniére complexe
et importante. les physiciens ont notamment découvert que ces théories ap-
paremment différentes peuvent étre unifiées par une série de transformations
mathématiques appelées S-dualité et T-dualité, ot ces transformations relient
les deux théories (théorie des cordes et théorie de la mécanique quantique).
en résolvant un dilemme dans la théorie de la complexité avec son équivalent
dans une théorie plus simplifiée et pratique. La théorie reposait en partie
sur l'existence de ces diodes et en partie sur la relation entre la théorie des
cordes et la supergravité, qui reposait sur le plus grand nombre possible de
dimensions, onze dimensions.

Bien qu’il n’y ait pas de formule compléte pour la M-Théorie, elle devrait
décrire la théorie des objets a deux dimensions et a cinq dimensions appelés
branes, qui devrait étre atteinte presque en super-gravité avec 11 dimensions
dans les basses énergies. Les tentatives récentes de formulation de la théorie-
M sont basées sur la théorie des matrices, laquelle la théorie M donne sa
formule sous forme de matrice aléatoire en plagant les protéines & un moment
infini.

Selon Witten, la lettre "M" dans le nom de la théorie remonte & des mots
tels que " mystére, membrane" et le sens véritable du titre de la théorie
devrait étre déterminé aprés avoir appris plus de ses formules de base.

Les recherches sur la construction mathématique de la théorie des théo-
ries ont donné d’importants résultats théoriques en physique et en mathéma-
tiques. Plus frappant encore, la théorie des M peut fournir un cadre pour ’éla-
boration d’une théorie unifiée de toutes les forces fondamentales de la nature,
c’est-a~dire de la théorie de tout. Les tentatives pour associer la théorie-M
a une expérience pratique consistent généralement & intégrer ses dimensions
supplémentaires afin de construire des modéles candidats pour notre monde
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a quatre dimensions, dans le but de mieux comprendre I'existence de plus de
quatre dimensions (hauteur, largeur, hauteur et temps). Rien n’a été vérifié
qui puisse produire une physique comme on le voit dans le grand collisionneur
de hadrons



Conclusion générale

L’objet de ce mémoire est 1’étude de certaines théories des cordes qui sont
successivement la théorie des cordes bosonique et la théorie des Supercordes.
D’importants résultats ont été obtenus

au court de ce travail on a traité dans le premier chapitre le cas d'une
corde bosonique ou on l'avait défini par deux Actions principales celle de
Polyakov et de Nambu-Goto,a fin de trouver les équations du Mouvements
correspondantes a cette corde

I’étude de la théorie quantique des cordes bosonique nous a conduit a l’ap-
parition d’une particule non physique qu’on appelle Tachyons ou cette parti-
cule a une masse négative et une vitesse supérieure a celle de la lumiére,cella
signifie que I'état du vide est instable ce qui rend la théorie incohérante

un probléme également manifeste pour la corde bosonique c’est le nombre
de dimensions ou on a vu que les 26 dimensions sont nécessaire et il n’y a pas
une explication cohérante de la raison pour laquelle ce nombre est préféré

dans le deuxiéme chapitre j’ai défini les différentes théories des Supercorde
qui se propagent dans un espace-temps de 10 dimensions

comme résultats obtenues,ce qui concerne la théorie des corde de Type
ITA elle décrit seulement la gravité et I’électromagnétisme comme elle ne
décrit pas tous les particules vus dans la nature,également pour la théorie
1B elle décrit la gravité seulement donc la théorie ne peut pas étre I’ensemble
jusqu’a une théorie unifiée de la physique et on a traité le Formalisme RNS
qui noua a donné une déscription unifiée des bosons et des fermions D’aprés
la construction d’'un modéle supersymétrique

La théorie- M le fait que c’est une modéle d’unification qui prétend unifier
toutes les théories des supercordes et ¢a reste un modéle condidat pour étre
une théorie de tout

50



Annexe A

Supersymétrie

Le modeéle standard des particules fournit un cadre théorique complet et
qui, jusqu’a présent, n’a jamais été en désaccord avec I’expérience, fournissant
méme des résultats d’une extréme précision. Mais plusieurs raisons incitent
a penser qu’il s’agit d’une théorie effective, car de nombreux points ne sont
pas expliqués ou posent problémes dans ce modéle

L’une des extensions du modéle standard la plus populaire tant sur le
plan phénoménologique que théorique :est la supersymétrie. de nombreuses
expériences, comme le LHC, visent a prouver sa validité et beaucoup d’espoirs
reposent sur cette derniére. La découverte de la supersymétrie est attachée
aux noms de B. Zumino et J. Wess, qui ont publié leur premier papier sur le
sujet en 1974

La supersymeétrie (abrégée en SuSy) est une symétrie supposée de la phy-
sique des particules qui postule une relation profonde entre les particules de
spin demi-entier (les fermions) qui constituent la maticre et les particules de
spin entier (les bosons) véhiculant les interactions. Dans le cadre de la SuSy,
chaque fermion est associé & un « Superpartenaire » de spin entier(boson),
alors que chaque boson est associé a un « Superpartenaire » de spin demi
entier(Fermion), Ces nouvelles particules( particule partenaire) résoudraient
un probléme important du Modéle standard — déterminer la masse du boson
de Higgs.

SUSY pourrait expliquer une bonne partie des problémes ouverts de la
Physique des Particules : inclusion de la gravitation, stabilisation de la masse
du boson de Higgs, explication de la matiére noire de I’Univers,...

La supersymétrie est une solution efficace et mathématiquement élégante
pour expliquer des tracas qui tourmentent les physiciens depuis longtemps.
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Cette théorie apporte des réponses a toute une série de questions importantes.
Pourquoi les particules ont-elles ces masses-1a 7 Pourquoi les forces ont-elles
ces intensités-1a 7 En d’autres termes : pourquoi I’Univers est-il tel qu’il est ?

Pour de nombreux physiciens des particules, la théorie de la supersymétrie
est nécessairement vraie, tant elle est convaincante. Ils espérent que le LHC
découvrira ces superpartenaires, ce qui prouverait sa validité.

A.1 Algébre supersymétrique

On défini les générateurs bosoniques et fermioniques, qui obéissent aux
relations de commutations suivantes, comme suit

[F;, Bj| = S, Fy, (A.2)
{Fi, Fy} = ivijx By (A.3)

Ot on note B; les générateurs bosonique et F; les générateurs fermioniques,et
les commutateurs sont entre boson /boson et fermion /fermion et anti-commutateur
entre fermion /fermion ,¢a implique que Si les deux objets sont de méme na-
ture boson/boson le commutateur ne donne un boson et Si les deux sont
fermion /fermion le commutateur nous donne un fermion

Les coefficients de structure possédent les propriétés suivante

Cijk = =Chin Yijk = Vji

De méme, les générateurs bosoniques et fermioniques obéissent aux identités
de Jacobi

(B, Bjl, Bx] + [[Br, Bil, Bj] + [[B;, Bi], Bi] = 0 (A4)
([E3: Byl Bi] + [ By, Fi], By] + [[Bj, Byl Fi] = 0 (A.5)
{E F3}, Bl + [[By, Bi], ] = [[F), Bil, Fi] = 0 (A.6)
{E By} Bi] + [{F, iy, B+ [{F) Fk} E]=0 (A7)

on ajoute un signe moins dés que deux générateurs fermioniques sont échan-
gés.



Annexe B

La théorie conforme

La théorie du champ conforme est un outil important utilisé dans ’ana-
lyse des perturbations de la théorie des cordes, de sorte qu’elle joue un role
central & accomplir (la compréhension de la physique des corde quantifiées)
En particulier, puisque la feuille d’univers peut étre décrite en fonctions des
cordonnées (7, o) la théorie bidimensionnelle des champs conformes utilise les
variables complexes qui jouent un roéle important dans 1’étude des variables
de la physique théoriques, et la théorie des cordes ne fait pas 'exception.

Une question que se pose est pourquoi les théories de champ conformes
importants dans la théorie des cordes Il s’avére que les théories bidimen-
sionnelles des champs conformes sont trés importants dans 1’étude de la dy-
namique des feuilles d’univers. Une corde a des degrés internes de liberté
déterminés par ses modes vibratoires.Les différents modes de vibrations de
la corde sont interprétés comme des particules , C’est-a-dire, les différentes
facons dont la corde vibre sur le fond. I'espace-temps détermine le type de
particule que la corde de caractéres est percue comme existant. Donc, dans
un mode de vibration, la corde est un électron, alors que dans un autre, la
corde est un quark, et pour un troisieme mode vibration, la corde est un
photon.

Comme nous 'avons déja vu, les modes vibratoires de la corde peuvent
étre étudiés par en examinant la feuille d’univers , qui est la surface bidi-
mensionnelle. Il s’avére que lors de ’étude de la feuille d’univers, les modes
vibratoires de la corde sont décrits par une théorie de champ conforme.

Si la corde est fermée, nous avons deux modes de vibration (déplacement
gauche et droit déménageurs) se déplagant de maniére indépendante autour
de la chaine. Chacun de ceux-ci peut étre décrit par une théorie conforme.
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Puisque les modes ont une direction, nous appelons les théories qui décrivent
ces deux modes indépendants des théories du champ conforme Chiral. ce sera
important pour les cordes ouvertes aussi.

B.1 Les cordonnées Complexes

On inclut les coordonnées complexes (z, Z) de tel sorte que La description
de la feuille d’univers se transforme en fonction de ces variables

En définissant des coordonnées complexes (z, Z) qui sont des fonctions des
variables réelles (7, 0), Une fagon de le faire est la suivante

2=T4i0 Z=T—i0 (B.1)

En utilisant la métrique euclidienne 'action de Polyakov est écrite comme

S, — — / drdo(0.X"0, X, + 0,X"0,X,,) (B.2)

4o

Maintenant on va réécrire les cordonnées(7, o) en fonction de z et z

2+ Z 2=z
TT Ty 7T Ty
Donc :
or or 1 0o 1 do 1
9z 0z 2 9z 2 9z 2
et donc

0 or 0 0Jdo 0 1,0 o,
9: = 0:0r " 3200 250 ‘B0
o 0rd 900 1,0 .0
9: " 9z0r " 9z00 297 ‘a0

En utilisant la notation suivante :

0 1 .
@ = 82 = 5(8-,— — z&,)
0

1 .
% = ag = 5(87 -+ 2(90)

Maintenant On déduit I'expression des composantes de la métrique et de son
inverse
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Ou la métrique est donnée par

Jap = ((1) (1)> (B.3)

Maintenant nous pouvons écrire la métrique dans les nouvelles coordonnées
complexes

Gzz = zTazTgTT + azTazO-gTa + azo-azTgch + azgazagaaa <B4)
= 0,70.7¢;r + 0,00.0¢,, = 0. (B.5)

De méme pour gzz =0
D’autre part
1
G2z = 827—627-97'7' + 827_820-97'0' + 820-827—90'7' + 820'850'900 =0z = 5 (B6)

Maintenant la métrique prend la forme suivante

a= (1 3) (B:1)

La métrique inverse est donc :
0 2
p

d’z = 2drdo

On reformule P'action (B.2) comme suit

= O

Maintenant on prendra

= 2 K )
b= 5 / d*2(0X")0X,) (B.9)
Ou ]
(0X")0X,) = 1(8TX“8TXM + 0, X"0,X,,) (B.10)
Alors : . ]
- 2,- Iz Iz
Sp=5— / 0’2 (0, X0, X, + 0, X" 0, X,.), (B.11)
1 1
=85 =5— / 2drdo (0, X"0; X, + 0, X" 05 X,,) (B.12)
1 1
=% e / drdo(0,X"0, X, + 0, X"0,X,) =5, (B.13)

cette action décri tD bosons indépendants et libres
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