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Introduction

La notion des équations di¤érentielles est apparue à la �n du 17�eme siècle dans

les travaux de Isaac Newton (1642� 1727), Gottfried W. Leibniz (1646� 1716),
et Bernoulli. Elles se sont produites comme conséquence normale des e¤orts de

ces grands savants d�appliquer les nouvelles idées du calcul à certains problèmes

en mécanique. Plus tard la théorie d�intégration des équations di¤érentielles a

été développée par des analystes et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson,

Hamilton, Liouville aux 18�eme siècle et 19�eme siècles. Pendant plus de 300 ans,

les équations di¤érentielles ont servi l�outil essentiel pour décrire et analyser

des problèmes dans beaucoup de disciplines scienti�ques : Biologie, physique,

economie...etc.

La théorie qualitative des équations di¤érentielles, connue aujourd�hui par

la théorie des équations di¤érentielles, est la branche des mathématiques qui se

développe le plus activement et qui possède les plus importantes applications

scienti�ques. L�étude qualitative surtout pour les systèmes non-linéaires, reste

donc un préalable nécessaire à l�étude complète de leurs solutions. Un des prin-

cipaux problèmes de la théorie qualitative des équations di¤érentielles est l�étude

de l�intégrabilité et des cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires et spé-

cialement des systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux. L�intérêt des cycles

limites des systèmes di¤érentiels planaires est dû à leurs signi�cations impor-

tantes dans les modèles mathématiques modélisant des phénomènes issus de la

pratique dans plusieurs branches des sciences.

La notion d�intégrale première est apparue pour la première fois dans les

travaux de G. Darboux (1842� 1917) en 1878. Il construit des intégrales dites
générales pour des équations di¤érentielles ordinaires du premier ordre, ayant

su¢ samment de courbe algébriques invariantes. L�importance de cette notion

a été établie par Henri Poincaré [1] dans sa présentation d�une méthode pour

obtenir des intégrales premières polynômiales ou rationnelles. D�une manière
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générale, la recherche des intégrales premières permet de donner une classi�cation

de toutes les trajectoires d�un système donné. Pour les systèmes polynomiaux,

l�existence d�une intégrale première détermine leur portrait de phase [4].

Un cycle limite d�une équation di¤érentielle est une orbite périodique isolée

dans l�ensemble des orbites périodiques de l�équation di¤érentielle, il est repré-

senté dans le plan de phase par de courbe fermée. Les cycles limites ont été intro-

duits pour la première fois par H. Poincaré [1] en1881. Un des théorèmes les plus

importants de la dynamique non linéaire est le théorème de Poincaré-Bendixson

qui a¢ rme que dans une région bornée et compacte du plan [2], une trajectoire

d�un système planaire converge vers un cycle limite ou un point d�équilibre. Pour

la non-existence des solutions périodiques, il existe les critères de Bendixson et

celui de Dulac, qui a¢ rment sous certaines conditions que le système di¤érentiel

planaire n�admet aucune solutions périodiques.

Le mathématicien David Hilbert (1862� 1943) [3] présenta, lors du deuxième
congrès international des mathématiques en 1900, 23 problèmes "dont l�avenir

attend la résolution grâce aux nouvelles méthodes qui seront découvertes dans

le siècle qui commence". La seconde partie du 16�eme problème de Hilbert est de

savoir le nombre maximal et la position relative des cycles limites d�un système

di¤érentiel polynômial [3]. Ce problème est jusqu�à maintenant non résolu tota-

lement, à fait l�objet de plusieurs travaux récents sont consacrés à l�étude des

cycles limites.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions prélimi-

naires sur les systèmes di¤érentiels planaires utilisés par la suite dans le deuxième

et le troisième chapitre.

Dans le second chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes

algébriques invariantes, puis nous prouvons que ces systèmes sont intégrables et

nous introduisons une expression explicite de l�intégrale première d�un système

di¤érentiel polynomial planaire avec plusieurs paramètres des degré neuf de la

forme :
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8>>>>>><>>>>>>:

x
0
= x+ (�y � �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i ;

y
0
= y � (�y + �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i ;

où n; �i sont des entiers positifs et �, �; ai; bi; i = 1:::n sont des constantes

réelle.

De plus, nous déterminons les conditions su¢ santes pour que ce système

di¤érentiel posséde un cycle limite, explicitement donné.

Dans le troisième chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes

algébrique invariantes, puis prouvons que ces systèmes sont intégrables, et intro-

duisons une expression explicite d�une première intégrale d�un système di¤éren-

tiel polynomial planaire avec plusieurs paramètres des degré neuf de la forme :8>>><>>>:
x0 =

dx

dt
= xS4(x; y) + P7(x; y) + xR8(x; y);

y0 =
dy

dt
= yS4(x; y) +Q7(x; y) + yR8(x; y);

où

P7(x; y) =
1
3
(x2 + y2)

2
((2a� b)x3 + (15d� 6c)x2y + (2b� a)xy2 + (6d� 3c) y3) ;

Q7(x; y) = �1
3
(x2 + y2)

2
((6d� 3c)x3 + (b� 2a)x2y � 3dxy2 + (a� 2b) y3) ;

S4(x; y) = �x
4 + �x3y + �x2y2 + �xy3 + �y4 et

R8(x; y) = �1
3
(x2 + y2)

2
((3�+ 2a� b)x4+(3�� 3c+ 9d)x3y+(3�� 3c+ 9d)xy3+

(a+ b+ 3�)x2y2 + (2b� a+ 3�) y4);
avec a, b; c; d; �; �; �; � et � sont des constantes réelles.

De plus, nous déterminons des conditions su¢ santes pour qu�un système

di¤érentiel polynomial possède deux cycles limites, l�un des deux est algébrique

et l�autre non-algébrique explicitement donné. Des exemples concrets montrant

l�applicabilité de notre résulte sont introduits.
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Chapitre 1

Notions préliminaires
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1. Notions préliminaires 2

L�objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions préliminaires sur

les systèmes di¤érentiels planaires utilisés par la suite dans le deuxième et le

troisième chapitre.

1.1 Quelques équations di¤érentielles

1.1.1 Equations di¤érentielles linéaires du premier ordre

Dé�nition 1.1 Une équation di¤érentielle linéaire du premier ordre est une
équation de la forme :

x0 + a(t)x = b(t); (1.1)

où a(t) et b(t) sont des fonctions continues de variable t.

La solution générale d�équation (1:1) est de la forme :

x(t) =
1

u(t)

�Z
u(t)b(t)dt+ c

�
;

où u(t) = exp
�R
a(t)dt

�
est appelé le facteur d�intégration.

1.1.2 Equation di¤érentielle de Bernoulli

Dé�nition 1.2 On appelle "équation di¤érentielle de Bernoulli" tout équation
de la forme

x0 + a(t)x+ b(t)xn = 0; (1.2)

où n 2 R�f0; 1g et a, b sont des fonctions continues sur l�intervalle I de R.

Remarque 1.1 Si n = 0 où n = 1; l�équation (1:2) est linéaire et on savons

comment la résoudre.

Méthode de résolution
A�n de la résoudre l�équation (1:2) lorsque n est di¤érent de 0 et 1, nous

divisons l�équation di¤érentielle (1:2) par xn.

x�nx0 + a(t)x1�n + b(t) = 0: (1.3)
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Puis on fait un changement de variable y = x1�n; et en prenant la dérivée

y0 = (1� n)x�nx0;

d�où :

x0 =
y0xn

(1� n) ;

on remplace cette égalité dans équation (1:3) en trouve :

1

1� ny
0 + a(t)y + b(t) = 0: (1.4)

Cette équation (1:4) est une equation di¤érentielle linéaire de premier ordre.

1.1.3 Equation de Riccati

Dé�nition 1.3 On appelle "équation di¤érentielle de Riccati " tout équation de
la forme :

x0 = a(t)x2 + b(t)x+ c(t); (1.5)

où a; b et c sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I de R:

Méthode de résolution
Soit xp la solution particulière de l�équation (1:5) :

On pose le changement de variable suivant : x = xp + y, et en remplaçant

dans l�équation (1:5) :

(xp + y)
0 = a(t)(xp + y)

2 + b(t)(xp + y) + c(t);

) x0p + y
0 = a(t)x2p + a(t)y

2 + 2a(t)xpy + b(t)xp + b(t)y + c(t);

)
�
x0p � a(t)x2p � b(t)xp � c(t)

�
+ y0 = a(t)y2 + 2a(t)xpy + b(t)y;

) y0 = a(t)x2p + a(t)y
2 + 2a(t)xpy + b(t)y;

nous obtenons l�équation di¤érentielle d�inconnue y(t) suivante :

y0 = a(t)y2 + (2a(t)xp + b(t)) y; (1.6)

l�équation (1:5) est de Bernoulli.
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1.2 Systèmes di¤érentiels autonomes

Dé�nition 1.4 On appelle système di¤érentielle autonome du plan un système
de la forme : 8>>><>>>:

x0 =
dx

dt
= P (x(t); y(t));

y0 =
dy

dt
= Q(x(t); y(t));

(1.7)

où P et Q sont des fonctions qui dépendent uniquement de x et y:

� Si P et Q sont des polynômes à coe¢ cients réels, on dit que (1:7) est un

système di¤érentiel polynomial et le nombre n = max(degP; degQ) est dit le

degré du système (1:7) :

Remarque 1.2 Si les polynômes P et Q s�écrivent sous la forme8>>>>>><>>>>>>:

P (x; y) =
nX

i+j=1

ai;jx
iyn�j;

Q(x; y) =
nX

i+j=1

bi;jx
iyn�j;

on dit que P et Q sont homogène, dans ce cas le système (1:7) s�appelle

système di¤érentielle homogème autonome de degré n:

1.3 Systéme di¤érentielle linéaire

Dé�nition 1.5 On dit que le système (1:7) est un système linéaire lorsque on
peut l�écrire sous la forme matricielle

X 0(t) = B(t)X(t) + a(t);

où X(t) =
�
x(t)

y(t)

�
et B(t) est une fonction continue à valeurs matriciellesde

type 2 � 2 et a(t) =
�
a1(t)

a2(t)

�
avec a1(t) et a2(t) sont des fonctions continues à

valeurs dans R.
Si a(t) =

�
0

0

�
; alors le système linéaire est dit système homogène et de

plus si B(t) = B est constantes, alors le système est dit système linéaire à des

coe¢ cients constants.
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1.4 Les points d�équilibre et leurs classi�cation

1.4.1 Points d�équilibre

Les points d�équilibre (points singuliers, points �xes où points stationnaires)

jouent un rôle important dans l�étude des systèmes di¤érentiels en particulier

ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points. En e¤et, Henri Poincaré

(1854-1912) a montré que le calcul des solutions n�est pas nécessaire, et qu�il su¢ t

de connaitre leurs comportements à travers l�étude des points dits singuliers.

Dé�nition 1.6 Un point (x�; y�) est dit point singulier du système(1:7) s�il
véri�e 8><>:

P (x�; y�) = 0;

Q(x�; y�) = 0:

Remarque 1.3 �la
� Notion de point d�équilibre est la même que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs

� Les points d�intersections de ces deux isoclines sont les équilibres (x�; y�) du
système c�est-à-dire les points tels que la trajectoire issue d�un tel point reste en

ce point pour tout t .

� Un point qui n�est pas singulier est dit point régulier.

1.4.2 Classi�cation des points d�équilibre

Les points d�équilibres qu�on rencontre dans l�étude d�un système à deux

variables appartiennent à l�un des types fondamentaux appelés : n�ud, col (selle),

centre (sommet) et foyer.

Soit (0; 0) un point d�équilibre isolé du système (1:7).

Point centre :
Le point (0; 0) est dit un centre s�il existe un voisinage de (0; 0) qui contient

un nombre dénombrable 
n de trajectoire fermée dont chacune contient (0; 0)

dans son intérieur et tel que les diamètres des trajectoires tendent vers 0 quand

n tend vers +1:



1. Notions préliminaires 6

Point centre

Point selle (col) :
Le point (0; 0) est dit un point selle (col) s�il existe un voisinage de (0; 0) tel

que les deux conditions suivantes sont véri�ées :

1� Il existe deux courbes passant par (0; 0) tel que l�une est entrante et

l�autre est sortante quand t! �1. Les deux courbes divisent le plan de phase
en quatre domaines.

2� Dans chacun des quatre domaines, il existe une in�nité de trajectoires

su¢ samment proche de (0; 0) mais qui ne passe pas par (0; 0) quand t! �1 .

Point selle
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Point spirale (foyer) :
Le point (0; 0) est dit point spirale (foyer) s�il existe un voisinage de (0; 0) tel

que toute trajectoire 
 dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1 � 
 est dé�nie pour tout t > t0 (où bien pour tout t < t0) pour un certain
t0 donné.

2 � 
 approche (0; 0) quand t! +1 (où bien pour tout t < t0).

3 � 
 approche (0; 0) en spirale tournant autour de (0; 0) une in�nité de fois
quand t! +1 (où bien pour tout t < 0).

Point spirale

Point n�ud :
Le point (0; 0) est dit point n�ud s�il existe un voisinage de (0; 0) tel que

toute trajectoire 
 dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1 � 
 est dé�nie pour tout t > t0 (où bien pour tout t < t0) pour un certain
t0 donné.

2 � 
 approche (0; 0) quand t! �1 .

3 � 
 passe (0; 0) quand t! �1.



1. Notions préliminaires 8

Point n�ud

Proposition 1.1 Le point d�équilibre (x�; y�) du système (1:7) est un n�ud

stable (resp. noeud instable), foyer stable (resp. foyer instable), col si l�origine

du système linéaire associé est un n�ud stable (resp. n�ud instable), foyer stable

(resp. foyer instable), col.

1.5 Solution et solution périodique

Dé�nition 1.7 �Une
� Solution de système (1:7) consiste en un couple de fonctions (x(t); y(t)), t 2 R,
qui satisfait ce système.

� Une solution maximale est une solution qui ne peut être prolongée en une
solution sur un intervalle plus grand.

� Les solutions (x(t); y(t)) du système (1:7) représentent dans le plan (x; y)
des courbes appelées orbites.

� Une trajectoire du point (x(t); y(t)) est l�ensemble des positions de ce point
quand t parcourt tout l�intervalle des temps.

Remarque 1.4 Si (x(t); y(t)) est une solution du système (1:7) alors sa trajec-
toire est en chacun de ses points, tangent au champ de vecteurs associé.
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Dé�nition 1.8 � On appelle solution périodique du système (1:7), tout solution
(x(t); y(t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que :

8t 2 R :

8><>:
x(t+ T ) = x(t);

et

y(t+ T ) = y(t):

� Les plus petit nombre T > 0 qui convient s�appelle alors période de cette

solution.

� A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l�espace des
phases.

Exemple 1.1 L�oscillateur harmonique est régi par l�équation di¤érentielle x00+
w2x = 0; qui équivaut au système8><>:

x0 = y;

y0 = �w2x:

Ce système s�intégré facilement, en e¤et :
dy

dx
= �w2x

y
ce qui donne par l�en-

semble de solutions suivant :

y2 + w2x2 = c:

Autrement dit, ce système possède une famille continue à un paramètre de

solution périodique représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.6 Cycles limites algébrique et non algébrique

Dé�nition 1.9 On dit que F (x; y) = 0, est une courbe algébrique si F (x; y) est
un polynôme en x et y; sinon est dit non-algébrique.

Dé�nition 1.10 Un cycle limite algébrique de degré r est un ovale d�une courbe

algébrique invariante F (x; y) = 0 de degré r:

Dé�nition 1.11 Un cycle limite est dit non-algébrique quand il n�est pas inclus
dans une courbe algébrique F (x; y) = 0:



1. Notions préliminaires 10

Théorème 1.2 Les systèmes quadratique n�ont pas de cycles limites algébriques
de degré 3: Un tel cycle limite est théoriquement, une solution périodique du

système d�équations étudié.

Théorème 1.3 [2] Soit 
(t) une orbite périodique du système (1:7) de période
T:

1) 
 est un cycle limite stable si :

TZ
0

div(
(t))dt < 0;

où div(
(t)) est la divergence du système dé�ni par :

div(
(t)) =

�
@P

@x
+
@P

@y

�

(t);

2) 
 est un cycle limite instable si :

TZ
0

div(
(t))dt > 0:

Dans le cas où la quantité

TZ
0

div(
(t))dt est nulle, une étude avancée est

nécessaire pour déterminer si l�orbite 
 est un cycle limite stable, où un cycle

limite instable où semi-stable où il n�est qu�une orbite périodique appartenant à

une bande continue d�orbites fermées.

Dé�nition 1.12 (Cycle limite hyperbolique)

Si

TZ
0

div(
(t))dt 6= 0, on dit que le cycle limite est hyperbolique.

Exemple 1.4 Soit le systéme suivant :8><>:
x0 = �y + x(1� x2 � y2);

y0 = x+ y(1� x2 � y2):
(1.8)
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Le système (1:8) s�écrit en coordonnés polaires ce la forme suivante :8><>:
r0 = r(1� r2);

�0 = 1;

d�où

r0 = 0,

8><>:
r = 0;

ou

r = 1:

Pour r = 0 on a : O(0; 0) est un point d�équilibre du système (1:8), pour r = 1

on a :


(t) = (cos t; sin t);

de plus on a :

TZ
0

div(
(t))dt =

2�Z
0

�
@P (x; y)

@x
+
@Q (x; y)

@x

�
(cos t; sin t)dt

=

2�Z
0

(2� 4 cos2 t� 4 sin2 t)dt;

=

2�Z
0

�2dt = �4� < 0;

donc, le système (1:8) a un cycle limite hyperbolique stable.

1.6.1 Classi�cation des cycles limites

Il existe trois types de cycles limite : stable, instable et semi stable.

Cycles limites stables
Un cycle limite stable a comme interprétation physique une oscillation limite

du système étudié, c�est une solution périodique vers laquelle tendent les autres
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solutions.

Cycle limite stable

Cycles limites instables
Un cycle limite instable n�apparaît pas physiquement comme une oscillation.

Il constitue une séparation de chaque côté de laquelle les trajectoires s�éloignent

vers d�autres points singuliers ou vers l�in�nie.

Cycle limite instable

Cycles limites semi stables
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Un cycle limite semi stable est une trajectoire fermée vers laquelle tendent

les trajectoires d�un côté mais s�éloignent de l�autre côté.

Cycle limite semi-stable

1.7 Critère du non existence et d�existence des

solution périodiques

1.7.1 Systéme de gradient

Un système de gradient sur R2 est un système d�équation di¤érentielle de la
forme :

X 0 = �gradV (X);

où V : R2 ! R est une fonction C1(appelé la fonction potentiel), et

gradV = (
@V

@x
;
@V

@y
):

1.7.2 Fonction de Liaponov

Considérons le système X 0 = F (X) avec un point d�équilibre en X�. Suppo-

sons que nous puissions trouver une fonction de Liapunov V (x) à valeur réelle

continuellement di¤érentiable avec les propriétés suivantes :
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1) V (x) > 0 pour tous X 6= X� et V (X�) = 0 (on dit que V est dé�ni

positive).

2) V 0(x) < 0 pour tous X 6= X�(toutes les trajectoires descendent vers X).

En suite X� est globalement asymptotiquement stable pour toutes les conditions

initiales, X(t) ! X�quand t ! 1, en particulier le système n�a pas d�orbites
fermées (par le même raisonnement que le système de gradient).

Exemple 1.5 Considérons le système suivant8><>:
x0 = �x+ 4y;

y0 = �x+ 4y3;

et soit la fonction V (x; y) = x2 + 4y2: Puis on a :

V 0(x; y) =
dV (x; y)

dt
=
d(x2 + 4y2)

dt
= 2xx0 + 8yy0 = 2x(�x+ 4y) + 8y(�x+ 4y3) = �2 (x2 + 4y4) :

Remarquons que : V (x; y) > 0 et V 0(x; y) < 0 , 8 (x; y) 6= (0; 0):
Par conséquent : V (x; y) = x2 + 4y2 est une fonction Liapunov, donc il n�y

a pas d�orbites fermées.

En e¤et, toutes les trajectoires rapprochent de l�origine quand t!1:

1.7.3 Critère de Bendixon de non existence

La recherche de solutions périodiques (cycles limites) est conditionnée par le

critère de Bendixon stipulant qu�il ne peut y avoir d�orbite fermée entièrement

contenue dans une région simplement connexe du plan, si la divergence du champ

de vecteurs y garde un signe constant. Dans ce paragraphe, on donne des résultats

qui permettent de démontrer la non existence de solutions périodiques pour un

système di¤érentiel autonome d�ordre deux.

Théorème 1.6 (Critère de Bendixon) [18]
Soient P et Q deux fonctions appartenant à C1 (
;R) ; où 
 est un domaine

simplement connexe de R2: Considérons le système autonome (1:7).

Si
@P

@x
+
@Q

@y
n�est pas nulle et ne change pas de signe dans 
; alors le système

(1:7) n�admet pas de solutions périodiques dans 
.
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Preuve. Soit � : X (t) ; 0 � t � T une trajectoire fermée dans 
: On note

par D l�intérieur de �:

On a :
@P

@x
+
@Q

@y
6= 0 et ne change pas de signe dans D alors

ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dxdy 6= 0;

d�autre part en appliquant la formule de Green on a :ZZ
D

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dx dy =

I
�

(Pdx�Qdy) ;

=

I
�

(P _y �Q _x) dt =
I
�

(P Q� P Q) dt = 0;

qui est une contradiction.

Donc le système (1:7) n�admet pas de solutions périodiques dans
:

1.7.4 Critère de Dulac de non existence

Soit X 0 = F (X) un champ de vecteurs dé�ni sur un sous-ensemble 
 convexe

du plan, s�il existe un fonction g(X) à valeur réelle continue et di¤érentiable, telle

que :

r(gX 0) =
@

@x
(g(x; y)P (x; y)) +

@

@y
(g(x; y)Q(x; y));

ne change pas de signe sur 
, alors il n�y a pas d�orbites fermées se trouvant

entièrement dans 
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Critére de Dulac

1.7.5 Critère d�existence

Théorème 1.7 Supposons que :
1) 
 est un sous-ensemble fermé et borné du plan.

2) X 0 = F (X) est un champ de vecteurs continu sur un ensemble ouvert

contenant 
:

3) 
 ne contient aucun point d�équilibre.

Il existe une trajectoire C con�née dans 
 et reste dans 
, alors soit C est

une orbite fermée quand t!1:
Dans tous les cas, 
 contient une orbite fermée.

Théorème de Poincaré Bendixson
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1.8 Courbes invariantes

Dé�nition 1.13 On appelle courbe invariante du système (1:7) toute courbe
d�équation U(x; y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction

K = K(x; y) appelée cofacteur associé à la courbe invariante, telle que

P (x; y)
@U(x; y)

@x
+Q(x; y)

@U(x; y)

@y
= K(x; y)U(x; y): (1.9)

Dé�nition 1.14 Une courbe invariante U(x; y) = 0 est dite algébrique de degré
m si U(x; y) est un polynôme de degré m sinon on dit qu�elle est non algébrique.

Remarque
Dans le cas où le système (1:7) est polynômial et possède une courbe inva-

riante algébrique U(x; y) = 0 de degré m, le cofacteur est aussi algébrique et son

degré véri�e deg(K) � m� 1:
Nous rappelons que la notation div est la divergence du système (1:7), c�est-

à-dire

div(x; y) =
@P (x; y)

@x
+
@Q(x; y)

@y
:

Théorème 1.8 [19] On considère le système (1:7) et �(t) une orbite périodique
de période T > 0, on suppose que U : 
 � R2 ! R est une courbe invariante
avec

�(t) = f(x; y) 2 
=U(x; y) = 0g ;

et K(x; y) 2 C1 est le cofacteur donné dans l�équation (1:9) de la courbe
invariante U(x; y) = 0. On suppose que p 2 
 tel que U(p) = 0 et rU(p) 6= 0 ,
alors p est un point singulier du système (1:7), et

TZ
0

div(�(t))dt =

TZ
0

K(�(t))dt:

Exemple 1.9 Considérons le système di¤érentiel suivant :8><>:
x0 = P (x; y) = x2 + y2 � y � 3;

y0 = Q(x; y) = x2 + y2 + x� 3:
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La courbe U(x; y) = x2 + y2 � 3 = 0 est un courbe invariante de système

(2:6) : En e¤et :

P (x; y)
@U(x; y)

@x
+Q(x; y)

@U(x; y)

@y
= 2x(x2 + y2 � y � 3) + 2y(x2 + y2 + x� 3);

= 2x3 + 2xy2 � 2xy � 6x+ 2yx2 + 2y3 + 2x+ 6y;
= (2x+ 2y)(x2 + y2 � 3);
= K(x; y)U(x; y);

d�où la courbe U(x; y) = x2 + y2 � 3 = 0 est une courbe invariante de système
(2:6) avec le cofacteur K(x; y) = 2x+ 2y:

1.9 Intégrale première

La notation d�intégrabilité pour un système di¤érentiel est basée sur l�exis-

tence d�intégrale première, donc la question qui se pose : Si on a un système dif-

férentiel, comment connaître s�il a une intégrale première ? ou si on a une classe

de systèmes di¤érentiels qui dépendent des paramètres, comment déterminer les

valeurs des paramètres pour lesquelles le système a une intégrale première ?

Malheureusement ces questions n�ont pas des bonnes réponses pour le mo-

ment.

Dé�nition 1.15 On dit qu�une fonction H : 
 � R2 ! R de classe C1 est une
intégrale première du système (1:7) si elle est constante sur les courbes solution

(x(t); y(t)) de ce système, c�est -à-dire :

dH(x; y)

dt
= P (x; y)

@H(x; y)

@x
+Q(x; y)

@H(x; y)

@y
= 0; (1.10)

sur les points de 
.

Dé�nition 1.16 On dit que le système di¤érentielle (1:7) est intégrable sur un
ouvert 
, s�il admet une intégrale première sur 
:

Dé�nition 1.17 Le système (1:7) est dit hamiltonien s�il existe une fonction
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H = H(x; y) de classe C1 telle que :8>>>><>>>>:
x0 = P (x; y) =

@H (x; y)

@y
,

y0 = Q(x; y) = � @H (x; y)

@x
:

Exemple 1.10 Soit le système8><>:
x0 = ax� bxy;

y0 = cxy � dy;
(1.11)

dé�nit sur 
 = ]0;+1[� ]0;+1[ avec a; b; c et d 2 R:
On prouve que la fonction

H : 
 �! R;
(x; y) 7! cx+ by � d lnx� a ln y:

est une intégrale première du système (1:11). En e¤et :

@H (x; y)

@x
= c� d

x
et

@H (x; y)

@y
= b� a

y
:

alors
dH (x; y)

dt
=

@H (x; y)

@x
P (x; y) +

@H (x; y)

@y
Q (x; y)

=

�
c� d

x

�
(ax� bxy) +

�
b� a

y

�
(cxy � dy) ;

= axc� ad� cbxy + byd+ cxyb� cxa� dyb+ da
= 0

Donc le système (1:11) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) = cx+ by � d lnx� a ln y:

1.9.1 Intégrale première de Darboux

Une fonction de la forme

f
�1

1 :f
�2
2 ::::::::f

�n
n exp

�
h

g

�
;

où fi; g et h sont des polynômes réels et les �i sont des nombres réels est appelé

une fonction de Darboux. Le système (1:7) est dit Darboux intégrable s�il a une

intégrale première qui est une fonction de Darboux.
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1.9.2 Intégrale première de Liouville

L�intégrale première est dite de Liouville si elle peut être obtenue par quadra-

tures des fonctions élémentaires. L�étude des intégrales premières de Liouville est

un problème classique de la théorie d�intégrabilité des équations di¤érentielles

qui remonte à Liouville.



Chapitre 2
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di¤érentiels avec un cycle limite
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes algé-

briques invariantes, puis nous prouvons que les systèmes sont intégrables et nous

introduisons une expression explicite de l�intégrale première d�un système di¤é-

rentiel polynomial planaire multi-paramètres de la forme :8>>>>>><>>>>>>:

x
0
= x+ (�y � �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i ;

y
0
= y � (�y + �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i ;

(2.1)

où n; �i sont des entiers positifs et �, �; ai; bi; i = 1::n sont des constantes

réelles.

De plus, nous déterminons les conditions su¢ santes pour que le système di¤é-

rentiel (2:1) possède un cycle limite, explicitement donné. Des exemples concrets

présentant l�applicabilité de notre résultat sont introduits.

2.2 Sur les points d�équilibre et les courbes in-

variantes du système

Le premier résultat est contenu dans le théorème suivant :

Théorème 2.1 Considérons le système di¤érentiel polynomial planaire (2:1),
alors on a :

1) Si n 2 N� f0g ; �i 2 N� f0g ; b2i � 4a2i < 0 pour i = 1:::n; alors l�origine
O de coordonnées (0; 0) est un point d�équilibre unique pour le système (2:1). De

plus l�origine O (0; 0) est un n�ud étoile.

2) La courbe U (x; y) = � (x2 + y2)
nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i = 0 est une

courbe algébrique invariante du système (2:1) avec cofacteur

K (x; y) = 2 + 2
i=nX
i=1

�i � 2�
nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i + (�y � �x) @

@x

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i

� (�y + �x) @
@y

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i :
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Preuve.

1. Preuve la propriété (1) du théorème :
Nous disons que A(x0; y0) 2 R2 est un point d�équilibre du système (2:1) ssi :8>>>>>><>>>>>>:

x
0
= x0 + (�y0 � �x0)

nY
i=1

(aix
2
0 + bix0y0 + aiy

2
0)
�i = 0;

y
0
= y0 � (�y0 + �x0)

nY
i=1

(aix
2
0 + bix0y0 + aiy

2
0)
�i = 0;

Puis on a :

�(x20 + y
2
0)

nY
i=1

�
aix

2
0 + bix0y0 + aiy

2
0

��i = 0:
Selon la condition b2i � 4a2i < 0; pour i = 1::n nous avons x0 = 0 et y0 = 0 est

la solution unique de cette équation. L�origine est donc le point d�équilibre unique

pour le système (2:1). Nous

calculons la matrice jacobienne du système (2:1) évaluée à O(0; 0), nous avons

J =

�������
0B@
@P

@x
(x; y)

@P

@y
(x; y)

@Q

@x
(x; y)

@Q

@y
(x; y)

1CA
�������
O(0;0)

=

 
1 0

0 1

!
;

où

P (x; y) = x+ (�y � �x)
nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i ;

et

Q(x; y) = y � (�y + �x)
nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i :

Cette matrice a des valeurs propres réelles positives répétées � = 1 > 0; le n�ud

est instable, pour plus de détails voir [[4];Theoreme 2:15].

Ceci complète la preuve de la propriété (1) du théorème 1.

2. Preuve la propriété (2) du théorème :
Nous prouvons que :

U(x; y) = �
�
x2 + y2

� nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i = 0



2. Sur une classe de systèmes di¤érentiels avec un cycle limite 24

est une courbe algébrique invariante du système di¤érentiel (2:1).

On a :

@U (x; y)

@x
= 2�x

nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i+� �x2 + y2� @

@x

nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i ;

@U (x; y)

@y
= 2�y

nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i+� �x2 + y2� @

@y

nY
i=1

�
aix

2 + bixy + aiy
2
��i ;

P (x; y) = x+ (�y � �x)
nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i ;

Q(x; y) = y � (�y + �x)
nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)
�i :

Après la substitution de

P (x; y) ; Q(x; y);
@U (x; y)

@x
et
@U (x; y)

@y

dans l�équation di¤érentielle linéaire aux dérivées partielles (1:2), on obtient :

@U (x; y)

@x
P (x; y) +

@U (x; y)

@y
Q(x; y) =

@U (x; y)

@x
(x+ (�y � �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i)

+
@U (x; y)

@y
(y � (�y + �x)

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i):

Ensuite, en tenant compte du fait que :

x
@

@x

nY
i=1

(aix
2+bixy+aiy

2)�i+y
@

@y

nY
i=1

(aix
2+bixy+aiy

2)�i = 2(
i=nX
i=1

�i)
nY
i=1

(aix
2+bixy+aiy

2)�i :

En e¤et, nous avons :

@U (x; y)

@x
P (x; y) +

@U (x; y)

@y
Q(x; y) = (2 + 2

i=nX
i=1

�i � 2�
i=nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i

+(�y � �x) @
@x

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i � (�y + �x) @
@y

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i)U(x; y);

donc

U (x; y) = �
�
x2 + y2

� nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i = 0;
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est une courbe algébrique invariante pour les systèmes di¤érentiels polynomiaux

(2:1) avec le cofacteur

K (x; y) = (2 + 2
i=nX
i=1

�i � 2�
i=nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i + (�y � �x) @
@x

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i

�(�y + �x) @
@y

nY
i=1

(aix
2 + bixy + aiy

2)�i)U(x; y):

2.3 Sur l�intégrale première et cycle limite du

système

Le deuxième résultat sur l�existence de l�intégrale première et l�expression

explicite de cycle limite du système (2:1) est dans le théorème suivant :

Théorème 2.2 Considérons le système di¤érentiel polynomial planaire (2:1),
alors on a : 1)

Si n 2 N� f0g; � > 0; �i 2 N� f0g; 2ai > jbij ;pour i = 1:::n, alors le système
(2:1) est intégrable et son intégrale première est :

H (x; y) =
(x2 + y2)

�1+::+�n

exp(
2�

�
(�1 + ::+ �n) arctan

y

x
)

+ F (arctan
y

x
);

où F (�) =
R �
0

0BBBB@2(�1 + ::+ �n) exp(�2(�1 + ::+ �n)!)
�

nY
i=1

(ai +
1

2
bi sin 2!)�i

1CCCCA d!:

2) Si n 2 N � f0g; � > 0; � > 0; �i 2 N � f0g; 2ai > jbij pour i = 1:::n;
alors le système (2:1) a un cycle limite non algébrique (�), explicitement donné
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en coordonnées polaires (r; �) par l�équation

r(�; r�) =

0B@ exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)� F (�)

1CA
1

2 (�1 + ::+ �n)

exp(
�

�
�);

où r� =

0B@ exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)

1CA
1

2 (�1 + ::+ �n)

:

De plus, ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Preuve.
A�n de prouver les résultats (1) et (2) du théorème 2, nous écrivons le système

di¤érentiel polynomial (2:1) en coordonnées polaires (r; �); dé�ni par x = r cos(�)

et y = r sin (�), alors le système devient :8>>>>>><>>>>>>:

r
0
= r �

 
�

nY
i=1

�
ai +

1

2
bi sin (2�)

�i

�!
r2(�1+::+�n)+1;

�0 = �
 
�

nY
i=1

�
ai +

1

2
bi sin (2�)

�i

�!
r2(�1+::+�n):

(2.2)

1. Preuve la propriété (1) du théorème :
Supposons que : n 2 N�f0g; � > 0; �i 2 N�f0g; 2ai > jbij pour i = 1:::n:

D�après le système (2:2) on a : �0 est négatif pour tout t 2 R, les orbites
(r (t) ; � (t)) du système (2:2) ont l�orientation opposée à celles (x (t) ; y (t)) du

système (2:1).

Posons � comme variable indépendante, on obtient l�équation de Bernoulli

dr (�)

d�
=
�

�
r � r1�2(�1+::+�n)

�
nY
i=1

�
ai +

1

2
bi sin (2�)

��i : (2.3)

Par le changement de variables � = r2(�1+::+�n); cette équation de Bernoulli (2:3)

se transforme à l�équation linéaire suivante :

d� (�)

d�
=
2�

�
(�1 + ::+ �n)��

2(�1 + ::+ �n)

�
nY
i=1

�
ai +

1
2
bi sin (2�)

��i : (2.4)
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La solution générale de l�équation linéaire (2:4) est

� (�) = (h� F (�)) exp
�
2�

�
(�1 + ::+ �n)�

�
;

où h 2 R et

F (�) =

Z �

0

0BBBB@2 (�1 + ::+ �n) exp(�2(�1 + ::+ �n)!)
�

nY
i=1

(ai +
1

2
bi sin 2!)�i

1CCCCA d! :
Par conséquent, la solution générale de (2:4) est

r (�) = (h� F (�))
1

2(�1 + ::+ �n) exp

�
�

�
�

�
:

où h 2 R.
De cette solution, on obtient l�intégrale première en cordonnées cartésiennes

de la forme :

H (x; y) =
(x2 + y2)

(�1+::+�n)

exp

�
2�

�
(�1 + ::+ �n) arctan

y
x

� + F (arctan y
x
):

Par conséquent, la propriété (1) du théorème 2 est prouvée.

2. Preuve la propriété (2) du théorème.
Supposons maintenant que n 2 N�f0g; � > 0; � > 0; �i 2 N�f0g; 2ai > jbij

pour i = 1:::n:

Le système (2:1) a une orbite périodique si et seulement si l�équation (2:3) a

une solution 2��p�eriodique strictement positive. Ceci, d�ailleurs, est équivalent
à l�existence d�une solution de (2:3) qui remplit r(0; r�) = r(2�; r�) et r(�; r�) > 0

pour tout � 2 (0; 2�) :
La solution r(�; r0) de l�équation di¤érentielle (2:3) telle que r (0; r0) = r0 est

r (�; r0) =
�
r
2(�1+::+�n)
0 � F (�)

� 1

2(�1 + ::+ �n) exp

�
�

�
�

�
;

où r0 = r(0).
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Une solution périodique du système (2:1) doit satisfaire la condition sui-

vante : r (2�; r0) = r (0; r0), ce qui conduit à une valeur unique r0 = r�; donner

par

r� =

0B@ exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)� F (�)

1CA
1

2 (�1 + ::+ �n)

exp

�
�

�
�

�
:

Le r� est l�intersection de l�orbite périodique avec l�axe OX+. Après la

substitution de cette valeur r� par r (�; r0) ; on obtient

r (�; r�) =

0B@ exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
) (�1 + ::+ �n)

F (2�)� F (�)

1CA
1

2 (�1 + ::+ �n)

exp(
�

�
�):

Dans ce qui suit, on prouve que r(�; r�) > 0. En e¤et,

exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)� F (�) = �F (2�)

1�exp(4�
�

�
(�1+::+�n))

+

R 2�
�

0BBB@2(�1+::+�n) exp(�2(�1+::+�n)!)

�

nY
i=1

0@ai+1
2
bi sin 2!

1A

1CCCA d! > 0:
Selon les conditions n 2 N � f0g; � > 0; � > 0; �i 2 N � f0g; 2ai > jbij ; pour
i = 1::n; d�où ai + 1

2
bi sin 2! pour tout � 2 (0; �) ; alors nous avons :

exp(4�
�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)� F (�) :

Ceci assure que r� > 0 et r(�; r�) > 0 sont bien dé�nis pour tout � 2 (0; �),
donc on a r� > 0 et r(�; r�) > 0 et le cycle limite ne passent pas par le point

d�équilibre O (0; 0) du système (3). C�est le cycle limite pour le système di¤é-

rentiel (3) nous le notons par (�) : Ce cycle limit (�) n�est pas algébrique, plus

précisément, en coordonnées cartésiennes r2 = x2 + y2 et � = arctan
�y
x

�
, la
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courbe (�) dé�nie par ce cycle limite est (�) : L (x; y) = 0 où

L (x; y) = (x2 + y2)
�1+::+�n � exp(2�

�
(�1 + ::+ �n) arctan

y

x
)�0B@ exp(4�

�

�
(�1 + ::+ �n))

�1 + exp(4��
�
(�1 + ::+ �n))

F (2�)� F
�
arctan

y

x

�1CA :
Selon les conditions, nous avons

�

�
(�1 + ::+ �n) 6= 0; alors l�expression est non

algébrique car exp
�
2
�

�
(�1 + ::+ �n) arctan

y

x

�
apparaît dans L (x; y), d�où l�ex-

pression L (x; y) est non algébrique. Par conséquent, (�) : L (x; y) = 0 est non

algébrique et le cycle limite sera également non algébrique.

A�n de prouver l�hyperbolicité du cycle limite il su¢ t que la carte de retour

de Poincaré, pour plus de détails voir [[4] , section 1.6]. Un calcul montre que

dr (2�; r0)

dr0

����
r0=r�

= exp

�
4�
�

�
(�1 + ::+ �n)

�
> 1:

Par conséquent, le cycle limite (�) du système di¤érentiel (2:1) est un cycle limite

hyperbolique stable.

Ceci complète la preuve de la propiété (2) du théorème 2.

2.4 Exemples

Exemple 2.3 Prenons � = � = n = a1 = �1 = 1 et b1 = �1, le système (2:1)
s�écrit 8><>:

x0 = x+ (y � x) (x2 � xy + y2) ;

y0 = y � (y + x) (x2 � xy + y2) :
(2.5)

La courbe U (x; y) = (x2 + y2) (x2 � xy + y2) = 0 est une courbe algébrique inva-
riante du système (2:5) avec cofacteur

K (x; y) = �3x2 + 4xy � 5y2 + 4:

Ce système (2:5) est un système cubique a un cycle limite non algébrique dont

l�expression en coordonnées polaires (r; �)est

r (�; r�) = exp (�)

s
r2� � 4

Z �

0

�
exp (�2!)
2� sin 2!

�
d!;
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où � 2 R est l�intersection de cycle limite avec l�axe OX+ est le point ayant r�

r� =

s
2 exp (4�)

exp (4�)� 1

Z 2�

0

�
2

2� sin 2! exp (�2!)
�
d! w 1:1912:

dr (2�; r0)

dr0

����
r0=r�

= exp(4�) > 1

Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Exemple 2.4 Prenons n = 2; � = � = �2 = 1, �1 = 2; a1 = a2 = 3; b1 = �1 et
b2 = �2 alors le système (3) s�écrit8><>:

x0 = x+ (y � x) (3x2 � xy + 3y2)2 (3x2 � 2xy + 3y2) ;

y0 = y � (y + x) (3x2 � xy + 3y2)2 (3x2 � 2xy + 3y2) :
(2.6)

La courbe U (x; y) = (x2 + y2) (3x2 � xy + 3y2)2 (3x2 � 2xy + 3y2) = 0; est une
courbe algébrique invariante du système (2:6) avec cofacteur

k (x; y) = 8� 2
�
6x2 � 3xy + 7y2

� �
5x2 � 3xy + 6y2

� �
3x2 � xy + 3y2

�
:

Ce système (2:6) est un système quintique a un cycle limite non algébrique dont

l�expression en coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) =

�
exp (12�)

�1 + exp (12�)F (2�)� F (�)
�1
6
exp (�) ; � 2 R:

F (�) =

Z �

0

0BBB@ 6 exp (�6!)�
3� 1

2
sin 2!

�2
(3� sin 2!)

1CCCA d!;
et l�intersection du cycle limite avec l�axe OX+ est le point ayant r�

r� =

0BBB@ exp (12�)

�1 + exp (12�)

Z 2�

0

0BBB@ 6 exp (�6!)�
3� 1

2
sin 2!

�2
(3� sin 2!)

1CCCA d!
1CCCA
1

2

w 0:60031:
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De plus
dr (2�; r0)

dr0

����
r0=r�

= exp (12�) > 1:

Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Cycle limite du système (2:6)

Exemple 2.5 Prenons n = 3; � = 3; � = 2; �1 = 3; �2 = 4; �3 = 5; a1 = 10;
b1 = 12; a2 = 12; b2 = 5; a3 = 4 et b3 = 1; le système (2:1) s�écrit8>>>>>><>>>>>>:

x0 = x+ (3y � 2x) (10x2 + 12xy + 10y2)3

(7x2 + 5xy + 7y2)
4
(4x2 + xy + 4y2)

5
;

y0 = y � (2y + 3x) (10x2 + 12xy + 10y2)3

(7x2 + 5xy + 7y2)
4
(4x2 + xy + 4y2)

5
:

(2.7)

La courbe

U (x; y) =
�
x2 + y2

� �
10x2 + 12xy + 10y2

�3 �
7x2 + 5xy + 7y2

�4 �
4x2 + xy + 4y2

�5
= 0;

est une courbe algébrique invariante de système (2:7) avec cofacteur

K (x; y) = 26� 8 (6xy + 5x2 + 5y2)2 (5xy + 7x2 + 7y2)3 (xy + 4x2 + 4y2)4M (x; y) ;

où M (x; y) = 10517x6 + 19959x5y + 35881x4y2 + 33072x3y3+

27247x2y4 + 11553xy5 + 4043y6
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Ce système (2:7) a un cycle limite non-algébrique dont l�expression en coordon-

nées polaires (r; �) est

r (�; r�) =

�
exp (32�)

�1 + exp (32�)F (2�)� F (�)
� 1
24
exp

�
2

3
�

�
où � 2 R;

et

F (�) =

Z �

0

0BBB@ 24 exp (�24!)

3 (10 + 6 sin 2!)3
�
7 +

5

2
sin 2!

�4�
4 +

1

2
sin 2!

�5
1CCCA d!:

L�intersection du cycle limite avec l�axe OX+ est le point ayant r�

r� =

0BBB@ exp (32�)

�1 + exp (32�)
R 2�
0

0BBB@ 24 exp (�24!)

3 (10 + 6 sin 2!)3
�
7 +

5

2
sin 2!

�4�
4 +

1

2
sin 2!

�5
1CCCA d!

1CCCA
1

24

w 0:38365;
de plus

dr (2�; r0)

dr0

����
r0=r�

= exp (32�) > 1;

ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Cycle limite du système (2:7)
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Exemple 2.6 Prenons n = 2; � = � = 1; �1 = 4; �2 = 3; a1 = 5; b1 = �1;
a2 = 4 et b2 = �3, le système (2:1) s�écrit8><>:

x
0
= x+ (y � x) (5x2 � xy + 5y2)4 (4x2 � 3xy + 4y2)3 ;

y0 = y � (x+ y) (5x2 � xy + 5y2)4 (4x2 � 3xy + 4y2)3 :
(2.8)

La courbe

U (x; y) =
�
x2 + y2

� �
5x2 � xy + 5y2

�4 �
4x2 � 3xy + 4y2

�3
= 0;

est

une courbe algébrique invariante de système (2:8) avec cofacteur

K (x; y) = 16 +
�
4x2 � 3xy + 4y2

�2 �
xy � 5x2 � 5y2

�3
M (x; y) ;

où M (x; y) = 259x4 � 283x3y + 688x2y2 � 325xy3 + 381y4:

Ce système (2:8) possède un cycle limite non algébrique dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) =

�
exp (28�)

�1 + exp (28�)F (2�)� F (�)
� 1
14
exp (�) où � 2 R;

et F (�) =
Z �

0

0BBB@ 14 exp (�14!)�
5� 1

2
sin 2!

�4�
4� 3

2
sin 2!

�3
1CCCA d!:

L�intersection du cycle limite avec l�axe OX+ est le point r� donné par :

r� =

0BBB@ exp (28�)

�1 + exp (28�)

0BBB@R 2�0 14 exp (�14!)�
5� 1

2
sin 2!

�4�
4� 3

2
sin 2!

�3
1CCCA d!

1CCCA
1

14

w 0:47765:

De plus
dr (2�; r0)

dr0

����
r0=r�

= exp (28�) > 1:
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Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Cycle limite du système (2:8)



Chapitre 3

Sur une classe de systèmes
di¤érentiels avec deux cycles
limites algébrique et non
algébrique

35



3. Sur une classe de systèmes di¤érentiels avec deux cycles limites
algébrique et non algébrique 36

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes algé-

brique invariantes et nous introduisons une expression explicite de l�intégrale

première pour une classe des systèmes di¤érentiels planaire de la forme suivante :8>>><>>>:
x0 =

dx

dt
= xS4(x; y) + P7(x; y) + xR8(x; y);

y0 =
dy

dt
= yS4(x; y) +Q7(x; y) + yR8(x; y);

(3.1)

où

P7(x; y) =
1
3
(x2 + y2)

2
((2a� b)x3 + (15d� 6c)x2y + (2b� a)xy2 + (6d� 3c) y3) ;

Q7(x; y) = �1
3
(x2 + y2)

2
((6d� 3c)x3 + (b� 2a)x2y � 3dxy2 + (a� 2b) y3) et

S4(x; y) = �x
4 + �x3y + �x2y2 + �xy3 + �y4;

R8(x; y) = �1
3
(x2 + y2)

2
((3�+ 2a� b)x4 + (3�� 3c+ 9d)x3y + (3�� 3c+ 9d)xy3+

(a+ b+ 3�)x2y2 + (2b� a+ 3�) y4);
avec a; b; c; d; �; �; �; �; � sont des constantes réelles.

De plus, nous déterminons des conditions su¢ santes pour que le système dif-

férentiel possède deux cycles limites, l�un des deux est algébrique et l�autre est

non-algébrique explicitement donné. Des exemples concrets montrant l�applica-

bilité de notre résultat sont introduits.

3.2 Sur les points d�équilibre et les courbes in-

variantes du système

Le premier résultat est contenu dans le théorème suivant :

Théorème 3.1 Considérons le système di¤érentiel planaire multi-paramètres
(3:1), alors on a :

1) Si 2d � c 6= 0; alors l�origine des coordonnées O (0; 0) est le unique point
d�équilibre.

2) La courbe U (x; y) = x2 + y2� 1 = 0, est une courbe algébrique invariante
du système (3:1) avec un cofacteur

K (x; y) = �2
3

�
x2 + y2

�
((2a� b+ 3�)x6 + 3�x4 + 3�y4 + (9d� 3c+ 3�)xy

�
x2 + y2

�2
+

3x2y2
�
(a+ �+ �)x2 + (b+ � + �) y2 + �

�
+ 3�xy

�
x2 + y2

�
+ (2b� a+ 3�) y6).
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Preuve.
Preuve la propriété 1 :
Par dé�nition, A (x�; y�) 2 R2 est un point d�équilibre pour le système (3:1)

ssi 8><>:
x�S4 (x�; y�) + P7 (x�; y�) + x�R8 (x�; y�) = 0;

y�S4 (x�; y�) +Q7 (x�; y�) + y�R8 (x�; y�) = 0;

on a

y�P7 (x�; y�)� x�Q7 (x�; y�) = (2d� c)
�
x2� + y

2
�
�4
= 0

Alors x� = 0; y� = 0 est la solution unique de cette équation, d�où l�origine est

un point d�équilibre unique pour le système (3:1).

Ceci complète la preuve de propriété (1) du théorème 1.

Preuve la propriété 2 de théorème.
Un calcul montre que U (x; y) = x2 + y2 � 1 satisfait l�équation aux dérivées

partielles linéaire (1:9), où K(x; y) est le cofacteur associé

K (x; y) = �2
3
(x2 + y2) ((2a� b+ 3�)x6 + 3�x4 + 3�y4 + (9d� 3c+ 3�)xy (x2 + y2)2+

3x2y2 ((a+ �+ �)x2 + (b+ � + �) y2 + �) + 3�xy (x2 + y2) + (2b� a+ 3�) y6),

Puis la courbe U (x; y) = 0 est une courbe algébrique invariante du système (3:1)

avec le cofacteur K(x; y):

Ceci complète la preuve la propriété (2) du théorème1.

3.3 Sur l�intégrale première et les cycles limites

du système

Nous dé�nissons les fonctions trigonométriques :

F (�) = 1
8
(3�+ � + 3�) + 1

2
� sin 2� + 1

2
(�� �) cos 2� + 1

8
(�� � + �) cos 4�;

G (�) = 1
6
(a+ b) + 1

2
(a� b) cos 2� + 1

2
(3d� c) sin 2�;

K (�) = �1
6
a� 1

6
b� 3

8
�� 1

8
� � 3

8
� + 1

2
(c� 3d� �) sin 2� + 1

8
(� � �� �) cos 4�

+1
2
(b� a� �+ �) cos 2�;

M (�) =
R �
0

�
2K (t)

2d� c exp
�R t

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

��
dt ;

et N (�) = exp
�R �

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

�
:
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Le deuxième résultat sur l�existence de l�intégrale première et l�expression

explicite de cycle limite du système (3:1) est dans le théorème suivant :

Théorème 3.2 Considérons le système di¤érentiel planaire multi-paramètres
(3:1), alors on a :

1) Le système (3:1) est intégrable et son intégrale première est :

H (x; y) =
N
�
arctan y

x

�
+ (1� x2 � y2)M

�
arctan y

x

�
x2 + y2 � 1 :

2) Le système (3:1) admet un cycle limite explicitement donné en coordonnées

cartésiennes par (�1) : x2 + y2 � 1 = 0:
3) Si

2
3
a+ 2

3
b+ 3�+ � + 3� > j2c� 6d� �j+ j�2a+ 2b� 4�+ 4�j+ j� � �� �j ;

�1
3
a� 1

3
b� 3

4
�� 1

4
� � 3

4
� > jc� 3d� �j+ 1

4
j� � �� �j+ jb� a� �+ �j

et c < 2d;
(3.2)

alors le système (3:1) admet un cycle limite non algébrique (�2), explicitement

donné en coordonnées polaires (r; �) par :

r (�; r�) =

s
(N (2�)� 1) (N (�) +M (�)) +M (2�)

(N (2�)� 1)M (�) +M (2�)
:

De plus, le cycle limite algébrique (�1) est entouré par le cycle limite non

algébrique (�2).

Preuve.
Preuve les propriétés (1), (2) et (3) du Théorème 1.
Pour prouver les propriétés (1), (2) et (3) on écrit le système di¤érentiel (3:1)

en coordonnées polaires (r; �), dé�nies par x = r cos � et y = r sin �, le système

devient : 8>>><>>>:
r0 =

dr

dt
= F (�) r5 +G (�) r7 +K (�) r9;

�0 =
d�

dt
= (c� 2d) r6;

(3.3)

où les fonctions trigonométriques F (�) ; G (�) et K (�) sont données.

D�après c < 2d, on obtient que �0 est négatif pour tout t 2 R, les or-
bites (r(t); �(t)) du système (3:3) ont l�orientation opposée par rapport à celles

(x(t); y(t)) du système (3:1).
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Si nous prenons � comme variable indépendante, nous obtenons l�équation

dr

d�
=
F (�)

c� 2d
1

r
+
G (�)

c� 2dr +
K (�)

c� 2dr
3: (3.4)

D�après le changement des variables � = r2, cette équation (3:4) se transforme

en l�équation de Riccati

d�

d�
=
2F (�)

c� 2d +
2G (�)

c� 2d�+
2K (�)

c� 2d �
2: (3.5)

Cette dernière équation est intégrable, car elle possède la solution particulière

� = 1.

En introduisant le changement standard de variable � = z+1 nous obtenons

l�équation de Bernoulli

dz

d�
=

�
2G (�) + 4K (�)

c� 2d

�
z +

2K (�)

c� 2d z
2: (3.6)

On note que z = 0 est une solution pour (3:6) :

Supposons maintenant que z 6= 0 en introduisant le changement standard de
variable y = 1

z
; on obtient l�équation linéaire suivante :

dy

d�
=

�
2G (�) + 4K (�)

2d� c

�
y +

2K (�)

2d� c : (3.7)

La solution générale de l�équation linéaire (3:7) est

y (�) =
�+M (�)

N (�)
;

où � 2 R:
Par conséquent, la solution générale de l�équation (3:6) est :

z (�) = 0; z (�) =
N (�)

�+M (�)
;

où � 2 R.
D�où la solution générale de l�équation (3:5) est :

�(�) = 1; �(�) =
�+N (�) +M (�)

�+M (�)
;

où � 2 R.
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Par conséquent, la solution générale de (3:4) est :

r(�; �) = 1; r(�; �) =

�
�+N (�) +M (�)

�+M (�)

� 1
2

;

où � 2 R.
D�après cette dernière solution on obtient l�intégrale première en variables

(x; y) est de la forme

H (x; y) =
N
�
arctan y

x

�
+ (1� x2 � y2)M

�
arctan y

x

�
x2 + y2 � 1 :

Par conséquent, la propriété (1) du Théorème 1 est prouvée.

Les courbesH = � avec � 2 R, qui sont les trajectoires du système di¤érentiel
(3:1), en coordonnées cartésiennes s�écrivent :

x2 + y2 = 1;

x2 + y2 =
�+N

�
arctan y

x

�
+M

�
arctan y

x

�
�+M

�
arctan y

x

� ;

où � 2 R.
Notez que le système (3:1) a une orbite périodique si et seulement si l�équa-

tion (3:4) a une solution périodique 2� strictement positive, une telle solution

périodique de (3:4) doit satisfaire : r (0; r�) = r (2�; r�) et r (�; r�) > 0 pour tout

� 2 [0; 2�].
La solution r (�; r0) de l�équation di¤érentielle (3:4) telle que r (0; r0) = r0 est

r (�; r0) =

vuutN (�) +M (�) + 1
�1+r20

M (�) + 1
�1+r20

;

où r0 = r (0).

On a la solution particulière � (�) = 1 de l�équation di¤érentielle (3:5) ; à

partir de cette solution on obtient r2 (�; 1) = 1 > 0, pour tout � 2 [0; �] est
une solution particulière de l�équation di¤érentielle(3:4). Il s�agit d�un cycle li-

mite algébrique pour les système di¤érentiels (3:1), correspondant à une courbe

algébrique invariante

U (x; y) = x2 + y2 � 1 = 0:

Plus précisément, coordonnées cartésiens r2 = x2 + y2 et � = arctan
�
y
x

�
, la

courbe (�1) dé�nie par ce cycle limite est (�1) : x2 + y2 � 1 = 0:
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Par conséquent, la propriété (2) du théorème 1 est prouvée.

Une solution périodique de système (3:1) doit satisfaire la condition r (2�; r0) =

r (0; r0), ce qui conduit à une valeur cubique r0 = r�, données par

r� =

s
N (2�) +M (2�)� 1

M (2�)
;

r� est l�intersection de l�orbite périodique avec l�axe OX+.

Après la substitution de cette valeur de r� sur r (�; r0) on obtient

r (�; r�) =

s
(N (2�)� 1) (N (�) +M (�)) +M (2�)

(N (2�)� 1)M (�) +M (2�)
:

Dans ce qui suit, il est prouvé que r (�; r�) > 0. En e¤et

M (2�)�M (�) =

Z 2�

0

�
2K (t)

2d� c exp
�Z t

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

��
dt

+

Z 0

�

�
2K (t)

2d� c exp
�Z t

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

��
dt

=

Z 2�

�

�
2K (t)

2d� c exp
�Z t

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

��
dt

Selon les condition (3:2), donc
G (�) + 2K (�)

2d� c < 0 et
K (�)

2d� c > 0 pour tout
� 2 (0; �), alors on a M (2�)�M (�) > 0 et N (2�) > 1; cela garantit que r� et

r (�; r�) sont bien dé�nis pour tout � 2 (0; �) ;donc on a r� > 0 et r (�; r�) > 0
pour tout � 2 [0; �] et le cycle limite n�est pas passé par le point d�équilibre
O (0; 0) du système (3:1). C�est le deuxième cycle limite pour le système di¤é-

rentiel (3:1) ; on le note par (�2).

Ce cycle limite (�2) n�est pas algébrique. Plus précisément, en coordonnées

cartésiennes r2 = x2 + y2 et � = arctan
�
y
x

�
, la courbe (�2) dé�nie par ce cycle

limite est (�2) : L (x; y) = 0; où

L (x; y) = x2 + y2 �
(N (2�)� 1)

�
N
�
arctan y

x

�
+M

�
arctan y

x

��
+M (2�)

(N (2�)� 1)M
�
arctan y

x

�
+M (2�)

:

Le cycle limite algébrique est donné par un polynôme, mais l�exprission

L (x; y) à variables x et y n�est polynomiale, donc la courbe (�2) : L (x; y) = 0

est non algébrique et le cycle limite sera également non algébrique.
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Selon les conditions (3:2), on obtient

M (�) =

Z �

0

�
2K (t)

2d� c exp
�Z t

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

��
dt > 0

et N (�) = exp

�Z �

0

�
2G (w) + 4K (w)

c� 2d

�
dw

�
> 1;

pour tout � 2 [0; �], alors nous avons

r� =

s
1 +

N (2�)� 1
M (2�)

> 1:

En outre,

r (�; r�) =

s
1 +

(N (2�)� 1)N (�)
(N (2�)� 1)M (�) +M (2�)

> 1:

Cela justi�ait que le cycle limite algébrique (�1) se situent à l�intérieur du

cycle limite non algébrique (�2).

Ceci complète la preuve de la propriété (3) du Théorème.

3.4 Exemples

Exemple 3.3 Prenons a = b = �50; c = �3; d = �1; � = � = 10; � = 1 et

� = 28, le système (1:2) s�écrit :8>>>>>><>>>>>>:

x0 = x (10x4 + x3y + 28x2y2 + xy3 + 10y4) + 1
3
(3y � 50x) (x2 + y2)3

�1
3
x (x2 + y2)

2
(�20x4 + 3x3y � 16x2y2 + 3xy3 � 20y4) ;

y0 = y (10x4 + x3y + 28x2y2 + xy3 + 10y4)� 1
3
(3x+ 50y) (x2 + y2)

3

�1
3
y (x2 + y2)

2
(�20x4 + 3x3y � 16x2y2 + 3xy3 � 20y4) ;

(3.8)

La courbe x2 + y2 � 1 = 0 est une courbe algébrique invariante du système (3:8)
avec cofacteur

K(x; y) = 2
�
x2 + y2

�
(8
�
x6 + y6

�
� 12

�
x4 + y4

�
+ 3xy

�
x4 + x2 + y2 + y4

�
+2x2y2

�
11x2 + 3xy + 11y2 � 13

�
):

Le système (3:8) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
N
�
arctan y

x

�
+ (1� x2 � y2)M

�
arctan y

x

�
x2 + y2 � 1 ;
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où

N (�) = exp

�
1 +

32

3
� � (cos 2�)� sin (4�)

�
et

M (�) = �1
2
exp

�
32

3
� � cos 2� � sin 4�

�
+
50e

3

R �
0
exp

�
32

3
t� cos 2t� sin 4t

�
dt:

Le système (3:8) a un cycle limite algébrique (�1) dont l�expression est (�1) :

x2 + y2 � 1 = 0:
Ce système (3:8) a un cycle limite non algébrique (�2) dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) =

s
(N (2�)� 1) (N (�) +M (�)) +M (2�)

(N (2�)� 1)M (�) +M (2�)
;

où � 2 R.
L�intersection du cycle limite ave l�axe OX+ est le point ayant

r� =

vuuute

64

3
�
+ 2: 404 7� 1029 � 1
2: 404 7� 1029 = 1: 237 6

Nous concluons que le système (3:8) a deux cycles limites (�1) et (�2). puisque

r� = 1: 237 6 > 1, le cycle limite (�1) se situe à l�intérieur du cycle limite (�2):

Cycles limites du systéme (3:8)

Exemple 3.4 Prenons a = b = �60; c = 3; d = 1; � = � = 12; � = �3 et
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� = 26, le système (1:2) s�écrit :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

x0 =
dx

dt
= x (12x4 � 3x3y + 26x2y2 � 3xy3 + 12y4)

� (x2 + y2)3 (20x+ y) + x (x2 + y2)2

(8x4 + 8y4 + 3xy3 + 3x3y + 14x2y2) ;

y0 =
dy

dt
= y (12x4 � 3x3y + 26x2y2 � 3xy3 + 12y4) + (x2 + y2)3

(x� 20y) + y (x2 + y2)2 (8x4 + 8y4 + 3xy3 + 3x3y + 14x2y2) :

(3.9)

La courbe x2 + y2 � 1 = 0 est une courbe algébrique invariante du système (3:9)
avec cofacteur

K(x; y) = �2
3

�
x2 + y2

�
(20
�
x6 + y6

�
� 30

�
x4 + y4

�
�

3xy
�
x2 + y2 + 1

� �
x2 + y2

�
+ 36x2y2

�
x2 + y2 � 7

3

�
):

Le système (3:9) est intégrable et son intégrale première est

H (x; y) =
N
�
arctan y

x

�
+ (1� x2 � y2)M

�
arctan y

x

�
x2 + y2 � 1 ;

où N (�) = exp
�
3� 9� + 1

4
sin 4� � 3 cos 2�

�
et M (�) = �e

2

2
exp

�
�9� + 1

4
sin (4�)� 3 cos (2�)

�
� 20e3

R �
0
exp

�
�9t+ 1

4
sin 4t� 3 cos 2t

�
dt:

Le système (3:9) a un cycle limite algébrique (�1) dont l�expression est (�1) :

x2 + y2 � 1 = 0:
Ce système (3:9) a un cycle limite non algébrique (�2) dont l�expression en

coordonnées polaires (r; �) est

r (�; r�) =

s
(N (2�)� 1) (N (�) +M (�)) +M (2�)

(N (2�)� 1)M (�) +M (2�)
;

où � 2 R.
L�intersection du cycle limite avec l�axe OX+ est le point ayant

r� =

r
2: 762� 10�25 � 2: 604 2� 1

�2: 604 2 = 1: 176 4
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Cycles limites du systéme (3:9)



Conclusion

Dans ce travail on s�est intéressé à l�étude qualitative des systèmes di¤éren-

tiels polynômiaux planaires. Il est important pour un système di¤érentiel de

savoir s�il admet ou non une intégrale première, une courbe invariante, une so-

lution périodique s�il est isolée on parle par dé�nition d�un cycle limite. D�autre

part le calcul de l�intégrale première d�un système di¤érentiel planaire déter-

mine complètement le portrait de phase du système. Pour les modèles issus de

la pratique, il est important d�étudier ces questions : intégrale première, solu-

tion périodique, cycle limite, portrait de phase. Les résultats présentés dans ce

mémoire s�articulent sur ces questions.
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