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Introduction

La notion des équations différentielles est apparue a la fin du 17 siécle dans
les travaux de Isaac Newton (1642 — 1727), Gottfried W. Leibniz (1646 — 1716),
et Bernoulli. Elles se sont produites comme conséquence normale des efforts de
ces grands savants d’appliquer les nouvelles idées du calcul a certains problémes
en mécanique. Plus tard la théorie d’intégration des équations différentielles a
été développée par des analystes et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson,
Hamilton, Liouville aux 18°"¢ siécle et 19°™¢ siécles. Pendant plus de 300 ans,
les équations différentielles ont servi l'outil essentiel pour décrire et analyser
des problemes dans beaucoup de disciplines scientifiques : Biologie, physique,
economie...etc.

La théorie qualitative des équations différentielles, connue aujourd’hui par
la théorie des équations différentielles, est la branche des mathématiques qui se
développe le plus activement et qui posséde les plus importantes applications
scientifiques. L’étude qualitative surtout pour les systémes non-linéaires, reste
donc un préalable nécessaire a I’étude compléte de leurs solutions. Un des prin-
cipaux problémes de la théorie qualitative des équations différentielles est I’étude
de l'intégrabilité et des cycles limites des systémes différentiels planaires et spé-
cialement des systémes différentiels planaires polynomiaux. L’intérét des cycles
limites des systémes différentiels planaires est di a leurs significations impor-
tantes dans les modéles mathématiques modélisant des phénoménes issus de la
pratique dans plusieurs branches des sciences.

La notion d’intégrale premiere est apparue pour la premiére fois dans les
travaux de G. Darboux (1842 — 1917) en 1878. Il construit des intégrales dites
générales pour des équations différentielles ordinaires du premier ordre, ayant
suffissamment de courbe algébriques invariantes. L’importance de cette notion
a été établie par Henri Poincaré [1] dans sa présentation d’une méthode pour

obtenir des intégrales premiéres polynomiales ou rationnelles. D’une maniére
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générale, la recherche des intégrales premiéres permet de donner une classification
de toutes les trajectoires d’un systeme donné. Pour les systémes polynomiaux,
Iexistence d’une intégrale premiére détermine leur portrait de phase [4].

Un cycle limite d’une équation différentielle est une orbite périodique isolée
dans I’ensemble des orbites périodiques de I'équation différentielle, il est repré-
senté dans le plan de phase par de courbe fermée. Les cycles limites ont été intro-
duits pour la premiére fois par H. Poincaré [1] en1881. Un des théorémes les plus
importants de la dynamique non linéaire est le théoréme de Poincaré-Bendixson
qui affirme que dans une région bornée et compacte du plan [2], une trajectoire
d’un systéme planaire converge vers un cycle limite ou un point d’équilibre. Pour
la non-existence des solutions périodiques, il existe les critéres de Bendixson et
celui de Dulac, qui affirment sous certaines conditions que le systéme différentiel
planaire n’admet aucune solutions périodiques.

Le mathématicien David Hilbert (1862 — 1943) [3] présenta, lors du deuxiéme
congrés international des mathématiques en 1900, 23 problémes "dont I'avenir
attend la résolution grace aux nouvelles méthodes qui seront découvertes dans
le siecle qui commence". La seconde partie du 16™¢ probléme de Hilbert est de
savoir le nombre maximal et la position relative des cycles limites d'un systéme
différentiel polynomial [3]. Ce probléme est jusqu’a maintenant non résolu tota-
lement, & fait l'objet de plusieurs travaux récents sont consacrés a l’étude des
cycles limites.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions prélimi-
naires sur les systémes différentiels planaires utilisés par la suite dans le deuxiéme
et le troisiéme chapitre.

Dans le second chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes
algébriques invariantes, puis nous prouvons que ces systémes sont intégrables et
nous introduisons une expression explicite de I'intégrale premiére d’un systéme
différentiel polynomial planaire avec plusieurs parameétres des degré neuf de la

forme :
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( n
/

=z + (ay — fa) H (a;x? + bizy + aiy2)Ai :
i—1

n

I )\i
Yy =y — (6y + O_/J,’) H (aix2 + bsz’y + ain) ,

\ =1

ol n, A; sont des entiers positifs et «, 3, a;, b;, © = 1...n sont des constantes
réelle.

De plus, nous déterminons les conditions suffisantes pour que ce systéeme
différentiel posséde un cycle limite, explicitement donné.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes
algébrique invariantes, puis prouvons que ces systémes sont intégrables, et intro-
duisons une expression explicite d’une premiére intégrale d’un systéme différen-

tiel polynomial planaire avec plusieurs parametres des degré neuf de la forme :

_da:

l‘, - E - 3384(1’,?4) + P7(.’L’,y) + $R8<l’,y),
, dy
y=—= ySi(w,y) + Q7(x,y) + yRs(x,y),

ou
Pr(x,y) = 5 (2® + ¥ ((2a — b) 2% + (15d — 6¢) 22y + (2b — a) zy® + (6d — 3¢) ),
Qr(z,y) = =1 (2® + )7 ((6d — 3¢) 2® + (b — 2a) 2%y — 3dwy® + (a — 2b) ),
Sy(z,y) = axt + A\edy + 52%y* + Azy® + ny* et
Rg(x,y) = —1 (22 +4?)* ((3a + 2a — b) 2*+(3\ — 3¢ + 9d) 2%y+(3\ — 3¢ + 9d) zy>+
(a+b+38)2%y* + (20 — a + 3n) y*),
avec a, b, ¢, d, a, A\, §, A et 1 sont des constantes réelles.
De plus, nous déterminons des conditions suffisantes pour qu’un systéme
différentiel polynomial posséde deux cycles limites, I'un des deux est algébrique
et I'autre non-algébrique explicitement donné. Des exemples concrets montrant

I’applicabilité de notre résulte sont introduits.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions préliminaires sur
les systémes différentiels planaires utilisés par la suite dans le deuxiéme et le

troisieme chapitre.

1.1 Quelques équations différentielles

1.1.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 1.1 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une

équation de la forme :

'+ a(t)x = b(t), (1.1)

ot a(t) et b(t) sont des fonctions continues de variable t.

La solution générale d’équation (1.1) est de la forme :

x(t) = % (/u(t)b(t)dt + c) ,

ot u(t) = exp ([ a(t)dt) est appelé le facteur d’intégration.

1.1.2 Equation différentielle de Bernoulli

Définition 1.2 On appelle "équation différentielle de Bernoulli" tout équation

de la forme

' +a(t)x + b(t)z" =0, (1.2)

oun € R—{0,1} et a, b sont des fonctions continues sur l'intervalle I de R.

Remarque 1.1 Sin = 0 ou n = 1, l’équation (1.2) est linéaire et on savons

comment la résoudre.

Méthode de résolution
Afin de la résoudre 'équation (1.2) lorsque n est différent de 0 et 1, nous

divisons I’équation différentielle (1.2) par z".

7"+ a(t)x' " 4+ b(t) = 0. (1.3)



1. Notions préliminaires 3

Puis on fait un changement de variable y = '™, et en prenant la dérivée

n,./

y =1 —n)z ",

d’ou : .
oo Y
1—n)
on remplace cette égalité dans équation (1.3) en trouve :
1 /
Ey + a(t)y + b(t) = 0. (14)

Cette équation (1.4) est une equation différentielle linéaire de premier ordre.

1.1.3 Equation de Riccati

Définition 1.3 On appelle "équation différentielle de Riccati " tout équation de

la forme :
o' = a(t)z® + b(t)x + c(t), (1.5)

ol a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I de R.

Meéthode de résolution

Soit x, la solution particuliére de I’équation (1.5).

On pose le changement de variable suivant : = z, + y, et en remplagant

dans ’équation (1.5) :

(zp +y) = a(t)(z, + 9)2 +0(t)(zp +y) +c(t),
= x; +y = a(t)xf) + a(t)y* + 2a(t)zpy + b(t)x, + b(t)y + (),

= (21, — a(t)22 — b(t)z, — c(t)) + ' = a(t)y? + 2a(t)zpy + b(t)y,

=y = a(t)zl + a(t)y® + 2a(t)zpy + b(t)y,
nous obtenons I’équation différentielle d’inconnue y(¢) suivante :
y'=a(t)y’ + (2a(t)z, +b(t))y, (1.6)

I’équation (1.5) est de Bernoulli.
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1.2 Systémes différentiels autonomes

Définition 1.4 On appelle systeme différentielle autonome du plan un systéme

de la forme :

/

o =8 = Pa(t), ylt),

) (1.7)
Y == = Qa(t).y(t)).

ot P et () sont des fonctions qui dépendent uniquement de = et y.

e Si P et () sont des polynomes & coefficients réels, on dit que (1.7) est un
systéme différentiel polynomial et le nombre n = max(deg P, deg @) est dit le
degré du systéme (1.7).

Remarque 1.2 i les polynomes P et () s’écrivent sous la forme

( n

P(I7y) = Z ai,jxiynija

i+j=1

Q(-T,y) = Z bi,jxiyn_ja

\ i+j=1

on dit que P et Q) sont homogéne, dans ce cas le systéme (1.7) s’appelle

systeme différentielle homogéme autonome de degré n.

1.3 Systéme différentielle linéaire

Définition 1.5 On dit que le systéme (1.7) est un systéme linéaire lorsque on

peut ’écrire sous la forme matricielle

X'(t) = B(t)X(t) + a(t),

\ _ (=)
w30 = (G
type 2 X 2 et a(t) = (

valeurs dans R.

) et B(t) est une fonction continue & valeurs matriciellesde

ay (t)

(t)) avec a1(t) et as(t) sont des fonctions continues a
Qa2

0
Sioa(t) = (0>, alors le systéeme linéaire est dit systéme homogéne et de

plus si B(t) = B est constantes, alors le systéme est dit systéme linéaire & des

coefficients constants.
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1.4 Les points d’équilibre et leurs classification

1.4.1 Points d’équilibre

Les points d’équilibre (points singuliers, points fixes o points stationnaires)
jouent un role important dans I’étude des systémes différentiels en particulier
ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points. En effet, Henri Poincaré
(1854-1912) a montré que le calcul des solutions n’est pas nécessaire, et qu'il suffit

de connaitre leurs comportements a travers 1’étude des points dits singuliers.

Définition 1.6 Un point (x*,y*) est dit point singulier du systéeme(1.7) s’il
vérifie
P(z*,y*) =0,

Q(z*,y*) = 0.

Remarque 1.3
« Notion de point d’équilibre est la méme que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs

. Les points d’intersections de ces deuz isoclines sont les équilibres (x*,y*) du
systéme c’est-a-dire les points tels que la trajectoire issue d’un tel point reste en
ce point pour tout t .

« Un point qui n’est pas singulier est dit point régqulier.

1.4.2 Classification des points d’équilibre

Les points d’équilibres qu’on rencontre dans I’étude d’un systéme a deux
variables appartiennent a I'un des types fondamentaux appelés : noeud, col (selle),
centre (sommet) et foyer.

Soit (0,0) un point d’équilibre isolé du systéme (1.7).

Point centre :

Le point (0,0) est dit un centre s’il existe un voisinage de (0,0) qui contient
un nombre dénombrable 7, de trajectoire fermée dont chacune contient (0,0)
dans son intérieur et tel que les diameétres des trajectoires tendent vers 0 quand

n tend vers +o0.
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Point centre

Point selle (col) :

Le point (0,0) est dit un point selle (col) s’il existe un voisinage de (0, 0) tel
que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1— 1l existe deux courbes passant par (0,0) tel que l'une est entrante et
I’autre est sortante quand ¢t — +o0. Les deux courbes divisent le plan de phase
en quatre domaines.

2— Dans chacun des quatre domaines, il existe une infinité de trajectoires

suffisamment proche de (0,0) mais qui ne passe pas par (0,0) quand t — Foc0 .

Point selle
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Point spirale (foyer) :

Le point (0,0) est dit point spirale (foyer) s’il existe un voisinage de (0, 0) tel
que toute trajectoire v dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1 -~y est définie pour tout ¢ > t, (ou bien pour tout ¢ < tg) pour un certain
to donné.

2 -~y approche (0,0) quand ¢t — +o0 (o bien pour tout ¢ < t).

3 - v approche (0,0) en spirale tournant autour de (0,0) une infinité de fois

quand ¢ — 400 (o bien pour tout ¢ < 0).

——
o
¥ f [
F
¥
M b ¥ L T
™, | | A— e
*, - A ] A— 2
= —— ',}-I .
. - f.-'; I 1 -"r
— 7/ ] H
i - A \
il |~

Point spirale

Point noeud :

Le point (0,0) est dit point noeud s’il existe un voisinage de (0,0) tel que
toute trajectoire v dans ce voisinage a les propriétés suivantes :

1 -~y est définie pour tout ¢ > ty (ou bien pour tout ¢ < tg) pour un certain
to donné.

2 -~y approche (0,0) quand ¢t — oo .

3 - passe (0,0) quand ¢ — Foo.
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Proposition 1.1 Le point d’équilibre (z*,y*) du systéme (1.7) est un neud
stable (resp. noeud instable), foyer stable (resp. foyer instable), col si 'origine
du systéme linéaire associé est un neeud stable (resp. neeud instable), foyer stable

(resp. foyer instable), col.

1.5 Solution et solution périodique

Définition 1.7
e Solution de systéme (1.7) consiste en un couple de fonctions (x(t),y(t)), t € R,
qui satisfait ce systéme.

e Une solution maximale est une solution qui ne peut étre prolongée en une
solution sur un intervalle plus grand.

e Les solutions (x(t),y(t)) du systéme (1.7) représentent dans le plan (z,y)
des courbes appelées orbites.

o Une tragectoire du point (x(t),y(t)) est l'ensemble des positions de ce point

quand t parcourt tout 'intervalle des temps.

Remarque 1.4 Si (z(t),y(t)) est une solution du systéeme (1.7) alors sa trajec-

toire est en chacun de ses points, tangent au champ de vecteurs associé.
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Définition 1.8 e On appelle solution périodique du systéme (1.7), tout solution

(z(t),y(t)) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que :

z(t+T) = z(t),
VieR : et
y(t+T) = y(t).

o Les plus petit nombre T' > 0 qui conuvient s’appelle alors période de cette
solution.
e A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans [’espace des

phases.

Exemple 1.1 L’oscillateur harmonique est régi par [’équation différentielle x" +

w?x = 0, qui équivaut au systéme

r =Y,
y/ — _w2m
x
Ce systéme s’intégré facilement, en effet : Y w2 e qui donne par l’en-
T Y

semble de solutions suivant :
y2 +wr? =c.

Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue & un paramétre de

solution périodique représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.6 Cycles limites algébrique et non algébrique

Définition 1.9 On dit que F(z,y) = 0, est une courbe algébrique si F(z,y) est

un polynome en x et y, sinon est dit non-algébrique.

Définition 1.10 Un cycle limite algébrique de degré r est un ovale d’une courbe

algébrique invariante F(z,y) = 0 de degré r.

Définition 1.11 Un cycle limite est dit non-algébrique quand il n’est pas inclus

dans une courbe algébrique F(x,y) = 0.
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Théoréme 1.2 Les systémes quadratique n’ont pas de cycles limites algébriques

de degré 3. Un tel cycle limite est théoriquement, une solution périodique du
systéme d’équations étudié.

Théoréme 1.3 [2] Soit y(t) une orbite périodique du systéme (1.7) de période
T.

1) 7y est un cycle limite stable si :

/dz’v('y(t))dt <0,

ot div(~y(t)) est la divergence du systéme défini par :

oP 0P
di t) =\ =—+ —=— t
o) = (5o + 5 ) 20,
2) v est un cycle limite instable si :

T

/dz’v(fy(t))dt > 0.

0

T

Dans le cas ou la quantité / div(y(t))dt est nulle, une étude avancée est

0

nécessaire pour déterminer si l'orbite v est un cycle limite stable, ot un cycle
limite instable ot semi-stable ot il n’est qu’une orbite périodique appartenant a
une bande continue d’orbites fermées.

Définition 1.12 (Cycle limite hyperbolique)
T

Si /div(y(t))dt # 0, on dit que le cycle limite est hyperbolique.
0

Exemple 1.4 Soit le systéme suivant :

2 = —y+a(l—a? — ),

y =z+y(l—a*—y?).



1. Notions préliminaires 11

Le systéme (1.8) s’écrit en coordonnés polaires ce la forme suivante :

r=r(l—r?),

0 =1,
d’ot
r =20,
rr=0&1<{ ou
r=1.

Pourr =0 on a : 0(0,0) est un point d’équilibre du systéme (1.8), pour r = 1
on a:

v(t) = (cost,sint),
de plus on a :

2

7div(7(t))dt = / (apgi’y) + 8@(%,?;)) (cost,sint)dt

= /(2 — 4cos’t — 4sin’t)dt,

0
27

:/—Zdt: —4m <0,

0

donc, le systéme (1.8) a un cycle limite hyperbolique stable.

1.6.1 Classification des cycles limites

Il existe trois types de cycles limite : stable, instable et semi stable.
Cycles limites stables
Un cycle limite stable a comme interprétation physique une oscillation limite

du systeme étudié, c’est une solution périodique vers laquelle tendent les autres



1. Notions préliminaires 12

solutions.

Cycle limite stable

Cycles limites instables
Un cycle limite instable n’apparait pas physiquement comme une oscillation.
Il constitue une séparation de chaque coté de laquelle les trajectoires s’éloignent

vers d’autres points singuliers ou vers I'infinie.

Cycle limite instable

Cycles limites semi stables
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Un cycle limite semi stable est une trajectoire fermée vers laquelle tendent

les trajectoires d’'un coté mais s’éloignent de l'autre coté.

Cycle limite semi-stable

1.7 Critére du non existence et d’existence des

solution périodiques

1.7.1 Systéme de gradient

Un systéme de gradient sur R? est un systéme d’équation différentielle de la

forme :

X' = —gradV (X),
ou V : R? — R est une fonction C*(appelé la fonction potentiel), et

ov oV

gradV = (%, (9—y

).

1.7.2 Fonction de Liaponov

Considérons le systéme X’ = F'(X) avec un point d’équilibre en X*. Suppo-
sons que nous puissions trouver une fonction de Liapunov V (z) a valeur réelle

continuellement différentiable avec les propriétés suivantes :
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1) V(x) > 0 pour tous X # X* et V(X*) = 0 (on dit que V est défini
positive).

2) V'(z) < 0 pour tous X # X*(toutes les trajectoires descendent vers X).
En suite X* est globalement asymptotiquement stable pour toutes les conditions
initiales, X (¢) — X*quand ¢t — oo, en particulier le systéme n’a pas d’orbites

fermées (par le méme raisonnement que le systéme de gradient).

Exemple 1.5 Considérons le systéme suivant

= —x+ 4y,

/ —_—

Y =—z+4y°
et soit la fonction V(x,y) = x? + 4y*. Puis on a :

, dv(z,y d(z? + 432
Via,y) = L) AT A

= 2za’ + 8yy = 2x(—x + 4y) + 8y(—x + 4y3) = —2 (2? + 4y*).

Remarquons que : V(z,y) >0 et V'(z,y) < 0, V (z,y) # (0,0).
Par conséquent : V(x,y) = 22 + 4y* est une fonction Liapunov, donc il n’y
a pas d’orbites fermées.

En effet, toutes les trajectoires rapprochent de l’origine quand t — oo.

1.7.3 Critére de Bendixon de non existence

La recherche de solutions périodiques (cycles limites) est conditionnée par le
critere de Bendixon stipulant qu’il ne peut y avoir d’orbite fermée entierement
contenue dans une région simplement connexe du plan, si la divergence du champ
de vecteurs y garde un signe constant. Dans ce paragraphe, on donne des résultats
qui permettent de démontrer la non existence de solutions périodiques pour un

systeme différentiel autonome d’ordre deux.

Théoréme 1.6 (Critére de Bendizon) [18]
Soient P et Q deux fonctions appartenant o C* (Q,R), ot Q est un domaine

simplement conneze de R?. Considérons le systéme autonome (1.7).

oP
St — + —— n’est pas nulle et ne change pas de signe dans ), alors le systéme

or Oy

(1.7) n’admet pas de solutions périodiques dans 2.
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Preuve. Soit I' : X (t), 0 <t < T une trajectoire fermée dans 2. On note
par D l’intérieur de I'.

oP 0
Ona:—+ —Q # 0 et ne change pas de signe dans D alors

oz | Oy
[ (32w

d’autre part en appliquant la formule de Green on a :

//(ﬁ—l-@)dxdy:]f(de—Qdy),

Zj[(Py'—Q:t)dtzf(PQ—PQ)dt:
r r
qui est une contradiction.

Donc le systéme (1.7) n’admet pas de solutions périodiques dans €.

1.7.4 Critére de Dulac de non existence

Soit X’ = F(X) un champ de vecteurs défini sur un sous-ensemble €2 convexe
du plan, s’il existe un fonction g(.X) a valeur réelle continue et différentiable, telle
que :

V(gX') = o) Pl 9) + o-(o(9)Q(, )
ox dy
ne change pas de signe sur €, alors il n’y a pas d’orbites fermées se trouvant

entiérement dans {2
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| T, .y R
{ kn
/ N\ C ‘““-HM
f f""-—-f _h“‘n .
[ X' |
. A ) )

Critére de Dulac

1.7.5 Critére d’existence
Théoréme 1.7 Supposons que :
1) Q est un sous-ensemble fermé et borné du plan
2) X' = F(X) est un champ de vecteurs continu sur un ensemble ouvert
contenant Q.
3) Q ne contient aucun point d’équilibre.
1l existe une trajectoire C' confinée dans € et reste dans €1, alors soit C est

une orbite fermée quand t — oo.
Dans tous les cas, §) contient une orbite fermée.

Théoréme de Poincaré Bendixson
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1.8 Courbes invariantes

Définition 1.13 On appelle courbe invariante du systéme (1.7) toute courbe
d’équation U(x,y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction

K = K(z,y) appelée cofacteur associé & la courbe invariante, telle que

oU(z,y)
ox

U (x,y)

+ Q(x,y) 9y

P(z,y) = K(z,y)U(z,y). (1.9)
Définition 1.14 Une courbe invariante U(zx,y) = 0 est dite algébrique de degré

m si U(x,y) est un polynome de degré m sinon on dit qu’elle est non algébrique.

Remarque

Dans le cas ou le systéme (1.7) est polynomial et posseéde une courbe inva-
riante algébrique U(x,y) = 0 de degré m, le cofacteur est aussi algébrique et son
degré vérifie deg(K) <m — 1.

Nous rappelons que la notation div est la divergence du systéme (1.7), c’est-

a-dire

OP(z,y) +5’Q(x7y)
Ox oy

div(z,y) =

Théoréme 1.8 [19] On considére le systéme (1.7) et T'(t) une orbite périodique
de période T > 0, on suppose que U : Q C R? — R est une courbe invariante

I(t) = {(v,y) € Q/U(z,y) = 0},

et K(x,y) € C! est le cofacteur donné dans I'équation (1.9) de la courbe
invariante U(z,y) = 0. On suppose que p € 2 tel que U(p) =0 et VU(p) # 0 ,

alors p est un point singulier du systéme (1.7), et

/ div(T(t))dt = / K(D(t))dt.

Exemple 1.9 Considérons le systéme différentiel suivant :

' =Px,y) =2 +y*—y—3,

v =Q(z,y) =2 +y*+x—3.
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La courbe U(x,y) = 2*> + y*> — 3 = 0 est un courbe invariante de systéme
(2.6) . En effet :
oU(z,y) oU(z,y)

P(%y)a—x + Q(x’y)ﬁ—y =2z(2? +y* —y—3)+ 2y(2? +y* + 2z — 3),

= 22 + 2xy? — 22y — 62 + 2yx? + 23 + 27 + 6y,
= (22 +2y)(2® +y* - 3),
= K(z,y)U(z,y),

d’ot la courbe U(x,y) = 2? + y* — 3 = 0 est une courbe invariante de systéme
(2.6) avec le cofacteur K(x,y) = 2x + 2y.

1.9 Intégrale premiére

La notation d’intégrabilité pour un systéme différentiel est basée sur I'exis-
tence d’intégrale premiére, donc la question qui se pose : Si on a un systéme dif-
férentiel, comment connaitre s’il a une intégrale premiére ? ou si on a une classe
de systémes différentiels qui dépendent des parametres, comment déterminer les
valeurs des paramétres pour lesquelles le systéme a une intégrale premieére ?

Malheureusement ces questions n’ont pas des bonnes réponses pour le mo-

ment.

Définition 1.15 On dit qu’une fonction H : Q C R? — R de classe C' est une
intégrale premiére du systéme (1.7) si elle est constante sur les courbes solution

(z(t),y(t)) de ce systéme, c’est -a-dire :

dH (z,y)
dt

sur les points de €.

OH (z,y)
oz

OH (z,y)

= P(x,y) o

+ Q(z,y) =0, (1.10)

Définition 1.16 On dit que le systéme différentielle (1.7) est intégrable sur un

ouvert S, s’il admet une intégrale premiére sur Q.

Définition 1.17 Le systéme (1.7) est dit hamiltonien s’il existe une fonction
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H = H(z,y) de classe C* telle que :

OH
LU/:.P(I,y): ;;ay) ,
OH
Yy =Q(x,y) = — #-

Exemple 1.10 Soit le systéme

2’ = ax — bry,

(1.11)

y' = cxy —dy,

définit sur = ]0,4+o00[ x |0, +00] avec a, b, ¢ et d € R.
On prouve que la fonction
H:Q—R,
(x,y) — cx+by —dlnx —alny.

est une intégrale premiére du systéme (1.11). En effet :

OH(wy) _ d . OH(y ., «a
Ox T oy Y

alors
i ay) VMo, O ),

- <c_ g) (ax — bay) + (b— g) (czy — dy),

= axc— ad — cbry + byd + cxyb — cxa — dyb + da
=0
Donc le systéeme (1.11) est intégrable et son intégrale premiére est

H(z,y)=cx+by —dlnz —alny.

1.9.1 Intégrale premiére de Darboux

Une fonction de la forme

h
ffl. AT i exp (§> ,

ou f;, g et h sont des polyndomes réels et les \; sont des nombres réels est appelé
une fonction de Darboux. Le systéme (1.7) est dit Darboux intégrable s’il a une

intégrale premiére qui est une fonction de Darboux.
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1.9.2 Intégrale premiére de Liouville

L’intégrale premiére est dite de Liouville si elle peut étre obtenue par quadra-
tures des fonctions élémentaires. L’étude des intégrales premiéres de Liouville est
un probléme classique de la théorie d’intégrabilité des équations différentielles

qui remonte a Liouville.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes algé-
briques invariantes, puis nous prouvons que les systémes sont intégrables et nous
introduisons une expression explicite de 'intégrale premiére d’un systéme diffé-

rentiel polynomial planaire multi-parameétres de la forme :

(

(a;2* + bizy + aiZJQ)Ai ;

=

r =+ (ay — pz)

Il
—_

7

(2.1)

(a;2* + bixy + ain))\i )

=

y —y—(6y+(w)

\ 1

.
Il

ou n, A\; sont des entiers positifs et «, 3, a;, b;, i = 1..n sont des constantes
réelles.

De plus, nous déterminons les conditions suffisantes pour que le systéme diffé-
rentiel (2.1) posséde un cycle limite, explicitement donné. Des exemples concrets

présentant ’applicabilité de notre résultat sont introduits.

2.2 Sur les points d’équilibre et les courbes in-

variantes du systéme

Le premier résultat est contenu dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Considérons le systéme différentiel polynomial planaire (2.1),
alors on a :

1) Sin e N—{0}, \; e N—{0}, b? —4a? < 0 pour i = 1...n, alors l'origine
O de coordonnées (0,0) est un point d’équilibre unique pour le systéme (2.1). De
plus Uorigine O (0,0) est un neeud étoile.

2) La courbe U (z,y) = a(z*+ y?) H (0;3% + bzy + ay?)™ = 0 est une

=1
courbe algébrique invariante du systéme (2.1) avec cofacteur

=n n . 8 n ‘
K(z,y)=2+2 Z A =28 H (@ix? + bizy + ay?)™ + (ay — Ba) e H (ai? + bizy + aiy?)™
i=1

i=1 i=1
n

0
— (By + ax) a5 l_I(aisc2 + by + a;y*)N

i=1
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Preuve.

1. Preuve la propriété (1) du théoréme :

Nous disons que A(xg, 7o) € R? est un point d’équilibre du systéme (2.1) ssi :

( n

’ Aq
T =z + (ayo — Bxo) H (a;ixd + bizoyo + ayg)™ =0,
=1

Y = yo— (Byo + az0) [ (aiad + bizoyo + aid)™ =0,
\ =1

Puis on a :
n

A
a(xy + g H (asxf + bizoyo + aiyg) ™ = 0.
i=1

Selon la condition b? — 4a? < 0, pour ¢ = 1..n nous avons zy = 0 et yo = 0 est
la solution unique de cette équation. L’origine est donc le point d’équilibre unique
pour le systéme (2.1).

calculons la matrice jacobienne du systéme (2.1) évaluée a O(0,0), nous avons

O ey Loy
J_ 8LU $7y a x7y . 1 0
- a—Q(:ry) é(fcy) S\o 1)
Ox dy 0(0,0)
ol .
P(z,y) =z + (ay — Bx) [ [(a:r® + bizy + ai®)™,
=1
et

Qz,y) =y — By + ax) [ ] (as® + biry + aiy?)™
=1

Cette matrice a des valeurs propres réelles positives répétées A = 1 > 0, le nceud
est instable, pour plus de détails voir [[4], Theoreme 2.15].

Ceci complete la preuve de la propriété (1) du théoréme 1.

2. Preuve la propriété (2) du théoréme :

Nous prouvons que :

n

Ur,y) = a(a® + ) [ ] (aia® + bizy + ai?)™ =0

i=1
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est une courbe algébrique invariante du systéme différentiel (2.1).

On a:
ouU ) |
#_2%7111 % +b1’y+a{y) +a (2% + ¢ %E a@x2+bixy+aiy2)Al,
ouU (z, n 1- 5 |
) — g T] (e + by + ) (7)o T o+ by + )

i=1 i=1
P (Jja y) =T+ (Oéy - B:U H aix2 + bz‘ry + aiy2))\i>
i=1

Q(%’, y) (By + Oél') H (aig;2 + bwy + aiy2)>\z‘

1=

s

[y

Apres la substitution de

oU (z,y) . OU(2,y)
Ox dy

P(r,y), Qv,y),

dans ’équation différentielle linéaire aux dérivées partielles (1.2), on obtient :

oU (x,y) oU (x,y) oU (w.y) - .
I p T\ I _ ZZ \"J) 2 . 22\
ou "
—i—%( (By + ax) H (a;z® + bixy + ay®)™).
=1

Ensuite, en tenant compte du fait que :

n n

a a =n n
To- H(aix2+bixy+aiy2)Ai+y— H(a 2’ +biry+ay?) g i) g(aix2+bi:ﬂy+aiy2)’\i

i=1 e

En effet, nous avons :

U (z,y)

oU (x,y)
p P(z,y) +

9y Qz,y) = (2+2 Z A —2p H(Cbﬂ?z + by + ay?)

i=1 1=1
n n

0 0
+(ay — ﬁx)% H(aix2 + bizy + a;y*)N — (By + ozx)a
Y

((lifE2 + b,xy + aiy2))\i)U(x7 y)a
i=1 1

1=

donc

U (z, y)—a L T Hax2+bixy+aiy2))‘i:0,
=1
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est une courbe algébrique invariante pour les systémes différentiels polynomiaux

(2.1) avec le cofacteur

n

i=n 1=n P
K(z,y)=(2+2 Z Xi — 20 H(aixQ + bizy + ay®)N + (ay — ﬁx)% l_I(aix2 + by + a;y*)N
i=1 i=1

=1
n

—(By + ozx)g H(aixQ + bizy + a;y?) U (2, y).

% i1

2.3 Sur l’'intégrale premiére et cycle limite du
systéme

Le deuxiéme résultat sur 'existence de l'intégrale premiére et ’expression

explicite de cycle limite du systéme (2.1) est dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Considérons le systéme différentiel polynomial planaire (2.1),
alors on a :
SineN—-{0}, a >0, \; € N—{0}, 2a; > |b;| ,pour i = 1...n, alors le systéme

(2.1) est intégrable et son intégrale premiére est :

($2 + y2))\1+..+)\n

H(z,y) = 53 + F(arctan E)7
exp(— (A + .. + A,) arctan Q) v
o' T
2(M + .. n — .. n
ol F(6) = foa A+ .+ ) exp(—2(A + .. + \)w) .

- 1
o H(ai + 51)2- sin 2w)Ai
i=1

2) Sine N—{0},a>0,8>0,\; € N—{0}, 2a; > |b;| pour i = 1..n,

alors le systéme (2.1) a un cycle limite non algébrique (I"), explicitement donné
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en coordonnées polaires (r, ) par I’équation

1
exp(47rﬁ A+ ..+ ) 2+ .+ ) 5
r(0,r) = 2 3 F(2n)— F(0) exp(—#0),
—1+exp(dr— (M4 4+ A) @
1
exp(47ré M+ + ) 2(M+..+An)
ou 7, = S F(2m)

-1+ exp(47r§ (M + ..+ A))

De plus, ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

Preuve.
Afin de prouver les résultats (1) et (2) du théoréme 2, nous écrivons le systéme
différentiel polynomial (2.1) en coordonnées polaires (r, §), défini par = r cos(6)

et y = rsin (), alors le systéme devient :

( n
/ 1 )\
= r — ; + =b; sin (20)™ 2(A 14 +An)+1
ro=r (5!2! (a +3 sin (20) ))T ,

- 1 _
0 =—[a (ai + —b; sin (260 AZ) p2AattAn)
| ( I] (o g

1. Preuve la propriété (1) du théoréme :

Supposons que : n € N— {0}, o > 0, \; € N— {0}, 2a; > |b;|] pouri=1..n.
D’apreés le systéme (2.2) on a : 0" est négatif pour tout ¢t € R, les orbites
(r(t),0(t)) du systeme (2.2) ont orientation opposée a celles (z (t),y (t)) du
systéme (2.1).

Posons 6 comme variable indépendante, on obtient ’équation de Bernoulli

1_2()\1+--+>\7L)
dr(6) 8, _ ! y (2.3)

do Q n 1 Ai
; -+ —b; sin (20
ag(a,+2zsm( ))

Par le changement de variables p = r21#++2) cette équation de Bernoulli (2.3)

se transforme & I’équation linéaire suivante :

dp(0) _ 28
dd  «

20\ + -+ \n)

a H (a; + 3b;sin (29))/\i

i=1

A+ +A)p —

(2.4)
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La solution générale de I’équation linéaire (2.4) est

p(0)=(h—F(0))exp <26(/\1 +..+ )\n)H) :

«

ol heRet

dw .

. 1
« H(ai + §bi sin 2w )M

=1

F(6) = /09 2 (A1 + o 4 M) exp(=2(A + .+ An)w)

Par conséquent, la solution générale de (2.4) est

1
r(0) = (h— F ()21 + -+ An) exp (ge)) .

ou h € R.
De cette solution, on obtient 'intégrale premiere en cordonnées cartésiennes
de la forme :
2 2 ()‘1++>\n)
T+
H(z,y) = ( v) + F(arctan g).

2
exp (_5()\1 + ..+ \,) arctan %) v
a

Par conséquent, la propriété (1) du théoréme 2 est prouvée.

2. Preuve la propriété (2) du théoréme.

Supposons maintenant que n € N—{0}, « > 0,5 > 0, \; € N—{0}, 2a; > |b;]
pour 7z =1...n.

Le systéme (2.1) a une orbite périodique si et seulement si I’équation (2.3) a
une solution 27 — périodique strictement positive. Ceci, d’ailleurs, est équivalent
a lexistence d’une solution de (2.3) qui remplit (0, 7,) = r(2m,r.) et (6, 7.) > 0
pour tout 6 € (0, 27) .

La solution 7 (6, ry) de 'équation différentielle (2.3) telle que r (0, 79) = 7 est

1
r(6,r9) = (Tg()‘1+"+>‘") - F (9)) 2M01 + ..+ ) exp (ge) 7

ou ro = r(0).



2. Sur une classe de systémes différentiels avec un cycle limite 28

Une solution périodique du systéme (2.1) doit satisfaire la condition sui-
vante : r (2m,79) = 7 (0,79), ce qui conduit & une valeur unique ry = r,, donner

par

o 3 F(2r) — F (6)
—1+ exp(47ra A+ ..+ )

exp(47r§ A+ .+ M) 2(M 4.+ An) ( )
exp

Le r, est l'intersection de l'orbite périodique avec l'axe OX,. Aprés la

substitution de cette valeur r, par 7 (6,ry), on obtient

1

exp(Am2 (A + .+ An) 2(AM -+ ) 5

r(0,r) = a 3 F(2n)— F(6) exp(—=0).
-1+ exp(47ra) M +..+\) @

Dans ce qui suit, on prouve que r(6,r,) > 0. En effet,

s

exp(dr— (A1 + .. + A\n)) o
i F o)~ F(6) = —5e0
-1+ exp(47ra ()\1 + ..+ /\n)) 1—exp(47ra(>\1+--+)\n))

f27r 2+t dn) exp(=2uttdn)w) | g0 ().

’ « ﬁ (aﬂr%bi sin 2w>

=1

Selon les conditions n € N — {0}, > 0,5 > 0,\; € N — {0}, 2a; > |b;|, pour

1=1..n,dou a; + %bi sin 2w pour tout 6 € (0, ), alors nous avons :

exp(47r§ A+ ..+ \))

3 F@2r)—F(09).
-1+ exp(47ra M+ ..+ \))

Ceci assure que 7, > 0 et r(0,7,) > 0 sont bien définis pour tout 6 € (0,7),
donc on a r, > 0 et r(6,7,) > 0 et le cycle limite ne passent pas par le point
d’équilibre O (0,0) du systeme (3). C’est le cycle limite pour le systéme diffé-
rentiel (3) nous le notons par (I') . Ce cycle limit (I') n’est pas algébrique, plus

£z , L. Y
précisément, en coordonnées cartésiennes 72 = x? + y? et § = arctan <— , la
x
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courbe (I') définie par ce cycle limite est (I') : L (z,y) = 0 ou

L(z,y) = (2*+ y2)A1+”+A” — exp(?é (A1 + .. + A\, arctan g)><
o x

exp(47r§ A+ ..+ A))

F (27) — F (arctan Yy
~1 +exp(47r§ AL+ -+ ) ( fc>

Selon les conditions, nous avons ﬁ (A1 4+ ..+ A\n) # 0, alors I'expression est non
!

algébrique car exp (26 (A1 + ..+ A,) arctan Q) apparait dans L (x,y), d’ou ex-
x
pression L (z,y) est non algébrique. Par conséquent, (I') : L (z,y) = 0 est non
algébrique et le cycle limite sera également non algébrique.
Afin de prouver 'hyperbolicité du cycle limite il suffit que la carte de retour
de Poincaré, pour plus de détails voir [[4], section 1.6]. Un calcul montre que
dr (2w, 1)
d’l“()

= exp (47T§ (M +..+ )\n)) > 1.

rO=Tx
Par conséquent, le cycle limite (I') du systéme différentiel (2.1) est un cycle limite

hyperbolique stable.

Ceci compléte la preuve de la propiété (2) du théoréme 2. m

2.4 Exemples

Exemple 2.3 Prenons a=p=n=a; =X =1 et by = —1, le systéme (2.1)
s’écrit
o =x+(y—2) (@ —ay+y°),
(2.5)
v=y—(+z) (@ —zy+y?).
La courbe U (z,y) = (2* + v*) (2* — zy + y?) = 0 est une courbe algébrique inva-

riante du systéme (2.5) avec cofacteur
K (z,y) = —32% + 4oy — 5y + 4.

Ce systéme (2.5) est un systéme cubique a un cycle limite non algébrique dont

lexpression en coordonnées polaires (1, 0)est

eXp
r(0,7.) =exp (0 \/ / 5 — o 2w> dw,
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ot 0 € R est lintersection de cycle limite avec l'aze OXy est le point ayant r,

2 exp (4 2 2
| 2P UT) / —Z  exp(—2w) ) dw = 1.1912.
exp (4m) — 1 Jo 2 —sin 2w

dr (2m,19)
d?"o

Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

= exp(4m) > 1

TO=Tx

Exemple 2.4 Prenonsn =2, a=0=X =1, \1=2,a1=a,=3,b; = —1 et

by = —2 alors le systéeme (3) s’écrit

=+ (y—z) (322 — 2y + 3y%)° (322 — 2zy + 312)
(2.6)
Y =y—(y+2) (322 — 2y + 3y%)° (32 — 2wy + 3y?) .

La courbe U (x,y) = (22 4+ 42) (322 — 2y + 3y2)” (322 — 2zy + 3y2) = 0, est une
courbe algébrique invariante du systéme (2.6) avec cofacteur

k(z,y) =8 —2 (62 — 3wy + 7y°) (52” — 3zy + 6y*) (32 — zy + 3¢°) .

Ce systéme (2.6) est un systéme quintique a un cycle limite non algébrique dont
Dexpression en coordonnées polaires (r,0) est

| =

exp (127)
—1+exp (127)

r(0,r,) = ( F(@2n)—F (8)) exp (f), 0 € R.

6 exp (—6w)

dw,

F(G):/e
"\

et lintersection du cycle limite avec 'axe OX+ est le point ayant r,

1 P
3— 3 sin 2w> (3 — sin 2w)

1

12 o 6exp (—6
Ty = exp (127) / P ( 5 w) dw « 0.60031.
—1+exp(127) J, 1 _
3 — 5 sin 2w | (3 —sin2w)
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De plus
dr (2m,rg)

d’l"o —

Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

=exp (127) > 1.

- ————— e ko P
o Y} L)
e ey
S S 1 ! I
F o B = —a l i J d
S NN
F A Lo
P d i J
- ._:: .5" ._I ‘.
) E. &
A 3
44 £
g4

i ! &
PP P
L i e Tl L
L r ' . = il "
T ‘i‘ t R  hat —— e

4 ¢t L =
H 1’ 1 L = %
f T ¥ 4 ¥ EhAE w0y W = W
P& & L L A N ..

Cycle limite du systéme (2.6)

Exemple 2.5 Prenonsn =3, a =3, =2, \; =3, \a =4, \3 =5, a; = 10,
by =12, a5 =12, by =5, a3 =4 et by = 1, le systéme (2.1) s’écrit

(2 =z + (3y — 2x) (1022 + 122y + 10y2)°

(722 + by + Ty?)" (422 + zy + 47)°,

y =y — (2y + 3z) (1022 + 122y + 10y2)°
(722 + bay + Ty?)* (422 + 2y + 42)° .

\

La courbe
U (2,y) = (2% +y?) (1027 + 122y + 10y)° (72% + 5zy + 7%)" (422 + 2y + 4%)" =0,
est une courbe algébrique invariante de systéme (2.7) avec cofacteur

K (z,y) = 26 — 8 (6zy + 527 + 5y?)” (5ay + 722 + Ty?)° (zy + 42° + 4y%)" M (z, ),

ot M (z,y) = 1051725 + 1995925y + 3588124y + 3307223y3+
272472%y* + 115532y° + 4043y



2. Sur une classe de systémes différentiels avec un cycle limite 32

Ce systéme (2.7) a un cycle limite non-algébrique dont l’expression en coordon-
nées polaires (r,0) est
1

r(0,r.) = (_fii}(;fg)%)}«“ (21) — F (9)> 2 o (ge) ot 0 € R,

et

F9) = /09 24 exp (—24w) s

5 ! 1 °
3 (10 + 6sin 2w)* (7 + 5 sin Zw) (4 + 5 sin 2w)

L’intersection du cycle limite avec 'axe OX+ est le point ayant r,

exp (32m) fzﬂ 24 exp (—24w)
T
—1+exp (32m) 70 _ 3 5 . * 1. °
3 (10 + 6sin 2w) 7—|—§s1n2w 4+§s1n2w
« (0.38365,

de plus
dr (2
dr (2, 7o) = exp (327) > 1,

d’f‘o ——

ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.

————— —R T T e T W, R i LI T
PR
] 1
v 3
b}
o pob o
- I
v d 4
£ . ',r ﬁ.
I e L N A P R P ¢
s 7 -q-\_ﬂ-\_f-\—f\-\.-‘h\."i-\.‘__\_ et —g | .t"‘I
# .'j'l.- -+ q—c:;liz’-d-—".-"" S I ¢
£ A b &
t g o e
Pyt N
Ppot ot =
BEEEE )
SERRE
P E. ALY T
t t " .Il. kt‘ 1{" ql. lx‘- ~
kR F B o2 % % % f W xom o a a -

Cycle limite du systéme (2.7)
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Exemple 2.6 Prenonsn =2, a=0=1, A1 =4, Ay =3, a1 =5, by = —1,

ay =4 et by = —3, le systéme (2.1) s’écrit

’

= x4+ (y—x) (522 — 2y + 5y2)" (422 — 3zy + 42)°
v =y— (v+y) 5z —ay + 5y2)4 (422 — 3zy + 4y2)3 )
La courbe

U () = (2* +9°) (52° — 2y +59%)" (42” = 3wy + 49°)" =0,

une courbe algébrique invariante de systéme (2.8) avec cofacteur
K (xz,y) =16 4+ (4372 — 3xy + 4y2)2 (:Ey Y 5y2)3 M (z,y),

oty M (x,7y) = 259z* — 28323y + 6882y — 325xy° + 381y™.

est

Ce systéme (2.8) posséde un cycle limite non algébrique dont [’expression en

coordonnées polaires (r,0) est

1

exp(2871) . (2r) — F (9)) Hexp(0) onoeRr,

—1 + exp (287)

r(0,r.) = <

0
14exp (—14
r )= | el
0 5—-sin2w) [4— 2sin2w
2 2

L’intersection du cycle limite avec 'aze OX, est le point r, donné par :

dw.

exp (28) o 14 exp (—14w)
ro=|— 0 1 5 | dw

1 + exp (287) 1 3

5 — —sin 2w 4 — —sin 2w
2 2

« 0.47765.
De plus
dr (27, rg)

= exp (287) > 1.

dT‘O

TO="x
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Ce cycle limite est un cycle limite hyperbolique stable.
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Cycle limite du systéme (2.8)
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des courbes algé-
brique invariantes et nous introduisons une expression explicite de l'intégrale

premiére pour une classe des systémes différentiels planaire de la forme suivante :

dx
:U, - E - $S4<£L'7y> + P7(Z’,y> + fl?Rg(iU,y),
(3.1)
, _dy
y=—= ySi(x,y) + Q7(z,y) + yRs(x,y),

ol
Pr(x,y) = (2% + %) (20 — b) 2® + (15d — 6¢) 2%y + (2b — a) 2> + (6d — 3¢) *),
Q7(x,y) = —% (2 + y2)2 ((6d — 3c) 2% + (b — 2a) %y — 3dzy® + (a — 2b) ) et
Sy(x,y) = azt + \2dy + 622y + Aoy + nyt,
Rs(z,y) = =1 (22 + %) ((3a + 2a — b) 2* + (3X — 3¢ + 9d) 2%y + (3\ — 3¢ + 9d) zy>+
(a+b+30) 2% + (2b — a + 3n) y*),
avec a, b, ¢, d, a,, 5, d, A\, ) sont des constantes réelles.
De plus, nous déterminons des conditions suffisantes pour que le systéme dif-
férentiel possede deux cycles limites, I'un des deux est algébrique et ’autre est
non-algébrique explicitement donné. Des exemples concrets montrant ’applica-

bilité de notre résultat sont introduits.

3.2 Sur les points d’équilibre et les courbes in-

variantes du systéme

Le premier résultat est contenu dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.1 Considérons le systéme différentiel planaire multi-paramétres
(3.1), alors on a :

1) St 2d — ¢ # 0, alors Uorigine des coordonnées O (0,0) est le unique point
d’équilibre.

2) La courbe U (z,y) = 2® + y*> — 1 = 0, est une courbe algébrique invariante
du systéeme (3.1) avec un cofacteur

2
K (z,y) = ~3 (xQ + y2) ((2a — b+ 3a) 2° + 3az* + 3ny* + (9d — 3¢ + 3\) xy (x2 + y2)2 +

32" ((a+a+0) 2>+ (b+ 5 +n)y* +6) + 3hzy (2® + y*) + (2b — a + 3n) °).
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Preuve.
Preuve la propriété 1 :
Par définition, A (z,,y.) € R? est un point d’équilibre pour le systéme (3.1)

ssi
13*54 (x*7 y*) + P7 (17*7 y*) + ZE*Rg (l’*, y*) = 07

y*S4 (LU*, y*) + Q7 (QJ*, y*) + y*RS (,’I'*, Z/*) = 07
on a

Alors xz, = 0,y, = 0 est la solution unique de cette équation, d’ou l'origine est
un point d’équilibre unique pour le systéme (3.1).

Ceci compleéte la preuve de propriété (1) du théoréeme 1.

Preuve la propriété 2 de théoréme.

Un calcul montre que U (z,y) = 2?2 + y? — 1 satisfait I'équation aux dérivées

partielles linéaire (1.9), ou K (z,y) est le cofacteur associé

K (z,y) = —% (22 + %) ((2a — b+ 3a) 25 + 3axt + 3ny* + (9d — 3¢ + 3\) vy (22 + y2)2 +
3%y* ((a+a+ ) 2> + (b+ 6 +n)y? +6) + 3Azy (2° + y?) + (2b — a + 3n) y°),

Puis la courbe U (z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme (3.1)
avec le cofacteur K(z,y).

Ceci compleéte la preuve la propriété (2) du théorémel. m

3.3 Sur ’intégrale premiére et les cycles limites

du systéme

Nous définissons les fonctions trigonométriques :

F(0) = %(304—1—5—1—37]) 1)\Sin29+1(OL—T])COSQQ-F%(Oé—(5+7])COS49,
G)=¢%(a+b)+ (a—b)00826+ (3d — ¢) sin 20,

(9) ——a—gb——a— 0—3n+1(c—3d—)N)sin20+ § (0 — o —n)cos46

(b—a—oz+17)<30829
MQ)—O<2d p<f0< — dw ) ) dt,

o 0) e (EL D) )
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Le deuxiéme résultat sur l'existence de l'intégrale premiere et 1’expression

explicite de cycle limite du systéme (3.1) est dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Considérons le systéme différentiel planaire multi-paramétres
(3.1), alors on a :

1) Le systéme (3.1) est intégrable et son intégrale premiére est :

N (arctan?) + (1 — 22 — y*) M (arctan )

H(‘T7y): $2+y2_1

2) Le systéme (3.1) admet un cycle limite explicitement donné en coordonnées
cartésiennes par (1) : 22 +y*> — 1 = 0.
3) Si

204+ 2b+3a+06+3n> [2¢—6d — A +|—2a+2b —da+4n| + |6 —a — 7],
—sa—3b—3a—-15-3n>|c=3d—AN+3l0—a—n[+]b—a—a+7
et ¢ < 2d,

(3.2)
alors le systéeme (3.1) admet un cycle limite non algébrique (I's), explicitement

donné en coordonnées polaires (r,0) par :

r (6 r):\/(N(27T>—1)(N(9)+M(9))+M(27r)
o (N (2r) = 1) M (6) + M (27)

De plus, le cycle limite algébrique (I'y) est entouré par le cycle limite non

algébrique (T's).

Preuve.
Preuve les propriétés (1), (2) et (3) du Théoréme 1.

Pour prouver les propriétés (1), (2) et (3) on écrit le systeme différentiel (3.1)
en coordonnées polaires (r,#), définies par = = rcosf et y = rsinf, le systéme

devient :

r = % =F@O)r+GO)r"+ K (0)r°,
(3.3)
0 = Z—f = (c—2d)r5,

ou les fonctions trigonométriques F' (0), G (0) et K (0) sont données.

D’aprés ¢ < 2d, on obtient que 6" est négatif pour tout t € R, les or-
bites (r(t),0(t)) du systéme (3.3) ont l'orientation opposée par rapport a celles
(xz(t),y(t)) du systéme (3.1).
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Si nous prenons 6 comme variable indépendante, nous obtenons I’équation

b FO1 GO KO
0 c—2dr c—2d c—2d -

(3.4)

D’aprés le changement des variables p = r?, cette équation (3.4) se transforme

en ’équation de Riccati

dp 2F(0)  2G(6) 2K (9) ,
40 c—2d  c—2d" T cZ2a”

(3.5)

Cette derniere équation est intégrable, car elle possede la solution particuliére

p=1
En introduisant le changement standard de variable p = z+ 1 nous obtenons

I’équation de Bernoulli

dz <QG(0)+4K(9)) 2K (0)

a0 c—2d c—QdZ' (3.6)

On note que z = 0 est une solution pour (3.6).
Supposons maintenant que z # 0 en introduisant le changement standard de

variable y = %, on obtient I’équation linéaire suivante :

dy (2G(9)—|—4K(9)) ,1 2K

a0 % — ¢ T od— ¢ (3.7)

La solution générale de I’équation linéaire (3.7) est

 u+M(0)
?/(@—W,

ou u € R.

Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.6) est :
N (0)
2(0)=0, z(0)=——-——,
O)=0, 2(0) =
ou i € R.
D’ou la solution générale de I’équation (3.5) est :

- _ p+N()+ M)
pl0) =1, p(0) = PR,

ou i € R.
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Par conséquent, la solution générale de (3.4) est :

r(@,p) =1, r0,p) = (MJrl]LVfJ)\j(é\f (9)>2 ,

ou u € R.

D’apres cette derniére solution on obtient 'intégrale premiére en variables

(x,y) est de la forme

N (arctan?) + (1 — 22 — y?) M (arctan )

Par conséquent, la propriété (1) du Théoréme 1 est prouvée.
Les courbes H = i avec o € R, qui sont les trajectoires du systéme différentiel

(3.1), en coordonnées cartésiennes s’écrivent :

2?42 =1,
i+ N (arctan ) + M (arctan £)

2,2 _
Y= ,u—l—M(arctan%)

Y

ou i € R.

Notez que le systéme (3.1) a une orbite périodique si et seulement si 1’équa-
tion (3.4) a une solution périodique 27 strictement positive, une telle solution
périodique de (3.4) doit satisfaire : r (0,7,) = r (27, r,) et 7 (0,7,) > 0 pour tout
0 € [0,2m].

La solution r (0, 19) de I'’équation différentielle (3.4) telle que 7 (0,79) = 19 est

N (0) + M (0) +
M (0) +

_1
71+r8

r(0,r9) =

1
—1+72
o 79 = 1 (0).

On a la solution particuliere p(0) = 1 de I’équation différentielle (3.5), a
partir de cette solution on obtient 7%(6,1) = 1 > 0, pour tout 6 € [0, 7] est
une solution particuliére de 'équation différentielle(3.4). Il s’agit d'un cycle li-
mite algébrique pour les systéme différentiels (3.1), correspondant & une courbe
algébrique invariante

Uz,y) =2 +y*—1=0.

Plus précisément, coordonnées cartésiens r? = 22 + 4% et § = arctan (%), la

courbe (T';) définie par ce cycle limite est (T'y) : 22 +y* — 1 = 0.
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Par conséquent, la propriété (2) du théoréme 1 est prouvée.

Une solution périodique de systéme (3.1) doit satisfaire la condition r (27, rg) =

r(0,79), ce qui conduit & une valeur cubique ry = r,, données par

o \/N(Qw)+M(27r)—1

M (27) ’

r. est l'intersection de l'orbite périodique avec 'axe O X .

Apreés la substitution de cette valeur de r, sur r (6, 79) on obtient

r (0 T):\/(N(QW)—1)(N(9)+M(9))+M(27r)
o (N (2r) = 1) M (6) + M (27)

Dans ce qui suit, il est prouvé que 7 (0,r,) > 0. En effet

M (2m) — M ()

[ e
o (K0,
[ (0.,

(] (S0
o] (S0 0))
(] (00

G (0) + 2K (6)

K (0)

Selon les condition (3.2), donc

d—c <bve 2d — ¢

> 0 pour tout

0 € (0,7), alors on a M (2m) — M (0) > 0 et N (27) > 1, cela garantit que r, et
r (0, r,) sont bien définis pour tout 6 € (0,7).donc on a r, > 0 et r(0,7,) >0
pour tout 6 € [0,7] et le cycle limite n’est pas passé par le point d’équilibre
O (0,0) du systéme (3.1). C’est le deuxiéme cycle limite pour le systéme diffé-
rentiel (3.1), on le note par (I'z).

Ce cycle limite (') n’est pas algébrique. Plus précisément, en coordonnées
cartésiennes 72 = 2% + y? et § = arctan (%), la courbe (I'y) définie par ce cycle
limite est (I'y) : L (z,y) = 0, ou

(N (2m) — 1) (N (arctan %) + M (arctan £)) + M (2)
(N (27) — 1) M (arctan ) + M (27)

xT

L(z,y)=a"+y" -

Le cycle limite algébrique est donné par un polynoéme, mais ’exprission
L (z,y) a variables z et y n’est polynomiale, donc la courbe (I's) : L (z,y) =0

est non algébrique et le cycle limite sera également non algébrique.
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Selon les conditions (3.2), on obtient

M () = /09 (;5_(2 exp (/Ot (2G (wc):r;l;( (w)) dw)) dt >0

ot N(6) — exp</00(2G(w)+4K(“’))dw)>1,

c—2d

pour tout @ € [0, 7], alors nous avons

En outre,

_ (N (2m) —1) N ()
rfm) = \/1+ (N (2r) — 1) M (0) + M (27)

Cela justifiait que le cycle limite algébrique (I'y) se situent a l'intérieur du

> 1.

cycle limite non algébrique (I'g).

Ceci compleéte la preuve de la propriété (3) du Théoréme. m

3.4 Exemples

Exemple 3.3 Prenonsa =0b=—-50,c=—-3,d=—-1,a=n=10, A =1 et
d = 28, le systéme (1.2) s’écrit :

;

o' = w (102* + 2y + 282%% + wy® + 10y*) + § (3y — 502) (22 + y2)°
—%x (2?2 + y2)2 (—20z* + 323y — 1622y + 3ay® — 20y*),
(3.8)
Y =y (102* + 2%y + 2822 + 2® + 10y*) — § (32 + 50y) (22 + )"
—3y (2 + y2)? (—202* + 323y — 162242 + 3x1® — 204

\

La courbe x? +y* — 1 = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme (3.8)

avec cofacteur
K(z,y) = 2 (:132 + y2) (8 (xﬁ + y6) — 12 (ZL‘4 + y4) + 3y (x4 +a? 4+ + y4)
+22%y* (112% + 3zy + 11y* — 13)).
Le systéme (3.8) est intégrable et son intégrale premiére est

N (arctan?) + (1 — 22 — y?) M (arctan )
24+ y? -1

H(x,y) =
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ol

N(@) =exp|1+ %9 — (cos 20) — sin (49)) et

1 32 50 32
M (0) = —5 ©XP (30 — cos 20 — sin 49> + ?e foe exp (?t — cos 2t — sin 4t) dt.

Le systéme (3.8) a un cycle limite algébrique (I'1) dont l’expression est (I'1) :
2 4+y?—1=0.
Ce systéme (3.8) a un cycle limite non algébrique (I'y) dont l’expression en

coordonnées polaires (r,0) est

r (6 r):\/(N(QW)—1)(N(9)+M(9))+M(27r)
o (N (27) =1) M (0) + M (27)

ot 0 € R.

L’intersection du cycle limite ave ['are OX y est le point ayant

64

€3 4£92.4047 x 102 — 1
" 2.4047 x 102 376

Nous concluons que le systéme (3.8) a deuz cycles limites (I'y) et (I'y). puisque

re = 1.2376 > 1, le cycle limite (I'y) se situe & l'intérieur du cycle limite (I'y).

Cycles limites du systéme (3.8)

Exemple 3.4 Prenonsa =b= —60,c=3,d=1,a=n=12, A = =3 et
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d = 26, le systéme (1.2) s’écrit :
(, dx

!/

x = (122* — 323y + 2622y — 32> + 12y*)

==
— (2% + y2)3 20z +y) + z (2% + y2)2

(8% + 8yt + 3xy® + 323y + 1422y?) ,

y = — =y (122" — 3%y + 262%y% — 3wy® + 12y*) + (22 + ¢?)°
[ (2 —20y) + y (22 + y*)° (8" + 8y* + 3wy® + 32y + 142%y?) .

La courbe x* + y*> — 1 = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme (3.9)
avec cofacteur

K(z,y) = —g (2 +y%) (20 (2° + %) — 30 (a* + y*) —
3wy (2° + 2 + 1) (2% + y°) + 362°y> <x2 + 9% — g) ).

Le systéme (3.9) est intégrable et son intégrale premiére est

N (arctan ¥) + (1 — 2? — y*) M (arctan ¥)

ot N (6) = exp (3 — 96 + 1 sin46 — 3 cos 26)
2
et M (0) = —% exp (—960 + 1 sin (40) — 3 cos (26)) — 20€* f09 exp (—9t + 1 sin4t — 3cos 2t) dt.
Le systéme (3.9) a un cycle limite algébrique (I'y) dont l’expression est (I'1) :
22 +yP—1=0.

Ce systéeme (3.9) a un cycle limite non algébrique (I'y) dont [’expression en

coordonnées polaires (r,0) est

r (0 r):\/(N(%)—1)(N(9)+M(9))+M(27r)
o (N(2m) — )M (0) + M(2m)

ot 0 € R.

L’intersection du cycle limite avec 'axe OX . est le point ayant

2762 x 102 — 2.6042 — 1
7“*:\/ 762 > 10 60 —1.1764

—2.6042
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Cycles limites du systéme (3.9)



Conclusion

Dans ce travail on s’est intéressé a I’étude qualitative des systémes différen-
tiels polynomiaux planaires. Il est important pour un systéme différentiel de
savoir s’il admet ou non une intégrale premiere, une courbe invariante, une so-
lution périodique s’il est isolée on parle par définition d’un cycle limite. D’autre
part le calcul de l'intégrale premiére d’un systéme différentiel planaire déter-
mine complétement le portrait de phase du systéme. Pour les modéles issus de
la pratique, il est important d’étudier ces questions : intégrale premiere, solu-
tion périodique, cycle limite, portrait de phase. Les résultats présentés dans ce

mémoire s’articulent sur ces questions.
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