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Notations

e (X, ].]|) un espace de Banach.

o ((RT, X)) l'espace vectoriel de toutes les fonctions définies sur RT a valeurs dans X qui

sont continues et bornées. Cy(R™, X)) muni de la norme (1) est un espace de Banach.

1flloe = sup 1F@)I- (1)

o(C,(RT, X) ensemble des fonctions uniformément continues de R* & valeurs dans X.
e Co(RF.X) = {f € G(RY, X) : lim [|7(1)] = 0}.

e P,(R*, X) l'espace des fonctions w-périodique et continues.

e AP,(R*, X) I'espace des fonctions asymptotiquement w-périodiques.

e SAP,(R*, X) I'espace des les fonctions S—asymptotiquement w-périodiques.

o (h(RT, X), Py(Rt, X), AP, (R, X), SAP,(R", X) munis de la norme (1) sont des espaces
de Banach.

e ¢y l'espace des suites réelles convergentes vers 0, ¢’est un Banach espace quand il est muni

de la norme

[#]|oc = sup [zn|.
neN

o [P(RT) X), 1 <p< 400 est I'espace Lebesgue des fonction p—integrables, c¢’est un espace

de Banach muni de la norme

=

b
I, = ([ 1r®ran?.
e L*(R", X) est un espace de Hilbert.

e BSP(RT, X) lespace de toutes les fonctions Stepanov bornées. La norme de Stepanov est

définie comme suit

I£lls» = sun [ @),

e BSP(R™, X)) le sous-espace de BSP(R™T, X) des fonctions continues.
e SPSAP,(RT, X) I'espace des fonctions Stepanov S—asymptotiquement w-périodiques.
e H(f)={fn, fn(t) = f(t+ h)} I'ensemble des translatés de f.

il



Introduction

De nombreux phénomenes physiques, chimiques, biologiques, économiques, épidemiologiques
peuvent avoir un comportment plus ou moins périodique. Différents types d’équations permettent
de modéliser ces phénomenes : il s’agit entre autres des équations d’évolution, des équations
différentielles 4 arguments constants par morceaux pour ne citer que celles ci. L’étude de ces
phénomenes nécessite des notions qui dépassent le concept de la périodicité, qui tiennent compte
du fait que ces phénomenes ne sont pas tout a fait périodiques. Dans le cadre de ce travail, nous
considérons deux généralisations des fonctions périodiques : les fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques et les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques au sens de Stepanov.

Durant ces dernieres décennies plusieurs auteurs, par exemple William Dimbour et Darin

Brindle se sont penchés sur le concept de la périodicité et ses diverses généralisations. Les
fonctions S-asymptotiquement w-périodiques sont introduites en 2008 par Henriquez, Pierre et
Taboas [21] comme généralisation des fonctions asymptotiquement w-périodiques, Par suite ont
été développées grace aux travaux de plusieurs mathématiciens comme par exemple Blot, Cieutat
et N'Guérékata [7], [8], Nicola et Pierri [28]
Les résultats relatifs a ces fonctions sont limités car ce concept est nouveau. Néanmoins leurs pro-
priétés sont présentées et des conditions d’éxistence et d’unicité de solution S-asymptotiquement
w-périodique de certaines classes d’équations différentielles d’évolution sont déja donnés (voir [12],
13], [21)).

Dans ce travail, nous étudierons essentiellement I’existence de solutions “mild” S-
asymptotiquement w-périodiques d’une certaine classe d’équations différentielles nous nous
intéresserons aux équations non linéaires a arguments constants par morceaux. La théorie des
semi-groupes étant utilisée dans 1’étude des équations différentielles, nous en donner quelques
éléments.

L’équation fonctionnelle f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1 admet pour solutions
les fonctions ¢t — e, a € R. On constate également que la fonction t — e*x( est aussi 'unique

solution du probleme de Cauchy



En 1888, Giuseppe Peano [9] proposa d’écrire la solution du probleme de Cauchy vectoriel

ou A est une matrice, sous la forme

+oo
A (tA)"
t—e" = E .
K!
k=0
Ce résultat a été ensuite étendu aux équations différentielles ' = Az, ou A est un opérateur
linéaire borné sur un espace de Banach X de dimension finie.
Toutes ces considérations ont conduit les mathématiciens a étudier des équations différentielles
d’ordre un en considérant des extensions de la fonction exponentielle.

L’équation différentielle de la forme

2 (t) = Ax(t);

ou A est un opérateur linéaire non borné dans un espace de Banach X a alors suscité l'intérét
de nombreux mathématiciens. La définition des semi-groupes a alors été introduite et a permis
d’introduire la definition d’une ”fonction exponentielle” comme solution de ’équation précédente.

La notion de fonctions Stepanov S-asymptotiquement w-périodiques a été aussi tres tot
introduite par Dimbour en 2017 [13].

L’étude des équations différentielles & arguments constants par morceaux est un domaine
important car ces équations ont la structure de systeme dynamique de longueur constante. La
continuité de la solution conduit a une relation de récurrence entre les valeurs de cette derniere aux
points n et n+ 1, ou n est un entier relatif quelconque. Par conséquent les équations différentielles
a arguments constants par morceaux combinent a la fois les propriétés des équations différentielles
([1], [2], [5]) et des équations aux differences (][9], [27], [23]). Le premier article présentant la
solution d’une équation différentielle & arguments constants par morceaux & été écrit par Shah et
Wiener [32] en 1983.

Ce mémoire se fixe 2 objectif essentiells :

1. Présentation des fonctions S-asymptotique w-périodiques et des conditions d’existence et
d’unicité de solution "mild” d’une certaines classes d’équation d’évolution linéaire et semi
linéaire.

2. Présentation des fonctions Stepanov S-asymptotique w-périodiques et leur application aux

équations différentielles a arguments constants par morceaux.



Le chapitre 1 est introductif et vise a présenter différentes notions nécessaires pour la com-
prehension du mémoire : périodicité, presque périodicité, semi-groupes et familles d’évolution, les
équations a retards constants.

Le chapitre 2 est dédié aux résultats de larticle [13]. Dans un premier temps, on rappelle la
définition de la S-asymptotique w-périodicité. On présentera ensuite un résultat de superposi-
tion des fonctions S-asymptotique w-périodiques. On achevera le chapitre par I’étude du probleme

d’existence de solutions "mild” S-asymptotique w-périodique de I’equation.

{ i’(((;f)) :;i(t)a:(t) + f(t), Vt>0, @)

Le chapitre 3 est consacré aux résultats de I'article [32] sur les fonctions S-asymptotiquement

w-périodique aux sens de Stepanov.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre plusieurs notions nécessaires pour la compréhension des
chapitres suivants. Dans un premier temps, nous exposons brievement la notion de la périodicité
et la presque périodicité. Nous dédions la derniere section du chapitre a une breve présentation des
semi-groupes et familles d’évolution. Notre présentation est essentiellement inspirée des références
([4], [24], [25], [29]).

1.2 Fonctions périodiques

Dans ce qui suit, C'(R, X) désignera ’ensemble des fonctions continues de R a valeurs dans

un espace de Banach (X, ||.]]).

1.2.1 Définition et propriétés

Définition 1.2.1. [24, Définition 2.1]
On appelle période d’une fonction f € C(R,X) le plus petit nombre réel positif non nul,

quand il existe w, tel que

flz+w)=f(x) VreR.

La proposition suivante résume quelques propriétés des fonctions périodiques.

Proposition 1.2.1. [24, Définition 2.1]
1. Toute fonction périodique continue par morceaux est bornée.

2. Toute fonction périodique continue est uniformément continue.



Exemple 1.2.1. La fonction f : ¢ — sin(t) est périodique voir la Figure 1.1.

1

-10 -5 { 5 10
x
-5

F1GURE 1.1 — Graphe de la fonction sinus

1.3 Fonctions presque périodiques

Dans ce qui suit, nous nous chargerons d’étudier les fonctions presque périodiques introduites

pour la prémiere fois par H.Bohr [15] (1923). On présentera certaines propriétés de ces fonctions.

1.3.1 Définitions et exemples

Définition 1.3.1. [4, Définition 1.2]

Un ensemble E C R est dit relativement dense, s’il existe un nombre positif [ tel que tout

intervalle de longueur [ contient au moins un élément de F. Autrement dit,
A >0 telque: J[a,a+1NE#DO0.

Le nombre [ est appelé longueur d’inclusion de la partie E.

Définition 1.3.2. [30, Définition 1.2
Une fonction f € C'(RT, X) est dite presque périodique si : Ve > 0, 'ensemble T'(f,¢) est

relativement dense dans R ou :

T(f,e)={reR:|ft+71)— f(t)] <e,Vt R}

Exemple 1.3.1.

Toute fonction continue périodique est une fonction presque périodique. En effet, soit T la
période de f, alors pour tout n € Z, n’I' sont aussi des périodes de f et donc des presque périodes
de f, pour tout € > 0. Or l'ensemble {nT;n € Z} est relativement dense, ce qui implique que f

est presque périodique.



Exemple 1.3.2.

La fonction f : 2 + sin(x) + sin(v/2x) est presque périodique voir la figure (1.2)

FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction sin(z) + sin(v/2x)

Définition 1.3.3. [25, Définition 1.1](Critére de normalité)

Une fonction f: R — (X, ||.||) continue est dite normale, ou presque périodique au sens

de Bochner, si 'ensemble des translatées
H(f) ={fs, [s(t) = f(t+5), Vi€ R},

est relativment compact dans Cy(R, X).
Autrement dit : pour toute suite (u,)nen C R, on peut extraire une sous-suite (up, )nen de (4 )nen,

telle que, la suite (f(. 4 up, ))ken soit uniformément convergente.

1.3.2 Propriétés

On résume dans cette proposition les propriétés des fonctions presque périodiques numériques.
La plus part entre elles se généralisent pour les fonctions a valeurs dans X.
Proposition 1.3.1. [3]
1. Une fonction presque périodique est bornée sur R.

2. Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R, c¢’est-a-dire :

Ve >0, 30 = 0(¢e) tel que |f(t1) — f(ta)] < € pour |t; — ta] <.
3. Si f est presque périodique, ¢ € C, a € R, alors les fonctions cf, f, et t — f(at) sont presque
périodiques.
4. Si f, g sont deux fonctions presque périodiques, alors f + g, f.g, é (pour |g(t) > m > 0|)

ainsi que (f o g) sont presque périodiques.



5. Si f(.) est une fonction presque périodique et g(.) une fonction uniformément continue alors

(g o f)(.) est une fonction presque périodique.

6. La limite uniforme d’une suite convergente de fonctions presque périodiques est presque
périodique.
7. L’image d’une fonction presque périodique a valeurs dans un espace de dimension quelconque

est relativement compacte.

8. Soit f(.) une fonction presque périodique. Si g(.) est une translatée limite de f(.), alors f(.)

est aussi une limite translatée de g(.). (¢(.) une limite translatée de f(.), s’il existe une suite

réelle {(op)ren} telle que g(.) = kl—1>rfoof( + o).

1.4 Equations différentielles ordinaires (EDO)

Définition 1.4.1. [33, Définition 1.2

On appelle équations différentielles, les équations dont les inconnues sont des fonctions
d’une ou de plusieurs variables, ces équations comportant non seulement les fonctions elles mémes,
mais aussi leurs dérivées.

Si les fonctions inconnues dépendent de plusieurs variables, les équations sont dites aux dérivées
partielles, dans le cas contraire, c¢’est-a-dire quand on considere des fonctions d’une seule variable

indépendant, les équations sont appelées équations différentielles ordinaires.

Définition 1.4.2. [33, Définition 1.3]

Soit f : D — R une application définie sur un domaine D de I'espace R"*2 & valeurs dans R.

On appelle équation différentielle scalaire d’ordre n, une équation

dx d"x

On appelle solution de cette équation, une fonction ¢ : I — R; t +— ¢(t) définie et n-fois dérivable

sur un intervalle I, borné ou non, de R et telle que

1. Vt € 17 (t’ d)(t)’ M, s d"¢(t)) c D’

dt dtm
2. Vte I, f(t,o(t), 28 . o0y —q,

Définition 1.4.3. [33, Définition 1.9

On appelle équation différentielle périodique, une équation différentielle & = f (¢, z) dont

le second membre f est périodique en t. C’est-a-dire :

T > 0, tel que Vt, f(t+T,x) = f(t, ).



Définition 1.4.4. [33, Définition 1.10]

On dit que I'équation différentielle & = f(¢, x) est une équation linéaire dans R" si elle est

de la forme
z(t) = A(t)z(t) + b(t) (1.2)

ou A(t) € L(R", R") est une fonction matricielle continue de ¢ et b(t) est un vecteur de R", continu
de t.

L’équation (1.2) est dite homogene si b(t) = 0, et non homogeéne ou avec second membre dans
le cas contraire.

o(t) = 0 est toujours une solution de 1’équation homogene & = A(t)zx, on 'appelle la solution

triviale de cette équation.

1.4.1 Probleme de Cauchy

Soit Q (2 =1 x O) un ouvert de R x R* et f : Q@ — R™; (t,x) — f(t,x) une application

continue. Considérons I’équation différentielle

= f(t,x) (1.3)

On appelle probleme de Cauchy relatif aux conditions initiales (to,z) € €, la recherche des

solutions z(t) de I’équation (1.3) telles que z(t) = .

Proposition 1.4.1. [33, Proposition 2.1]
Pour qu'une fonction z : I — R™, dont le graphe est dans Q, c’est-a-dire, (¢, z(t)) € Q, Vt € I,

soit une solution de ’équation différentielle

&= f(t, ) (1.4)

avec z(tg) = xo; (to,zo) € Q; tg € I, ou f est une fonction continue de © dans R”, il faut et il

suffit qu’elle soit continue et que

Vtel, z(t) =z —{—/t f(s,x(s))ds (1.5)

Preuve.

Condition nécessaire : z(.) étant solution de 1’équation différentielle, elle est continue par
hypotheses, donc la fonction composée f(.,z(.)) est aussi continue et donc intégrable. L’équation

(1.4) donne par intégration
¢
x(t) = xg —|—/ f(s,z(s))ds
to

d’ott le résultat énoncé, puisque x(ty) = zo.



Condition suffisante : x(.) étant continue par hypotheses, il en est de méme de f(.,z(.)).
Le second membre de (1.5) est donc dérivable. Par conséquent il en vas de méme du premier. D’ou
par dérivation Z(t) = f(¢,z).H
Théoréme 1.4.1. [33, Théoreme 2.2](Théoréme de Cauchy-Péano)

On suppose que la fonction f est continue dans un voisinage du point (to, o) dans Q@ = I x R™,

alors il existe un intervalle Jy voisinage de ty dans Iy, et une fonction z € C1(Jp) tels que Vt € Jy,
(t) = f(t,z(t)) et x(to) = xo.
(ie; il passe au moins une solution de 1.2 par le point (%o, x¢)).

Définition 1.4.5. [33, Définition 2.3]

a) On dit que la fonction f : 2 — R™ est lipschitzienne par rapport a x, s’il existe un nombre

réel positif k tel que
V(t,l’l) €, v(tvx2) €, ||f<t,l’1) - f<t7x2)H < kal - x2H7

ou () est un ouvert de R x R"™.
b) On dit que la fonction f est localement lipschitzienne par rapport a x, si tout point (¢g, zg) de

() possede un voisinage appartenant a €2 et dans lequel f est lipschitzienne par rapport a z.

Définition 1.4.6. [33, Définition 2.4

Soit E un espace métrique. Une application f : E — E est dite contractante s’il existe un

nombre réel k£, 0 < k < 1 tel que pour tout couple (x,y) de points de F, on ait

d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Proposition 1.4.2. [33, Proposition 2.5/(Théoréme du point fixe de Banach)

Toute application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme possede un et

un seul point fixe.

Preuve. Soit xy un point arbitraire de E. Montrons que la suite x,.1 = f(z,); n € N est de

Cauchy. On a pour m >n > 1

d(zp, ) = d(f(xn-1), f(Xm_1)) < kd(xp_1,Tm-1). k €]0,1]

Par n applications successives du méme procédé on obtient

d(xp, Tm) < kd(xo, Tm_n) (1.6)
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Grace a 'inégalité triangulaire, on a
d(%o, 'rmfn> S d(l’g, 'Tl) + d(&:l, 'TZ) + ...+ d(flim,n,b xmfn)7

comme en appliquant (1.6) un nombre suffisant de fois,

d(l’o,(lﬂ'm,n) S (1 + k + kQ + ...+ km_n_l)d(il?o,.’ﬂl) S ﬂd([[’g,ﬂ?l). (17)
De (1.6) et (1.7) on tire
kn

d(zp, Tm) <
(T, Tm) T %

d(xg,x1).

comme k < 1, (lli—nk) — 0 quand n — 400, et la suite envisagée est de Cauchy.
Puisque E est complet, il existe un y € E tel que x,, — y quand n — +o0o. Comme f est continue,

on a

n—oo

Le point y est donc bien un point fixe de I'application f. Montrons qu’il est unique. Supposons

qu’il existe z # y tel que f(z) = z. On aurait
d(y, z) = d(f(y), f(2)) < kd(y, z) < d(y, 2).

Ce qui est absurde.ll
Proposition 1.4.3. [33, Proposition 2.6]

Si une certaine itérée d'une application d’un espace métrique complet dans lui méme est
contractante, alors I'application possede un et un seul point fixe.
Preuve.

Soit f : B — E l'application considérée, et désignons par f,, cette application itérée p-fois;
fp = fofo..of (p-fois). Supposons que f, soit contractante et possede, en vertu de la proposition

1.4.2, le point a pour point fixe unique. On a alors

fp+1(a) = f(fp(a)>:f(a)
for1(a) = [fp(f(a)).

Donc f,(f(a)) = f(a) et f(a) est un point fixe de f,. Mais puisque f, ne possede qu'un seul point
fixe, a savoir a, il faut bien que f(a) = a. Donc a est un point fixe de f.
Montrons qu’il est unique. Tout point fixe de f est un point fixe de f,. Il ne peut donc y avoir

plusieurs points fixes de f, car si non il y aurait plusieurs pour f,, ce qui est exclu.ll
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1.5 Semi-groupes et familles d’évolution

Soit X un espace de Banach.

1.5.1 Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

Dans ce paragraphe, £(X) désigne I'algebre de Banach de toutes les applications linéaires

continues de X dans lui-méme. On notera les normes sur ces deux espaces par le méme symbole
1]
Définition 1.5.1. [18, Définition 1.1.1]

Une application T': D(T) C X — X est un opérateur linéaire sur X, si D(T') est un sous
espace vectoriel de X et T est linéaire.
D(T) est appelé le domaine de T et I'image de cet opérateur sera notée R(T).

Définition 1.5.2. [18, Définition 1.1.1]

Soit T' un opérateur sur un espace de Banach X avec D(T) = X. T un opérateur linéaire

borné sur X si dc > 0 telle que

| Tz|| < c|lz||, Vxe X.

La norme de 'opérateur T est :
|IT| :=inf{ce R : ||T] < c||z], Vx € X}.

Définition 1.5.3. [18, Définition 1.1.1] Un opérateur linéaire T : X — X est :

1. continu au point z € X si pour toute suite (x,) C X tel que x,, — x, nous avons Tz, — Tz,

c’est a dire, |T'z,, — Tz|| — 0 quand ||z,, — z|| — 0.
2. continu sur X si et seulement s’il est continu en tout point x € X.

3. borné si et seulement si T est continu.

Définition 1.5.4. Un opérateur linéaire T défini sur D(7") C X a valeurs dans X est fermé si son
graphe {(x,Tz),z € D(T)} est fermé dans X x X
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1.5.2 Opérateur non borné

Définition 1.5.5. [17]
Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(T'),T) ou D(T) est

un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur linéaire définie de D(T') dans H, on dit que

T est un opérateur non borné de domaine D(T).

Dans la suite, on suppose que D(T) est dense dans H.

Exemple 1.5.1. [17]
Soit T l'opérateur de multiplication par z défini de L*(R) dans L?(R) par

T a pour domaine

D(T) ={f € L*(R), = = zf(z) € L*(R)},

tel que le produit scalaire sur L*(R) est
(r9) = [ gl

Alors :

1
V1+ 22

mais © — x f(z) n’apparetien pas a L*(R) car [ zf(x)dx est divergente, alors T' est un opérateur

r— f(z) = € L*(R)

non borné.

Définition 1.5.6. [17]

Si S et T sont des opérateurs dans F a valeurs dans F'; et R est un opérateur de F' dans Z

tel que E, F' et Z sont des espaces de Banach. Alors,
1. La somme S + T est définit par :

D(S+T) = D(S)ND(T);
(S+T)x = Sx+Tx;Vee DS+T).
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2. L’opérateur produit (ou composition) RT est défini par :

D(RT) {x € D(T)|Tz € D(R)},
(RT)z = R(Tz);Vx € D(RT).

3. La multiplication de T par un scalaire \ est définie comme 'opérateur :

AT :D(T)CF—E

z — \NTx.

si A =0; alors D(A\T) = E,

si A # 0; alors D(AT) = D(T).
4. Associativité : (R+S)+T =R+ (S+T), S+T=T+S5, (TS)R=T(SR).
5. La distributivité : (R+ S)T = RT + ST, T(R+S) D TR+ TS.

1.5.3 Semi-groupes d’opérateurs.

Dans cette section on donnera les définitions et quelques propriétés concernant les semi

groupes.
Définition 1.5.7. [26, Définition 2.1],[29, Définition 1.1]
Une famille d’opérateurs 7' := (T'(t));>0 C L(X) est dite semi-groupe d’opérateurs si :
- T(0)=1.
— T(t+s)=T(t)T(s), pour tous t,s > 0.
ou I désigne 'opérateur identité sur X.

Définition 1.5.8. [29, Définition 1.1]

1. Le semi-groupe (7'(t)):>o est uniformément continu s’il est uniformément continu en 0,

c’est-a-dire si

lim [|T(t) — T(0)|| = 0.

t—0t

2. Le semi-groupe (7'(t)):>o est fortement continu s’il est fortement continu en 0, c’est-a-dire si,

pour tout x € X,
lim ||T'(t)x — z|| = 0.

t—0t

3. Le semi-groupe (7'(t)):>o est faiblement continu si pour tout x € X et tout 2* € X*.

lim |z*(T(t)z) — 2*(T(0)z)| = 0.

t—0t
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X* désigne le dual topologique de X.

Remarque 1.5.1. [10]
1. Tout semi-groupe fortement continu est faiblement continu.

2. Tout semi-groupe uniformément continu est fortement continu. En revanche, la réciproque

n’est pas vraie.

3. Il est également clair que dans ce contexte, la continuité en 0 ou selon une trajectoire implique

la continuité du semi-groupe partout dans R*.

Proposition 1.5.1. [10]

Si T est un semi-groupe fortement continu, alors il existe w € R et M > 1 tels que, pour tout
t > 0, on ait

IT(t)|| < Me™. (1.8)

Si I'inégalité (2.1) est vérifiée, on dit que le semi-groupe est & croissance exponentielle et

on notera le taux de croissance de T' par :

wo(T) = inf{fw e R,IM >1 : Vt>0 ||T(t)]| < Me™'}
= inf{w € Rt — e "||T(t)|| est bornée sur R*}

Définition 1.5.9. [10]

Soit T'={T'(t); t € R} un semi-groupe d’opérateurs linéaires définis sur 'espace de Banach

X. Le générateur infinitesimal du semi-groupe T est 'opérateur A : D(A) C X — X défini par :

D(A) = {gp eC: limw e:m'ste}

t—0

Ap = lim w pour ¢ € D(A)

t—0
Exemple 1.5.2. [10]

Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X alors (e4);5 défini par la

formule

est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur ’espace de Banach X. Son

générateur infinitesimal est 'opérateur A avec D(A) = X.
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La proposition suivante expose quelques propriétés du générateur infinitesimal d’un semi-

groupe fortement continu.

Proposition 1.5.2. [10]

Soit T un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur un espace de Banach
X et (A, D(A)) son générateur infinitesimal. Les propriétés suivantes sont satisfaites.
1.D(A) est dense dans X.
2. A est un opérateur linéaire.
3.Sixz € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a

d
%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, pour tout t > 0.

4. Pour tout t > 0 et tout x € D(A), on a f(f T(s)xds € D(A). et on a

Tt — 2= A /0 " T(s)xds = /0 "T(s) Awds.

On a la caractérisation importante suivante du générateur infinitisimale d’un semi-groupe

fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur 1’espace de Banach X :

Théoréme 1.5.1. [10] Le générateur d'un semi-groupe fortement continu est un opérateur fermé

et densément défini qui détermine le semi-groupe d’une maniére unique.

Définition 1.5.10. [10](La stabilité exponentielle uniforme)
Un semi-groupe T := (T'(t))s>0 d’opérateurs linéaires bornés définis sur I'espace de Banach X est
dit uniformément exponentiellement stable s’il existe deux constantes strictement positives

N et v telles que

ITt)|| < Ne ™, pour tout t > 0.

1.5.4 Famille d’évolution périodique

Définition 1.5.11. [25, Définition 3.5]

Une sous-famille a deux parametres U = (U(t, s))i>s de £(X) est une famille d’évolution

sur un espace de Banach X si :

1. U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pour touts t > s > r et
2. U(t,t) = I pour tout t, ou [ est 'opérateur identité sur L(X).
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Définition 1.5.12. [25, Définition 3.5]

La famille d’évolution (U(t, s));>s est dite fortement continue si pour tout x € X, I'appli-

cation
R? —» X
(t,s) — Ul(t,s)x

est continue.

Si la famille d’évolution fortement continue U = (U(t, s));>s satisfait la condition de convolution
U(t,s) = U(t — s,0), pour toutes les paires (¢, s) avec t > s, alors la famille (7°(t));>0, définie par
T(t) := U(t,0), est un semi-groupe fortement continu.

On dit que la famille U est a croissance exponentielle il existe deux constantes M > 1 et

w € R telles que

|U(t,s)|| < Me="=%) pour tout t > s.

Définition 1.5.13. [25, Définition 3.5]

la famille U est dite périodique de période q si pour un certain ¢ > 0 fixe on a

U(t+q,s+q) =Ul(t,s), pour tous t > s.

Il est evident que toute famille d’évolution g-périodique vérifie

Vue [0,q], YpeN, U(pg+ q,pq +u) = U(q,u)

et
Vge N, reN, p>r, Ulpg,rq) =U((p —7)q,0) = U(q,0)P".

Lemme 1.5.1. [25, Remarque 3.2]

On dit que la famille dévolution U est uniformément exponentiellement stable s’il

existe deux constantes strictement positives N et v telles que

|U(t,s)|| < Ne =) pour tout t > s > 0.

1.6 Equations différentielles a retards constants

Définition 1.6.1. [6]

On appelle équation différentielle & retard constant, une équation différentielle de la

forme

#(t) = f(t2(t), 2(t — 7)), (L9)
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ol f:R3 — R, une fonction continue, et r un nombre réel strictement positif que I'on appelle le
retard.
Remarque 1.6.1. [6]

Pour déterminer la solution de I’équation différentielle (1.9) sur un intervalle [to, to+ 7], il faut
connaitre z(t) sur un intervalle antérieur [t, — 7, o). Soit ¢ une fonction continue sur l'intervalle

[to — 7, to] a valeurs dans R.

1.6.1 Existence, unicité et prolongment des solutions :

Définition 1.6.2. [6]

On dit que la fonction h : Q C R? — R est localement lipschitzienne par rapport a x, si pour
tout point (to,zo) de € il existe un voisinage de (tg, o) dans lequel h est lipschitzienne dans ce
voisinage autrement dit k& depend de (g, xo).

Soit le probleme de Cauchy suivant :

#(t) = f(t,x(t), z(t — 7)), pour t >0
{ z(t) = (1), ppour te[-r0] et ¢ € C([~r,0],R) (1.10)

Théoréme 1.6.1. [6]

Si f: R® — R est continue, alors le probleme (1.10) admet au moins une solution, si de plus
f est localement lipschitzienne par rapport aux deux dernieres variables, alors cette solution est

unique.

Soit x une solution de I'equation (1.9), définie sur l'intervalle [ty — r, af, a > to

Définition 1.6.3. [6]

Une fonction définie sur [ty —r, +00[ a valeurs dans R différentiable en [ty — r, +00[ est solution

de l'equation (1.9), si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes :
1. ‘(L‘[tO*rytO] = 90
2. @(t) = f(t,z(t),z(t —r)), pour t € [ty, +00].

Autrement dit ;

o(t) = { (), t pour t € [ty — 1, 1.
p(t) + [, f(s,2(s),2(s = 7))ds, pour t € [ty, +00l.

Remarque 1.6.2. (Comparaison avec les équations différentielles ordinaires)

i/Pour résoudre ’équation différentielle a retard (1.9) il faut connaitre z(¢) sur un intervalle
[to — 7, to], de longueur r. Par contre, pour résoudre une équation différentielle ordinaire il suffit de

connaitre x(t) en un seul point.
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ii/Une équation différentielle a retard linéaire et homogene, peut avoir des solutions non triviales,
c’est a dire des solutions qui s’annulent plusieurs fois, mais elles ne sont pas nulles, or si la solution
d’une équation différentielle ordinaire linéaire et homogene, s’annule en un point, elle est nulle
partout (grace a l'unicité de la solution). D’une maniere générale, si deux solutions d’une équation
différentielle ordinaire se rencontrent en un point, et si la condition d’unicité est satisfaite, alors
elles sont égales, sur tout le domaine de définition.
Par contre, deux solutions d’une équation différentielle a retard peuvent se rencontrer en plusieurs

points, sans qu’elles soient égales (voir [6]).



Chapitre 2

Les fonctions S-asymptotique
w-périodiques

2.1 La S-asymptotique et 'asymptotique w—périodique

Dans ce chapitre (X, ||.||) désigne un l'espace de Banach réel ou complexe et C,(R*, X) I'espace
des fonctions continues et bornées de R™ dans X, muni de la norme de la convergence uniforme.

Pour w > 0, on pose
Co(R*X) = {f € GR",X): lim [£(2)] =0},
P,(RY,X) = {feCR", X): f w— periodique}.
2.1.1 Fonctions S-asymptotiquement w-périodiques

Définition 2.1.1. [31]

Une fonction f € Cp(RT, X) est dite asymptotiquement w—périodique §'il existe deux
fonctions g € P,(RT, X) et h € Cyp(R™, X) telles que :

f=g+h (2.1)

Si g de (2.1) est presque périodique f est dite asymptotiquement presque périodique.

Nous noterons par AP, (R, X), I'ensemble des fonctions asymptotiquement w-périodiques.

Proposition 2.1.1. [21]

La décomposition f = g+ h de la Définition 2.1.1 est unique, c’est-a-dire
AP,(RT, X) = P,(R", X) ® Cp(R*, X).

19
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Définition 2.1.2. [21, Définition 3.1]

Une fonction f € Cy(R*, X) est dite S-asymptotiquement w-périodique s'il existe w > 0
tel que :

lim (f(t+w) — f(t)) = 0.

t—o00

w est appelé la période asymptotique de f.

Dans ce qui suit la notation SAP,(R*, X) représente l'espace des fonctions S-
asymptotiquement w—périodiques.
Exemple 2.1.1. [28, Exemple 2.2]

Soit la fonction

f:RY - R
t — sin(In(t+1)).

est S-asymptotiquement w—périodiques.

cos(In(t 4+ 1))

1) = t+ 1

En effet, on a : tEHloof (t) =0.

D’apres le Théoréme des accoissement finies, 3¢ =t + ow € [t,t 4+ w] avec 0 < 0 < 1 tel que

flt+w) = f{t) = f'(t+ ow)w,

ce qui implique que: tliin ft+w)—f(t)=0
—+oo

D’ou le résultat.

Remarque 2.1.1. [21]
Il est évident que AP, (R*, X) C SAP,(R*, X). Mais l'autre inclusion n’a pas lieu comme le

montre 'exemple suivant.

Exemple 2.1.2. [21, Exemple 3.1]

Soit X l'espace ¢y = {(Tn)nen : T € R et lirf x, = 0} muni de la norme ||(z,)nen| =
n—-+0oo

sup |z, | et soit
neN

f:[0,400] — o

L J) = (e

m)neN-
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FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction sin(In(t + 1))

La fonction f est bornée, uniformément continue et S-asymptotiquement w—périodique pour tout

w > 0.
2nt

t2 +n?
Montrons que f est uniformément continue, pour ¢, s € [0, 400 on a :

En effet, il est immédiat que || f()]| = || (225 )nen]|| = sup | | <1 pour tout ¢ > 0.
neN

t24n?

2n(t + s) 2nt

Hf(t"i_s)_f(t)H = iléIN) (t+s)2+n2_n2+t2

2n(t + s)(n? + t2) — 2nt[(t + s)* + n?

= ¢ [(t+ )2 + n2](n? + i2)
— s 2nt(n? + t?) + 2ns(n? + t?) — 2nt(s* + t* + 2ns + n?)
neN [( + 5)? + n?](n* +1?)
B 2nt(n? + t?) + 2ns(n® + t?) — 2nt(t* + n?) — 2nt(s* + 2ts)
B ¢ [(t+ )2+ n?](n? + 2)

B 2ns(n? + %) — 2nt(s* + 2ts)
R o TR ) e )
B 2ns(n? + t?) — 2ns(ts + 2t%)
R TN ) R )

B 2ns|n? — t? — ts|

T ek [ 9+ (e + )

Posons
2ns|n? — 2 — ts|

W8 = s T mleE 1 )

e sin > t2+ st alors n2 —t? — st > 0.

Donc :
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2nsin? — t? — ts| 2ns.n?
fn(ta 3) = <
[(t 4+ 8)2 + n2|(n2 +2) — [(t+ s)2 + n2|(n? + t2)
2n3s  2s <9
— = — S.
n?n? n -

o sin < Vit?+ st alors n? —t? — st <0, [n® —t* — st| =t + st — n?

Donc

B 2ns(t* +ts —n?) 2ns(t* + st)
falt,s) = [(t 4 5)2 + n2](n? + 12) = [(t+ 5)% + n?](n? + t2)
2ns(t? + st)

<
= [(#2 + st) + st + s2 + n?](n? + t?)

< 2ns(t* +st)  2ns
T (2 +st)(n2+12)  n2+¢2
2ns  2s
— =— <2s.
n n

Dans les deux cas f,, < 2s et ceci est vrai pour tout n > 1. D’ou : sup f,, < 25 < 4s.
n>1

Ce qui montre que f est uniformément continue.

Montrons que f est S-asymptotiquement w-périodique pour w > 0 et t > 1, nous avons.
2n(t + w 2nt
I£+0) = SO = | (e o (g e
2n(t 4+ w) 2nt
(t+w)2+n2 2+n?
2n(t + w)(t? + n?) — 2nt[(t + w)* + n?
[(t +w)? + n?](t? + n?)

2n|t? + n?t + wt? + wn? — 3 — w?t — 2wt? — tn?|

ek [t + w2+ n2(n? + 2)
2n|wn? — w?t — wt?|

sup
nen [(t 4+ w)? + n?|(n? + t2)

2n3w + 2ntw? + 2nwt?
i it
e e
-t 2

= sup
neN

neN

IN

IN

IN

Ce qui implique que f est S-asymptotiquement w—périodique pour chaque w > 0.
Montrons que f n’est pas asymptotique w-périodique.
On raisonne par ’absurde.
Supposons que, f est asymptotiquement w—périodique. Alors il existe g € P, (R, X) et une fonction
© € Co(RT, X), tel que f =g+ ¢. Si f = (fn)nen, alors chaque f,,; n € N est asymptotiquement
w—périodique et

ot + kw) = go(t) + ©n(t + kw), Vk,n € Net t > 0.
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On sait que
: 2n(t + kw)
= lim
k—+oo (t + kw)? + n?

kgrfoo falt + kw) =0,

donc g,(t) = 0 pour tout n € N et ¢ > 0.
Par conséquent, la fonction g = 0 et f = ¢ ce est absurde puisque || f(n)|| = 1 pour tout n € N.

Cela prouve que f n’est pas asymptotiquement w—périodique.

2.1.2 Propriétés des fonctions S-asymptotiquement w—périodiques

Certaines propriétés essentielles sont résumées dans les propostions suivantes :

Proposition 2.1.2. [12, Proposition 1]

Soit (X, .]]) un espace de Banach sur K, K = R ou C, si g € SAP,(RT K) et f €
SAP,(RT, X) alors, f.g € SAP,(RT, X).
Preuve.

Comme g et f sont bornées, M7, My € RT tel que |g(t)| < My et || f(t)|| < My, Vt > 0. Nous

avons

lg(t +w)ft+w) —g@)fOI < (gt +w) —g@O)f(E +w)ll + [(f{E+w) = F)g(®)]]
< gt +w) = g@f( +w)l| + (|t +w) = F@O]19(t)]
< gt +w) = g()[Mz + |[f(t +w) = f(1)]]. M.

Par conséquent,

Jim [lg(t +w)f(t+w) = ()@ < Jim |g(t+w) - gl1) Mo
4 Jim (¢ w) = FOIM =0,

Dot lim [g(t +w) f(t +w) — g(t) f(#)[| = 0.0

Proposition 2.1.3. [12, Proposition 2]

Supposons que f € SAP,(RT,R) et tel que infier+ [f(t)] > v > 0. Alors g =
SAP,(RT, R).

=

Preuve.

Il est evident que |f(t)] > v pour tout ¢t € RT. Nous déduisons alors que :

1
[F(£)f(t+ w)|

<1
_?~



24

Soit € > 0. Alors il existe T, > 0 tel que V¢ > T. on a :

|f(t+w) = f(t)] <e,
Pour tout ¢ > T, nous avons donc

[f(t+w) — ()]
[F()f(E +w)]
9

,-}/2

lg(t +w) —g(t)] <

IA

Proposition 2.1.4. [12, Proposition 3]

La bornitude et la continuité de G découlent de celles de f et ¢
Soit f € SAP,(RT, X) et ¢ : X — X un opérateur uniformément continue sur les sous ensembles
bornée de X. Alors la fonction G : R — X définie par :

G(t) = ¢of(t)
est S-asymptotiquement w—périodique.

Preuve.

Soit v > 0. Comme f € SAP,(R*, X), il existe T, > 0 tel que pour tout ¢t > T, nous avons

1f(t+w) — f@)] < 0.

Pour € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x,y € Imf, tel que ||z — y|| < é nous avons

lp(z) — oY)l <e.
Pour z = f(t + w) et y = f(t), nous obtenons donc
[o(f(t +w)) = d(f(W)I| < & pour tout t > T.. M

Remarque 2.1.2.
Le cas o ¢ : X — Y avec Y un ensemble borné et Y # X, on a G(t) = ¢of(t) est S-

asymptotiquement w—périodique voir ([7, Corollaire 3.8]) .

Proposition 2.1.5. [12, Proposition 4]
Soit f € SAP,(R", X), et ¢ € L}(RT,R). Alors la fonction G : Rt — R définie par :

G(t) = / o(t — 3)f(s)ds

est S-asymptotiquement w—périodique.
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Preuve.
Soit € > 0. Alors il existe T' > 0 tel que si t > T, alors
[f(t+w) = f(B)] <e,
et
()] <e.
Nous avons
t+w t
Gt +w) =GOl = | [ et +w=9)fe)ds— [ lt=9)5()is|
0 0
w t+w
= | gp(t—i—w—s)f(s)ds—i—/ ot +w —s)f(s)ds
0
t

- / o(t — 5)f(s)ds]

0

En posant le changement de variable s = w + = on aura
IG(t+w) - GOl < | / o(t 4+ o) fw — 2)de] + / ot — D) f (@ +w) — f(a)|de
0 0
w T
< Il / ot + x)de + / ot — D) f @+ w) — f(a)|de
0 0
T
4 / ot — )| f @ + w) — (@) de.
0
T t
o o — d — d
< | fllocwe + 2117 /Ow x>|x+s/T|so<t 2)ldx

t e-=T
< | flloowe + 20 f 1 / p(@)lde + ¢ / p(2)|dz
t—T 0

< 1 loewe + 20l /

t=T

plde e [ le(@lda,
0
ce qui montre que tlim |G(t+w) — G(t)|| = 0.1
—00

Proposition 2.1.6. [21, Proposition 3.5]
SAP,(R*, X) est un espace de Banach.

Preuve.

Soit, (f,,)n une suite dans SAP,,(R™, X') qui converge vers f lorsque n — oco. La décomposition

[f(t+w) = FOI < |fE+w) = fult + 0)] + [t + w) = fu(O)] + [fa(t) — f(B)] < 3e.

Montre que tlim ft+w)—f(t)=0. 1
—00
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2.1.3 Criteéere de normalité

Comme pour les fonctions de Bohr presque périodiques, nous disposons aussi d'un critere de
normalité pour les fonctions S-asymptotiquement w—périodique.
Soit f € SAP,(R*, X), on note f}, la fonction translatée de f définie par
fh : [O, +OO[ - X
t — fu(t)= f(t+h).
Définition 2.1.3. [21, Définition 3.2

Une fonction f € Cp(RT, X) est dite w-normal sur un ensemble compact si pour toute suite
de nombres naturels (m,,),en on peut extraire une sous-suite (k,)nen telle que la suite de fonctions

(f(. + kpw)), de f soit uniformément convergente.

Autrement dit, I’ensemble des translatés H(f) = { fe,w, [fr,w(t) = f(t+k,w)} est relativment
compact dans Cp(R*, X).

Remarque 2.1.3. [21, Remarque 3.1]

Si f € Cp(RT, X) est uniformément continue et I'mf est relativment compact, alors f est

w-normal dans un ensemble compact.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des Définitions 2.1.3 et 2.1.2.

Lemme 2.1.1. [21, Lemme 3.1]

Soit f: R™ — X une fonction S-asymptotiquement w—périodique, soit (f,)nen une suite des
nombres naturelle tel que ¢,, = 400 lorsque n — 4o00. Supposons que f;, — ¢ uniformément sur

des sous ensembles compacts de R, alors ¢ € P,(RT, X).

Preuve.

Il est clair que ¢ est continue, de plus on a (f, ), converge uniformément vers ¢ alors
Ve>0,dnge N,Vne Netn>ng=|o(s) — f(t+1t,)|| <e s €[t t+ wl.
Nous avons que f € SAP,(X) alors il existe u > 0 tel que

[f(p+tn+w) = flu+ta)]|<e pu=>0,

pour tout n > ng. On a :

lp(t +w) — @) < ot +w) — flu+w+t)l +[[f(p+w+t,) — flu+ta)
+ [[fp+tn) — o)
< 3e.
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Ce qui est implique que ¢(t +w) = ¢(t).W

Pour abréger les demonstrations, on fixe un nombre positif w > 0 pour tout ¢ > 0, on considere
la décomposition
tn, =&(t) + 1(H)w

avec {(t) € [0,w] et 7(t) € N
Dans la suite f € Cy(RT, X).

Proposition 2.1.7. [21, Proposition 3.1]

Soit f : RT — X une fonction uniformément continue S-asymptotiquement
w—périodique et w-normal sur des ensembles compacts. Si (t,,),en une suite telle que ¢, — +o0o
lorsque n — +o00, et il existe une sous-suite (s;);en de (t,)nen et une fonction ¢ € P,(R*, X), telle

que f,; — ¢ lorsque j — +oo uniformément sur des ensembles compacts.

Preuve.

Nous considérons la décomposition ¢, = £(t) + 7(t)w pour n € N. Il découle des hypotheses
du Lemme 2.1.1.
Puisque f est w-normale alors il existe une fonction G € P,(R™, X) et une sous-suite (s;);jen de
(tn)nen tel que fTSjw — G uniformément lorsque j — +00, sur des ensembles compacts de plus on
peut supposer qu'il existe A € [0, w] tel que f(s;) — A lorsque j — +o0.
Montrons que f(s;) — G uniformément sur des ensembles compacts lorsque j — +00, on prend

un ensemble compact K C R, pour € > 0, Vjo € N

IGIAN+5) — fA+s+7(s;))w| <e. se K
IFA+ ) = f(E(s;) + )l < e =0
pour tout j > jo, pour tout t € K ety > jg on écrira
[GA+18) = f(s; + D)l = [GA+1) = f(&(s;) + 7(s5)w + 1)
+ |GA+1t) = fFAN+7(sj)w + )| + | fF(N+ 7(sj)w + t)
— f(&(s) +7(s)w +1)]]
< 2e.

Ce qui implique que f(s;) = ¢ lorsque j — +o00 uniformément dans K.
D’ou G, est w—périodique.l

Proposition 2.1.8. [21, Proposition 3.2]

Soit f € Cp(R*, X) une fonction uniformément continue. Supposons que pour toute suite
de nombres naturelles (m,,),en avec m, — oo quand n — oo, il existe une sous-suite (k;);en de
(M )nen et une fonction ¢ € P, (R, X) tel que fi,, — ¢ lorsque j — oo uniformément sur des

ensembles compacts. Alors f est S-asymptotiquement w—périodique.
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Preuve. Supposons que f n’est pas S-asymptotiquement w—périodique, alors il existe €0 et une
suite (t,)nen avec t, — 400 lorsque n — 400 tel que

| f(tn +w) — f(tn)|| > € pour tout n € N.

En définissant m,, = 7(t;), on déduit I'existence d'une sous suite (s;);en de (£,)nen, d'un nombre
A € [0,w] et une fonction ¢ € P,(RT,X) telle que &(s;) — A et frjw — ¢ lorsque n — +o0
uniformément sur un ensemble compact, ot nous avons noté k; = 7(s;,)
puisque f est uniformément continue, on peut prendre (jo) € N tel que
lp(s) = f(s + (kjw)l < 5. s € A A+ ]
£+ (g + 1) = F(E(s) + (kJw+ )| < 5 >0
Pour tout 7 > j5. On obtient
oA +w) =N = —ll¢(A+w) = F(A+ kj, + v
LFO+ iy +10) = F(E(s, )0 + by, + )|
A+ iy +w) = F(Esi 0+ )
— I (E(s)w + kj) = FA + Kl
- ||f()\€+ ki) = oMl

> _ =z
Z € 5

Ce qui une contradiction puisque ¢ est w—périodique.ll

2.1.4 L’opérateur de Nemytskii.

Soit F': R x X — X, (t,z) — F(t,x) une fonction. L’opérateur de Nemytskii (dit aussi

opérateur de superposition), noté par Ny construit sur la fonction F', est défini comme suit :

Ne: FR X) = F(R,X)

ou

NF (u) R —- X
t — F(tu(t))
F(R, X) : l'espace des fonctions définies sur R & valeurs dans X.

Une question naturelle se pose : “Sous quelles conditions sur F', peut-on affirmer
que Iimages de fonctions S-asymptotiquement w—périodiques par 1'opérateur N sont aussi S-

asymptotiquement w—périodique ?”, (voir[11]).
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Dans le but de répondre a cette question, on introduit I’espace de fonctions S-asymptotiquement
w—périodiques uniformément par rapport a un parametre.
Pour des raisons de clarté, on commence par donner la définition d'une fonction f S-

asymptotiquement w—périodique uniformément par rapport a deux parametres.

Définition 2.1.4. [7, Définition 3.12]

Une fonction continue f : RT x X — X est dite uniformément S-asymptotiquement
w—périodique sur les ensembles bornés si pour tout ensemble borné K C X, ’ensemble { f(¢, s) :
t >0,z € K} est borné et
tlirgo(f(t, z) — f(t +w,x)) = 0 uniformément pour tout x € K.

Définition 2.1.5. [7, Définition 3.13]

Une fonction continue f : RT x X — X est dite asymptotiquement uniformément conti-
nue sur les ensembles bornés si pour tout € > 0 et tout ensemble borné K C X, il existe L, g > 0
et 0. i, Vo,y € K, t > L, i tel que

lz =yl < dec = [If(s) = f(E, )l <e.
Théoréme 2.1.1. [7, Théoréme 3.14]

Soit f : RT x X — X une fonction uniformément S-asymptotiquement w—périodique et
asymptotiquement uniformément continue sur les ensembles bornés. Soit v : R* — X une fonction

S-asymptotiquement w—périodique. Alors ¢(.) = f(.,u(.)) est S-asymptotiquement w—périodique.
Preuve.

Comme 'image R(u) de u(.) est un ensemble borné, ce implique que ¢ est bornée. De plus
Pour € > 0, 36 > 0 et L! > 0 tel que
max{||f(t +w,2) — f(t,2)|, || f(t,x) — f(t,y)]|} <&, Pour tout t > L!, 2 € R(u) et Vx,y € R(u)
avec |l —y|| < 6.
De plus, on a wu(.) est S-asymptotiquement w—périodique, il existe L2 > 0 tel que
|u(t +w) — u(t)]| <6 pour tout ¢t > L2. Ainsi, pour ¢t > max{L!, L2}, on aura

[o(t+w) — o) < |f(t+w,ult+w))— f(t,ult+w)l|+ £t ul+w)) — f(Eul))]
2¢.

IN

Dons ¢ est S-asymptotiquement w—périodique.

2.1.5 Caractérisation des fonctions S-asymptotiquement w—périodique
et des fonctions asymptotiquement w—périodique

Dans la suite, nous énoncerons quelques résultats donnant un lien entre les fonctions S-

asymptotiquement w—périodiques et les fonctions asymptotiquement w—périodiques.
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Proposition 2.1.9. [21, Proposition 3.3]

Soit f € Cy(RT, X) est w-normale et S-asymptotiquement w—périodique sur des ensembles
compacts. Supposons qu'’il existe une suite des nombres naturels strictement croissante (7, )nen et

une suite de nombres positives (7, )nen tel que Z(Tj+1 —7577;) < 00. Si||f(t+w)— f(O)| < vm
Jj=0
pour tout t € [r,w, T,,41w], alors f est asymptotiquement w—périodique.

Preuve.

Montrons que f est asymptotiquement w—périodique c’est-a-dire
f=0¢+havec ¢ € P,(RY, X) et h € Cy(R", X).

En appliquant la Définition 2.1.3 et le Lemme 2.1.1, la normalité de f implique I'existence d’une
sous-suite (m;)jen, avec m; = 7,;, de (7, )nen et une fonction ¢ € P, ([0, 00, X) tel que fujuw — ¢
lorsque 7 — oo unformément sur des ensembles compacts.
Alors il suffit de montrer ¢(t) — f(t) — 0 lorsque t — oc.

Pour chaque ¢ > 0, nous choisissons n;, € N tel que

Z (Tjp1 — 1575) < € st ||o(s) — d(s + mjw)|| < e pour tout s € [0,w] et j > jo.
Jjznj,
soit ¢ > my,w. Il existe un entier p € N avec p > j, tel que t € [m,w, myw. U'intervalle [m,,, my,1]

peut contenir d’autres points de la suite (7,,)nen, qu’on peut décrire sous la forme
Top < Trpsr < -+ < Tnprg = Trpsr-

De méme, chaque intervalle [7,, .., avec i = 0,q — 1, peut contenir des nombres naturels

- T"p+i+1]7
Tnpe: + h avec h =0, H(i), de sorte que 7, ., + H (i) = Ty, 1w
En écrivant k(i) = 7,,,, . De plus, on choisit 0 < s < ¢ tel que t € [T, w, Tnpy.pw] €6 DOUS

décomposons
t = ((t) + n(t) avec ((t) = [0,w] et,n(t) € N

tel que
N(t) = Tn,,, +h(t) ot 0 < h(t) < H(s).
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Avec ces notations, nous obtenons

lp(t) = FOI = [lo(C(t) +n(t)w) = F(C(E) +nt)w)]
< o(¢(t) — ( (&) +mpyw)|| + [[F(C(8) + mpw) — f(C() +n(t)w)]|
s—1 h(i)+H(i)—1
< €+Z Z () + (G + Dw) = F(C(E) + (Gw)l
=0 j=h(7)

h(s)+h(t)—1

+ > I+ G+ Dw) = FEE-) + (w)]

j=h(s)
s—1 h(i s)+h(t)—1
<SS z
= j=h(7)
< S
=0
< Z 'an+i(7'np+i+1 - Tnp+i)
< Z%‘(Tz‘ﬂ—ﬂ')
i>np
< 2

qui montre que ||¢(t) — f(t)|| < 2e pour tout t > mjow. Cela complete la preuve.l

Proposition 2.1.10. [21, Proposition 3.4]

Soit f : RT™ — X une fonction S-asymptotiquement w—périodique et asymptotiquement

presque périodique, alors f est asymptotiquement w—périodique.
Preuve.

Puisque f est asymptotiquement presque périodique, alors f = g + ¢ ou ¢ est une fonction
presque périodique et ¢ € Co(RT, X).
D’apres la Proposition 2.1.10 il existe une suite de nombres réels (¢,),en tel que ¢, — +oo et
g, — g lorsque n — +o0o uniformément sur R¥.
Par conséquent, f; — g lorsque n — 400 uniformément sur R et en appliquant le Lemme 2.1.1
on a que g € P,(RT, X).

D’ou la fonction f est asymptotiquement w—périodique.ll

Corollaire 2.1.1. 21, Corollaire 3.1]

Soit f € Cp(R*, X), supposons qu'il existe une suite des nombres naturels (n;) ey avec ny = 1
et n; — 400 lorsque j — 400 tel que @ = sup(n;+1 —nj) < +oo et
jeN

lim (f(t+ n;w) — f(t)) =0, uniformement ¥j € N. (2.2)

t—+o0

Alors f est asymptotiquement w—périodique.
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Preuve.

La Preuve est une conséquence immédiate de la Proposition 2.1.10, et d’apres (2.2) on aura

que f est S-asymptotiquement w—périodique et asymptotiquement presque périodique.ll

Théoréme 2.1.2. [21, Théoreme 3.1]
Supposons que X est un espace réflexif et f € C,(R*, X) une fonction uniformément continue,
telle que V2’ € X*, tligrn <2, f(t+nw — f(t)) >= 0 uniformément pour n € N.
— 100
Alors il existe g € P,(RT, X) et ¢ € Cp(RT, X) tel que

f=g+pet lim <2, ot)>=0, Vo' € X*.
t——+o00

Preuve. Pour chaque 2’ € X*, la fonction < 2/, f > vérifie la condition du corollaire (2.1.1). Par
conséquent, il existe une fonction w—périodique g, € P,(R",K) et la fonction ¢,» € Co(RT, K)
tel que < 2/, f >= g + Q.

Pour tout ¢t > 0, nous définissons la fonction A; : X* — K par Ai(z) = g (¢). Il découle du
caractere unique de la décomposition de < 2/, f > comme la somme d’une fonction périodique et
une fonction qui tend vers zéro a l'infini que A; est une fonctionnel linéaire.

De plus,

|Ai(@)] = |gw(t)] = [ga (t + Fw)|
< <2 ft+Ekw) > |+ |pw(t+ kw)|
< Nl oo 127]] - oo (4 Kw)|

N

et en prenant la limite k — +oo, de plus ||A¢]| < || f]|+00 pour tout ¢ > 0.

Par conséquent A, € X** et donc il existe une fonction g : R™ — X tel que A;(2') = g (t) =<
2, g(t) > pour tout t > 0 et 2’ € X*.

Nous définissons p(t) = f(t) — g(t). Alors que g est w—périodique et tLieroo (t)=0.

nous prouvons que g est continue c’est-a-dire pour € > 0 donné, il existe § > 0 tel que ||f(t) —

)l <e
Pour tout ¢, s € [0, 400 avec [t — s| < 9.
Par conséquent, pour ¢t > 0,0 < |h| <davect+h>0.2" € X et k €N

on a

| <al,glt+h)—g(t)>] = lgo(t+h) = go(t)] = |go(t + h+ hw) — gu (t + hw)]

| <@’ g(t+h+hw) > —pu(t+h+ hw)

— <2 f(t+ hw) >+ (t + hw)|

Lf(t+h+ hw) — o (t + I+ hw) |2 + o (E + b+ hw) — Qo (t + hw)|
ella’|| + |pu (t + b + hw) — pu(t + hw)|.

IA

IN



33
En faisant tendre k — 400 on aura.

| <’ g(t+h)—g(t) > | <ell']]
Ce qui implique que||g(t + h) — g(t)|| < .1

Exemple 2.1.3. [21, Exemmple 3.3]

Supposons que X est un espace de Hilbert et que {e : kK € N} est une base orthonormale de
X, si f € Cp(RT, X) est uniformément continue pour tout k € N, t£+moo <ek, f(t+h)—f(t) >=0
uniformément pour n € N.
Alors il existe g € P,(RT, X) et ¢ € Co(RT, X) tel que f =g+ ¢ et tLigrnoo < e, p(t) >= 0 pour

tout k € N nous pouvons éviter la condition sur la reflexivité de X.

Théoréme 2.1.3. [21, Théoreme 3.2]

Soit f € Cp(R*, X) une fonction w-normal sur un ensemble compact tel que pour chaque
e X*, tlim <2, f(t + nw) — f(t) >= 0 uniformément Vn € N,
—00
Alors f est asymptotiquement w—périodique.

Preuve. Puisque est w-normale donc il existe une suite (n;);jeny dans N et g € Cp(RT, X) tel que
(faw) — g lorsque j — oo uniformément sur un ensemble compact.

Pour tout 2/ € X', la fonction < 2/, f > est asymptotiquement w—périodique et

<2, fn,w>—<a',9g> lorsque j — o0

uniformément sur des ensembles compact.
D’apres lemme (2.1.1) on a g € P,(R™,K). De plus, il existe des fonctions g, € P,(RT, K) et
0 € Co(RT, K) tel que :

<2, f(t) >=< g (t) + @ (t) > pour tout t> 0.

Par conséquent < 2/, f(t + n,w) >= g (t + n;w) + @ (t + njw), ce qui implique :

< a',g(t) >= g (t) pour tout ¢t > 0.

Cela montre que w est independent de la suite (n;);en et par conséquent f,,, — g uniformément
sur un ensemble compact.

Soit € > 0 et ng € N tel que || f(s+ jw) — g(s)|| < e, pour tout s € [0, w] et tout j > ng. Si j > Ny
alors 7(t) > ng et

1f(s+jw) =g < Ng(€t) + 7(H)w)) — f(E(E) + T()w)]
< g(€(®) — fE@) + T()w)]|
< e
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Ce qui prouve que g(s) — f(s) — 0 lorsque s — 0.
D’ou f est asymptotiquement w—périodique.l

2.2 Application aux équations différentielle abstraites.

L’objectif de cette section est d’exposer les résultats de J.Blot [7] concernant l’existence et
I'unicité de la solution "mild” S-asymptotiquement w—périodique du probleme linéaire et du
probleme semi linéaire.

Considérons le probleme linéaire suivant :

{ <(ot>) = AW + 10, W20 (2.3)

ouxg € X, f € Cp(RT, X) et A(t) génere un processus d’évolution w—périodique (U(t,s))s>s

exponentiellement stable de X.

Définition 2.2.1. [7, Définition 4.1]

Une fonction = : RT — X est appelée solution ”mild” de (2.3) si
t
ot) =Ut0)z0 + [ Ult.s)f(s)ds, ¥t 20, (2.4)
0

Lemme 2.2.1. [7, Lemme 4.2]
Soit f € SAP,(R*,X) et (U(t,s))i>s une famille d’évolution w—périodique exponentielle-

ment stable. Alors la fonction

est S-asymptotiquement w—périodique.

Preuve. Vt > 0, on a
u(t+w) —u(t) = /0 wU(t—l—w,s)f(s)ds—/O Ult,s)f(s)ds
= /OwU(t+w,s)f(s)ds+/ wU(t+w,s)f(s)ds—/0 U(t,s)f(s)ds

w

= 6L + L.

Avec
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et

]2(75):/ wU(t+w,s)f(s)ds—/0 Ult,s)f(s)ds.

w

Puisque U(t +w, s) = U(t + w,w)U(w, s), Vt>w > s on aura

L(t)=U(t+ w,w) /Dw Uw,s)f(s)ds =U(t + w,w)u(w)

D’autre part (U(t,s))i>s est exponentiellement stable c’est-a-dire 3k > 0 et @ > 0 tel que
|U(t,s)|| < Ke ®*=%) on obtient
(B[ < Ke™ [Ju(w)]].

Ce qui montre que tligl LIi(t)=0.
—+o0
Par hypothese f € SAP,(X), alors il existe T" assez grand tel que

If(t+w)— f@)| <e, Vt>T.

]g(t)—/ wU(t+w,s)f(s)ds—/o Ut 5) f(s)ds.

w

On pose que

t+w
R(t) = / U(t+w,s)f(s)ds.

w

En faisant le changement de variable s = x + w on aura :
t
R(z) = / Ut +w, 7+ w) f(z + w)dz.
0

Ainsi on aura

LI(t) :/0 Ult+w,s+w)f(s+w)—Ul(t,s)f(s)ds

Puisque la famille d’évolution (U(t, s)):>s est w—périodique c’est-a-dire U(t +w, s +w) = U(t, s),
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on obtient

.szﬂvm@uw+m—f@m&

on aura

L) < A|W@$MU@+M—fwwh+£wU@@Mﬂ&Hw—ﬂ$Ms
< wmmA ww@mw+sﬁwvm@ws

T t
< 2K||f||oo/ e~ =) (s +5K/ e~ (=) ds
0 T
2K||f||00 (efa(tfs) o e*a(t*S)) + %
a a

Ainsi lim I1(t) = 0, ce qui prouve que u € SAP,(RT, X).1

t—+o00
Théoréme 2.2.1. [7, Théoreme 4.3]
Soit f € SAP,(RT, X) et (U(t, s))s>s une famille d’évolution w—périodique exponentiellement
stable. Alors toute solution "mild” de 1’équation (2.3) est SAP,(RT, X).

Preuve. Puisque A(t) géneére une famille d’évolutions w—périodique exponentiellement stable,
alors I’équation (2.3) admet une solution "mild” x définie par (2.4). Il reste a preuver qu’elle est
SAP,(R*, X).
Ceci est immédiat en utilisant le Lemme 2.2.1 et le fait que la famille a deux parametres est
exponentiellement stable, donc tLiErnoo |U(t,0)zo|| = 0. Puisque Co(R*, X) C SAP,(R*, X), en on
déduit que

tEeroo |U(t + w,0)xo — U(t,0)zo] = 0.

Exemple 2.2.1. [7, Exemple 4.4]

Considérons I'équation
2(8) = alt)a(t) + f(t), t20 (2.5)

ou f € SAP,(RT,R) et a € P, (R R). Nous supposons que fowa(t)dt < 0. Alors
U(t,s) = exp( f;a(a)da) est une famille d’évolution w—périodique exponentiellement stable,

donc la solution avec la condition initiale z(0) = x,

() = exp( /0 ' a(o)do)ro + /0 fexp / ' a(o)do)]f()ds,

est dans SAP,(R*, R).
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2.2.1 Solution S-asymptotiquement w-périodiques le probleme semi-
linéaire

On considere le probleme semi-linéaire suivant

{ o' (t) = A(t)x(t) + F(t, z(t)) pour t >0,
z(0) = o,

ou xg € X.
Nous faisons les hypotheses suivantes.

1.(Hy) : A(t) génere une famille d’évolution w—périodique exponentiellement stable dans X.
2.(Hy) : F est uniformément S-asymptotiquement w—périodique sur les ensembles bornés.

3.(H3) : F vérifie la condition de Lipschitz pour la deuxieme variable uniformément par

rapport a la premiere variable. i.e, il existe L > 0 tel que

Théoréme 2.2.2. [7, Théoreme 4.5]

Si les conditions (H;) — (Hs) sont vérifiées et L < £, alors I'equation (2.6) possede une
solution ”"mild” unique dans SAP, (R, X).

Preuve.

On considere Popérateur T' défini sur SAP,(R*, X) par

Cu(t) := U(t,0)xg +/0 Ul(t,s)F(s,u(s))ds.

I' est bien défini par les résultats précédents. Montrons que I' est une contraction.
Soit u,v € SAP,(R*, X). Nous avons

ITu(t) =To@)| = /0HU(RS)HWIF(&U(S))—F(&U(S))Hds
< LHu—vHOO/tKe_“(t_S)ds,

LK

LK
ITu — T0||oo < —||tt — V||00s avec — < 1.
a a
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Donc I' est un contraction. D’apres le Théoreme du point fixe de Banach, I" possede un seul point

fixe, qui n’est rien d’autre que la solution du probleme (2.6).

Remarque 2.2.1.

On peut appliquer le Théoreme 2.2.2 aux équations semi-linéaires ou la partie linéaire est le
générateur infinitesimal d’un semi-groupe exponentiellement stable, avec U(t, s) = T'(t — s).

On a l'equation suivante

(2.8)

{ 2 (t) = Ax(t) + F(t,z(t)), t>0
z(0) = xo,

ouzg € X et A: D(A) — X est un générateur infinitesimal d’un semi-groupe (7(t)):>o. Si le semi-
groupe est exponentiellement stable : ||T(¢)|| < Ke™* pour tout ¢ > 0 est F vérifie les conditions
(H) et (Hj3). Alors I'equation (2.8) admet une unique solution "mild” dans SAP,(R", X) si
L <.

K



Chapitre 3

Fonctions Stepanov S-asymptotiquement
w-périodiques et equations différentielles

I bien connu que la presque périodicité de Bohr a été généralisé par Stepanov en 1926 [§]
aux des fonctions non nécessairement continues, ainsi la classe des fonctions Stepanov presque
périodique a été introduite et développée par plusieurs auteurs Diagana [11].

Allant dans le méme sens ’asymptotique et la S-asymptotique périodicité sont définies dans le sens
de Stepanov par Dimbor, Mawaki et al dans [13]
L’objectif de ce chapitre est de présenter les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques au

sens de stepanov et donner une classe d’équation différentielle.

3.1 Définitions et propriétés
Soit M(RR, X) I’espace des fonctions Lebesgue mesurables définies sur R a valeurs dans I’espace
de Banach X.

Définition 3.1.1.

Soit (f € M(R,X), 1 < p < +oo. On dit que f est localement p-intégrable ( f €
L7, (R, X)) si pour tout compact K de R : [, || f(t)]|dt < +oo0.

Définition 3.1.2. Soit f une fonction localement p-intégrable, la norme de Stepanov est définie par

1 x+1 %
Il =sup (7 [ rcopar)”

Les normes de Stepanov sont toutes équivalentes. C’est-a-dire pour tout li,l, > 0, il existe

Proposition 3.1.1.

«, f dependant de 1,5 tels que
a||f||sf1 < ||st;’2 < 5”st{’1-

39
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Preuve. Soit 0 <[] < ls.

On a alors

[un

1 x4+l P
Il = s (7 [ Lrcopar)
1 z€R 1
l2 z+lo %
su t)|Pdt
w (g [ o)
1 1 1
Ib\? (1 [*th C I\ 7
s (2)" (3 [ ora) < (3) sl
z€R 1 2 Jz 1 2

IN

IN

Ce qui implique

L\ 7
(2) 151, < 17l

Concernant la deuxieme inégalité, soit [; < [, < 2[; nous avons les estimations suivantes

1 ;E-‘rlg %
Iy, = s (3 [ iropae)

zeR 12

1 z+1 1 1 z+lo %

L[ o) s (5[ iropra)

2 2 x+1q

l t+l1 % 1 t+lo %
) (i [ wrwrds) s ()

2 t z€eR 2 Jt+1ly

L\ 7
||f||s JF||f||s = ((i) +1> ||f||slp1-
L\ 7
I£lls, < ((l—) +1) 171l -
2

On conclut que toutes les normes de Stepanov sont équivalentes avec o = (1—2) v et B = ((l—l) r+1).
[

IN

sup

169
o
< (2)

VAN
[ =
= H

W= e~

On déduit que

Remarque 3.1.1. Dans ce qui suit, et en raison de 'équivalence des normes de Stepanov ||.|[s»
2

x+1
et s on peut supposer e s =sup ([ 017t
e x
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Définition 3.1.3. [4, Définition 3.1] f est bornée au sens de Stepanov, s'il existe C' > 0 tel que

z+1
1 flls» = sup (/ ||f(t)\|pdt) <C.

On note BSP(R, X) I'espace des fonctions SP-bornées. Autrement dit,

BSP(RT, X)={fe Ll (R X), |[flls <-+oc}.

On note par BS}(R™, X) le sous-espace de BSP(R*, X') contenant les fonctions continues f telle que

t+1
/ | f(s)||Pds — 0 quand t — +o0
t

Définition 3.1.4. [4, Définition 3.1]

Soit f € BSP(R,X), f est uniformément continue au sens de Stepanov (ou SP-

uniformément continue), si

z+1
Ve>0,36>0, VyeR : |y <d=sup (/ Hf(t)det) <e.
xeR x

Proposition 3.1.2. Soit 1 < p < oo, alors
1. I’!(R,X) C BSP(R,X) C Lj (R, X).
2. BSYR, X) C BSP(R, X).

Preuve. (1) Soit f € LP(R, X) c’est-a-dire [, || f(t)|[Pdt < oc. Alors
/Hf(t)det < oo, VI CR,
I

il existe C' > 0 telle que [, || f(¢)||Pdt < C.

En particulier,
41
[l <c.

Donc

r+1 % 1
sup (/ ]f(t)]%lt) < C».
xeR T

Par conséquent f € BSP(R, X). D'ou LP(R, X) C BSP(R, X).
Par définition f € BSP(R, X) implique que f € BSP(R, X), i.e. f est localement p-intégrable est



42

vérifiée (77).

D'ot BS?(R, X) C L7, (R, X).

(2) Soit 1 <p<g<ooet fe BSP(R,X), alors

s (| I0lPd)” <o

D’apres I'inégalité de Holder, on a

|=

1

x+1 z+1 % z+1 , o
o [ Hf(t)llpdtésup(/ (Hf(t)Hp)Tdt) Ssup(/ <1>Tdt) |
z€R J o z€R T z€eR T

N / . , 1 1 .
ou r et r’ sont deux exposants conjugués (; +5= 1).

En prenant r = %, on obtient

x+1 x+1 %
s [ 150t < ( / ||f(t)|!th) .
z€R J g r€ER x

Ce qui entraine

z+1 z+1 é
Sup/ [f@)|[Pdt < sup (/ Hf(t)qut) < 0.
x S T

z€R

Par conséquent f € BSP(R, X). D’ou BSY(R, X) C BSP(R, X). &
Proposition 3.1.3. [13]
Le couple (BSP(R, X), ||.||s») est un espace de Banach.

Preuve. D’apres (2) de la Proposition 3.1.2, il suffit de prouver la proposition pour p = 1.
BSY(R, X) est normé, reste a montrer qu'il est complet par rapport & la norme (?77?).
En effet, soit (f,), une suite de Cauchy dans BS'(R, X), alors

Ve>0, AN €N, Vnom > N : ||fn — fullsr <é,

1.e.

t+1
Wn,m > N, Sup/t 1. () — Fu(O)|Pdt < e. (3.1)

z€eR

Fixons maintenant un intervalle arbitraire [a,b] C R. Il existe donc deux entiers s, € Z tels que

[a,b] C [r,s]. En conséquence, la formule (3.1) donne

b
/ | fn(t) = fn(@®)]|dt < (s = 1)||fn — fillst < (s —1)e pour m,n > N.
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La restriction de la suite (f,), sur [a,b] forme une suite de Cauchy de L!([a,b]) et puisque
L'(Ja,b]) est complet, il existe f € L'([a,b]) telle que

lim f,.(z) = f(x).

m——+00

Par passage a la limite dans la formule (3.1) on trouve

z€R

t+1
sup/ | fu(t) — f(D)||Pdt < e, Vn > N,
t

Alors (f)n est S'-convergente vers f, de plus f € BS*(R*, X), car

t+1 t+1 t+1
sup/t IF(@)llde < SUP/t ||fn(t)—f(t)||dt+81€1g/t [fn(B)]|

z€R z€R
< ¢+ C.

D’ou le résultat.

Définition 3.1.5. (Transformée de Bochner)

1. La transformée de Bochner f2(s) avec t € R, s € [0, 1] d’une fonction f de R a valeurs dans
X, est définie par

fi(s) = f(t+5).

2. La transformée de Bochner fP(s,u), t € R, s € [0,1], u € X pour la fonction f(¢,u) de
R x X & valeurs dans X, est définie par

fi(s,u) = ft+s,u),

pour tout u € X.

Définition 3.1.6. [22]

Soit p € [1,400], 'espace BSP(R, X) de toutes les fonctions Stepanov bornées, d’ordre p,
contient toutes les fonctions mesurables de R™ a valeurs dans X tels que

f7 e L¥(RY, L7((0,1), X)),

o=

t+1
[fllse = Il Loe @+ vy = sup (/t Hf(T)deT>

reRt



44

Définition 3.1.7. [13, Définition 2.4] Une fonctions f € BSP(RT, X) est dite Stepanov (ouS?
S-asymptotiquement w-périodiques) si :
t+1
lim 1 (s +w) = f(s)[[’ds = 0.

t——+o0 ¢

On note par SPSAP,(R', X) ’ensembles de ces fonctions.

3.1.1 Le lien entre les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques et
S-asymptotiquement w-périodiques au sens de Stepanov

Proposition 3.1.4. SAP,(R*, X) C SPSAP,(RT, X)

Preuve. Supposons que f € SAP,(R*, X), montrons que f € SPSAP, (R, X).
On a
f € SAP,(RT, X) clest-a~dire lim (f(t+w)— f(t)) = 0. Alors

t——+o0

Ve >0, 36 >0 |Vt e R ||f(t+w)— f(t)||ds < e

Donc

Ve>0,30 >0]|VteR"|f(t+w)— f(t)|[Pds < eP.

En intégrant on obtient

Ve>0, 36 >0 |Vt eRY [ f(s+w) — f(s)|Pds < [/ dseP.
Alors

Ve>0, 30>0 |Vt eRT [T f(s+w) — f(s)|Pds < &”
feSPSAP,(RT, X). A

Remarque 3.1.2. SAP,(RT, X) D SPSAP,(R', X) n’a pas lieu comme le montre 1’exemple

suivant.

Exemple 3.1.1. [19, Exemple 2.3]

Soit f(t) = sin(7t?)xg, ou E = U [n,Vn? + 2] et xg la fonction indicatrice alors

n=1

n+1 n2+2
/ \sin(W52)|XEds§/ ds=vVn?+2—-n—0, n— oo

n

ce qui est implique [ |sin(rs?)|ypds — 0, n — oco. Cela montre que f € BS§(R*,R). Nous
déduisons que f € S'SAP,(R).
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Pour tout w > 0. Supposons que w € Q pour t =k € Non a

sin(m(k +w)?) — sin(7rk?) = cos(nk?)sin(m(w? + 2wk))
= Zsin(r(w? + 2m + 2wk)),

pour tout m € Z.

Etant donné que Iensemble {m +wk : m,k € Z} est dense dans R c’est-a-dire la fermeture de
{m+wk: mkeZ, k<0}et {m+wk: mkeZ, k>0}.

Nous pouvons facilement montrer que f(k+w) — f(w) ne converge pas vers zéro quand k — +00.
D’autre part f(n) = 0 et f(n + m) = 1 ce qui implique que la fonction f n’est pas

uniformément continue.

Proposition 3.1.5. Si C,(R*, X) désigne I'espace des fonctions uniformément continue de R™ a
valeurs dans X alors

SAP,(R*, X) = SPSAP, (R, X) N C,(R*, X).

Preuve. On va montrer que f est bornée.

Par 'absurde supposons que f n’est pas bornée, alors il existe une suite non décroissante (t,)nen
telle que ¢, — oo lorsque n — oo et || f(t,)| > n.

On prends € = 1, donc il existe § > 0 tel que |t — s| <4, || f(t) — f(s)] < 1.

On aura
[FON = Nf(E) = fta) + fEa)]
> |[fOI = 1f ) + fEa)l

> n—1.

Pour t € [t,, — §,t, + 4], implique que

tn+0
/ IF@)[PdE > 26(n — 1) = o0, quand n — co.
tn—0

n—

ce qui est une contradiction.

On va montrer que f € SAP,(R™, X).

Supposons le contraire, il va exister une constante € > 0 et une suite non décroissante (t,)nen tel
que t, — oo quand n — oo et || f(t) — f(s)|| < § pour |t —s| < 4.

Par ailleur

1f(E+w) = fE)ll = f(En +w) = ) = [[f(E+w) = ftn +w) = f(En) = fO)]]

9
27

v
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pour t € [t, — d,t, + ], implique

tn+6 P
[ W) - solrar = 253
b —

Ce qui est une contradiction.ll
Lemme 3.1.1. [13, Lemme 2.4]
Soit u € SAP,(R™, X) ot w € N*| la fonction partie entier ¢ — u([t]) verifié

lim wu([t +w]) —u([t]) = 0.

t—+o0

Corollaire 3.1.1. [13, corollaire 2.5]

Soit u € SAP,(R*, X) onw € N*, la fonction ¢ — u([t]) est S-asymptotiquement w-périodique
au sens de Stepanov mais n’est pas S-asymptotiquement w-périodique.
Preuve.

D’apres le Lemme 3.1.1 on a

ol=

Ve>0, 3T >0; t>T = |u([t +w]) —u(lt)| <eP.

La fonction simple ¢ — u([t]) est mesurable sur R*. Pour tout ¢t > [T] + 1, on a

7 atts + ) - sl < [ eds <

D’ou la fonction ¢ — u([t]) est S-asymptotiquement w-périodique au sens de Stepanov, puisque

elle n’est pas continue alors n’est pas S-asymptotiquement w-périodiques.ll

3.1.2 Les fonctions paramétriques Stepanov S-asymptotiquement w-
périodiques
Définition 3.1.8. [13, Définition 2.5

Une fonction f : RTx X — X est dite uniformément S-asymptotiquement w-périodique
au sens de Stepanov sur les ensembles bornés B C X, s'il existe deux fonctions g € BSP(R, R)
et h € BSH(R,R) tel que

ft,x) < g(t) et ||f(t+w)— f(t)] < h(t) pour tout t >0, = € B.

On note par USPSAP,,(Rx X, X) I'ensemble des fonctions uniformément S-asymptotiquement

w-périodiques au sens de Stepanov.
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Définition 3.1.9. [13, Définition 2.6]

Une fonction f : RT x X — X est dite asymptotiquement uniformément continue au
sens de Stepanov si
Ve>0,BCX,3t.>0etd.>0,t>t.etVr,y e B (|lx —y|| <. = fttH If(s,2) — f(s,9)|F <
eP).
Lemme 3.1.2. [13, Lemme 2.1]

Supposons que f € USPSAP,(Rx X, X) asymptotiquement uniformément continue au sens de
Stepanov sur les ensembles bornés. Soit u € SPSAP, (R, X), alors f(.,u(.)) € USPSAP,(Rx X, X).

Lemme 3.1.3. [13, Lemme 2.7]

Supposons f: R x X — X est une fonction uniformément S-asymptotiquement w-périodique

et Lipchizienne, c’est-a-dire il existe une constant L > 0 telle que
siu € SAP,(R, X), alors

(1)La fonction continue par morceaux et bornée t — f(t, u[t]) satisfies

lim (f(t+w,ut+w))) — f(t,u((t])) = 0.

t—-+o0

(2) La fonction t — f(¢,u([t])) appartient SPSAP, (R x X, X).
(3) La fonction ¢t — f(¢,u([t])) n’appartient pas a SAP, (R x X, X).

Preuve. (1) On prend un ensemble borné R(u) = {u([t]) | ¢ > 0} on a
Ve > 0, L. > 0 tel que :

1f(t+ w, u([t +w])) = (& u([)] <

Pour tout t > T, et © € R(u).
D’apres le Lemme 3.1.1 pour 53 > 0, 37% > 0 tel que

DN ™

lu(ft +w]) = u((EDll < 57

D’autre part,

L (t+w,ult +w])) = f(&uD] < [+ w,ult +w])) = £ ul(t +w])]
+ @ u(t 4+ w]) = f( u(])]
< F@+w,ult +wl)) = f (& ul(t + w + Lllu([t + w]) = u([E)]]

On pose T' = max(T;, L.). Pour tout ¢t > T on aura

1 (¢ + w, ult +w])) = f( u(lt])]

I A
™ o
+
I



48

(2)Selon (1) nous avons

lim (f(t +w,ult +w))) — f(t,u([t])) = 0.

t——+o0

Ce qui signifie que

Ve >0, 3T >0, t > T = ||f(t +w,ult +w])) — Ft,u([t])] < e7.

La fonction ¢ — f(¢,u([t])) est continue pour chaque intervalle |n,n + 1] mais

lim f(t +w,ult])) = f(n,u(n —1)) et lim f(t+ w,ult])) = f(n,u(n)).

t—n— t—nt

Par conséquent, la fonction en escalier ¢ — f(¢,u([t])) est continue par morceau et mésurable sur

R*. Alors pour ¢t > [T] + 1, on a
t+1
/ eds
¢

E.

IN

/t Lf (¢ +w, ult +w])) = f(¢ u(lt]))|["ds

IA

(3) Puisque la fonction ¢t — f(t,u([t])) n’est pas continue sur R*. Alors elle ne peut pas étre
S-asymptotiquement w-périodique.ll
Lemme 3.1.4. [13, Lemme 2.8]

Supposons que f : RT x X — X est uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur les
ensembles bornés au sens de Stepanov et asymptotiquement w-périodique au sens de Stepanov.
Soit u : R™ — X une fonction dans SAP,(R™, X) et v(t) = f(¢,u([t])).

Alors v € SPSAP, (R, X).

Preuve.

Soit R(u) ={u([t]) | t >0} C X.
Puisque f est uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornés, alors il
existe deux fonctions g € BSP(RT,R) et h € BSH(RT,R). D’apres les Définition 3.1.8 et 3.1.9 la
fonction v € BSP(RT, X)

| w@ira = [ s atper
| lswpar

t+1
sup( / lg(r)[Pdr).
t>0 t

IA

IN

par conséquent

[0 et L) < llgllsv-
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Nous avons pour tout £ > 0 :

['|u@+mwh+w»—ﬂawb+wmmws[ |h(s)|Pds.

On remarque que h € BSH(R™, X); ce qui implique que pour tout € > 0, il existe t. > 0 tel que

t+1 P
/ In(s)|Pds < 2.
‘ 2

pour tout ¢t >t on a

Ainsi
/t+1 IIf(s 4+ w,u([s +w])) — f(s,u([s +w]))|Pds < %ds pour tout t > t.. (3.2)

De plus, étant donné que f est uniformément asymptotiquement w-périodiques dans un ensemble

borné au sens de stepanov, ainsi pour tout € > 0, 3t, > 0 et 6, > 0 tel que

/t+1 IIf(s 4+ w,u([s +w])) — f(s,u([s +w]))|Pds < %ds pour tout t > t,. (3.3)
car

lu(ls + w]) = u([s])

| < 0.

D’apres (3.2) et (3.3) on aura
t+1 t+1
[ lo(s + w) — v(s)|Pds =L[ 1 (s + w,uls + w])) — £(s,u([s])) Pds
< [ 15 + w,uls + w])) — £(5,u(ls + w])) [Pds

i [ £ (s +w, ulls +w])) = f(s, ulls]))|ds

g P

<
- 2

=P
2
Ainsi pour tout € > 0, il existe 7. = max(t.,t.) > 0 tel que pour tout ¢ > 7. on a

t+1
[ et ) —wlsyipas <=
t

Nous concluons que v € SPSAP,(RT, X). &

3.2 Solutions ”mild” S-asymptotiquement w-périodiques
d’une équation différentielle non linéaire a arguments
constants par morceaux

Dans cette section, on abordera le probleme d’éxistence et d’unicité d’une solution ”mild”

S-asymptotiquement w-périodique de I’équation :
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(0= 40+ St 20 5.9

ou X est un espace de Banach, ¢y € X, [.] est la fonction partie entiére, f est une fonction continue

de Rt x X et A(t) génere une famille d’évolution exponentiellement stable dans X.

3.2.1 Existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement w-
périodique

Maintenant nous allons présenter le Théoreme d’existence d’une solutions ”mild” S-

asymptotiquement w-périodique du probleme (3.4)

Définition 3.2.1. [13, Définition 3.1]

Une solution de 'équation (3.4) sur R* est une fonction x(.) qui vérifie les conditions suivantes :
(1) z(.) est continue sur R¥.

(2) La dérivée 2/(.) existe en tout point ¢ € RT, éventuellement n’est dérivable qu’a la droite ou

a la gauche du point [t] € R.

(3) z(.) vérifie 'equation (3.4) sur chaque intervalle [n,n + 1] avec n € Z.
Nous faisons maintenant ’hypothese suivante :

1t u) = F(t )] < Lllu o], woveX, teR.

Nous supposons que A(t) géneére une famille d’évolution (U(t, s)):>s dans X. Alors la fonction
g définie par
g(s) = U(t, s)x(s)

est differentiable pour tout s < .

dg(s) _
i —A(s)U(t, s)x

= U(t,s)f (s, z([s]))- (3.5)



o1

La fonction z([s]) est une fonction en escalier. D’apres (Hy), f(s,z([s])) est une fonction continue
bornée par morceaux. Alors f(s,x([s])) est integrable dans [0, ¢] lorsque ¢t € RT. En intégrant (3.5)
sur [0, 7] on obtient

x(t) = U(t, 0)co —l—/o Ult,s)f(s,z([s]))ds

Définition 3.2.2. [13, Définition 3.2
Supposons que (

Maintenant nous faisons ’hypothese suivante
(Hy) : A(t) génere un processus d’évolution (U(t,s));>s exponentiellement stable w-périodique
avec (w > 0) dans X.

Théoréme 3.2.1. [13, Théoreme 3.1] Supposons que (Hy) est satisfaite et f € SCSAP,(RT, X).
Alors

Mﬂzi%@@ﬁ@M&tERﬂ

est SAP,(RT, X)

Preuve. Soit u(t) = [, U(t,s)f(s)ds.
pourn <t <n+1,n €N, on aura

lu®)] < / \U(t, )£ ()]l ds

gl/mwﬁ |m+/uUm 9)llds

0

< [ @las + [ aree sy
0 n

<

" t
| e g lds s [ are o)
0 n
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En utilisant 1'inégalité de Holder

n=1  .p41 t
< Yo M I f()ds + | MIf(s)]ds
k
k=0 n
n—1 k41

M —a(t—k+1) d i M d
> € 1f(s)llds + 1f(s)llds

k=0 /K

o k1 n+1
ZMea(thrl)/ I1£(s)||ds + M/ 1/ (s)llds
k=0 : '

IN

IN

IN

n—1 k+1 1 n+1 1
S Mealtk( / 1£(s)[Pds) + M ( / 1£(s)Pds)?
k=0 "

< MY e+ DS
k=0

2—e @

= M<1 —e @

S llse-

Par conséquent u est bornée.

Maintenant, on montre que tliin u(t+w) —u(t) =0, on a
—400

w(t +w) — u(t) = /0 “U+w,8) f(s)ds — /0 Ut s)f(s)ds
= /Ow Ut +w,s)f(s)ds + /t+w Ut +w,s)f(s)ds

w

- /OtU(t,s)f(s)ds
= L(t) + L(t).

Avec
B0 = [ U+ w8 ()
0
et

I(t) :/+w U(t+w,3)f(s)ds—/0 Ult,s)f(s)ds.

w

On note aussi que

L(t)=Ut+ w,w) /Ow U(w,s)f(s)ds = U(t +w,w)u(w),

et en utilisant le fait que (U(t,s)):>s est exponentiellement stable alors il existe une constante
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M = Ke™ tel que

IL@O] < Mfu(w)].

Ce qui montre que

lim I4(t) = 0.

t——+o00

Soit € > 0. Puisque f € SPSAP, (R, X), alors il existe m € N tel que pour t > m on a :

1

([ s+ 0= sepreas) <

Pour m <n <t <n+1, on aura

L) = / U+ w,9) f(s)ds — /0 Ut s)f(s)ds

w

- / U(t, 8)(f(s + w) — f(s))ds
< Lha(t) + Laa2(t) + Lo 5(t),

Lorsque

Lo(t) = Sp2h [E U, 8)(f(s + w) — f(s))ds,

{ La(t) = [ Ut s)(f(s+w) — f(s))ds
Lys(t) = [LU(t,s)(f(s+w) — f(s))ds.

Nous constatons que

ILa()]] < / IO +w) — £(s)) s
< keeltm / (s + w) — f(s))lds.

Ainsi, il existe v, € N, v,,, > m tel que pour t > v,

En utilisant I'inégalité de Holder, on aura que



[22(0)]] <

IN

IN

Nous remarquons aussi que

D’ou, pour t > v,

k+1
2/ WUt ) (F(s+w) — £(s)llds

S

n—

1

k=m

n—

k+1

—a(t—s) ||

(5-+ ) — f(s)ds
k+1
S [ e D s ) — ) s
k+1
ot [ (s ) = 1G5l

k+1
eeln—k1)( / 1(F(s + w) — f(s))llds)?

f(s))llds

£(s))|lds) 7

< Z
.

< M
k=m

< (6 a(n—k— 1)+6—a(n k— 2)+ _|_1)

< M

- 1—6‘“8'

ILa®)] < / WU s +w) — £(s) ds

< / Me 09| (f(s +w) — £(5))]ds
< M/ II(f(s+ w)
S / s+w
< / 17 (s + w) —
< Me.

IROI < 1oa@®l + [ a@ll + [a)]

< (1+

1—e—a

Ainsi tlim I(t) = 0. Nous concluons que u € SAP,(R*, X).
—00

3.2.2 L’unicité
périodique

de

la

solution

2 mild”

+ M)e.

S-asymptotiquement

o4
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Théoréme 3.2.2. [13, Théoreme 3.2]

Soit w € NT. Nous supposons que les hypothese (

Preuve.

Nous définissons 1'opérateur non linéaire I' par ’expression suivante

<ww>:cwm@+éUwamwwmw
Ut 0)c0 + (M) (2).

ou

(m@@%iAUmﬁﬂ&MM»%-

Selon I’hypothese (Hs), on a

|U(t+w,0) =U(t,0)]] < [[UE+w,0)|+ (Ut 0)]
< Ke ottw) 4 oot

Par conséquent tlim |U(t +w,0) — U(t,0)|| = 0.

—00
D’apres le Lemme 3.1.3 (resp Lemme 3.1.4 la fonction ¢t — f(¢,¢([t])) appartient a
SPSAP,(RT, X), en utilisant le Théoreme 3.2.1 'opérateur A, dans SAP,, (R, X') envoie lui méme.

Par conséquent, 'opérateur I' envoie SAP, (R™, X) dans lui méme, nous avons donc

[(To) () = TL)(D)I = H/O U(t,5)(f(s,¢([s])) = f(s, ¢ ([sD)

IN

HAHU&$MU@@¢®D—ﬂ&MM»H
Lluvmamwwb—wmw
LMAlﬂwwwwb—wmw

IN

IN

t
< uw/eﬂWﬂW—¢u
0
1—e
< LM o -yl
LM
< 26— vl

Nous avons

LM
IT¢ = TYllo < —— 16 = ¥loc-
a
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Cela prouve que I' est une contradiction et nous concluons que I' admet un point fixe unique dans
SAP,(RT X).1



Conclusion Générale

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié les fonctions S-asymptotiquement w—périodiques
et les fonctions Stepanov S-asymptotiquement w—périodiques ainsi que leurs applications a 1’étude

qualitative des équations différentielles.

On a présenté les éléments de base de ces classes a savoir : des définitions, des propriétés, des

exemples et des théoremes de superposition pour chacune des deux classes.

On a montré des résultats d’existence et d’unicité de solution "mild” S-asymptotiquement
w—périodiques de certaines classes d’équations différentielles a coefficients S-asymptotiquement

w—périodiques et a coefficients Stepanov S-asymptotiquement w—périodiques.

L’asymptote w-périodicité et I'asymptote w-périodicité au sens de Stepanov sont des notions
récentes, elles sont respectivement introduites en 2008 et 2017, nous espérons que ce modest do-

cument va étre utile pour d’autres recherches.

o7
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RESUME

Dans ce travail, nous avons commencé par rappeler brievement les fonctions périodiques,
les fonctions Bohr presque périodiques, les semi groupes, les familles d’évolution et les
équations différentielles a retards. Par la suite, nous avons fait une présentation détaillée de la
S—asymptotique périodicité en donnant ses propriétés, des exemples et son lien avec I'asympto-
tique périodicité. Nous avons aussi montré un théoreme de superposition et des résultats d’existence
et d’'unicité de solution "mild” S—asyptotiquement w—périodique des équations différentielles
linéaires et semi linéaires a coefficients S—asyptotiquement w—périodiques. Ensuite, on s’est
intéressé a la S—asymptotique périodicité au sens de Stepanov qui est une généralisation de la
S—asymptotique périodicité aux fonctions non nécessairement continues. On a exposé un théoreme
de superposition pour ces fonctions et on a montré un résultat d’existence et d’unicité de solution
"mild” S—asyptotiquement w—périodique d’une équation différentielle non linéaire avec arguments
constants par morceaux et des coefficients S—asyptotiquement w—périodiques au sens de Stepa-
nov.

Mots clés : S-asymptotiquement w—périodiques, Stepanov S-asymptotiquement w—périodiques,

opérateur linéaire, opérateur non linéaire, semi-groupe, famille d’évolution, solution ”"mild”.

ABSTRACT

In this work, we started by briefly recalling periodic functions, Bohr almost periodic functions,
semigroups, evolution families and delay differential equations. Then, we gave a detailed presenta-
tion of the S—asymptotic periodicity : examples, properties of these functions and link with the
asymptotic periodicity are given. We also showed a superposition theorem and results of existence
and uniqueness of S—asyptotically w—periodic mild solution for a linear and semi-linear diffe-
rential equations with S—asyptotically w—periodic coefficients. After that, we are interested on
the Stepanov S'—asymptotic periodicity which is a generalization of the S—asymptotic periodicity
to functions which are not necessarily continuous. We have exposed a superposition theorem for
these functions and we have shown a result of existence and uniqueness of "mild” S—asyptotically
w—periodic solution of a nonlinear differential equation with piecewise constant argument and
Stepanov S—asyptotically w—periodic coefficients.

Key words : S-asymptotically w—périodic, Stepanov S-asymptotically w—périodic, linear
operator, no linear operator, semi-groups, "mild” solution.



