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Introduction générale

Les systemes différentiels constituent une branche importante des mathématiques. Ils sont
utilisés dans différents domaines scientifiques tels que la physique, la biologie, I’économie,... etc,
par exemple 'intéraction entre deux especes en écologie et I’équilibre entre 'offre et la demande
en économie.

La résolution directe d’un systeme différentiel est en général difficile ou impossible. Les méthodes
numériques permettent seulement de calculer sur un intervalle de temps fini une solution approchée
correspondante a des conditions initiales données en discrétisant I'intervalle.

Dans la nature, plusieurs phénomenes sont gouvernés par des équations différentielles a re-
tards. Comme leur nom l'indique, ces équations notées en abrégé EDR, modélisent généralement
I’évolution des variables dépendant non seulement des valeurs actuelles mais dépendent aussi
irréductiblement des valeurs prises dans le passé autrement dit elles tiennent compte de D'effet
du passé dans la prédiction du futur c¢’est pour ¢a qu’elles sont souvent appelées "les équations a
mémoire” ou "les équations héréditaires”.

Le retard est généralement une constante positive ou une variable dépendante contintiment
du temps ou de I'état ou distribué. Il se traduit comme un temps nécessaire pour que le systeme
répond a une certaine évolution, ou parce qu’un certain seuil doit étre atteint avant que le systeme
ne soit activé. Sa signification differe d’'un modele a un autre, il peut représenter la durée du cycle
cellulaire dans la division cellulaire, le temps de gestation ou de développement dans la dynamique
des populations, la période d’incubation d’une maladie contagieuse en épidémiologie etc.

L’une des théories qui sont en lien étroit avec les équations différentielle a retards est celle des
fonctions pseudo presque périodiques.Cette derniere généralise celle de la périodicité, et elle joue
un role important dans divers domaines, y compris I’analyse harmonique, les systemes dynamiques,
la physique,...etc.

Le mathématicien Danois H. Bohr a introduit cette théorie durant les années 1924 — 1926 [8],
ses premiers travaux concernent les fonctions a valeurs réelles ou complexes.Une décennie plus tard
de nombreux mathématiciens, principalement Salamon Bochner [7], ont contribué a 'amélioration
de cette théorie, les outils utilisés pour démontrer certains résultats étaient plus maniables que

ceux utilisés par Bohr.
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Au début des années 90, le mathématicien chinois C. Zhang [29] a introduit la pseudo presque

périodicité, un concept plus large que celui de la presque périodicité.

En 1950; le célebre biologiste entomologiste Australian Alexander J. Nicholson a mené une
longue série d’expériences visant a en apprendre davantage sur des populations de mouches
dévoreuses de viandes responsables de 90% des myiases ovines qui menacent les élevages de plu-
sieurs pays comme 1’Australie, la Nouvelle Zélande et 1’ Afrique du sud (voir [25], [26], [27]).

La mouche étudiée par Nicholson est une mouche diptere ayant un corps rond a ovale de
longueur varie de 4,5 a 10 millimetres avec des yeux rougeatres et un corps verdatre ou vert bleuté
avec des reflets cuivrés fait partie de la famille des ”Calliphoridae” et elle est connue sous le nom
"lucilie cuivrée australienne” ou tout simplement "mouches du mouton australien” ou en Latin

”Lucilia cuprina” ou ”Phaenicia cuprina”.

En outre, elle a deux paires d’ailes, la premiere paire étant des ailes membraneuses et la
seconde paire étant des ailes postérieures réduites et modifiées connues sous le nom ”d’halteres”
qui sont utilisées pour la stabilisation du vol. Le cycle de développement de cette mouche comprend
quatre stades de croissance : oeuf, larve, pupe et adulte. La lucilie femelle gravide attirée par les
plaies ou les replis laineux malodorants et humides des moutons pond en moyenne 250 oeufs sur la
peau de 'animal et qui vont éclore et se muent en larves carnivores apres une période d’incubation
ne dépasse pas 24h : ces asticots se nourrissent des sécrétions des plaies et des tissus sous-jacents
du mouton pendant trois stades larvaires de durée de 4 a 5 jours. Apres la phase larvaire, les larves
completement développées se laissent tomber et s’enfoncent dans le sol pour se transformer en

pupes donnant des nouvelles mouches jeunes.

L’objectif principal de ce mémoire est d’exposer les résultats de 'article [19] qui concerne
I'existence et 'unicité de solution pseudo presque périodique d’une équation de Nicholson avec un
terme récolte linéaire et a coefficients pseudo presque périodiques.

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre est introductif, il présente des notions préliminaires nécessaires pour
la compréhension de ce travail : on a commencé par rappeler quelques résultats concernant les
systemes différentiels linéaires a coefficients constants et a coefficients non constants, ensuite la
dichotomie exponentielle et les équations a retards.

Le deuxieme chapitre est dédié aux fonctions pseudo presque périodiques. Pour présenter
ces fonctions on a commencé par rappeler les définitions et certaines propriétés des fonctions
presque périodiques et des fonctions ergodiques. Des théoremes de superposition ont été annoncés

et démontrés dans le cas presque périodique et le cas pseudo presque périodique.
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Le troisieme chapitre est consacré aux résultats de l'article de L. Duan et L. Huang [19]. I
s’agit du probleme d’existence et d’unicité d’une solution pseudo presque périodique du modele de

Nicholson suivant
2/ (t) = =0(t)a(t) + p(H)a(t — (t))e DT — H(t)x(t — (1)), (1)

ou le terme récolte H(.) est linéaire et les coefficients p(.), a(.) sont pseudo presque périodiques et

5(.),7(.),o(.) sont des fonction presque périodiques dérivables et vérifient certaines conditions.



— Chapitre 1
Apercu sur les systemes différentiels

linéaires et les équations différentielles a
retards

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de divers types de systemes différentiels linéaires. On
commence par présenter les systemes différentiels linéaires a coefficients constants et non constants,

ensuite on présente la méthode de dichotomie exponentielle et les équations a retards .

1.2 Systemes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients
constants

1.2.1 Systémes homogeénes [18]

Un systeme différentiel linéaire homogene d’ordre 1 est un systeme d’équations différentielles

de la forme : )
2y (t) = anw(t) + appza(t) + - - - + a1, (t)

(1.1)
2l (1) = an121(t) + anawa(t) + -+ + appan(t),

n

ot les a;;(1 < i,j < n) sont des coefficients constants réels ou complexes. On pose

I (t) Ill (t) aip QA1
xw=| : |. xo=| : |. A=

Tn (t) ‘T{n <t> An1 "+ Qnn
Avec cette notation matricielle, le systeme différentiel (1.1) devient :

X'(t) = AX(t),Vt € R. (1.2)
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Résoudre le systeme linéaire (1.2), revient a trouver X(.) dérivable (c’est-a-dire n fonctions
x1(.), ..., x,(.) dérivables) tel que

X'(t) = AX(t), pour tout t € R.

Remarque 1.2.1.

— Dans le cas n = 1, on retrouve simplement une seule équation que 'on écrit 2'(t) = ax(t)
et dont les solutions sont : z(t) = zge™,  tel que z une constante.

— L’ensemble des solutions de (1.2) est un espace vectoriel. En effet, on prouve facilement que
I’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions dérivables
de R dans R"™ : la fonction identiquement nulle est solution et, si X; et X, sont solutions,
alors AX; + puXs est aussi solution (avec A, pn € R).

Exemple 1.2.1. (Systeme diagonal). Si A est une matrice diagonale a coefficients réels, alors le

systeme s’écrit X' = AX avec

AN O -0
0 : 2y (t) = M (t)
A= ,  C’est-a~dire :
. . 0 /
! (t) = Apxp,(t
oo () = A1)

On résout indépendamment chaque équation z(t) = \;x;(t), dont les solutions sont les
[El(t) = k:ieAit, k’z eR
Les solutions X (t) sont donc les fonctions

kleklt
X(t) = : , ki,...,k, sont des constantes réelles.
kyernt

Exemple 1.2.2. (Systéme triangulaire).

Un systeme triangulaire n’est pas tellement plus compliqué a résoudre. En effet, si A est une
matrice triangulaire, on a :

( $,1 =anxrr+---+ -+ a2y,

!
Ty = A22To + -+ + Aop Ty

| 7}, = Ann Ty
On résout le systeme de proche en proche : on peut d’abord intégrer la derniere équation, puis
reporter la solution dans 1’équation précédente (qui devient une équation du type z/(t) = ax(t)+

b(t)) et ainsi en remontant intégrer tout le systeme.
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Cas ou A est diagonalisable

Voici un premier résultat qui affirme que si on connait un vecteur propre de A, alors on peut

lui associer une solution du systeme différentiel X’ = AX.

Proposition 1.2.1.
Soient A € M, (R), A une valeur propre de A et V' un vecteur propre associé a \. Alors la fonction

X:R —R"

t =MV
est solution du systeme différentiel X’ = AX.

Preuve.
Soit X (t) = eMV. On a alors

X'(t) = MMV = M(A\V) = AeMV = AX (1)
Cela prouve que X(.) est bien solution du systéme homogene X' = AX.

Théoreme 1.2.1.
Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable sur R. Notons (V, ..., V) une base de vecteurs propres
et Ai,...,\, les valeurs propres correspondantes. Alors les fonctions X;(t) = e*'V;(1 < i < n)

forment une base de l'espace des solutions du systeme X' = AX.

Preuve.

— Tout d’abord, par la proposition 1.2.1, les
X;(t) = MV (1.3)

sont bien des solutions du systeme différentiel.
— Montrons que ces solutions sont linéairement indépendantes. Soient ¢y, . .., ¢, des réels tels
que
aXi(t)+ -+ eXn(t) =0, VieR. (1.4)

Cette égalité étant vraie pour tout t € R, elle est vraie en particulier pour ¢t = 0. En utilisent
(1.3) alors (1.4) devient
Cl‘/1++CnVn:0

Cela implique ¢; = --- = ¢, = 0 car les V; forment une base de R".
— Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs Vi, ..., V,. Alors la matrice D = P71AP

est diagonale.
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— Soit X (.) une solution du systeme différentiel X’ = AX. La matrice de passage P étant
inversible, notons Y = P7'X( donc X = PY). Alors

Y' =P 'X' =P 'AX = P'APY = DY

Ainsi Y est la solution d'un systeme différentiel diagonal :

Yy =My kyett
: d'ou Y (t) = :
Y = AnUn kyernt
Comme les colonnes de P sont les vecteurs Vi, ..., V,, alors

X(t) = PY(t) = kieM Vi 4 - 4 ke V, = B Xy (8) + -+ + K X (1)

On vient de prouver que n’importe quelle solution X(.) est combinaison linéaire des X;(.).
Ainsi la famille (X, ..., X,) est génératrice de I'espace des solutions.

— Conclusion : (Xj,...,X,) est une base de ’espace solutions.

Cas ou A n’est pas diagonalisable
Si A n’est pas diagonale on utilise la décomposition de Dunford A = A+ N avec A diagonalisable,
N nilpotente et NA = AN, ce qui permet d’écrire exp(A) = exp(A) -exp(/N). La matrice A étant
diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que D = P~'AP soit diagonale, soit encore
A =PDP !
On note que, pour tout k& € N, on a P71AP = (PflAP)k et I'on revient a la définition de

I’exponentielle alors :

+00 +oo
1 1
exp(A) = exp (PT'AP) =) :EP‘lA"fP =p! <§ :EA’“> P =P lexp(A)P
k=0 k=0

sachant que

exp(A) = Z R

k=0

On peut donc toujours calculer I'exponentielle d'une matrice a coefficients dans C.

1.2.2 Systémes non homogenes [9]

Un systeme différentiel linéaire non homogene est un systeme d’équations différentielles de la

forme :

X'(t) = AX(t) + F(t), (1.5)



Apercu sur les systemes différentiels linéaire et les équation différentielles a retards8

o 951@) a1l ain f1<t>
X(t) = A= Lo et F(t) =
In(t) anl1 Qpn fTL(t)
i (t)
X =|
 (t)

Pour résoudre (1.5) il suffit de trouver une solution particuliere qu’on ajoute a la solution
générale du systeme homogene, puisque le systeme est linéaire.

Recherche d'une solution particuliere de (1.5). Si A est diagonalisable c’est a-dire(1.5) s’écrit :
Y'=P'APY + P'F = DY + P 'F

sachant que P la matrice de passage étant inversible et D la matrice diagonale.
Avec Y = P7'X( donc X = PY).

ci(t)
1 ca(t)
Onnote: P7'F(t) =
cn(t)
Le systeme devient :
y1 = My +a(t)
Yo = Aayz + C2(1)
Yo = Al + ()
On cherche une solution particuliere de chaque équation et X = PY permet de conclure.

Remarquons qu’on a ici besoin de P~! pour calculer P~'F.

En fait, on peut souvent faire plus rapide, et sans calcul de P~! quand la dimension est
petite et le vecteur second membre est assez simple, comme un polynome par une exponentielle.
Il suffit, pour chaque variable, de chercher une solution particuliere correspondant a un second
membre combinaison linéaire de toutes les composantes du vecteur second membre. Dans le cas
d’un polynoéme par une exponentielle, les racines de ’équation caractéristique sont remplacées par

les valeurs propres.

Enfin, on ne tient compte des conditions initiales que lorsqu’on a la solution générale du

systeme avec second membre.
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1.3 Systemes linéaires a coefficients non constants

1.3.1 Cas homogene

On considere le systeme différentiel linéaire homogene a coefficients non constants
'(t) = A(t)x(t), (1.6)

ou t — A(t) est une fonction continue sur un intervalle ouvert I C R dans M, (R). Pour tout

(t,z0) € I x R", on considere le probleme de Cauchy

x (to) = xo.

{ 2! (t) = A(t)x(t) (1.7)

D’aprés le Théoreme de Cauchy-Lipschitz le probleme (1.7) admet une unique solution
maximale, qui est globale. On sait aussi que ’ensemble S des solutions maximales de systeme
2/ (t) = A(t)x(t) est un espace vectoriel de dimension n.

On note @, : S — R™ 'application linéaire bijective qui a une solution du systeme associe sa valeur
z(s) en s.

Définition 1.3.1. On appelle résolvant du systeme différentiel (1.7), la fonction R(.,.) définie de
I x I dans M,(R) par
R(t,ty) = Dy o (By,) "

Autrement dit, R (t,y) est 'application linéaire qui a un vecteur = € R™ associe la valeur en

t de la solution du systeme différentiel qui vaut x a U'instant ¢.
Proposition 1.3.1.
Soit R: I x I — M,(R) la résolvante du systeme différentiel (1.6). On a
1. Vte I, R(t,t) = Id.
2. Vo, t1,ts € I, R (ta, t1) R (£, to) = R (ta, to)
3. V(t,to) € 1,0; (R (t, o)) = A(t)R (L, to) -
4. Y (t,to) € I, R (t,tg) " = R (t,tp).
Preuve.

Les deux premieres assertions (1) et (2) découlent directement de la Définition 1.3.1 .
3) Soit xy € R™ et x(t) = R (t,ty) zo la solution du probléeme de Cauchy (1.7). On a

B, (R (t,0)) w0 = Oi((R (L, 1) 20)) = 2'(t) = A(t)z(t) = A()R (¢, 1) o

Ce calcul étant valable pour tout xy € R™, on a bien la propriété annoncée.
4) A partire de (1) et (2) on a :

R(t,to) R(to,t) — [d - R(to,t) R(t,to) 5
donc R (t,t) ™" = R (to,1).
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Proposition 1.3.2.

Pour tout ¢,tg,t; € I la solution du probleme (1.7) est de la forme :

Qf(t) =R (t7 t()) Zo-

1.3.2 Systeme fondamental de solutions

Si l'on connait la résolvant ¢ — R (t,ty) du probleme de Cauchy (1.7), on a a disposition un

systeme de n solutions du systeme (1.6) . En effet, notant (e;) la base canonique de R", la

j=1ln
fonction

X (t) =R (t, to) €.
Définition 1.3.2.

Soient x1(.),x2(.), ..., x,(.) des solutions du systéme différentiel linéaire homogéne (1.6) x'(t) =
A(t)x(t). On dit que {x1, %2, ..., z,} est un systéme fondamental de solutions lorsque les x; forment

un systeme libre de fonctions, i.e.

n
Zajxj(t) =0 pourtoutt €l =ay=ay=---=a,=0.
j=1
Dans ce cas (z;)j=1,, sont appelés solution fondamental du systeme (1.6).

La matrice dont les colonnes sont les (z;);=1, est dite matrice fondamental, et on la noté

X(t) = (21(2), -, 2a(l)) -
Remarque 1.3.1. Quand la matrice A(t) = A est constante dans (1.6) alors X (t) = e'4.

Proposition 1.3.3.

La matrice fondamentale X (t) vérifie les propriétés suivantes :

1. d)é—ft) = A(t)X (t), c’est-a-dire que la matrice X (¢) est une solution du systeme (1.6).
2. X (t) est une matrice réguliere et toute matrice Z(t) solution du systeme différentiel (1.6)

peut étre exprimée comme Z(t) = X (¢)C, ou C est une matrice constante.

1.3.3 Méthode de la variation de la constante

Pour les systémes homogenes a coefficients non constants, on a vu que la résolvante R (¢, o)

joue le méme r6le que la fonction t — e(t=%0)4,

On veut trouver une solution du systeme
() = A(t)x(t) + F(t). (1.8)

On sait que les solutions du systeme homogene associé s’écrivent R (t, %) zo, et 'on cherche une

solution du systeme (1.8) sous la forme

21(t) = R(t,t) U(t) & U(t) = R~ (t, o)1 (t) (1.9)
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Le systeme (1.8) se réécrit donc

R(t,t)U(t) + R(t, to)U'(t) = A()R(t, to)U(t) + F(t),

on obtient

R(t,to)U'(t) = F(t) = U'(t) = R (¢, t0) F(t) (1.10)
Comme, R (t,ty) est inversible d'inverse R (to,t) on aura
U'(t) = R (to,t) F(t).

U(t):/ R (to, s) F(s)ds + x(to),

to

on obtient finalement .
z1(t) = R (t,to) z(to) + / R(t,s) F(s)ds.

to

1.4 Dichotomie exponentielle [24]

Définition 1.4.1.
Le systeme différentiel (1.6) admet une dichotomie exponentielle s’il existe un projecteur P (P est

une matrice telle que P?> = P) et des constantes positives K, L, o, B telles que

X PX ' (s)]| < Ke™ %) pour tout t> s> 0 (1.11)

| X (t)(I = P)X7(s)|| < Le PV pour tout s >t >0 (1.12)

1.4.1 Dichotomie exponentielle d’un systeme différentiel linéaire a co-
efficients constants [24]

On notera par o(A), le spectre de la matrice A, a savoir I’ensemble de tous les nombres
complexes \ tels que la matrice (A — A) ne soit pas inversible. On désignera également par
Re(c(A)) 'ensemble défini par

Re(a(A)) := {Re(A\); A € 0(A)}

Définition 1.4.2.

La matrice A est dite

1. stable si Re(o(A)) est inclus dans | — 00,0[, ¢’est-a-dire que toutes ses valeurs propres sont

a partie réelle négative ;
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2. expansive si Re(o(A)) est inclus dans |0, +oo[ c’est- a -dire que toutes ses valeurs propres

sont a partie réelle positive ;

3. dichotomique si toutes ses valeurs propres sont purement imaginaires.

La proposition suivante donne une caractérisation de la dichotomie exponentielle d’un systeme

différentiel linéaire & coefficients constants.

Proposition 1.4.1. [20]

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est dichotomique;
2. Le systeme différentiel (1.6) n’admet aucune solution (non triviale) bornée pour ¢ € R

3. pour toute fonction bornée F, le systeme différentiel (1.8) admet une solution unique z(-)

qui est bornée, ou

+o0o t

x(t) = K(t—s)F(s)ds = /

—0o0 — 00

—+00
eI PF(s)ds — / ATIQR(s)ds  (1.13)
t

ou

Kt ) Al=IPgit > g
— S =
—eAQ it t < s

avec P et () = I — P sont deux projecteurs tels que
Re(c(AP)) C] — 00;0[

et
Re(o(AQ)) CJO; 400l

1.5 Les équations différentielles a retards

Les équations différentielles a retard (notées EDR) tiennent en compte 'effet du passé dans
la prédiction du futur. Elle décrivent I'évolution d’une variable en fonction d’une ou plusieurs va-
leurs prises par cette derniere dans le passé. Nous les retrouvons issues de différentes disciplines
scientifiques décrivant de divers phénomenes. Les équations différentielles a retards ont été intro-
duites pour modéliser des phénomenes dans lesquels il y a un décalage temporel entre I'action sur
le systeme et la réponse du systeme a cette action. Par exemple, dans les processus de naissance
des populations biologiques (cellules, bactéries ...) ou dans des processus qui nécessitent quun
certain seuil soit atteint avant que le systeme soit activé. De nombreux phénomenes rencontrés en
physiques, biologie, chimie, etc... ont trouvé dans la théorie des équations différentielles a retard

un bon moyen de modélisation (plus réaliste).
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Les equations différentielles a retards sous leur forme la plus simple s’écrivent comme suit :

Z'(t) = f(t,x(t),x(t — 7)),

avec 7 > 0 ou f une fonction donnée.

Autrement dit, la valeur de la dérivée a un instant ¢ de la variable liée z, ne dépend pas

seulement de la valeur de x a I'instant ¢, mais aussi des valeurs prises avant 'instant ¢.

Exemple 1.5.1.

L’équation différentielle a retard la plus simple est
() =—z(t —71)

1. Si 7 = 0, on obtient ’équation différentielle z/(t) = —xz(t). Les solutions de cette équations

sont données par x(t) = e *z(0) e 0. En particulier, si 2(0) = 1 on obtient
—+o0

z(t)=e' — 0.
t—-+o00

2. Si 7> 0, on considere le probleme de Cauchy
Z({t)=—z(t—71), t>0
x(t) =1, t e [—,0]

- Sit € [0,7], alors t — 7 € [—7,0]. Par conséquent, z(t — 7) = 1. Ce qui nous donne

2'(t) = —x(t — 7) = —1. Par intégration de 0 a ¢, on obtient

t
x(t) = z(0) +/ (—ds=1—t, te]|0,7].
0
— Site|r,27], alors t — 7 € [0, 7]. D’apres Pexpression ci-dessus
t)=—z(t—1)=—[1—(t—1)]

Par intégration de 7 a ¢, on obtient

z(t) = x(7) + / —[1—(s—1)]ds

s=t

o) =17+ |-t 505

s=T
Alors, on obtient

Bt =1—1+ %(t—7)2, t e [r,27]

Ainsi de suite, on peut résoudre I’équation sur [0, 4+o00.
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Dans les équations différentielles retardées, on trouve les sous catégories suivantes :

Equations différentielles a retard constant

On appelle équation différentielle a retard constant, une équation différentielle de la forme :

() = f(t,z(t),z(t — 7)), (1.14)

ou f est donnée et 7 est une constante strictement positive que l'on appelle le retard. A titre

d’exemple, on trouve ce type d’équations dans le modele des mouches de Nicholson [23].

Remarque 1.5.1.
Pour déterminer la solution de l’équation différentielle (1.14) sur un intervalle [to,to + 7| il faut
connaitre x(t) sur un intervalle antérieur [ty — T, to] . Soit ¢ une fonction continue sur lintervalle

[to — T, to] @ valeurs dans R.

Equations a retard variant dans le temps

Sous leur forme la plus simple, ces equations s’écrivent comme suit :

'(t) = f(t,x(t), 2(t — (1))

ou f est donnée et 7(.) continue .

Résultats d’existence et d’unicité de solution d’équation différentielle a retard
constant
Dans cette section on s’interesse a l’existence et 1'unicité de solution du probleme de Cauchy

suivant :
f(tax<t)7x(t - 7—))? t>0

pour t € [—7,0] et p € C([—7,0],R), (1.15)

—N
8 &
=3
Il
AS)
—~
=

f :R3 — R est une fonction.

Définition 1.5.1. [21]
1. Soit Q un ouvert de R* et f : Q C R* — R, (t,z) — f(t,x) f est dite lipschitzienne par

rapport a x uniformement par rapport a t si et seulement s’il existe une constante k > 0 telle

que, pour tout (t,z;) € Q,i=1,2, on a

2. f est dite localement lipschitzienne par rapport a x, si pour tout point (tg, o) de il eziste
un voisinage de (to, xo) dans lequel f est lipschitzienne, autrement dit k donnée dans (1.16)
dépend de (tg, xo).
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Théoréme 1.5.1. [21]
Si f: R?® — R est continue, alors le probleme (1.15) admet au moins une solution, si de plus f est

localement lipschitzienne par rapport aux deux dernieres variables, alors cette solution est unique.

Théoréeme 1.5.2. [21]
Si f : R® — R fonction continue et localement lipschitzienne par rapport & la troisiéme variable,
Vto on se donne une fonction ¢ : [tg — 7,%] — R continue alors, le probleme (1.15) admet une

solution unique sur tout intervalle [ty — 7, a] avec a €]0, +00].



Chapitre 2

Les fonctions pseudo presque périodiques

2.1 Introduction

On présente dans ce chapitre les définitions et les propriétés des fonctions presque périodiques

et les fonctions pseudo presque périodiques et deux théoremes de superposition.

2.2 Fonctions presque périodiques

On présentera dans ce qui suit les définitions des fonctions presque périodiques a savoir :

1. Critere de Bohr en utilisant les ensembles relativement denses.

2. Critere d’approximation en utilisant la fermeture de l’ensemble des polynomes trigo-

nométriques relativement de la convergence uniforme.

3. Critere de Bochner en utilisant la compacité de I’ensemble des translatés.

Tout au long de ce chapitre X désignera un espace de Banach et || - || sa norme.

2.2.1 Critere de Bohr

Ensembles relativement denses

Définition 2.2.1.
Un ensemble F C R est dit relativement dense, s ’il existe un nombre positif £ tel que tout intervalle

de longueur ¢ contient au moins un élément de E. Autrement dit,
3 >0, tel que [a,a+ ] NE #0,Va € R.

Le nombre ¢ est appelé longueur d’inclusion de la partie E.

16



les fonctions pseudo presque périodiques 17

Exemple 2.2.1.

1. L’ensemble Z est relativement dense dans R. Puisque tout intervalle de longueur 2 contient

un élément de Z.
2. Pour tout réel T, 'ensemble {nT',n € Z} est relativement dense dans R.

3. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout ¢ > 0, il existe un o« = —2¢ tel
que

[—20,—20 4+ NN=10

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr.

Définition 2.2.2. [17]
Soit f : R — X une fonction continue.
On dit que f est presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0 I'ensemble E{e, f} est

relativement dense dans R, ou

Ble, f} = {T € Rosnp 7 +T) — @) < } |

Un nombre T qui appartient a E{e, f} est appelé € presque période ou e-nombre de translation

de la fonction f.

On note AP(R,X) 'espace de toutes les fonctions presque périodiques, au sens de Bohr,

définies sur R et a valeurs dans X.
Proposition 2.2.1. [17]
1. Si f € AP(R,X), alors f est bornée et uniformément continue.
2. Tout ensemble qui contient un ensemble relativement dense est relativement dense.

3. Pour tout ¢ > 0, si f € AP(R,X), alors
E{ f} D F{e, [}, Ve > ¢.

4. Pour tout € > 0, E{e, f} est fermé dans R .

Proposition 2.2.2.

Si f est une fonction presque périodique, alors

Im f = {f(z),z € R}

est relativement compact, c¢’est-a~-dire Im f est compact.
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Preuve.

Supposons que f est une fonction presque périodique et montrons que Im f est relativement
compact.

C’est a dire montrons que pour toute suite de Im f, on peut extraire une sous suite convergente
dans Im f.

Comme X est un espace de Banach, alors la compacité relative coincide avec la pré-compacité.
Donc il suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ¢ dans
X telles que leurs réunion couvre 'ensemble {f(x),x € R}.

Soit ¢ > 0 et £ > 0 la longueur d’inclusion associée a f.Comme f est continue sur [0, /], on en
déduit que l'ensemble {f(z),z € [0,¢]} est un compact dans X

C’est-a-dire
n

{f(l‘),$ € [Ovﬂ} = U B ($p,€)

p=1
Prenons x4, xs, ..., 2, les centres des boules qui couvrent {f(z),z € [0,¢]} Soit x € R et 7 un
e-nombre de translation dans 'intervalle [—z, —z +¢].Comme x4 7 € [0, £], alors il existe un entier
pe{l,...,n} tel que

fx+7) € B(zp,¢).
C’est a dire

1f(z+7) =2 <e.

On a
[f(z) =zl = [ f(z) = flz+7)+ f(x+7) — ]

< fl@+7) = f@)l+ 1f(z+7) -
<e4e=2¢
<¢

Par conséquent,

Im f = {f(z),z €R} = | B (,.¢).

p=1

2.2.2 Critere d’approximation

Définition 2.2.3. [20]

On appelle polynome trigonométrique généralisé, toute combinaison de la forme
n
Z ar exp (1Ax) avec, ap € X, \p € Ret n € N
k=1

On note par A I'ensemble de ces polynomes.

Proposition 2.2.3. [20]

L’ensemble des polynomes trigonométriques généralisé A est inclus dans AP (R, X).
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Preuve.
Comme les fonctions z +— exp (iA\yx),Vk = 1..n sont continues et périodiques, alors elles sont

presque périodiques.

Comme la somme des fonctions presque périodiques est toujours presque périodiques, alors
T >, apexp (iAgx) est presque périodique.
Donc A C AP(R,X).

Définition 2.2.4. [20]
On dit qu'une fonction f : R — X, continue, possede la propriété d’approximation polynomiale, si
pour tout & > 0, il existe un polynoéme trigonométrique P. € A tel que

sup [| f(z) — Pe(z)[| < €

zeR

Théoreme 2.2.1.
Une fonction f € AP(R,X) si et seulement si, elle possede la propriété d’approximation po-

lynomiale.

Preuve.
La démonstration de ce Théoreme est longue et technique, le lecteur intéressé pourra se rapporter
a [13].

Proposition 2.2.4. [20]

La série uniformément convergente » > | a, exp (iA,z), A, € R est presque périodique.

Preuve.
Chaque terme de la série est une fonction presque périodique, alors la somme de n premiers
termes S, (z) est presque périodique. Par conséquent, la somme S(x) de la série est aussi presque

périodique, (limite uniforme de (S,(x))).

2.2.3 Propriétés des fonctions presque périodiques

Proposition 2.2.5. [17]

1. L’espace AP(R,X) a une structure d’espace vectoriel, c’est a dire :
(i) Si f e AP(R,X), alors af € AP(R,X) pour tout réel a.
(ii) Si f,g € AP(R,X), alors f + g € AP(R,X).

2. Si f,g € AP(R,C) avec f,g # 0, alors :
(a) fg e AP(R,C).

(b) Si 1I€1£|f(x)| =m > 0, alors (%) € AP(R,C).
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(c) Si 1r€1ﬂf{\g(x)| > 0, alors (5) € AP(R,C).

3. Si f € AP(R,C), alors |f| € AP(R,C).
4. Pour tout € > 0, F (¢, f,) = E(e, f) ou
fo(z) = f(z + a),Va e R.

C’est-a-dire, 'espace des fonctions presque périodiques AP (R, C) est invariant par transla-
tion.

5. Si f,g € AP(R,C) et g est uniformément continue, alors
(9o f) € AP(R,C)

6. Si une suite (fy), oy de fonctions presque périodique converge uniformément dans R vers

une fonction f, alors f est aussi presque périodique.
7. Soit f € AP(R,X), si g € LY(R), alors (f x g) € AP(R,X)

Preuve.

1. L’espace AP(R,X) a une structure d’espace vectoriel, c’est a dire :

(1) Soit f une fonction presque périodique, montrons que af est presque périodique. On a
f est presque périodique c’est a dire Ve > 0, il existe . > 0 tel que tout intervalle de

longueur £, contient un nombre T" satisfaisant
Ve eR, ||f(e+T) - f(@)] <e.

Vre R,Va € R on a
laf(z+T) —af(@)| =lalllf(z+T) = fz)]

<lale=¢
D’ou Ve' > 0, il existe b, = (. > 0,Vx € R,
laf(z+T) —af(@)] <€

Donc af € AP(R,X).
(11) Soit f,g € AP(R,X) c’est a dire Ve > 0, il existe deuz polynomes trigonométriques P
et QQ tels que
sup () = Pla)]| < & et supgfe) — Q)] <2

Avec linégalité triangulaire, nous avons pour tout x € R

1(f+9) = (P+QI<|f—Pl+lg—Ql
< 2¢

Ce qui confirme la presque périodicité de la fonction f + g.
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2. Si f,g€ AP(R,C) avec f,g # 0, alors :

(a)

(b)

(c)

Soient f et g deux fonctions presque périodiques, alors d’apres (i) et (ii) on a f+ g
et [ — g sont aussi presque périodique, de méme pour leurs carré. La fonction f.g peut

étre donnée par

1 1
f(x) - g(@) = (f(2) + 9(2))* = 7(f(2) = 9(x))"
Ce qui donne le résultat.
1
Soit f une fonction presque périodique. et 1n£|f(x)| = m > 0, montrons que — est
BAS

presque périodique.
f est presque périodique c’est a dire Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle de

longueur (. contient un nombre T' satisfaisant

swp|f(w+T) = f(z)] <&

On aura donc )

' f:v+T f(x) < £
f(x—l—T)

Fa+1) - f) | = m?

De plus, on a E {ﬁ, %} contient E{e, f}, donc cet ensemble est relativement dense,
d’ot

(%) € AP(R,C)

Soient fi et fo € AP(R,C) et inf,cr |fa(z)| > 0, montrons % € APR,C). fi, fa
sont deuz fonctzons presque périodiques, alors —+ 4, €st aussi presque périodique. Comme

= fi- E’ alors elle est presque périodique.

5. On a go f est continue car f est continue et g est uniformément continue. Soit f €

AP(R,C), c’est a dire pour tout € > 0, il existe £ > 0 tel que tout intervalle de longueur

(. contient un nombre T satisfaisant

Ve eR,|f(zx+T)— f(z)| <e¢

g est une fonction uniformément continue, c’est-a-dire Ve' > 0, il existe n > 0 (n ne dépend

que de £ ), Vx,y € R, tels que |x — y| <n, implique

sup |g(z) — g(y)| < €
zeR

1l suffit de prendre e =1, pour avoir

sup [g(f(z +T)) — g(f(x))| < ¢

zeR

Done go f est presque périodique.
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6. On a (fn),ey converge uniformément dans R wvers f.Alors, pour un € donné, il existe

ng € N, tel que Vn > ng, || fo, — fllo. < €. En particulier, il existe une fonction f,, tels que
€
o)~ @)l < 52 € B
Soit maintenant un nombre T de E {%, fng }- Alors

[f(@+T) = f@) <[[f(@+T) = foo (@ + D) + [lfno(z +T) = frp ()
+ [ fno () = S ()]

9
<3.2 =
<3-g=¢

Donc f € AP(R,X). Ce qui montre que E{%,fno} C E{e, f}.

7. Soit f € AP(R,X) donc f est continue et comme g € L'(R), alors la fonction (f * g) est

continue. On a pour tout y € R

I * Dl < N lleollgll r my

On suppose que g # 0 car si ||g||1@y = 0 alors fx g =0 et donc (f * g) € AP(R,X).
On a f € AP(R,X) c’est a dire Ve > 0, il existe L. > 0 tel que tout intervalle [ov, v + £.]
contient un nombre T vérifiant

If(z+7) = f(@)]]

IN

Posonsx =y—teR

Ify—t+7)— fly—t) < —

9/l )
On obtient,

(Frg)atr)=(Fr)) = [

R

guﬁ@+r—x»1/guﬁ@—xMx

R

=4@@+7—@—f@—@M@Mw

alors,

I(fxg)@+7) = (f+)W = 1fy+7—2) = fly—2)llglle =)

g
S -
lgllLr r)
<e

9l r)

2.2.4 Critere de Bochner

La définition des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est parfois peu maniable. Il étant



les fonctions pseudo presque périodiques 23

donc important de chercher des propriétés moins intuitives, mais plus utilisables, des fonctions
presque périodiques, qui puissent en constituer une nouvelle définition basée sur une propriété
topologique des fonctions translatées. On note par Cy(R, X), 'ensemble des fonctions continues et

bornées muni de la norme de la convergence uniforme, qui est un espace de Banach.

Définition 2.2.5. [24, Définition 1.1](Critére de normalité)
Une fonction f de R dans X, continue est dite normale ou presque périodique au sens de Bochner

si 'ensemble de ses translatés
{fa, € R}

est relativement compact dans Cp(R, X). Ou
falz) = f(x + ),V € R.

Autrement dit, pour toute suite bornée de nombres réels (h,),en, on peut extraire une sous

suite (hy,, )ren telle que la suite de fonctions (f (. + Ay, )) ey SOit uniformément convergente dans

Cy(R, X).

2.2.5 Dérivation des fonctions presque périodiques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automatiquement périodique. Pour
les fonctions presque périodiques ceci n’est pas vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit

uniformément continue, ce qui est nécessaire pour la presque périodicité.

Théoreme 2.2.2. [20]
Soit f : R — C une fonction presque périodique et dérivable.

Si la dérivée [’ est uniformément continue, alors elle est presque périodique.

Preuve.
On cherche a écrire f' comme une limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques.

On sait que pour tout réel z, on a

f/(l’) — lim f(:L‘ + h) — f([E)

h—0 h

1
pour h = —, on a
n

)= tim a (1 (o4 3) - )

)= (1 (2+2) - ).

C AP(R,C) et

Posons,

il est clair que (fn),cx-
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Montrons que,

i (sup(0) = ()] ) =0

n—+00 z€eR

On a,
£@) = fu@l = 1f@) =n [ roa

<o [ 1) -
< swp |f@) - £

te[m,x+%]
Pour tout € > 0, la continuité uniforme de f” assure 'existence d'un ¢ tel que si |u — v| < ¢ alors,
/() = f'w) < e

d’ou il existe un ng tel que pour n > ng, on a % <detVreR

[f'(z) = fulz)] < e

D’ou la convergence uniforme de la suite (f,), oy vers f* sur R.

2.2.6 Intégration des fonctions presque périodiques

Théoréeme 2.2.3. [20]
Soit f € AP(R,C) et F une primitive de f. ' € AP(R, C) si et seulement si elle est bornée sur R.

Preuve.

La nécessité

Il est clair que si F' € AP(R,C), alors F' est bornée.

La suffisance Supposons que F' est bornée et montrons que F' € AP(R, C). On peut se restreindre

au cas ou f est a valeurs réelles car si

f=h+if
ou f1 et fy sont a valeurs réelles alors,
/ f1 dt +1 / fg
= Fi(z) + iFy(x

F e AP(R,C) si et seulement si Fy, F, € AP(R,C)

Supposons que F' est bornée, notons par,

m = in]fRF(x) et M = sup F(x)
fas

z€R
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On suppose que m # M, sinon F' serait constante donc presque périodique. Donnons-nous un
€ > 0. Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure, il existe deux réels z; et xo
tels que

€

F(x1)<m+%etF(x2)>M—6

On pose d = |1 — z3].
Puisque f est presque périodique, alors il existe ¢; > 0 tel que tout intervalle de longueur ¢;

contient un = -nombre de translation pour f.

6
On montre ensuite qu’en posant ¢ = ¢; +d, tout ; -nombre de translation pour f est un € -nombre
de translation pour F'.

Dans un premier temps, on montre que tout intervalle de longueur ¢ contient deux points y; et s

tels que
€
F (91) <m—+ 5
et
€
Fy2) > M — B

En effet, posons & = min {x, z5}. Soit 7 un % -nombre de translation pour f tel que { + 71 €

6d
[, e + £1], ou av est un réel quelconque.

On pose, y; = x1 + 7 et yo = x9 + 7 de sorte que y1, Y2 € [, a + £]. Nous avons alors

F(y2) — F () = y2f()dt+F(iU2 F (z1) / f(t)

At

— F(2) — F(0) + +f £)dt /f
— F(zs) — F(0) + / (f(t+7)— f(t)dt

£

_c_ o, _t_c

- 6 6 6
—M—m-— <.
2

D’ou 'on déduit que
Fys) =M > F () —m—3

Comme on a.
F(yy) =M <0et F(y;)) —m>0

alors,
€ €
m+§>F(y1) etF(yQ)—M>—§

Prenons a présent n € E(e, F'), fixons un réel x, on peut trouver y; € [x,z + /] tel que

€
F(?/l)<m—§
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Il vient alors que

Fletn) = Fw) = Flutn - Fa)+ [ soa- [ o

At

Y1 z+n y1+n
=Pt -Fa)+ [ foas [ rwa- [ g0
Y1 y1+n
— F(p )~ Fp)+ / F(t)dt / sy
— P4 — F () + / “rwde— [ eyt

>—(m+%>+m—

/ Yt — f))du

g g
5%
= —€

Donc,

D’ou le résultat.

2.2.7 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Définition 2.2.6. [17]
Soit f € AP(R,C) et localement intégrable.

On définit la valeur moyenne supérieure et la valeur moyenne inférieure qu’on note respectivement,

M(f) et M(f) comme suit :

M(f) = lim — f(z)dr et M(f) = lim —

T—00 2T -7 T—>OO

Lorsque ces deux valeurs sont égales, on obtient la valeur moyenne de f, notée M(f) tel que

n= g e

Il faut cependant vérifier qu’'un tel nombre existe.

Proposition 2.2.6. [17, Proposition 3.22]
Soit f,g € AP(R,R) et ¢ € R, alors on a
1. M(cef)=eM(f).
2. Si f>0,alors M(f)>0.
3. M(f+g)=M(f)+ M(yg).
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4. Si (fn),eny est une suite de fonctions presque périodiques AP(R,C) qui converge uni-
formément sur R vers une fonction f, alors
Tim M (f,) = M(f)
Preuve.
1,2, 3 découlent directement des propriétés de I'intégrale.
4. Soit (fy),en une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément sur R vers

une fonction f, alors

1 T
0< M(f) = MDI = | fim 7. [ (o)~ i) da
0
T
< Jim 7 [ 1) = S0l
Alors, ,
Jim_ 18405 = (DI fim | Jim 7 [ 150 - fo)lde
T
< Jim - / Tim | fu(x) — f(2)]dz
Soa

car (fn),en converge uniformément vers f sur R. Donc

lim M (f,) = M(f).

n—oo

Théoréme 2.2.4. [17]

1 a+T
Pour toute fonction f € AP(R,C), le nombre : Tlim T / f(x)dx existe indépendamment de
—00 o
a € R et vaut M(f).

Preuve.
Premier cas : on montre dans un premier temps que la limite existe pour un polynome trigo-
nométrique. Soit P un polynome trigonométrique de la forme

n

Z ck exp (iAgx) , avec A\ # 0.
k=1

On suppose que A\ # 0, Vk € R alors

a+T L3 a+T
/ P(z)dx = Z ck/ exp (i\gx) dx

_ Zn: o exp (iAg(a+T)) — exp (iApv)

— I
Donc
1] [otT - 2
— P(z)dz| < — 0
T /a (x)dz| < CkT\)\k| T
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indépendamment de o € R.

Si le polynome trigonométrique P contient un exposant nul, alors P est de la forme
n 1 a+T
co + ; cr exp (iAgx) et jll_I};o T /a P(z)dz = .

Deuxiémes cas : Soit f € AP(R,C), alors Ve > 0 il existe un polynome trigonométrique S tel
que
€

Pour tout 71,7, € R, on a

1 a+Th 1 a+Ts 1 a+Th
[ @i -1 [ f@asl < 1 [T ) - s@)al

1 a+Th 1 a+Ts>
+ \—/ S(z)dr — o S(z)dx|
a 2 Ja

a+Ts
kS / (f(2) — 5())da
e 1 a+T1 1 a+Ts
<—+|—/a S(yv)dx—f2 ) S(z)dx|

D’aprés le premier cas il existe Tj tel que V 17,75 > Tj on a

1 a+Th 1 a+Ts
ﬁ/a Syte == [ S(@yds] < 2,

Wl ™

ce qui entraine que

1 a+Th 1 a+Ts
7_H/ f(z)dx — T flz)dz| < e

Comme C est complet, le critere de Cauchy pour les fonctions permet de conclure que la limite
existe .

Il reste a montrer que la limite ne dépend pas de a.

Donnons @« € Ret T'> 0.0n a f € AP(R,C) donc elle est bornée c’est a dire 3 M > 0 tel que
|f(z)] < M. Par la relation de CHASLES, on obtient

%| /:JFT f(x)dr — /OTf(x)dx| = %] /TaJrT f(x)de — /00‘ f(x)dx|

2|a| M
<
- T

Ce qui donne le résultat attendu lorsque 7" — oo.
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2.2.8 Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

Les fonctions presque périodiques peuvent étre représenter par des série de Fourier de la forme :

+00

Z Crexp (iAgz), avec \y € Ret Cp € C

k=0
Proposition 2.2.7. Il existe, un ensemble au plus dénombrable de valeurs A pour lesquelles a(\)
est non nul, on note Ay, Ao, ..., Ay ... ces valeurs. La série de Fourier formelle associée a f est
donnée par :

S()@) = a () exp (iA,z).
n>1

Les nombres )\, sont appelés exposants de Fourier de f et les vecteurs a ()\,,) correspondants sont

appelés coefficients de Fourier-Bohr de f.

2.3 Fonctions presque périodiques a parametres|[20]

L’objectif principal de cette sous-section consiste a presenter quelques théoremes ce que sera
d’'un grand intérét surtout lorsqu’il s’agira de traiter des équations différentielles avec des coeffi-
cients presque périodiques de type :

¥ = f(t,x) (2.1)

ou f uniformément par rapport a x dans les compacts. Dans la recherche dune solution
presque périodique z(.) de 1’équation (2.1) nous devons tenir compte de la composition f(.,z(.)) .
Par exemple la fonction f(t,x) = sin(tx) est presque périodique en ¢ pour chaque x dans R par
contre la fonction composée
f(t,sint) = sin(¢sint)

n’est pas presque périodique, en fait ce n’est pas uniformément continu. S’il était uniformément

continu, alors lirf sin[(mm + —) sin(mm + —)] = 0 uniformément en m . mais pour m = % et n
n—+00 n n
pair.
On constate que
nmw 1 nrt 1 1
(7 + 5) sin(nm + H) = (7 + ﬁ) Sm(g)
peut étre estimé par
(n7r+1) (1)<<n7r 1)1 T 1
— 4+ —)sin(— —+ )=+ —=
2 n n"~ 2 n'n 2 n?
nt 1 1 nr 1, 2 2
2T ysin(2) > (S L oy 2 o i
( 2 * n)Sm(n) = 2 n)mr n2m

De sorte que
in1 < sin(l + ——) < sinf(mr + —) sin(mr + )
sin sin — sin[(mm + —) sin(mm + —)].
- n2g’ — n n
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pour n pair m > 7 et n grand. Avec cet exemple a 'esprit, nous voyons quelle sorte d’hypothese
est requise. Pour plus de détail, voir [20] page 16.

Définition 2.3.1. [17]

Soit une fonction continue f: R x X — X, (¢, x) — f(t,x)

On dite que f est presque périodique en ¢ et uniformément en x € B, avec B un sous ensemble
borné de X, si pour tout € > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle de longueur /. contient un

nombre 7 vérifiant
[f(t+7,2) = f(t,7)| <eVtERVr € B

2.3.1 Théoreme de superposition

Définition 2.3.1.
Soit la fonction F: R x X — X, (t,z) — F(t,z). L'opérateur de Nemytskii (dit aussi opérateur de

superposition), construit sur la fonction F', est défini comme suit :

[t = g(t)] = Np(t g(t)) = F(t,g(t))
pour toute fonction g : R — X.

Théoréme 2.3.1. [17]
Soit F': R x X — X, (t,x) — F(t,z) une fonction presque périodique en ¢ € R uniformément en
x € X. Supposons que F est lipschitzienne en z € X uniformément en ¢ € R c’est a dire il existe
L > 0 tel que

[E(t,z) = Fty)ll < Lllz —yll, Vo,yeXteR

Si g : R — X est une fonction presque périodique, alors h(t) = F(t, g(t)) : R — X est aussi presque

périodique.

Preuve.
Comme g € AP(R,X), alors pour tout £ > 0, il existe I. > 0 tel que tout intervalle de longueur I,

contient 7 vérifiant

lg(t+7) —g(®)] < (2.2)

£
2L
Pour tout t € Ron a :

|h(t +7) = h(t)|| = |F(t+7,9(t + 7)) — F(t,9(t))|l

S|F(E+7,9(E+7) = Ft+7,9@0)) I+ [F(E+7,9(8) — F(£,9(t))
< Lllg(t+7) =gl + [[F(t +7,9(t)) = F(t, 9(0))]
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En utilisant le fait que F' est presque périodique

igﬂg [F(t+7,9(1) = F(t,g@)| <

DO ™

De (2.9) et (2.10) on obtient
sup [[A(t +7) = h(1)|| = sup [[F(t + 7, 9(t + 7)) = F(t,9())[| < e
teR teR

Par conséquent h : t — F(t, g(t)) est presque périodique.

2.4 Fonctions ergodiques

Définition 2.4.1. [29] Soit ¢ € C,(R,X), on dit que la fonction ¢ est ergodique (p € E(R, X)) si :

1 T
Jim 5z [ @z <o

Autrement dit,

1"
E(R,X) = {gp € G(R,X) : lim ﬁ/ ()| dz = 0} .
—00 T

2.4.1 Propriétés des fonctions ergodiques

Proposition 2.4.1.

1. L’espace £(R,X) a une structure d’espace vectoriel :
(a) Sipe E(R,X) et aeRalors ap € (R, X).
(b) Si g, h € &(R,X) alors ¢ + h € (R, X).
2. Sip € ER,C) et g une fonction bornée alors gp € E(R, C).
3. Sip,he&(R,C) alors hp € E(R,C).
Preuve.
Il suffit de montrer (1) et (2) car (3) est une conséquence de (2).
1. Montrons que E(R,X) est un espace vectoriel :

a) Soit p € E(R,X) et a € R alors ap € E(R,X) car,

1" 1 ("
Jim 5 | Nt = Jal Jim 5z [ l@)ldz o

. . . T
b) limp oo 5= [0 (0 + B)(@)||de < limg o o [7 (@) |[de + Ty o [0 |[A(2)] da.
Alors

lim LT/ (o + B)(@)|ldz = 0.

T—o0 2 _T
Danc ¢+ h € E(R,X).
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2. Soit p € E(R,C) et g une fonction bornée, montrons que gp € E(R,C). Par hypothese g est

bornée donc il existe M > 0 tel que :

sup g(o)] < M
r€R
On a
I I
| .
Jim 57 [ Nep@lde < Jim 5 [ suplgta)le(o)lds

1 T
< M lim —
< M lim 2T/ lo(x)|dx

T—o0 _T
=0.
Donc gp € E(R,C).

Proposition 2.4.2. [31]
(E(R,X), ] - |loo) est un espace de Banach.

Preuve.
On a E(R,X) est un espace vectoriel de Cp(R,X), alors il suffit de montrer que E(R,X) est fermé
dans Cp(R, X).
Soit (¢y,), une suite de E(R,X) tel que lirf ©n = ¢ uniformément sur R.
n—-—+0oo

Ona :
/ (ol < / o) = eal®) i + / ligntt)] e

On en déduit que :

T

T
5 [ el < o=l + 57 [ lleatoldt
En utilisant le fait que ¢, € E(R,X), on obtient
A
i o [ ool <o - el
Comme lim,, | — ¢,|| ., =0 on en déduit que :
I I
T | le@lldt < lle = enlle + 57 » ln (£)]] dt.
En utilisant le fait que ¢, € E(R,X), on obtient
1 T
A o7 | le@ld < e = enll
Comme lim,,_, 1 || — ¢nll., =0 on en déduit que :
1 (7
i o [ e =o.

Danc (E(R,X), || - [|oc) est un espace de Banach.
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Proposition 2.4.3.

L’ensemble E(R,X) est invariant par translation c’est a dire , si ¢ € E(R,X) et s € R alors

vs € E(R, X).

Preuve.

Soit p € E(R,X) et s € R, montrons que ps € E(R,X). On pose y = x + s. Alors,

1 [T 1 [T
Jim / (@)l dx = Jim / lo( + )|l de

1 T+s
= fim o [ ety
1 T+s
e e I

Donc ¢, € E(R,X).

Définition 2.4.2. [30, Definition 1.6]

Un sous ensemble C de R est dit sous ensemble zéro-ergodique de R st

_ : 1
a(C) = Tgrfoo 5T mes(CN[-T,7T]) =0
"mes” désigne la mesure de Lebesque sur R.

Théoréme 2.4.1. [30, Theorem 1.7]
Soit ¢ € Cp(R, X). Alors ¢ € (R, X) si et seulement si pour tout € > 0, I'ensemble

C.={teR: e = e}
est un sous-ensemble zéro-ergodique de R. Autrement dit,
pelRX)e n(C.)=0, Ve>0

Preuve.

Supposons que ¢ € E(R,X). Alors,

a(Cy) = L mes (C. N [-T,T)

2T
1
= — dx
2T Jc.n-11)
1
= — edx
2Te C.N[-T.,T))
1
< () ||dz

2T€ Cem[fTvT])

=

1 oot [ fptwlac)
2T e ( C.N[-T.T)) C.N[-T.T])

1 T

o [ el

IN

IN
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En utilisant le fait que o est ergodique on obtient

1
< lim — _ <
O_TLHEOO 5T mes (C. N [-T7,T]) <0

Alors,

, 1
TLHEOO o [nes (C.N[-T,T)) =0

Supposons que

_ 1
TLHEOO o7 mes (C.N[-T,T])=0

et montrons que ¢ € E(R,X).

1
(C:) =0 alors lim o mes (C.N[-T,T]) = 0.

T—~+o0

C’est a dire

1 15
Ve>0, JTp>0, VI'>Ty, —mes(C.N[-T,T]) <
2T ¢l oo
Pour tout T'> 1Ty on a
! lo(@)ldz = — lo(@)lldz + — lo()]d
— o(x)||de = — o(x)||dr + — o(x)||dx
2T Jirm 2T Je.n-r1 2T Je.n-r1

1 €
<su )| == mes (C.N [-T,T]) + == mes (C:N [-T,T
sup (0l 575 mes (€. 0 [T, T)) + o mes (G20 [T, T)

€ 1
< o — cen|=T,T
< el + egmes (CEN [T, 7))
<e+e=2.

Théoréme 2.4.2. [30, Theorem 1.8
Soit ¢ € Cy(R, C). Alors

¢ € E(R,C) si et seulement si p* € E(R,C) .

Preuve.

La premiéere implication découle de la proposition 2.4.1 donc il suffit de montrer la deuzieme
implication. Pour montrer la deuziéme implication : on suppose que ©* € E(R,C) et on montre

que ¢ € E(R,C). D’aprés l'inégalité de Holder , pourp=q=2 on a :

%'}mms$Gﬂyw%TU;ﬂﬁ

|/ wetwras] ey

N[

{%[}mw$
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Donc :

1T R
lim — lp(z)|de < lim |— lp(z)| dx

T—+o0 2T -T T—+o00 2T -T
T

1
2 1 —_— 2 =
Comme ¢* € E(R,C) alors TE)IEOO o7 /., lo(x)|*dz =0

Alors ¢ € E(R,C).

2.4.2 Fonctions ergodiques avec parametre

Définition 2.4.3. [29]
On considere ¢ : R x X — X, (t,z) — @(t,z), une fonction bornée continue. On dit que ¢ est

érgodique en t, uniformément en x € K avec K compact de X. Si

1 T
lim / lo(t, 2)[d = 0

T—o00 2T _T

On note E(R x X, X) la classe de telles fonctions. Autrement dit,

1 T
ERx X, X) = {go € C(R,K) : lim ﬁ/ lo(t, )||dt = 0} .
—00 T

2.5 Fonctions pseudo presque périodiques

Cette section est consacrée a la notion de pseudo presque périodicité. Le concept de pseudo
presque périodicité qui est une généralisation naturelle de la notion presque périodicité a été
introduit par C.Zhang [29] en 1994. Depuis son introduction dans la littérature, la notion pseudo
presque périodicité a généré plusieurs développements et extensions, voir [14, 15, 16]. D’autre
part, elle a été utilisée pour étudier le comportement qualitatif a diverses équations différentielles
impliquant des coefficients pseudo presque périodique. Notre objectif principal dans cette section

consiste a étudier certaines propriétés basiques des fonctions pseudo presque périodiques.

Définition 2.5.1. (/29])

Une fonction continue f : R — X est dite pseudo presque périodique si f se decompose comme

f=h+o

avec h € AP(R,X) et ¢ € E(R,X).

La fonction h( resp. ¢) est dite la composante presque périodique (resp. la composante ergodique)
de f.

L’ensemble des fonctions pseudo presque périodique est noté PAP(R, X).
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Exemple 2.5.1. [17]
La fonction f définie par

f(x) = sinz + sin(v2zx) + (1+ x2)_1 , VzelR

est pseudo presque périodique. En effet, la fonction x — sinx +Sin(\/§x) est presque périodique et
la fonction © — (14 22)"" est dans E(R,R), car elle est continue et bornée, de plus

lim — bl d lim — [arctan z]”
im — r = lim —[arctanx
T—+00 2T | 17 1+ 22 T—+o0 2T -7
— lim arctan(T') — arctan(—T)
T—+o00 2T
= 0.

2.5.1 Propriétés des fonctions pseudo presque périodiques

Proposition 2.5.1. [17]
Soit f € PAP(R,X). Si g € LY(R), alors f * g, la convolution de f et g sur R, appartient &
PAP(R,X).

Preuve.

Soit f=h+¢ouhec APR,X) et ¢ € E(R,X). Alors fxg=hxg+ ¢p*g.

D’apres les propriétés des fonctions presque périodiques on a h x g € AP(R,X). Il reste donc a
montrer que ¢ x g € E(R, X).

avec ¢ € E(R,X) et g € L' alors on a ¢ * g € Cy(R, X) et par hypothese

1
Jim / ()t = 0.
On a

g o [ 1@ st = o [ ote - gt tasar
=g [ 1t = o) asa
= i [ (55 [ toe = o) as
=g [ (5 [ 1ot as

Comme £(R, X) invariant par la translation alors

1 T
Jim / lo-u(t)lde =0
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1 T
Par hypothese la fonction H : T — ﬁ/ |6_s(t)||dt est bornée et g € L'(R) . D’apres le
-

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir [6]), on obtient :

g 1o (55 [ to-aotar) as=o

1mi/nmeWﬂ

T—o0 2T T

Alors

donc

Par conséquent
f*ge PAPR,X)

Lemme 2.5.1. [17]

La décomposition f = h 4 ¢ de la définition 2.5.1 est unique, c’est-a-dire
PAP(R,X) = AP(R,X) @ £(R, X)

Preuve.

Soit f € AP(R,X) N E(R,X). Posons g(t) = || f(t)|| > 0 pour tout t € R, alors g € AP(R,X) N
E(R, X).

Puisque M(g) = 0, il vient alors par de M(f) =0= f =0 donc g(t) = 0 pour tout t € R, ce qui
implique que f =0 sur R, donc : AP(R,X) N E(R, X) = {0}.

Maintenant, soit : f(t) = hi(t) + p1(t) et f(t) = ha(t) + wa(t) avec hy(.),he(.) € AP(R,X) et
©1(.), p2(.) € E(R,X) alors hi(t) — ha(t) = p1(t) — @a2(t). En tenant compte de ce qui précéde on
aura : hy(t) — ha(t) = @1(t) — wa(t) = 0 alors (hi(t) — ha(t)) — (p1(t) — ¢2(t)) =0Vt € R, d'ou
hi(t) = ha(t) et 1(t) = wo(t). Ce qui achevé la démonstration.

Lemme 2.5.2. ([29], Lemma 1.3)
Si f € PAP(R,X) et si g une composante presque périodique alors on a

9(R) C f(R)
donc

. _ B )
inf |f(t)] < inf |g(t)] < llglloc < [ lloc

Preuve.

On raisonne par Uabsurde. On suppose que g(R) € f(R), alors
drzp e R,Ve >0 ona in£||g(m0)—f(s)|| > e
se
D’apres la continuité de g en xo, 36 > 0 tel que :

o] < 5 = inf [lg2y(2) = fuol3)]] > € (2.4)
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Comme AP(R,X) est invariant par translation alors g,, € AP(R,X), donc poure > 0,3l >0

tel que chaque intervalle de longueur l= contient un nombre T vérifiant :

1(9z0) () = gy ()] < Vi, |x| <0 (2.5)

l\DI(‘f)

Par hypothese f € PAP(R,X) donc f = g+ ¢ avec ¢ € E(R,X). Donc

1o (2 + T = [1fzo ( +7) = gao(z + 7)]|
= [ fao (2 +7) = guo (& + T) = Garg (%) + gap (2)]]
2 || foo (@ +7) = Guo (@) | = [ (%) = gao (x + 7|
2 || fao (@ + 7) = Gao (@) | = 1920 (%) = (o) ()]

D’aprés (3.2) on aura :

€
lpwo (@ + T 2 [l fao (@ +7) = goo (@) = 5, Ve, |2 <6

On pose s = x + 1 alors, Vs € [T — §, 7 + ¢

3

lpwo (@ + T = llag ()1 2 [.feo () = gao(2)]] = 5

Ce qui donne

3

3
> — > _ _
[oo(s) = inf {1 Fap(9) = 920 () = 5 2 0 1o () = @)l = 5

En utilisant (2.4) on obtient

DN ™

£
[an(s)ll > 2 = £ =

Par suite, on aura

im o [ ()l ds > &
Too 2T | o 1 Po0 35 =

Ceci contredit le fait que p € E(R,X) .

Par conséquent, g(R) C f(R) .

Théoréme 2.5.1. [17]
L’espace (PAP(R,X), | - ||o) est un espace de Banach.

Preuve. voir [17]
On a PAP(R,X) C GC(R,X) et par la Proposition 2.5.3, l'espace PAP(R,X) est fermé. Par
conséquent, (PAP(R,X), || - ||) est un espace de Banach.

Proposition 2.5.2. [17]
Soient f,g € PAP(R,X), at A € R, alors f + g, \f appartiennent a PAP(R, X).

Preuve. Voire[17]
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Proposition 2.5.3. [17]

Si{fu}tnen € PAP(R,X) telle que || f, — f|l.. — 0 quand n — oo, alors f € PAP(R,X)

Preuve.

Soit (f,)n € N C PAP(R,X) telle que || f, — f|l., — 0 lorsque n — oo. Montrons que
f € PAP(R,X). Pour ce faire, soit (hy, ¢,) la decomposition de f,, c’est-a-dire

avec h, € AP(R,X) et ¢, € E(R,X). D’aprés le Lemme 2.5.2, on a ||h,||, < ||fallo, €t par
consequent
17 = Pnlloo < (1 fr = finll o » Y12, m0

Comme || f, — fllo — 0, quand n — oo, il vient que la suite (fy),cy est de Cauchy et donc
(hn)pen Uest aussi dans AP(R,X). Ce dernier, étant un espace de Banach, d’ot l'evistence de
h € AP(R,X) tel que ||h,, — h||,, — 0 quand n — oo.

De la méme maniére on trouve qu’il existe aussi une fonction ¢ € Cu(R,X) tel que

l$n = ¢l — 0).
Montrons que ¢ € E(R, X)

1 [T 1 [T
o7 | 6@t =55 | 16(0) = 6a(®) + al®)l dt
1 [T 1 [T
<7 ) lon®) = eOllde+ 55 [ lon(®llde
1 T
<o, — — (O] dt =0
< |l — 0l + o7 |, [ dn(t)]l

quand n — oo ( car ¢, € E(R,X) et ||p,, — @], — 0).

D’ou le résultat.

2.5.2 Dérivation et intégration des fonctions pseudo presque
périodiques

Théoréme 2.5.2. ([28],Corollary 2.6).

Si f € PAP(R,C) et sa dérivée f’ est uniformément continue sur R, alors f’ € PAP(R, C).

Preuve. voir ([28], la page 10).
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Théoréme 2.5.3. ([17],Theorem 5.12).

On suppose que 'espace de Banach X est uniformément convexe. Soit f € PAP(R, X), avec
f=9g+¢, g€ APRX) et ¢ € E(R,X)

On définit les fonctions :

Supposons que
1. G est bornée

2. Il existe H C X tel que :
¢ — H € E(R,X)

alors la fonction définie par :
t— F(t) = G(t) 4+ ¢(t)

appartient & PAP(R, X).
Preuve. voir [17].

Remarque 2.5.1.

De la méme facon que dans le cas presque- périodique, on peut définir la moyenne d’une fonction

pseudo presque-périodique, ses coéfficients de Fourier, ses exposants de Fourier, mais on ne peut

rien dire vis a vis de la décomposition en série de Fourier.

Lemme 2.5.3. [28§]
Si f € PAP(R,R), alorsf = g+ ¢ avec g € AP(R,R) et p € E(R,R),

existe et est finie c’est la valeur moyenne de f.
De plus M (f) = M(g).

Preuve.
En effet

.1 .1 ("
g f s = i [ stk 5 [ otere
comme g € AP(R,R) alors
1 T
lim —/ g(s)ds

r—oo 2r .

existe et est finie [3]. De plus nous avons —|p(s)| < ¢(s) < |¢(s)|. Alors

—hm—/ lo(s \ds<hm—/ (ds<hm—/ lo(s)|ds
r—oo 2r —

r
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Ainsi
lim i/ o(s)ds = 0= M(p) et M(f)= M(g).

r—00 27” —_r

Il est connu [3] que la valeur limite

existe pour toute fonction presque-périodique et pour tout nombre réel A ; et il existe un ensemble
au plus dénombrable de nombres réels A, telle que a(f,A\) =0si A ¢ A. Ainsi si f = g+ ¢ est un
élément de PAP(R) alors a(f, \) = a(g, \).

Conséquence

L’espace (PAP(R,X), || - ||) est un espace de Banach, puisqu’on vient de voir qu’il est fermé
dans I’ensemble des fonctions continues bornées. On passe maintenant ou cas des fonctions pa-

ramétriques pseudo presque périodiques.

2.5.3 Les fonctions pseudo presque périodiques avec parametre

Définition 2.5.2. [17]

Une fonction continue F' € C(R x X, X) est dite pseudo presque périodique si, F' s’exprime comme
F=H+9d

ot H € AP(R x X,X),® € £(R x X,X) et E(R x X,X) est l'ensemble des fonctions bornées
continues G : R x X — X vérifiant

1 T
lim — t dt =
m o= [ Gl =0

T—00

uniformément en x € K, ou K C X est un ensemble borné arbitraire. L’ensemble de telles fonctions
est noté par PAP(R x X, X).

2.5.4 Théoreme de superposition

Théoréme 2.5.4. [16]
Soit f € PAP(R x X, X). On suppose que f vérifie la condition de Lipschitz, c’est a dire il existe
L>0

|f(t,u) — f(t,v)]| < Llju—n|, Vu,veX, teR

Si F e PAP(R,X), alors f(.,F(.)) € PAP(R,X).
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Preuve.
Soit f =g+ pavec g € APRx X X) et ¢ € E(R x X, X), FF € PAP(R,X) alors F' = G + ¢ avec
G € AP(R,X) et ¢ € E(R,X). On utilise le fait que f vérifie la condition de Lipschitz alors
& E@) < NFEF @) — fE0) + [1fE 0]
< L||Fllsc + [1f(£,0)]]
< L|[Flleo + [lg(t, 0] + ll(2, 0)],

Par conséquent f(., F(.)) € Cy(R x X, X). Nous avons

(GO +FCEQ) = g(,G())

(GO +IGEQ) = FG0) + el G)),
d’apres le théoreme 2.3.1 g(.,G(.)) € AP(R x X, X).

De plus en utilisant le fait que f vérifie la condition de Lipschitz et ¢ € £(R,X) on aura

17 EC) = FGEON < LIF() =GO |
< Lllo()ll;
donc f(., F(.) — f(.,,G(.)) € ER x X, X).
Pour montrer que f(., F(.)) € PAP(Rx X, X), il suffit de montrer ¢(., G(.)) € £(RxX, X). Comme

Img(G) est relativement compact dans X alors pour € > 0 il existe un nombre fini m de boules

ouvertes Oy de centre uy € X,k =1,2,...,m, et rayon inférieur a 53 tel que

Img(G) C UL, Oy

Pour tout £ =1,..., m 'ensemble
By ={z € R:G(z) € O} (2.6)
est ouvert et
R = U}, B
Soit
E, = By\U"_| B;
alors

ExNEj=0quand k #j, 1<k, j<m

Comme chaque ¢ (., u;) € E(R x X, X), il existe un nombre Ty > 0 tel que
m 1 T -
> g7 | Netuwldi <3, (T=T) (2.7)
k=1 -T

De plus comme g € AP(R x X, X) est uniformément continue alors :
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€
llg(t,u) — g (t,ug)|| < 3 (u € O, t €R), (2.8)

comme f satisfait la condition de Lipschitz et comme

et
% (,uk) =f (,uk) —qg (,uk)

d’apres (2.8) et (2.13) et (2.7) on a
T m

et GO)lldt < 57 : Z/E . le(t, G(1)) = @ (t, we)ll + [l (¢, we)l| dt

2T 2T

’ﬂ

<LZL 17 G) = £ un)l + ot G = g 1)

+

i (-, ui) | it

5 93 NN USRS 35 I MR ]
2

k=1
<eg,
donc ¢(.,G(.)) € ER x X, X)
Par conséquent f(., F(.)) € PAP(R x X, X).

’ﬂ

3

1

= o (-, un)| dt
2T Jgni—11)



— Chapitre 3

Existence et unicité de solution pseudo

presque périodique d’'une équation de
Nicholson

3.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a 'existence et I'unicité de solution d’une équation différentielle
a retards de nicholson et le terme récolte linéaire et les coefficients sont pseudo presque périodiques,
les résultats exposé dans ce chapitre sont ceux de L. Duan et L. Huang de l'article [19] développé

dans ce chapitre.

Dans tout le chapitre les notations g% et g~ désigneront respectivement sup g(t) et inﬂg g(t)
teR te

d’une fonction g € Cp(R,R™).

3.2 Existence de solution pseudo presque périodique

On Considere le modele de mouches de Nicholson généralisé suivant :

2'(t) = =6(t)x(t) + p(t)x(t — T(t))e_a(t)x(t—T(t)) — H(t)z(t —o(t)),Vt € R .
{%0:90, peCy et p(0) >0, (3.1)

ou :
oy = p([-r,0,R") et r=max{r", 0"},

5(.),p(),a(.), H(.) : R =]0, +o0[ et 7(.),0(.) : R — [0, +00]
sont des fonctions continues.

Si x(.) est continue et définie sur [—r + to, g[. avec tg, 0 € R, alors, pour tout ¢ € [to, o[, on
définit x; € C, tel que x4(0) = z(t + ) pour tout 6 € [—r,0].

44
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Pour énoncer le théoreme d’existence, nous avons besoin des hypotheses suivants pour le
modele (3.1) :

(A1) ¢ ,a sont positifs, et
p(.),a(.), H(.) € PAP(R,]0,4o00[), 0(.),7(.),0(.) € AP(R,Ry).
De plus, 7(.),0(.) sont des fonctions dérivables satisfaisant :
0<7t)<7"<1, 0<d(t)<o"<1

ou 7'(.),0'(.) designe la dérivé de 7 (.) et o(.) respectivement.

*

T constante strictement positive

(Ag) Il existe deux constantes positives R; et Ry telles que :

p*t P atm  HYR 1
£ 1 >
——c <R1, 5+R1€ 5T >R2_ =

Existence de solution PAP du modele (3.1) sous les hypotheses (A1) et (A2) se ramene a la

Rl > Rg,

recherche d’un point fixe de l'opérateur I' défini dans le lemme 3.2.3.

Pour monter le résult d’existence et d’unicité, on aura besoin des résultats suivants :

Lemme 3.2.1.
Si f(.) € PAP(R,R),7(.) € AP(R,R) et 7'(t) < 7" < 1, alors f(t —7(t)) € PAP(R,R).
Preuve.

D’aprés la définition d’une fonction pseudo presque périodique , on peut écrire f(t) = f1(t)+ fo(t),
ou f1(.) € AP(R,R) et fo(.) € E(R,R), alors :
[t =7(@) = fi(t = 7(t) + fo(t — 7(1)),VE € R.
Nous prouvons d’abord que fi(.—7(.)) € AP(R,R). On a fi(.) € AP(R,R), alors d’aprés fi(.)
£
2

est uniformément continue, et ainsi pour € > 0, on peut choisir une constante 0 <n=n(e) <

)

telle que
€
[fit) = filt)l <5, quand [ty —ta| <. (3:2)

Selon la définition 2.5.1, il s’ensuit que pour n > 0, il est possible de trouver un nombre réel
Il =1(n) > 0 telle que tout intervalle de longueur 1, contient une n presque périodique p de la

fonction 7(.). Par ce qui précéde on aura
|T(t +p) —7(t)| <n, danc |fi(t+p) — filt)] <n < %, pour tout t € R. (3.3)

Il découle de (3.2) et (3.3) que
it +p—7(t+p) = it =7 < [filt +p—7(t+p)) = filt +p—7(1))]
+ 1At +p—7(t) = filt = 7(1))]

\filt+p—T(t+p) — filt —7(t))| < %+ ¢

7~
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ce qu’implique que fi(. —7(.)) € AP(R,R).
Montrons que fa(.,7(.)) est ergodique.
Posons s=t—7(t), ds=(1—7'(t)) dt alors

1 T 1 T+7(T)
li — t—7()|dt = li — d
A g | b= i o s Lt as
1 T+7F 1 Tt
< 1 d
- T—lgloo l—7 T 2(T+H+7%) /—(T+T+) Fa(s)]ds
1 T+t
Par Uergodicité de on aure lim —— s)lds = 0.
g f2 T—+o00 2 (T + T+) /—(T+T+) ‘fZ( )’

Ceci implique que : fo(. — 7(.)) € E(R,R), et done, f(. —7(.)) € PAP(R,R).

Lemme 3.2.2.
Si f(.),h(.) € PAP(R,R), alors f(.) x h(.) € PAP(R,R).

Preuve.

Par la définition 2.5.1, on peut écrire
f(t) = @1(t) + a2(t) et h(t) = i(t) + Pa(t),

avec 1,91 € AP(R,R) et y,1 € E(R,R).
Evidemment

SOR(E) = @r()h1(t) + pr()2(t) + ©2(t)1(t) + Pa(t)pa(?),
D’apres la proposition 2.2.5  ¢1(.)1(.) € AP(R,R).
I1 nous reste a monter que 1 (.)12(.) + w2(.)11(.) + ¥a2(.)p2(.) € E(R,R).Ona

% B o1 (£) (1) + Qo (D)1 () + o (t)a(t)] dt

<aor | (er@v2(t)] + [o2(O)1(t)] + [a(t)ea(t)]) dt

=T

<ol [ 18Oy g [ 1O g [ 1L

;2T ;2T ;2T

T

1
En faisant tendre T vers 400 on trouve lim oT |901(t)¢2(t) + ©a(t)1(t) + Pa(t)a(t)| dt = 0.
T—+o0

Ce qui implique que ¢1(.)¢(.) + a9 () + ¢2(~)s02(') € E(R,R)
Par consequent f(.).h(.) € PAP(R,R).

Lemme 3.2.3.
On suppose que 'hypothese (A;) est vérifiée. Définissons 'opérateur non linéaire I' comme suit,

pour tout ¢ € PAP(R,R),
t
Coe) = [ e O Es)s,

— 00
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F(s) = p(s)o(s — 7(s))e” ") — H(s)p(s — o(s))

Alors I' est une application de PAP(R,R) dans lui méme.

Preuve.
Premierement, on vérifie que I' est bien défini.
Par les Lemme 3.2.1, Lemme 3.2.2, on a F(.) € PAP(R,R). Donc, F(.) peut étre exprimée comme
suit
F(s) = Fi(s) + Fa(s),
avec F1(.) € AP(R,R) et F5(.) € E(R,R).

On peut écrire donc, ,

t t
(TP)(t) = / e~ 0 (6)ds + / e~ JsoMdup (6)ds
= (I'F) (1) + (TF) ().
Prouvons la presque périodicité de (I'F}) (.).
Soit € > 0 nous savons par la presque périodicité de F; qu'il existe un nombre [(€) tel que tout
intervalle [, o + [(¢)] contient un nombre réel ¢, avec

sup |Fi(s+¢) — Fi(s)| < e.
seR

Par suite en posant m = s — ¢, ds =dm et aussi on pose v =u—c, dv=du on aura
t+c the t .
(TF) (t+c) — (rpl)(t)) — / e /e 5(u)duF1(S)dS_/ o 5(u)duF1(S>dS’

t t
= / e~ I OWTIN B (my 4 ¢)dm —/ e ) 5(“)d“F1(s)ds‘

—00

t t
= / e~ oS (5 4 c)ds — / e Js é(u)d“Fl(s)ds‘

t t
t_oo . t_oo .
+/ e—fsé(u-‘rc)duFl(S)ds_/ e—fs 5(u)duF1(S)ds

t
</ e—f;(S(u—l—c)du
J

t
+/ ‘F1(3)H6—f§5(u+c)du _ o Sl 8(w)du

Fi(s+c¢)— Fl(s)‘ds

ds,

d'ou: (T'F)(.) € AP(R,R).
Pour montrer que (I'F3) (.) € E(R, R), il suffit de montrer que
1 T

lim —

dt = 0.
T—4o00 2T o

t
/ e~ S0 By (6)ds

—00
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Ona :

t
/ e Js dwdupy (s)ds|dt < lim —/ / 079 | By(s)| dsdt
oo T—+oc0 2

I A L
< ] N =6~ (t—s) = —5 (t—s)
_Tgr—ir-loo 2T _T (/_Te |F2(S)|d8) di + hr—ir-loo 2T (/ / |F( )|d8> dat

<L+ I.

Maintenant, nous estimons [;,7 = 1,2 terme par terme.

En utilisant le changement de variable, kK =t — s, et par le Théoreme de Fubini, il vient

R ( / et eoR) ds) gL [ < / g \Fz(s)\ds> i
o7 | \J s o7 | \J s
1 T t+T .
- e~ Fo(t — k) dk ) dt
ﬂjT(A Byt — ) )
1 T 400 s
< — e By (¢ — k)| dk ) dt
H_AA 1By N)
—+o00 3 1 T
:/ = (QT/ Fy(t — )|dt> dk
0
“+o00 s 1 T—k
= 67 —_— F u du dk
[T (g ), mol)

+o0 B T—i—l{l 1 T+k
< —ko F du | dk
<[ (Famen [, i

Comme F, € £(R,R), alors la fonction définie par

1 T+k
Fell) =57 [ IRl du

est bornée et satisfait Tlim Fr(k) = 0. Par conséquent, en utilisant le théoreme de la convergence
—+00

dominé de Lebesgue, on aura

e ]_ R —
T—1>r-ir-loo 2T / /

e U= By (s)| dsdt = 0.
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D’autre part, ||Fy|| = sup |Fy(t)| < +00, alors
teR

1 T -T B
b= lm o | (/ e ITIR) ds) “

1 T =T B
:TL“Eooﬁ ( / =0 (t=9) |F(s)|ds> dt

-7
ﬂ dt

—0o0

6 -0~ t+T)dt

< l F:

o e [
1 T

ST—>-|— H 2” |: e 5_(t+T):|
6-)? T

< L -~ —25*7’)
< I 2T 5—)2 <1 ¢

=0,

c’est a dire, la fonction (I'F3) (.) € E(R, R).
Par consequent, (I'¢)(.) € PAP(R,R).

Théoréme 3.2.1. [30, Théoreme 2.2]
Soit (Q(t) une matrice de fonctions presque périodiques et g(.) € PAP(R,R").
Si le systeme linéaire 2/'(t) = Q(t)z(t) admet une dichotomie exponentielle, alors le systeme

différentiel non homogene
2'(t) = Q(t)z(t) + g(t),Vt €R

admet une unique solution ergodique z(.) donnée par :

t +oo
= [ XX og(sas - [ X0 - PIX ()g(s)ds

¢
ou X(t) est une matrice fondamentale du systeme 2'(t) = Q(t)z(t).

Preuve. [28/

Supposons que le systeme z'(t) = Q(t)z(t) admet une dichotomie exponentielle et la fonction
g € PAP(R,R™).

La solution x(.) est continue vu qu’elle vérifié le systeme x'(t) = Q(t)x(t) + g(t).Donc reste a

montrer que cette solution est unique et bornée :

“+oo

\_‘ / X(OPX(s)g(s)ds — | X()(I — P)X~(s)g(s)ds

t

< [ IXOPX ) ats) s+ [ X0 = PIX6) o) | ds



Existence et unicité de solution PAP d’une équation de Nicholson 50

D’apres la définition 1.4.3, il existe des constantes positives K, a, B et | telles que :
IX(t)PX Y(s)| < Ke =9 sit>s

3.4
IX(t)(I —P)XY < Le P9 sis>t (34)

alors

t +00
2(8)] <llgllo ( [ Ketdaas [T e ds)
e t
k K L 400
<llglloe [—eaﬁs)} +{——eﬁ(st)1
2 . LB t

kL
<lol (£+5).

Comme g est bornée alors x(.) est bornée.
Comme [’équation homogeéne n’admet pas de solution non triviale bornée alors la solution est

unique.
Vérifions que x € £ (R,R). On pose

/ X(O)PX " (s)g(s)ds et L(t) = | X — P)X-1(s)g(s)ds.

t

Alors x(t) = I1(t) + I5(t) D’apres (3.4) et la relation de Chasles on a

1 T t
i< o ( / XOPX oo ) d
( Kexp(—a(t — s))dt) ds

1 T

2T

g% (/ K exp(— t—s))dt) ds
+% B (/ K exp(— (t—s))dt)ds
1 _i|g<s>|( [ es(-att— sat) as
b [lato ([ i epioate—sr) as

< % o (/ K exp(—alt — s))dt) ds
+_ |(/ K exp(— t—s))dt) ds
+or [l (/ K exp(—alt — s))dt) ds

T

- \( K exp(— (s—t))ds) dt

T
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Par suste,
1 [T 1 —T
o | (L) dt < o (/ K exp(—a(t — s))dt) ds
2T (/ K exp(—a(t — s))dt> ds
< Ji+ Jg.
On a
1 =T T
J1 =5 |9(s)] / K exp(—a(t — s))dt | ds
2T J_ o _7
< srloll Klespar) — exp(-am)] [ exp(asy
—2Tgooa Xpla Xp(—o . xXpl(as)ds
1 K
< el i I _
< llgll 1 — exp(~2a7)]

ainsi J; — 0 quand T — +00. On a aussi

P %m(fkmww—m@w

<o [ Kt eploatr - latoas
<op | Bl - o [ X exploalr - slgteias

K1T
_aﬂ/rww&

Comme g(.) € PAP(R,R") alors Jo, — 0 quand T — +o00. Par conséquent I, € £ (R,R) en
utilisant la méme démarche on trouve que Iy € € (R,R). Donc z(.) € € (R, R).

Théoréme 3.2.2. [30, Theorem 2.3]

Soit le systeme :

() = At)z(t), teR. (3.5)

Supposons que A(t) est presque périodique et le systeme (3.5) admet une dichotomie expo-
nentielle.
Alors pour tout g € PAP(R,R"™), le systeme 2/(t) = A(t)x(t) + g(t) admet une unique solution

bornée z, pseudo presque périodique. De plus

:L‘y (e oh]

avec «, 3, K, L sont des constantes positives de la dichotomie exponentielle.
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Preuve.

Puisque g € PAP(R,R™) alors g = G + F, avec G € AP(R,R) et F € E(R,R) On a
t “+o0

:/ X(t)PXY(s)g(s)ds — X(t)(I — P)x(s)g(s)ds

t
+0o0

= / X(t)PX(s)(G(s) + F(s))ds — X#)(I — P)X 1(s)(G(s) + F(s))ds

t

_ [ / X (OPX (5 (s)ds /t +OOX(t)([—P):v_1(s)G(s)ds}
{ / X(H)PX () F(s)ds — /t +°°X(t)(1_p)x—1(s)p<s)d5]

z4(t) = vg + xp

D’apres la preuve du Théoréeme 3.2.1 on a x, est l'unique solution bornée du systeme
(1) = A()x(t) + g(t).

D’apreés ([20, Théoréme 7.7]) le xg € AP(R,R) et d’aprés le théoréme 3.2.1 xp € E(R,R), d’ou
z, € PAP(R,R).

Maintenant montrons [ inégalité

xg oo = oo .

On a pour toutt € R

—+00

01 =|( [ xorx @ |
sngnm(/t XOPX(sds + [ X0 - P)X (ol

—0o0

<l ( [ ; Kexp(alt = s))ds+ [ Lesp(—5(s - 0)ds)

K L
<lgle (5 +5)

gl < llglloo (24 2
9lloo S 119100 a 6 :

Donc pour chaque g € PAP(R,R) correspond une solution bornées unique x, € PAP(R,R) du le
systeme 2'(t) = Q(t)x(t) + g(t).

X(O( = PIX (lg(e)ds )

Alors

Maintenant nous énongons un théoreme d’existence de solution PAP du modele (3.1) avec sa

preuve :
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Théoréme 3.2.3. Sous les hypotheses (A1), (As) et la condition

il H
=+ ——
R R

le modele (3.1) possede une unique solution pseudo presque périodique dans la région
B ={r|ze PAP(R,R"), R,<uz(t)<RiteR}.

Preuve.

Pour tout $ € PAP(R,R), nous introduisons l’équation suivante :
2'(t) = =6(t)x(t) + p(t)p(t — r(t)e W) — H(t)g(t — o (t)).

D’apres la proposition 2.2.6, M(5) > 0 (M(0) est la valeur moyenne de §), nous savons par le

Théoréeme 3.2.1 que l’équation linéaire
'(t) = =6(t)z(t),Vt € R

admet un dichotomie exponentielle sur R. Donc d’aprés le Théoréeme 3.2.1 et 3.2.2 nous savons

que le modéle (3.1) a exactement une solution exprimée par :

rolt) = [ e O ol = r(s))e T~ H(5)o(s — as)] d,

—0o0

On a de Lemme 3.2.3 que z4(t) € PAP(R,R).
B:={z |z e PAP(R,R"), Ry < z(t) < Ry,t € R}

Evidement, B est un sous-ensemble fermé, borné de PAP(R,RY).

Nous définissons l'opérateur I' sur B comme suit :

t
To)(t) = / e 12 [p(s)p(s — 7(s))e @) — H(s)g(s - o(s))] ds (3.6)

Pour prouver que le modeéle (3.1) a une solution unique pseudo presque périodique , il suffit
de montrer que I' a un point fixe unique dans B.

Prouvons d’abord que ['opérateur I' envoie B dans *B.
Par (3.6) et le fait que supue™ = —, on a
u>0 €

t

(Fqb) (t) < / e f: 5<u)dup($)¢(8 . T<S))e—a(s)d)(s—7(s))d8

—0o0

¢
t 1
— = [y o(u)du__ = _ —a(s)p(s—T(s))
/Ooe a(s)p(s)a(s)gb(s 7(s))e ds

< / Lo 20 &9

a(s)e
+
PYANES
T a"ed”
< Ry, pour toutt € R.
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. _at+ , N 1 . —at —at
En vertu, du fait que ue™® * décroit sur [—+,+oo[ alors, min ue U — ke R Alors
a —— <u<k
o SUS

(o)) = [ e IO |p(s) s = (s~ H(5)o(s - o(s) ] s

t 1
—6T (t—s) s _ —ate(s—7(s)) _ g+
> /_Ooe [p(s)a+a o(s —7(s))e H Rl} ds (3.8)
D —atRy H+R1
Z 6—+R1€ - 5—+
> Ry,  pour tout t € R.

Donc, d’aprés (3.7) et (3.8), I' envoie B dans *B.
Montrons maintenant que I' est une contraction sur B. Soit ¢, p* € B, alors
ITE)() = T67) (lloo =sup|(TP)(t) — (T67) (1) |

t
— Stuﬂlg | e Js d(w)du {p(s) [p(s — 7(s))e U TE) _ gt (g — 7(s))e" B¢ (s—T(s))]
S —00

~H() 805~ o5)) ~ (s — o(s))]} ds | 5
= sup | t e i Mdu{p—s) [a(S)cb(S —7(s))e TN —a(s)¢"(s — 7(s))
teR —00 a 3)
eﬂ@W@ﬂW]}—Hwnws—d@w—ww—adeﬂ
Car sup L —uu = i?, on donne
u>1 (& €
_ Oy —
|ze™® — ye™¥|= ‘1 (ij——@(y(—yx) 2 |z =y
1 (3.10)
< Sl —yl|, telle que x,y€[l,+oo[,0<0<1
e
Par contre, par (As), on a
a(t)p(t —7(t)) > a(t)Re > a(t)ai_ >1, pourtoutteR (3.11)

Utiliser (A1) et remplacer (3.10) et (3.11) dans (3.9), il s’ensuit que :
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o)) = (7))l <sup [ e-ﬁ“wdu{p(s)e—i|¢><s—r<s>>—¢*<s—¢<s>>|

teR

+H(s) |p(s — o(s)) — ¢*(s — 0(8))|}d8

(3.12)
N 1 .
< sup/ e~ Js S(w)du {p(s)—2 + H(S)} ds||¢ — ¢* ||
+ +
pm1 H .
<(EZ+T)1o-ole=rlo- ol
e?
+1 +
D’apres U'hypothese on a r1 = p___2 + — < 1, (3.12) montre que T' est une contraction sur

B . Donc, d’apreés le théoreme du point fize de Banach, I' a un point fize unique, qui correspond
a la solution du modéle (3.1) dans B C PAP(R,R). La démonstration du Théoréme (3.2.3) est

compléte.

3.3 Exemple et simulation numérique

Dans cette section, nous donnons un exemple numérique avec simulation pour illustrer la
faisabilité du résultat du Théoreme 3.2.3.

Exemple 3.3.1.

Counsidérons le modele de Nicholson a retard suivant avec un terme récolte linéaire :

2/ (t) = —=6(t)x(t) + p(t)z(t — 7(t))e @O _ m(t)a(t — o(t)) (3.13)
. 1 1
() =2, o(t)=1, 6(t)=16+ |sinv2t|, p(t)= (19+ —|cost| + ‘—‘ cos V/3t | +31 —|—t2)
1 0.5cos?t + 0.5 cos? V2t + —

1482

1
—0.98 + — sin?¢ + — i H(t
alt) T +150’C08f‘+1501+t2’ () = 500¢

Pour appliquer le Théoréeme 3.2.3, on doit avoir les valeurs 6, 0, p~, p™, H", H™, a*, a™.

Grace au tableau de variation associé a :

6(t) = 16 + | sin /2t alors

t 0 P — il V2
M2 V2 92 2
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On déduit que :
b~ =16, 6" =17.

Avec le méme raisonnement on retrouve les résultats suivants :

1

p” =191, pT =20, =098, at=1 H =0, H =—
250e

Vérifions les conditions du Théoreme 3.2.3 ,

+
P~ 926159 <e,
a—d-e
on pose Ry =e.
P _atR H+R1 _ 1 -~
5—+Rle 1 — e 1.1174 > 1.1 > s 1.0204,
on pose Ry = 1.1.
En plus,
p+ 1 H*
—— + — =~ 0.9432 < 1.
0~ e? * 8~

Par conséquent, toutes les conditions du Théoréeme 3.2.3 sont vérifiées , donc le model (3.13) admet

une unique solution positive pseudo presque périodique

r*(t)eB={r|re PAPR,RY), 1.1<x(t)<e, pourtouttec R}.
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La présentation de programme de simulation du modele (3.13) :

Une image explicative du programme de simulation sous simulink du Matlab est présenté dans la

figure 3.1.

W talbi [=I=]=]
File Edit View Simulstion Format Tools Help
== =] & &) P el fema 0 | EHEBS B EE®
talbi
[T o= = W% e e = Tm Tm Tm e e
FIGURE 3.1 — Code sous simulink du modele (3.13).
721100 - Visionneuse de photos Windows [=@]=]
Fichir ~ Imprimer ~ Envoyer Graver ~ Ouvri = @
L -__I 1) o I ] =l Okt ProduchS
[
-
Gang
nr
O d (e l@w sl 5 C | X

FIGURE 3.2 — Code sous simulink de H(t)z(t — o(t)).
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La simulation numérique
Les résultats théoriques sont confirmés par des simulations numériques dans les figure (3.3), (3.4),
(3.5).

2Ar | (), tau =2 |
nﬁq .
{ 'IL ) |||
2+ | \J‘ | 6 i
I 1 I R S TR N R
i m ll] r;.J 'I f i“. f ‘U\» TELY A
| \ |i L
15} YooV
1 }
I
05k ‘
)
0 L luf‘ ] ] ] ] I ] ]
1] 5 10 15 20 25 30 35 40

FIGURE 3.3 — La trajectoire des solutions z(¢) de modele (3.13) avec T' = 40.
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2Ar | (1), tau =2 |
2 -
161+
=
1 -
05k
0 1A 1 1 1 1 I 1 1 1
0 10 20 a0 40 al 5] 70 an

FIGURE 3.4 — La trajectoire des solutions z(¢) du modele (3.13) avec T" = 80 et les valeurs initials
@(s) =0.1,1,2 telle que s € [-2,0] .

On remarque que d’apres les deux figure (3.3) et (3.4) les solutions existent toujours et elles

suivent un comportement pseudo presque périodique.
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4 #(t), tau =2
(tj tau =1
1, tau =101
| M‘&@MWW%W
1.5
=
1H
05 H
0 1 ] ] ] ] I ] ] ]
0 10 20 30 40 50 =11 70 aa

FIGURE 3.5 — Les trajectoires des solutions z(t) de modele (3.13) avec T = 80.

Les simulations sur la figure (3.5) montre que quel que soit la valeur de 7, les solutions suivent
un comportement pseudo presque périodique.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, on s’est intéressé au probleme d’existence et d'unicité de solution pseudo

presque périodique de I’équation différentielle a retard de Nicholson suivante :

2'(t) = —0(t)a(t) + p(t)a(t — 7(t))e OO — H(t)a(t — o))
T, =@, p € Cy etp(0) >0 (3.14)
r=max{7", 0"},
o 6(.),p(),a(l), H(.) : R =]0, +o0]
7(.),0(.) : R — [0, 400]

p(.),a(.), H(.) € PAP(R,]0,4+00[), d(.),7(.),0(.) € AP (R,R;).

L. Duan et L. Huang [19] ont montré que le probleme (3.14) admet une unique solution pseudo
presque périodique dans une certaine boule de ’espace des fonctions presque périodiques.

Nous avons aussi explorer a travers quelques simulations le comportement de la solution pour
différentes valeurs du retards et on a vu que la solution suit toujours un comportement pseudo
presque périodique.

On a exposé au cours de ce travail plusieurs résultats concernant les systemes différentiels, les
fonctions presque périodiques, les fonctions ergodiques et les fonction pseudo presque périodique. Ce
type de fonctions représente un objet d’étude d’une grande importance dans ’étude qualitative des
équations différentielles. une littérature abondante est consacrée aux applications de ces fonctions

et leurs différentes généralisations en théorie des équations différentielles.
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Annexe

.1  Quelque rappels sur les matrices

Le rang, le spectre, la trace, Matrice idempotente, une projection, un projection

spectral :

-La trace d'une matrice : est égale a la somme de ses valeurs propres.

-Le rang d’une matrice : est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement

indépendants .
-Le spectre d’une matrice : est ’ensemble de ces valeurs propre.
-Un projecteur spectral : est un projecteur sur un sous-espace caractéristique propre.

Exponentielle de matrices :
La série de terme général ;a* étant convergente pour tout a € R, la série de terme général ;|| A*
est également convergente pour toute matrice A € M, (R). Par conséquent, la série Y, %5 L AF est

convergente dans M, (R). On note

exp(A) = Z 7l
k=0
Si A est diagonale :
A0 0 A0 0
A= O h : . alors  AF = O
: o0 : 0
0 0 M\ 0 0 M
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et donc
e 0 -~ 0
exp(A) = | "
: 0
0 -+ 0 e\

Il est aussi valable pour 'exponentielle d’une matrice complexe A € M,,(C).

Exponentielle d’'une matrice nilpotente :

Définition .1.1.
On dite qu'une matrice A est nilpotente s’il existe N € N tel que A"V soit la matrice nulle.

Pour une telle matrice nilpotente, exp(A) est ainsi une somme finie :

— A
exp(A) = ) T
k=0
Propriétés :

L’exponentielle de matrices (réelles ou complexes) vérifie les propriétés suivantes :

Proposition .1.1. (Propriétés de '’exponentielle).
1. Si on note O,, la matrice nulle, alors exp (O,,) = I,.
2. Si A et Be M,(R) (ou M,(C)) vérifient AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A) - exp(B).
1_

3. Pour toute matrice A € M, (R) (ou M,(C)), la matrice exp(A) est inversible et (exp(A))~
exp(—A)
4. exp(kA) = (exp(A))* pour tout k € Z.

Remarque .1.1.
Attention! Si A et B ne commutent pas, alors, en général, exp(A + B) # exp(A) - exp(B). Nous
ne démontrerons pas ces propriétés, mais nous pouvons cependant faire les remarques suivantes :
— Le 1 est évident.
— Le 2 se démontre comme dans le cas de ’exponentielle complexe, le fait que les matrices
commutent permettant d’utiliser la formule du binéme de Newton.

— Pour le 3 | on remarque que les matrices A et —A commutent, d’ou
exp(A) - exp(—A) = exp(A — A) = exp (0,,) = I,,.

— Pour le 4, c’est d’abord une récurrence sur k£ > 0, puis on utilise le 3 pour obtenir la

propriété pour k£ < 0.

Calculs :
Le calcul de I’exponentielle d’'une matrice peut s’effectuer en se ramenant aux calculs de 'expo-
nentielle d’'une matrice diagonale et d’une matrice nilpotente. On se ramenera a une telle situation

par le résultat suivant :
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Lemme .1.1.
Si A, P € M,(C), et P est inversible, on a :

exp (P7'AP) = P~ ' exp(A)P.

Preuve.
On note que, pour tout k € N, on a P~'A*P = (P~1AP)" et T'on revient & la définition de

I’exponentielle :

+o00 +o00
exp (PT'AP) =) %P‘lA’“P = p! (Z %A’“) P =P 'exp(A)P.
k=0 k=0

.2  Quelques résultats utilisés

Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue :
Soit (fn),ey une suite de fonctions mesurables sur 'espace mesuré (X, M, ;1) a valeurs dans R, qui
converge ju -presque partout. Supposons qu'’il existe une fonction intégrable positive g : X — R,

dite dominante, telle que : Vn € N, | f,| < g, p-p.p. Alors :
1. f et f, sont intégrables (pour tout n € N)

2. lim /|fn — fldp = 0 (autrement dit || f — fu||., — 0 lorsque n — +00)
n—oo

3. lim [ f, d,u:/f du.
n—oo
Théoréme de Fubini :

Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés complets (non nécessairement-finis) et (X x

Y, A x B, () 'espace mesurable produit muni d’une mesure produit. Si
f:XxY =R

est ¢-intégrable, alors les fonctions

xH/yf(x,y)dV(y) et yH/Xf(x,y)du(fv)

(définies presque partout) sont respectivement p - et v -intégrables et

ekt~ [ [ eapwtsaw= | [ o]

Théoreme du point fixe :

Théoreme .2.1.
Soit X un espace métrique complet.Toute fonction f : X — X qui est une contraction a un

unique point fixe dans X.
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3 Exemples des Systemes linéaires a coefficients
constants :

Soit a résoudre le systeme :
13/1 :$1+21’2+[E3

/
Ty = T2+ T3

xh = —x9 + 313
il s’écrit sous forme matricielle :
X'(t) = AX(t)
ol
1 2 1
A=10 1 1
0 —1 3

det(A — A3) = (1 — A)(A —2)* les valeurs propres de A sont A\, = 1 (simple) et Ay = 2(double).

les vecteurs propres associes sont respectivement

1 3
Vi= (0] Va=|1
0 1

La matrice n’est pas donc diagonalisable (la dimension du sous espace propre Ey # 2 ) .

Complétons la base avec le vecteur

0
Va=10
on a AV = —2V; + Vo + 2V5.
on a donc A = PTP~! ou
1 30
P=10 10
0 01
et T' la matrice triangulaire
10 =2
T=10 2 1
00

Posons le systeme s’écrit

Xt)=PY(t) < Y(t) =P 'X(1)
Y'(t) = P71X'(t)
alors Y'(t) = P AX(t)
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Y'(t) = PLPTP'X ()
donc : Y'(t) = TY (t), c’est a~dire écrit :

Yy (t) = v (t) — 2ys(t)
Y5 (t) = 202 (t) + y3(t)
y5(t) = 2ys3(t)

ce systéme se résout de proche en proche (remontée) en commencant par la fin. les solutions de
yh = 2y3(t) sont y3(t) = ae? les solutions de y(t) = 2ya(t) + y3(t) sont ya(t) = (B + at)e? les
solutions de ¥} (t) = y1(t) — 2ae® sont y;(t) = Ce' — 2ate? pour trouver la solution générale du
systeme initial il suffit de faire X (t) = PY'(¢).

1 30 Ce! — 2ate?
Xt =[0 10 (B+ at)e*
011 ae
Ce' + (36 + at)e*
= (B + at)e* , VB,a,C € R.
(B+ at + a)e*

Exemple d’un cas ou A n’est pas diagonalisable

Soit A la matrice

-5 0 1
A= 12 6 6
-1 0 -7

— Décomposition de Dunford. La décomposition de Dunford est A = A + N avec

—6 0 0 1 0 1
A= 2 6 2 et N=[-10 -1
0 0 —6 -1 0 —1

— Lamatrice nilpotente. La matrice N est nilpotente, avec N? la matrice nulle. Ainsi exp(N) =

I+ N.
— La matrice diagonalisable. La matrice A se transforme en une matrice diagonale par D =
P~1AP ou
6 0 0 0 1 0 % 1 %
D=0 -6 0 et P=[1 0o 1 |, P'=| 1 0 0
0 0 —6 0o -2 -2 -£ 0 -2

Comme A = PDP~! alors exp(A) = exp (PDP™!) = Pexp(D)P~*:

66 0 0 6_6 0 0
exp(D) = 0 e 06 exp(A) = % (5 —e0) € % (8 —6 e %)
0 0 e 0 0 e
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— Exponentielle de A

276 0 et
exp(A) = exp(A) -exp(N) = | 5 (25¢° —6376_6) b o2 (13e5 —25¢79)
—e” 0 0

Exemple d’un cas ou A est diagonalisable

On veut résoudre le systeme différentiel X’ = AX avec X (0) = X, ou

1 4 -4 1
A= 3 2 -4 et Xo=1[ 2
3 =3 1 3

— Valeurs propres et vecteurs propres

Les valeurs propres de A sont Ay = 1, Ay = =2 et A3 = 5.

Les vecteurs propres associés sont

1 0 1
Vi= 1], W= 1], W= 1
1 1
— Solutions générales
Nous obtenons trois solutions
et 0 oot
Xit)y=eMVi=| e |, Xot)=eMVo= | e |, Xs(t)=eMVy=[ ¢
et e~ 0

Les solutions du systeme X’ = AX sont donc les fonctions de la forme
X(t) = aXy(t) + BXa(t) + v X3(t)

avec a, 3,7 € R.
— Condition initiale

On cherche quelle solution vérifie en plus X (0) = Xj. Or

o+
X(0) = aX1(0) + fX2(0) + 7 X3(0) = aVi+ Vo +4Vs = | a+B+7
a+p

La condition initiale X (0) = X{ se transforme donc en le systeme linéaire :
at+vy=1
a+f+y=2
a+p=3
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On trouve a = 2, 8 = 1,y = —1. Ainsi 'unique solution qui vérifie le systeme et la condition
initiale est
2 6t _ e5t
X(t)=| 2" +e 2 —e™

2€t + 6727&
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Résumé

Ce mémoire porte sur un modele d'équations différentielles a retards de Nicholson, il
est partagé en trois parties.

Dans la premiere partie, on a exposé quelques résultats concernant les systemes
différentiels, la dichotomie exponentielle et un bref apercu sur les équations a retards.

La deuxiéme partie est consacrée aux fonctions presque périodiques et pseudo
presque périodiques a savoir : leurs définitions, leurs propriétés fondamentales ainsi que
des théorémes de superposition des ces deux classes de fonctions.

L'objectif principal de la troisieme partie concerne un résultat d'existence et d'unicité
de solution pseudo presque périodique d'un modele de mouches de Nicholson a coefficients
pseudo presque périodique et un terme récolte linéaire. Un exemple pratique montrant
I'applicabilité du résultat est donné.

ABSTRACT

This Master's thesis concerns a model of Nicholson delay deferential equations. It is
divided into three parts.

In the first part, we presented some results concerning the differential systems, the
exponential dichotomy and a brief overview on the delay equations.

The second part is devoted to the almost periodic and pseudo almost periodic
functions: their definitions and fundamental properties as well as superposition theorems
for these function classes are given.

The main objective of the third part is the result on the existence and uniqueness of
pseudo almost periodic solution of Nicholson’s blowflies model with pseudo almost periodic
coefficients and a linear harvesting term. An example showing the applicability of this result
is given.
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