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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Depuis plus de vingt ans, la photonique bénéficie à la fois des techniques de micro et nano-

fabrication développées par l’industrie de la micro-électronique [47], et des progrès des pro-

cessus de synthèse chimique et biochimique. C’est ainsi que les composants optiques et opto-

électroniques incluent des micro et nano-structures à la géométrie de plus en plus complexe

et de mieux en mieux contrôlée. Cet essor de la nano-photonique [49] s’est accompagné d’un

accroissement des besoins en calcul électromagnétique des propriétés optiques de micro et

nano-structures [62, 66, 68].

La lumière étant une onde électromagnétique, sa propagation , aussi bien dans le vide que

dans un milieu structuré, est gouvernée par les équations de Maxwell. Jusqu’à l’avènement

des micro et nanotechnologies [46], il était plutôt rare que l’opticien ait besoin de résoudre ces

équations dans toute leur généralité. Comme la taille des structures considérées était nette-

ment plus grande ou plus petite que la longueur d’onde, la propagation, la diffraction et la

diffusion de la lumière pouvaient être décrites de façon précise en introduisant des approxi-

mations conduisant par exemple à l’optique géométrique, à l’optique de Fourier [59] ou aux

théories d’homogénéisation.

Les premiers travaux sur l’élaboration de méthodes numériques pour résoudre les équations

de Maxwell ont été réalisés pour les radio-fréquences [7, 63] et les micro-ondes [61], en pa-

rallèle des premiers développements de l’informatique. Les opticiens se sont tournés vers les

méthodes numériques dans les années 60 puis 70 pour l’étude des guides d’onde, des réseaux

de diffraction pour la spectroscopie ou des réseaux coupleurs pour l’optique intégrée [20]. Le

développement et la démocratisation des méthodes numériques sont ensuite allés de pair avec

l’essor de l’informatique et l’accroissement considérable des puissances de calcul. La simula-

tion numérique occupe aujourd’hui une place importante dans la phase de conception de com-

posants photoniques. Elle apporte une aide majeure à l’opticien pour concevoir et optimiser de
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Introduction Générale

nouvelles micro et nano-structures aux propriétés optiques originales en évitant de multiples

fabrications coûteuses.

Il existe actuellement de nombreuses méthodes numériques permettant de résoudre les équa-

tions de Maxwell. Certaines sont basées sur des algorithmes génétiques [17] de résolution

d’équations aux dérivées partielles comme la méthode des différences finies [9], et la méthode

des éléments finis [6], et permettent de traiter n’importe quelle géométrie, alors que d’autres

sont au contraire plus spécifiques et ne s’appliquent qu’à un seul type de problème. Cependant,

les problèmes électromagnétiques de conception et d’analyse sont traités dans les domaines

temporels et fréquentiels .

Les méthodes temporelles résolvent les équations de Maxwell en fonction des variables d’es-

pace et de temps et permettent de suivre l’évolution du champ électromagnétique au cours du

temps quel que soit son contenu fréquentiel . Par exemple, la méthode FDTD (Finite-Difference-

Time-Domain) est l’une des plus répandues . Cette méthode est générale et fournit des solu-

tions exactes , mais lente et très consommatrice en taille mémoire .

Les méthodes fréquentielles considèrent quant à elles des champs électromagnétiques mono-

chromatiques. Le temps disparaît des équations au profit de la fréquence de l’onde et la réso-

lution se fait fréquence par fréquence en fonction des seules variables d’espace . Là encore ,

nombreuses possibilités existent . Une première famille regroupe les méthodes basées sur la

discrétisation des trois dimensions de l’espace comme les différences finies ou la méthode des

éléments finis (FEM). Cette dernière possède l’avantage de pouvoir traiter des formes géomé-

triques complexes sans avoir besoin d’approcher la géométrie par des marches d’escalier. Ce-

pendant, elle nécessite une discrétisation de tout l’espace, ce qui s’avère vite très gourmande

en mémoire vive et en temps de calcul pour des problèmes tridimensionnels, voir même bidi-

mensionnels.

Une autre famille de méthodes fréquentielles exploite la périodicité du système en développant

les champs électromagnétiques en séries de Floquet-Fourier. Autrement dit, la discrétisation,

en couches d’épaisseurs plus ou moins homogènes, se fait uniquement suivant la direction

perpendiculaire aux direction de périodicité. Suivant cette direction, les équations peuvent

être intégrées soit numériquement, c’est le cas de la méthode différentielle, soit analytique-

ment (problème aux valeurs et vecteurs propres), c’est le cas de la méthode modale de Fourier

(FMM), également appelée (RCWA) (Rigorous Coupled Wave Analysis). C’est cette méthode

qui nous intéresse dans ce travail. Celle-ci se distingue par sa simplicité de mise en œuvre,

son efficacité et la rapidité des codes de calcul qui en sont issus. La précision de la solution
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dépend uniquement du nombres de termes retenus dans le développement en séries de Fou-

rier des champs. Sans oublier le critère de la convergence et la satisfaction de la conservation

d’énergie. C’est une méthode rigoureuse et physique, qui permet, pratiquement, de suivre la

répartition de l’énergie entre les différents modes de la structure. Toutes ces caractéristiques

ont fait de la FMM l’une des méthodes les plus populaires et utiles dans le communautés des

scientifiques dans le domaine d’optique diffracive.

Ce mémoire est divisé en deux chapitre :

Le premier chapitre consiste en un rappel sur les notions de base de l’électromagnétisme et de

la photonique. Ce sont des outils théoriques nécessaires pour la compréhension et la mise en

œuvre de la FMM.

Dans le deuxième chapitre, nous avons exposé en détail la FMM. Nous avons appliquer cette

méthode pour résoudre les équations de Maxwell dans plusieurs cas, considérés plus ou moins

pédagogiques. Le problème consiste en la recherche des amplitudes des champs diffractés (T

et R) et les efficacités de diffraction de tous les ordres propagatifs.

Revue historique de la FMM

Pour la toute première fois, Lord Rayleigh a tenté d’expliquer l’anomalie de Wood [67] en cal-

culant analytiquement l’amplitude des différents ordres de diffraction en 1907 [56]. Dans son

modèle, il a utilisé une méthode d’expansion modale pour définir les champs. Cependant, il a

limité son analyse au cas de la polarisation TE.

Les origines de la FMM reviennent aux années 1960 lorsque Tamir [65] a analysé les struc-

tures stratifiées sinusoïdales de la permittivité diélectrique en polarisation TE. Yeh [71] s’est

particulièrement intéressé au calcul du TM de ces réseaux. Burckhardt [4] est le premier qui a

tenté d’analyser rigoureusement la diffraction sur un hologramme épais avec une structure de

réseau périodique. Il a supposé que le réseau avait un profil sinusoïdal. Il a utilisé l’expansion

de Fourier et le théorème de Floquet pour représenter le champ électromagnétique à l’intérieur

du réseau. Il a résolu séparément les cas de polarisation TE et TM. Une dérivation similaire

a été faite par Kogelnik [25] en 1969, mais il a travaillé avec plus d’approximations. En 1973,

Kaspar [22] a étendu la théorie de Burckhardt aux réseaux unidimensionnels périodiques quel-

conques. Il a également introduit la constante diélectrique complexe pour le traitement des ré-

seaux absorbants. Deux ans plus tard, Peng [50] a résolu différents types de profils du réseau

(sinusoïdal, rectangulaire, incurvé) pour un réseau multicouche et a discuté de plusieurs type

de méthodes de propagation matricielle pour adapter les champs aux interfaces. Magnusson et

Gaylord [37] ont étendu la méthode de Kogelink à des conditions plus générales pour décrire

les propriétés de diffraction des réseaux épais, il ont prouvé que la méthode des ondes couplées

est équivalente à la méthode modale lorsqu’elle inclut tous les ordres de diffraction et conserve
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les dérivées secondes du champ EM [36, 37]. Plus tard, Knop [23] a appliqué la méthode aux

réseaux en relief-surfaces rectangulaires.

Les fondateurs du la FMM moderne (ou dans leurs termes, RCWA) sont Moharam et Gaylord

[43]. Ils ont généralisé le concept d’onde plane et utilisé la FMM pour analyser le comporte-

ment des réseaux de transmission et de réflexion. Ils ont comparé leur méthode aux théories

modales approximatives qui existaient à l’époque et ont trouvé une convergence bonne et ra-

pide de leurs résultats. La FMM a été formulée comme représentation de l’espace d’état, ou en

termes modernes, dans le domaine de fréquence.

En 1982, Moharam [41] a utilisé une approximation en escalier pour simuler la diffraction

de réseaux à relief de surface. En outre, Moharam et Gaylord ont publié un guide pour im-

plémenter la RCWA d’une manière numériquement stable en 1995 [40]. Ils ont étendu leur

formulation à la diffraction TE, TM et conique [42], et ont analysé la convergence de la mé-

thode par rapport aux efficacités de diffraction.

Plus tard, Li [35] a souligné que le problème de convergence dans le cas de la polarisation TM

était dû à la façon incorrecte d’utiliser l’expansion de Fourier pour la fonction de permittivité.

En 1996, indépendamment l’un de l’autre, Lalanne et Morris [26] ainsi que Granet et Guizal

[13] ont découvert empiriquement un moyen de surmonter ce problème pour le cas unidimen-

sionnel. Cette méthode est aujourd’hui connue sous le nom de règles correctes de factorisation

de Fourier (ou règles généralisées de Laurent). Li a démontré en termes mathématiques la

raison pour laquelle les implémentations numériques proposés dans [13] et [26] améliorent

le problème de la convergence. Li a fourni une description détaillée sur leur utilisation dans

l’article [31]. Il a également ajouté un formalisme pour le traitement des réseaux croisés bi-

dimensionnels [32], ainsi que la modélisation des réseaux anisotropes et double périodiques

[34, 73]. Depuis lors, plusieurs améliorations sur la méthode ont été effectuées [14, 48].
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CHAPITRE 1

OUTILS THÉORIQUES SUR LES RÉSEAUX DE

DIFFRACTION

En s’appuyant sur les travaux théoriques et expérimentaux de ses prédécesseurs (Faraday,

Ampère, Gauss,. . .etc.), J.C. Maxwell a réussi à construire une théorie unifiant les champs

électrique et magnétique en régime variable [39]. Cette théorie est nommée électrodynamique

classique [21] ou tout simplement électromagnétisme. Les équations de Maxwell, au nombre

de quatre, sont des lois fondamentales de la physique. Elles constituent les postulats de base

de cette théorie. Elles donnent ainsi un cadre mathématique précis, solide et cohérent à la no-

tion du champ électromagnétique.

Dans ce travail, le domaine auquel nous nous intéressons est la nano-optique. Bien que les

dimensions qui interviennent sont de l’ordre de la longueur d’onde, il faut noter que l’élec-

trodynamique classique de Maxwell est largement suffisant pour décrire les phénomènes de

diffraction et de propagations du champ EM, sans recourir justement à la théorie quantique

du champ.

En fin, le but de ce chapitre est de rappeler les notions de base de l’électrodynamique classique

ainsi que la diffraction du champ électromagnétique par des réseaux périodiques. Ces notions

sont très utiles pour décrire et comprendre la méthode modale de Fourier (FMM), à laquelle

nous nous intéressons dans ce mémoire.

1.1 Équations de Maxwell

Initialement, en 1861, Maxwell [38] a publié un ensemble de vingt équations, qui résumaient

les connaissances sur l’électricité et le magnétisme à cette époque. Il a ainsi pu prouver l’inter-

connexion entre les deux domaines et a proposé que la lumière soit une combinaison d’ondes

électriques et magnétiques s’influençant mutuellement.Plus tard, Heaviside [15] et, simulta-

5



Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

nément, Gibbs [12] et Hertz [16] ont condensé les équations sous la forme actuelle de quatre

seulement, en utilisant la notation vectorielle. Leur forme différentielle est :

∇⃗∧ E⃗ = −∂B⃗
∂t

équation M-F (1.1)

∇⃗∧ H⃗ = ∂D⃗
∂t

+ J⃗ équation M-A (1.2)

∇⃗.D⃗ = ρ équation M-G (1.3)

∇⃗.B⃗ = 0 équation de flux (1.4)

Les grandeurs (E⃗ , B⃗ , D⃗ , H⃗) sont des champs vectoriels :

• E⃗ : le champ électrique . •B⃗ : l’induction magnétique .

•D⃗ : l’induction électrique •H⃗ : le champ magnétique .

ρ et J⃗ sont respectivement les densités de charge et de courant des porteurs de charges libres

du milieu matériel considéré. ρ = 0 et J⃗ = 0 dans le vide ou en absence de charges et de courant.

.

Il est à noter que le système d’équations précédent peut se réduire au deux équations vecto-

rielles (1.1) et (1.2), car les deux autres équations scalaires (1.3) et (1.4) peuvent être déduites

des deux premières en utilisant l’identité ∇⃗.(⃗∇∧V⃗ )= 0 qui est valable quelque soit le champ V⃗ .

1.2 Équations constitutives

Aux équations de Maxwell précédentes, il faut ajouter les équations constitutives. Ces der-

nières caractérisent les différents milieux matériels constituant le domaine considéré. Donc,

elles ne sont pas fondamentales mais spécifiques et relatives à un milieu donné.

Dans notre cas, milieu linéaire, homogène et isotrope, les relations entre les champs et leurs

inductions sont données par les expressions simples suivantes :

−→
D = ϵ−→E = ϵ0ϵr

−→
E (1.5)

−→
B =µ−→H =µ0µr

−→
H (1.6)

6



Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

ϵr et µr sont respectivement la permittivité et la perméabilité relatives du milieu. Dans le vide,

ϵ0 = 8.854×10−12F/m et µ0 = 4π×10−7H/m

Remarques :
- Dans le cas des milieux anisotropes ϵr et µr ne sont pas des constantes mais des tenseurs

d’ordre (3×3) [2].

- Dans l’équation de Maxwell-Ampère (1.2), le premier terme du deuxième membre représente

le courant de déplacement. C’est ce terme qu’a ajouté Maxwell pour que ses équations soient

compatibles avec l’équation de continuité en régime variable (conservation de la charge) :

−→∇ .
−→
J + ∂ρ

∂t
= 0 (1.7)

1.3 Équations de Maxwell en régime harmonique

Les équations de Maxwell décrivent l’évolution du champ électromagnétique dans l’espace et

dans le temps. La résolution analytique de ces équations est très rare. Cependant, avec l’avè-

nement des ordinateurs et le développement de l’informatique, des méthodes numériques très

précises ont été élaborées pour résoudre ces équations décrivant des phénomènes qui, autrefois,

paraissaient impossibles à résoudre. Ces méthodes peuvent être classées dans deux grandes

catégories ; celles qui travaillent dans l’espace direct (méthodes temporelles) et celles qui tra-

vaillent dans l’espace de Fourier (méthodes fréquentielles).

1.3.1 Régime temporel

Dans ce domaine, on étudie l’évolution du champ électromagnétique au cours du temps. La

méthode numérique la plus utilisé dans ce cas est la méthode des différences finies dans le

domaine temporel (FDTD, Finite Difference Time Domain method en Anglais) [64].

1.3.2 Régime harmonique

Dans ce régime, on considère que toutes les quantités électromagnétiques vibrent avec la même

fréquence ν qui est reliée à la pulsation ω par la formule : ω= 2πν. Dans ce domaine fréquen-

tiel, les méthodes les plus utilisées sont la méthode des éléments finies (FEM pour Finite

Element Method) et les méthodes modales, telles que la méthode modale de fourier (FMM

pour Fourier Modal Method)connue également par RCWA (Rigorouse Coupled Wave Analysis)

[23, 41, 43]. C’est cette dernière méthode (FMM) qui nous intéresse et que nous allons déve-

lopper dans ce travail.
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

Remarque :
La convention temporelle utilisée dans ce travail est : e− jωt. Cela permet d’écrire le champ EM

sous la forme : Ψ(⃗r, t) =ψ(⃗r)e− jωt. Avec cette notation, on peut réécrire les équations de Max-

well où on remplacera l’opérateur de différentiation temporel comme suit :
∂

∂t
= − jω . Ce qui

conduit à : 

∇⃗∧ E⃗ = jωB⃗

∇⃗∧ H⃗ =− jωD⃗+ J⃗

∇⃗.D⃗ = ρ
∇⃗.B⃗ = 0

(1.8)

1.4 Équations de propagation du champ électromagnétique :

En prenant le rotationnel de l’équation de Maxwell-Faraday et en remplaçant l’expression du

champ H⃗, donnée par l’équation de Maxwell-Ampère, on obtient l’équation de propagation du

champ électrique E⃗ dans sa forme la plus générale :

∇⃗∧
(

1
µr

∇⃗∧ E⃗
)
−k2

0ϵrE⃗ = jωµ0 J⃗ (1.9)

De même, en utilisant les deux équations citées précédemment, on obtient pour le champ ma-

gnétique :

∇⃗∧
(

1
ϵr
∇⃗∧ H⃗

)
−k2

0µrH⃗ = ∇⃗∧ J⃗ (1.10)

k0 = ω

c
= 2π
λ0

est le vecteur d’onde dans le vide. c = 1p
ϵ0µ0

est la vitesse de la lumière dans le

vide.

Dans le cas d’un milieu uniforme, en utilisant l’identité ∇⃗ ∧ (⃗∇∧ V⃗ ) = ∇⃗∇⃗.V⃗ − ∇⃗2V⃗ , les équa-

tions précédentes prennent les formes suivantes :

△E⃗+k2E⃗ = ∇⃗
(ρ
ϵ

)
+ jωµJ⃗ (1.11)

△H⃗+k2H⃗ =−∇⃗∧ J⃗ (1.12)

Où k = k0n est le vecteur d’onde du milieu avec n =p
µrϵr, l’indice de réfraction correspondant.

Dans ces équations, les membres gauches représentent la propagation du champ EM et les
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

termes de droites sont à l’origine de celui-ci, ce sont les termes sources.

En absence de charges et de courants, les équations (1.11) et (1.12) prennent la forme com-

binée suivante : (△+k2)ψ⃗= 0⃗ Avec ψ≡
(
E⃗, H⃗

)
(1.13)

Cette équation est vérifiée par toutes les composantes du champ EM, (E⃗, H⃗).

La solution la plus utilisée pour ces équations est l’onde plane donnée par :

ψ⃗= ψ⃗0e j⃗k.⃗r

Avec r⃗, le vecteur position du point où l’onde est observée.

L’intérêt de ce choix est que les ondes planes peuvent servir comme base pour projeter le champ

EM de la structure (les modes de la structure).

1.5 Relations de passage

Au passage d’une interface séparant deux milieux distincts, Fig. (1.1), le champ EM, solution

des équations de Maxwell, doit vérifier des conditions aux limites ou de continuité sur cette

interface. Ces conditions sont résumées par l’ensemble d’équation suivantes [3] :

n⃗∧
(
E⃗Ω1 − E⃗Ω2

)
= 0⃗ (1.14)

n⃗.
(
D⃗Ω1 − D⃗Ω2

)
= ρΣ (1.15)

n⃗∧
(
H⃗Ω1 − H⃗Ω2

)
= J⃗Σ (1.16)

n⃗.
(
B⃗Ω1 − B⃗Ω2

)
= 0 (1.17)

FIGURE 1.1 – Schéma simplifié d’une surface séparant deux milieux différents.
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

ρΣ et J⃗Σ représentent respectivement les densités de charges et de courants sur l’interface qui

sépare les deux milieux. n⃗ est le vecteur unitaire normale à l’interface Σ.

En absence de courant, les équations aux limites précédentes montrent que les composantes

tangentielles du champ électromagnétique (E⃗, H⃗) sont toujours continues. Ce n’est pas le cas

pour les composantes normales même en l’absence de charges et de courant.

1.6 Énergie électromagnétique

Dans un milieu matériel, l’équation de conservation de l’énergie s’écrit :

∂U
∂t

+∇⃗.P⃗ + E⃗.J⃗ = 0

Où : U = 1
2
ϵE2 + 1

2µ
B2 est la densité volumique de l’énergie électromagnétique.

E⃗.J⃗ est l’énergie cédée par l’onde au milieu matériel (énergie dissipée).

P⃗ = E⃗∧ H⃗ est le vecteur de Poynting [54] (Vecteur densité de courant d’énergie électroma-

gnétique). C’est cette grandeur qui nous intéresse, car son flux donne la puissance transportée

par l’onde.

1.6.1 Le flux du vecteur de Poynting

Le flux du vecteur de Poynting à travers une surface (Σ) représente la quantité d’énergie tra-

versant celle-ci par unité de temps et de surface( puissance transmise). Il est donné par l’ex-

pression suivante :

Φ=
∫

(Σ)

−→
P .−→n dΣ=

∫
(Σ)

−→
P .

−→
dΣ (1.18)

Ou n⃗ est le vecteur normal à la surface Σ.

1.6.2 Le vecteur de Poynting :

En régime harmonique, représentation complexe, le raisonnement se fait sur les valeurs moyennes,

calculées sur une période, plutôt que sur les valeurs instantanées. Le vecteur Poynting com-

plexe est défini par :
−→
P = 1

2

(−→
E ∧−→

H∗
)

(1.19)

H⃗∗ est le complexe conjugué de H⃗.
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

En conséquence, la puissance moyenne traversant une surface Σ est alors donnée par le flux

de la partie réelle du vecteur
−→
P à travers celle-ci.

En coordonnées cartésiennes, le développement de l’équation (1.19) conduit au système ci-

dessous :

−→
P = 1

2
−→
E ∧−→

H∗ =



Px = 1
2

(
E yH∗

z −EzH∗
y
)

Py = 1
2

(
EzH∗

x −ExH∗
z
)

Pz = 1
2

(
ExH∗

y −E yH∗
x
)

(1.20)

Il est à noter que ce système d’équations dépend du type de diffraction (classique ou conique)

et de la polarisation (transverse électrique TE ou Magnétique TM dans le cas de la diffraction

classique) considérés.

1.7 Réseaux multicouches

La figure (1.2) représente un exemple d’un réseau multicouche 1D, invariant suivant l’axe

(Oz) et périodique suivant l’axe (Ox). Ce réseau est inhomogène suivant (Oy). Suivant cette

direction, le réseau est subdivisé en un certain nombre de sous couches d’épaisseurs données,

hq = yq+1 − yq pour la sous couche q.

FIGURE 1.2 – Exemple d’un réseau multicouche de périodicité 1D

Chaque couche est constituée d’un milieu diélectrique, éventuellement métallique, linéaire et

isotrope repéré par sa permittivité relative ϵq.
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

Remarque :

Dans la suite de ce document, nous travaillerons en absence de charges et de courant. Dans le

cas des métaux, la conductivité électrique sera intégrée dans la permittivité relative du milieu.

1.7.1 Diffraction classique et diffraction conique

On traite de classique le problème de diffraction dans le cas où le vecteur d’onde incident
−→
ki

est perpendiculaire à la direction invariante du réseau, soit (Oz) cette direction ;
−→
ki = (kx,ky,0)

Dans le cas où le vecteur
−→
ki est quelconque, on dit alors que la diffraction est conique (ou bien

incidence oblique) ;
−→
ki = (kx,ky,kz) [28, 52].

Dans la suite de ce document, nous ne nous intéresserons qu’à la diffraction classique. Cette

dernière est la plus utilisée, donc la plus importante, car,contrairement à la diffraction conique,

elle permet deux modes de polarisation à savoir la polarisation transverse électrique (TE) et la

polarisation transverse magnétique (TM).

1.7.2 Polarisation TE et TM

FIGURE 1.3 – (a) polarisation TE et (b) polarisation TM.

Le plan d’incidence est le plan définit par le vecteur d’onde incident k⃗i et l’axe normal au

réseau, ici (Oy). Cette définition du plans d’incidence nous permet de définir deux types de

polarisations, Fig.(1.3) :

* Si le champ électrique est perpendiculaire au plan d’incidence, on parle de polarisation trans-

verse électrique TE, ou s. Dans ce cas,
−→
E = (0,0,Ez) et le champ magnétique

−→
H est dans le plan

d’incidence,
−→
H = (Hx,Hy,0).
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* Dans le cas où c’est le champ magnétique qui est perpendiculaire au plan d’incidence, la

polarisation est dite transverse magnétique TM ou p. Ici,
−→
H = (0,0,Hz) et

−→
E = (Ex,E y,0)

1.7.3 Développement de Rayleigh

La première théorie électromagnétique permettant de calculer les efficacités de diffraction d’un

réseau a été établie par J.W.S Rayleigh [55, 56] au début du sciècle dernier. Cette théorie a pour

but d’expliquer les anomalies de Wood [67]. Cependant, pour les milieux homogènes, le déve-

loppement de Rayleigh fait apparaitre une somme infinie d’ondes planes ; Le champ EM est

exprimé par une série d’ondes planes montantes est descendantes. Ces ondes peuvent être pro-

pagatives ou évanescentes.

Le champ diffracté est défini comme étant la différence entre le champ totale est le champ

incident. Il est donné par l’expression suivante[51] :

ψd (x, y)=ψ (x, y)−ψi (x, y) (1.21)

ψ représente Ez ou Hz selon la polarisation considérée, TE ou TM respectivement.

Considérons que le champ incident est une onde plane donnée par : ψi = e j(
−→
ki .

−→r ) = e j(α0x+β0 y)

[51].

L’onde plane incidente vérifie l’équation d’Helmholtz partout, donc le champ diffracté vérifie

aussi cette équation, soit : (△+k2
i
)
ψd = 0 (1.22)

ki = k0ni est le vecteur d’onde du milieu incident de composantes (α0,β0).

On montre que ψd est un champ pseudo-périodique [51]. Il a la même période que le réseau et

vérifie les relations de continuité sur les interfaces et la condition de radiation quand y →∞.

Il s’écrit :

ψd (x, y)=φ (x, y)e jα0x (1.23)

Avec φ(x, y), une fonction périodique de même période que le réseau :

φ (x+d, y)=φ (x, y)
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

Cette fonction est donc développable en série de Fourier :

φ (x, y)=
+∞∑

n=−∞
φn (y)e jKnx (1.24)

K = 2π
d est le vecteur pulsation spatiale du réseau.

φn(y) représente les coefficients de la série de Fourier. Ils sont donnés par :

φn(y)= 1
d

∫ d

0
φ (x, y)e− jKnxdx

On remplace (1.24) dans (1.23), on aura :

ψd (x, y)=
+∞∑

n=−∞
φn (y)e jαnx (1.25)

Avec :

αn =α0 +nK (1.26)

est l’expression de la fameuse formule des réseaux [74].

On remplaçant (1.25) dans l’équation d’Helmholtz (1.22) et en projetant sur la base e jαnx , on

trouve l’équation suivante, valable pour tout entier n :

d2φn

d y2 +β2
i,nφn = 0 (1.27)

Avec :

β2
i,n = k2

i −α2
n (1.28)

Ce qui donne

βi,n =



√
k2

i −α2
n si ki ≥αn

j
√
α2

n −k2
i si ki <αn

(1.29)

La solution générale de l’équation (1.27) est une somme de deux ondes ; une montante et une
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Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

descendante. Elle s’écrit sous la forme :

φn (y)= Bne jβi,n y +Rne− jβi,n y (1.30)

Ces ondes sont nécessaires pour décrire le champ diffracté dans une couche délimitée dans

l’espace comme celles constituant un réseau de diffraction. La région d’incidence est semi in-

finie. Dans ce cas, la condition de radiation implique que les coefficients Bn sont nuls. Par

conséquent, dans cette région, le champ diffracté s’écrit sous la forme suivante :

ψd (x, y)=
+∞∑

n=−∞
Rne j(αnx−βi,n y) (1.31)

Cette expression a été établie pour la première fois par J.W.S. Rayleigh [56]. Pour cette raison,

elle porte le nom de développement de Rayleigh.

Ainsi, l’expression du champ total dans la région d’incidence s’écrit :

ψi = e j(α0x+β0 y)+
+∞∑

n=−∞
Rne j(αnx−βi,n y) (1.32)

En suivant la même procédure, on peut montrer que le champ dans la région de transmission

(y> h) est donné par l’expression :

ψt (x, y)=
+∞∑

n=−∞
Tne j(αnx+βt,n y) (1.33)

Avec :

β2
t,n = k2

t −α2
n (1.34)

Où kt = k0nt ; nt est l’indice de réfraction dans le milieu de transmission.

1.7.4 Efficacité de diffraction

Les efficacités de diffraction sont définies comme le rapport de flux de vecteur de Poynting

transporté par l’onde diffracté (réflexion ou bien transmission) , et le flux de vecteur de Poyn-

ting de l’onde incidente.

Dans la section (1.6.1) , on a parlé et définit le vecteur de Poynting et on a définit l’expression

de ce vecteur ; ainsi que le flux , en particulier dans le régime harmonique. [voir l’équation

15



Chapitre 1 : Outils théoriques sur les réseaux de diffraction

(1.19)]

La définition des efficacités de diffraction s’écrit mathématiquement comme suit :

en = φd
n

φi
(1.35)

en représente rn ou bien tn , autrement dit , les efficacités de diffraction.

En remplaçant l’équation (1.19) dans (1.18) , et on prend on considération l’invariance de ré-

seau suivant l’axe (Oz) et sa périodicité selon l’axe (Ox) , donc la variation du flux est suivant

(Oy) , donc on trouve que :

φy = 1
2

∫
s
ℜ(

EzH∗
x
)
ds polarisation TE (1.36)

φy =−1
2

∫
s
ℜ(

HzE∗
x
)
ds polarization TM (1.37)

ℜ : La partie réelle.

En remplaçant les deux formules (1.36) et (1.37) dans (1.35) on aboutira :

rn =ℜ
(

RnR∗
n cosθr

n

cosθi

)
(1.38)

tn =ℜ
(
η0

TnT∗
n cosθt

n

cosθi

)
(1.39)

Le coefficient η0 est défini comme suit :

η0 =


1 Polarisation TE(

ni

nt

)2
Polarisation TM

Rn et R∗
n sont l’amplitude et l’amplitude conjugué respectivement, pareil pour Tn et T∗

n .
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1.8 Absorption

L’efficacité de diffraction d’un ordre donné décrit la propagation d’une fraction de l’énergie

incidente qui se propage dans cet ordre diffracté. Si le réseau n’est pas absorbant (permittivité

diélectrique réelle), l’énergie incidente est égale à l’énergie réfléchie plus l’énergie transmise.

C’est la loi de conservation de l’énergie :

∑
n

en = 1 (1.40)

Si, par contre, le milieu considéré est absorbant (permittivité diélectrique possède une partie

imaginaire, donc complexe), les pertes ou l’absorption (A) se déduit de l’équation précédente

par :

A = 1−∑
n

en (1.41)

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les notions de base de la théorie électromagnétique clas-

sique (équation de Maxwell locales macroscopiques, les équations constitutives et les équations

de propagation du champ électromagnétique, ainsi que la notion de l’énergie électromagné-

tique et le vecteur de Poyenting). Nous avons, également, évoqué les réseaux périodiques et

les modes de polarisation TE et TM qu’on obtient dans le cas de la diffraction classique. Nous

avons aussi rappelé le développement de Rayleigh, utilisé pour exprimer les champs électro-

magnétiques dans les régions homogènes d’incidence et de transmission. En fin, nous avons

défini et exprimé les efficacités de diffraction pour les deux polarisations citées plus haut. Ce

chapitre est donc considéré comme une introduction indispensable pour le chapitre suivant.

17



CHAPITRE 2

LA MÉTHODE MODALE DE FOURIER

Introduction

La méthode modale de Fourier (FMM pour Fourier Modal Method), également connue sous le

nom de méthode rigoureuse des ondes couplées (RCWA pour Rigorous Coupled Wave Analysis)

est une méthode fréquentielle [41, 43]. C’est une méthode rigoureuse, fiable [51] et très popu-

laire, utilisée par les scientifiques et ingénieurs, pour résoudre les problèmes de propagation et

de diffraction par des structures (réseaux) dont les dimensions sont à l’échelle de la longueur

d’onde. Elle est dite rigoureuse car elle résout les équations de Maxwell dans toute leur généra-

lité ; sans recourir, en effet, à des approximations. Elle est aussi populaire grâce à sa simplicité

de mise en œuvre et aux temps d’exécutions des codes auxquels elle conduit qui sont très courts

en les comparant à ceux des autres méthodes, telles que la FDTD [64, 70] et la FEM (Finite

Element Method)[75, 76]. La FMM est une méthode numérique conçue spécialement pour les

réseaux périodiques (la fenêtre de calcul est une période à 1D ou bi-périodique à 2D, selon le

réseau étudié). La méthode ne discrétise pas l’espace de résolution comme c’est le cas pour

les éléments finis ou la FDTD. La FMM utilise les séries de Fourier pour décrire le profil de

la permittivité diélectrique (éventuellement la perméabilité)[4, 22, 23] et les séries de Fourier

généralisées (Floquet-Fourier)[10, 11, 72] pour développer le champ électromagnétique (E, B)

qui est considéré comme pseudo-périodique [51]. Les seules conditions que nous utilisons dans

la FMM sont les conditions de continuité du champ EM à travers les surfaces de séparation

de deux milieux ou couches et la condition de radiation stipulant que le champ doit être fini

quand les coordonnées de l’espace tendent vers l’infini (dans la direction de propagation).

Dans le cas des réseaux finis dans l’espace (apériodiques)[27, 60], nous périodisons artificielle-

ment (numériquement) le réseau en introduisant des couches absorbantes, type PML [1, 18].
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Ces couches permettent d’avoir des périodes indépendantes les unes des autres. Toutefois, dans

ce travail, nous nous limiterons notre étude à des réseaux périodiques.

Dans ce chapitre, Nous avons présenté en détail la méthode FMM. Pour bien comprendre le

principe de cette méthode, nous avons utilisé l’exemple simple d’un réseau binaire de hauteur

h et de période d, non magnétique µr = 1, excité par une onde plane dans la direction (Oy) et

polarisée TE. Les résultats obtenus sont facilement généralisables aux réseaux multicouches.

2.1 Description du problème :

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le champ diffracté dans les régions semi-infinies

d’incidence et de transmission est donné par le développement de Rayleigh . Donc , dans ces

régions, le champ diffracté s’écrit :

ψr (x, y)=
+∞∑

n=−∞
Rne j(αnx−βi,n y) (2.1)

ψt (x, y)=
+∞∑

n=−∞
Tne j(αnx+βt,n y) (2.2)

Rn et Tn sont les amplitudes des ordres diffractés de l’ordre n. Le problème consiste précisé-

ment à déterminer ces amplitudes. Pour cela, il faut résoudre les equations de Maxwell dans

la zone modulée, i.e le réseau. En général, il n’ y a pas de solutions analytiques fiables. Dans

ce genre de problème, il faut résoudre les équations de Maxwell dans toutes leur généralité.

Dans la littérature, plusieurs méthodes numériques ont été développées. Cependant, pour le

problème de diffraction, la méthode FMM est l’une des méthodes les plus utilisées, car elle est

simple, polyvalente,rapide et fiable.

Dans le cadre de cette méthode, la discrétisation se fait suivant l’axe de propagation (Oy),

voir Fig. (2.1). En plus des couches homogènes semi-infinies d’incidence et de transmission, le

réseau est subdivisé en un ensemble Nc de couches d’épaisseur hq = (yq+1 − yq) , (q = 1,2...Nc).

Il faut considérer que chaque couche est un nouveau milieu avec sa propre épaisseur et sa

propre permittivité (éventuellement sa perméabilité). Dans chaque couche, il faut résoudre les

équations de Maxwell. Les solutions obtenues sont écrites sous forme de modes. Ces derniers

sont raccordés par la suite via l’algorithme de la matrice S (S-matrix algorithm) pour avoir les

amplitudes Rn et Tn. Une fois ces amplitudes sont déterminées, les efficacités de diffractions

sont directement déduites à partir des équations (1.38) et (1.39).
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FIGURE 2.1 – Subdivision du réseau en couches suivant (Oy). Chaque couche à une épaisseur
hq = yq+1 − yq (staircase approximation).

2.2 Méthode modale de Fourier

En absence de charges et de courants, les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampère

s’écrivent respectivement :

∇⃗∧ E⃗ =−µ0
∂H⃗
∂t

(2.3)

∇⃗∧ H⃗ = ϵ0ϵr
∂E⃗
∂t

(2.4)

Dans le système cartésien, celles-ci impliquent six équations scalaires associées aux six com-

posantes des champs E⃗ = (
Ex,E y,Ez

)
, et H⃗ = (

Hx,Hy,Hz
)

.

En régime harmonique et en utilisant la convention temporelle e− jωt , la dérivée par rapport

au temps ∂t est remplacée dans ces équations par − jω .
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Le développement des équations (2.3) et (2.4) donne naissance au système suivant :

∂yEz −∂zE y = jωµ0Hx

∂zEx −∂xEz = jωµ0Hy

∂xE y −∂yEx = jωµ0Hz

∂yHz −∂zHy =− jωϵ0ϵrEx

∂zHx −∂xHz =− jωϵ0ϵrE y

∂xHy −∂yHx =− jωϵ0ϵrEz

(2.5)

En considérant le réseau invariant selon (Oz), i.e. ∂z = 0, et que la diffraction est classique

(
−→
ki = (kx,ky,0)), le système 2.5 peut être scinder en deux groupes indépendants. Chaque groupe

représente un cas de polarisation. En effet :

* Cas transverse électrique (TE),
−→
E //(Oz)

∂yEz = jωµ0Hx

−∂xEz = jωµ0Hy

∂xHy −∂yHx =− jωϵ0ϵrEz

(2.6)

* Cas transverse magnétique (TM),
−→
H//(Oz)

−∂xHz =− jωϵ0ϵrE y

∂yHz =− jωϵ0ϵrEx

∂xE y −∂yEx = jωµ0Hz

(2.7)

D’emblè, il y a lieu de noter que le cas de la polarisation TE est plus facile que celui de la po-

larisation TM. En effet, le problème de convergence de la FMM en TM a limité son utilisation

pour longtemps. Ce n’est qu’une fois qu’on a découvert les règles de factorisation de Fourier

adéquates [13, 26, 30] qu’on a pu surmonter ce problème.

2.2.1 Cas transverse électrique (TE)

A partir du système (2.6) , Hx et Hy s’écrivent en fonction de Ez comme suit :
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Hx = 1
jωµ0

∂yEz

Hy =− 1
jωµ0

∂xEz

(2.8)

En reportant ces expressions dans la dernière équation du système (2.6), on trouve :

∂2
xEz +∂2

yEz =−k2
0ϵrEz (2.9)

Avec k0 = 2π
λ0

, le vecteur d’onde dans le vide.

Écrivons Maintenant les expressions donnant le champ total dans chaque région :

* Champ dans la région d’incidence, (y≤ 0) :

Dans la région d’incidence , le champ total est donné par :

E(1) (x, y)=
+∞∑

n=−∞
e j(αnx+βr,n y)δn0 +

+∞∑
n=−∞

Rne j(αnx−βr;n y) (2.10)

δn0 est le symbole de Kronecker ; δn0 =

1 si n = 0

0 sinon

αn et βr,n sont les composantes du vecteur du milieu ki, vérifiant la relation :

α2
n +β2

r,n = k2
i (2.11)

αn est donné par la formule des réseaux. βr,n se déduit à partir de l’équation (2.11) :

βr,n =



√
k2

i −α2
n si ki ≥αn

j
√
α2

n −k2
i si ki <αn

(2.12)

Avec : ℜ (βr,n)≥ 0, et ℑ (βr,n)≥ 0 pour que les conditions d’ondes sortantes soient respecter.
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* Champ dans la région de transmission, (y≥ h) :

Le champ diffracté dans la région de transmission est donné par le développement de Ray-

leigh (2.2). Cependant, pour des raisons de symétrie et de stabilité numériques, ce champ peut

s’écrire sous la forme suivante :

E(3)(x, y)=
+∞∑

n=−∞
Tne jβt,n(y−h)e jαnx +

+∞∑
n=−∞

△′
ne− jβt,n(y−h)e jαnx (2.13)

Où △′
est un vecteur nul. les βt,n se déduisent à partir du vecteur d’onde du milieu kt de

la même façon que les βr,n

* Champ dans la région modulée (le réseau), (0≤ y≤ h) :

Dans cette région, le développement de Rayleigh n’est pas valide. La résolution des équations

de Maxwell se fait donc numériquement. Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode FMM.

Dans le réseau , le champ est donné par le théorème de Floquet-Bloch [72]. C’est un champ

pseudopériodique, donc développable en séries de Fourier généralisée :

E(2) (x, y)=
+∞∑

n=−∞
En(y)e jαnx (2.14)

Ce champ doit vérifie l’équation d’Helmholtz (2.9), soit :

△E(2) (x, y)+k2
0ϵr(x)E(2)(x, y)= 0 (2.15)

La permittivité du réseau est par définition périodique

ϵr(x+d)= ϵr(x)

Donc développable en série de Fourier :

ϵr(x)=
+∞∑

n=−∞
ϵpe jK px (2.16)
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Remarquons que le seconde terme de l’équation d’Helmholtz, ϵr(x)E(2)(x, y), est un produit de

deux séries de Fourier. Le produit se calcule comme suit :

ϵr(x)E(2)(x, y)=
( +∞∑

n=−∞
ϵpe jK px

)( +∞∑
n=−∞

En(x, y)e jαnx
)

= e jα0x
( +∞∑

n=−∞
ϵpe jK px

)( +∞∑
n=−∞

En(x, y)e jKnx
)

ϵr(x)E(2)(x, y)=∑
n

(∑
p
ϵn−pEp

)
(2.17)

En remplaçant les équations (2.17) et (2.14) dans l’équation d’Helmholtz (2.15), on obtient :

∑
n

[
−α2

nEn + ∂2En

∂y2 +k2
0
∑
p
ϵn−pEp

]
e jαnx = 0 (2.18)

La projection de cette équation sur la base
(
e jαnx) donne l’équation suivante, valable pour

tout entier relatif n :

−α2
nEn + ∂2En

∂y2 +k2
0
∑
p
ϵn−pEp = 0; ∀(n, p) ∈Z2 (2.19)

L’équation (2.19) représente un système infini d’équations différentielles couplées . Ce sys-

tème nous permet de trouver tous les harmoniques spatiales En(y) .

Problème aux valeurs et vecteurs propres :

Les séries de Fourier décrivant le champ électromagnétique et la permittivité du réseau sont

infinies. Cependant, pour des raisons d’implémentation numérique, ces séries doivent être

tronquer ; i.e n ∈ [−M, M]. Le nombre M est appelé nombre de troncature. Le nombre de termes

de Fourier retenu est donc N = 2M+1. En pratique, ce nombre M est déterminé en traçant la
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courbe de convergence de la méthode.

Soit M l’ordre de troncature, i.e n, p ∈ [−M, M]. La composante dépendante de y du champ

électrique est un vecteur colonne de N = 2M+1 valeurs :

E = [E−M , ...,E0, ...,EM]T

Donc, le produit (2.17) s’écrit sous forme matricielle comme suit :

∑
p
ϵn−pEp =


ϵ0 . . . ϵ−2M
... . . . ...

ϵ2M . . . ϵ0




E−M
...

EM

= [|ϵ|]E (2.20)

[|ϵ|] est la matrice de Toeplitz de la permittivité ϵr ; chaque élément (i, j) de cette matrice

représente la composante de Fourier (i− j) de la permittivité ϵr .

L’équation (2.19) s’écrit alors sous forme suivante :

∂2E (y)
∂2 y

= ATEE (y) (2.21)

Où :

ATE = diag
(
α2

n
)−k2

0[|ϵ|] (2.22)

l’expression (2.21) est une écriture matricielle de l’équation différentielle (2.19). Le problème

est ramené donc à celui du calcul des valeurs et vecteurs propres de la matrice ATE.

Nous cherchons des solutions en ondes planes :

E (y)=U0eX y

L’équation (2.21) implique :

ATEE (y)= X2E (y) ⇒ ATE = X2

ATE est diagonalisable, donc :

25



Chapitre 2 : La méthode modale de Fourier

ATE = X2 = PD2P−1 ⇒ X =±PDP−1 (2.23)

P est la matrice contenant l’ensemble des vecteurs propres correspondant aux valeurs propres

du vecteur D. P et D sont des matrices carrées de dimension N ×N, avec N = 2M+1.

D’après (2.23), Deux solutions se présentent pour E (y) :

E1(y)= PeD yP−1U1 et E2(y)= Pe−D yU2P−1

.

La dépendance en y de E (y) est alors une combinaison linéaire de ces deux solutions (E1(y),E2(y)) :

E (y)= P
(
eD yU1 +e−D yU2

)
P−1

Qui peut s’écrire sous forme générale suivante :

E (y)= P
(
eD ya+e−D yb

)
. (2.24)

a et b sont les amplitudes des ondes montantes et descendantes dans les couches du réseau

qui sont données par deux vecteurs colonnes comme suit :

a = [a−M ...a0...aM]T et b = [b−M ...b0...bM]T

En utilisant les équations (2.14) et (2.24), on peut écrire l’expression du champ dans la zone

modulée sous une forme générale comme suit :

E(2)(x, y)=∑
n

[∑
p

Pnp

(
apeDp y +bpe−Dp y

)]
e jαnx (2.25)

Les amplitudes a et b sont déterminées en utilisant la continuité des composantes électroma-

gnétiques sur les interfaces des couches constituants le réseau.

Les composantes Hx et Hy du champ magnétique H ont même forme que celle du champ élec-

trique Ez. Elles sont obtenues en remplaçant l’équation (2.25) dans le système d’équations

(2.8), soit :
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H(2)

x (x, y)= (
jωµ0

)−1 ∑
n
[∑

p PnpDp
(
apeDp y −bpe−Dp y)]e jαnx

H(2)
y (x, y)=−(

jωµ0
)−1 ∑

n ( jαn)
[∑

p Pnp
(
apeDp y +bpe−Dp y)]e jαnx

(2.26)

2.2.2 Cas transverse magnétique (TM)

Dans la section précédente, nous avons développé la FMM dans le cas de la polarisation TE.

Dans cette section, Nous allons suivre un raisonnement analogue au précédent mais pour dé-

crire le cas de la polarisation TM .

A partir du système d’équations (2.7), Ex et E y s’expriment en fonction de Hz comme suit :
Ex(x, y)=− ( jωϵ0)−1 1

ϵr
∂yHz

E y(x, y)= ( jωϵ0)−1 1
ϵr
∂xHz

(2.27)

En reportant le système d’équations (2.27) dans la troisième équation du système d’équation

(2.7), on tombe sur l’équation :

−→∇ .
[

1
ϵr(x)

−→∇Hz(x, y)
]
+k2

0Hz(x, y)= 0 (2.28)

Dans le réseau, les termes des harmoniques spatiales Hn de la composante Hz doivent vé-

rifier l’équation différentielle suivante :

1
ϵr(x)

∑
n

d2Hn(y)
d y2 e jαnx = ∂

∂x

(
1

ϵr(x)
∂

∂x

∑
n

Hn(y)e jαnx
)
−k2

0
∑
n

Hn(y)e jαnx (2.29)

ϵr(x) est donnée par le développement de Fourier exprimé dans l’expression (2.16).

D’une manière analogue a celle de la section précédente, l’intégration de l’équation (2.29) se

fait par le calcul des valeurs et vecteurs propres de la matrice ATM , à priori par :
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ATM = [|ϵr|]
[
[α][| 1

ϵr
|][α]−k2

0Id

]
(2.30)

2.3 Convergence de la FMM en polarisation TM

Malheureusement, les résultats obtenus par cette formulation ont limité l’utilisation de la

FMM pour longtemps. D’une part, les résultats obtenus convergent beaucoup plus lentement

, d’autre part , l’étude des réseaux métalliques fait apparaitre des instabilités numériques in-

existantes dans le cas TE [45]. La raison de ce problème est attribué à la convergence lente des

séries de Fourier de quelques composantes de champ dans le cas de la polarisation TM [35] .

En 1996 et avec une approche empirique, Guizal et al [13] et Lalanne et al [26] proposaient

une nouvelle formulation de l’expression 2.30. En effet, la formulation qu’ils ont proposées à

permis d’améliorer notablement la convergence de la méthode [13, 26].

Au cours de la même année, Lifeng-Li [31] a complété les travaux cités en haut à partir d’une

base mathématique solide. Il expliquait les règles à prendre en compte lors de l’utilisation des

séries de Fourier en polarisation TM. Ces règles, nommées : règles de factorisation de Fourier

, permirent par la suite d’étendre l’amélioration de la convergence de la FMM en polarisation

TM [53].

Dans ce qui suit,nous allons essayer de décrire de façon simpleles règles de factorisation de

Fourier établi par Lifeng-Li [33].

2.3.1 Règles de factorisation de Fourier

Le problème principale de la mauvaise convergence de la FMM était dû au processus de la

troncature. En effet, les équations sont rigoureuses lorsque le nombre des ordres de Fourier

est infini. Cependant,en pratique et pour des raisons d’implémentations numériques,il faut se

limiter à un nombre fini d’ordres. Malheureusement, cette troncature effectuées sur les séries

de Fourier n’assure pas toujours la convergence de la méthode.

Pour résumer ces règles, considérons deux fonctions périodiques, bornées et continues par mor-

ceau notées f (x) et g(x) , on définit une nouvelle fonction h(x) comme étant le produit des deux

fonctions précédentes ; h(x)= f (x)g(x) .
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Dans ce cas , la règle de Laurent permet d’écrire les coefficients de h(x) notés hn sous la forme :

hn =
p=+∞∑
p=−∞

fn−p gp (2.31)

Pour des raisons de simplifications, écrivons la formule précédente en notation matricielle.Désignons

alors par [g] le vecteur construit par les composantes de g(x) , et par [| f |] la matrice de Toeplitz

dont chaque élément (m,n) correspond au coefficient de Fourier fn−m.Cela permet donc d’écrire

l’expression précédente sous la forme :

[h]= [| f |][g] (2.32)

Cette règle a été appliqué sans précaution pendant des années. En fait, elle constitue la cause

principale de la mauvaise convergence dans le cas de la polarisation TM, et avait limité l’uti-

lisation de la méthode FMM pour longtemps. Lifeng Li a su démontré mathématiquement les

règles de factorisation de Fourier à respecter absolument dans le cas TM si on veut que ce

problème de convergence soit éviter ou surmonter. [31, 33].

Résultats de Li :

Toutes les difficultés viennent des points de discontinuité que peuvent avoir f et g en commun.

Voici les résultats de Lifeng Li concernant ce problème :

• h(x) peut être factorisé par la règle de Laurent si les deux fonctions f (x) et g(x) ne pré-

sentent pas des discontinuités aux même point .

• Si h(x) est continue tandis que f (x) et g(x) sont discontinues aux même point, il est alors plus

adapté d’employer la règle inverse de Laurent [31] qui s’écrit sous forme matricielle comme

suit :

[h]= [|1
f
|]−1[g] (2.33)

• Si h(x) est discontinue et f (x) et g(x) sont aussi discontinues au même point, alors ni règle

de Laurent, ni règle inverse de Laurent ne peut être appliquée.

Compte tenu de la deuxième règle de Li (la règle inverse de Laurent) et de la continuité des

champs, la matrice ATM s’écrit alors sous une forme légèrement différente à celle de (2.30). Sa

nouvelle expression est donnée par :
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ATM = [| 1
ϵr
|]−1 [

[α][|ϵr|]−1[α]−k2
0Id

]
(2.34)

Cette equation a été établie par [13, 26] dans le cas des réseaux lamellaires . On note que

les expression (2.30) et (2.34) sont strictement équivalentes pour un nombre infini d’ordres de

Fourier, mais l’application de la règle inverse de Laurent assure une meilleure convergence

pour la cas de la polarisation TM . Notons que la formule correspondante en polarisation TE

est inchangée .

Cette nouvelle formulation a permis une amélioration drastique des performances de la FMM ;

les problèmes rencontrés initialement ont été résolus grâce aux travaux de [13, 26] et [31]. La

FMM est aujourd’hui une méthode numérique fiable et largement utilisée. Elle est appliquée

au calcul de diagramme de bonde des cristaux photoniques[68, 69], ainsi qu’au calcul de la

diffraction par des réseaux croisés[32].

2.4 Calcul des amplitudes des champs diffractés :

Après la détermination des vecteurs et des valeurs propres (modes propres) partout , le pro-

blème se réduit à la détermination des amplitudes des modes .Nous devons résoudre le pro-

blème pour les inconnus : (R,T,a,b). L’implémentation des conditions aux limites sur les inter-

faces séparant les différentes couches du réseau permet d’avoir un système algébrique liant ces

amplitudes de diffraction . Plusieurs algorithmes de résolution du système algébrique existent.

Cependant, dans ce travail, nous exposerons que l’algorithme de la matrice de diffraction S,

S-Matrix.

2.4.1 Conditions de continuité du champ EM

Les amplitudes de diffraction sont calculées en résolvant le système d’équations algébriques

obtenu à partir des conditions aux limites du champ EM . En absence de charges et de cou-

rants , les composantes tangentielles du champ EM doivent être continues aux passage des

interfaces y= 0 et y= h. Les composantes concernées ici sont Ez et Hx . On peut exprimer cela

mathématiquement comme suit :

∀x , x ∈ [0,d] ;
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E(1)
z (x,0)= E(2)

z (x,0)

H(1)
x (x,0)= H(2)

x (x,0)

 y= 0

E(2)
z (x,h)= E(3)

z (x,h)

H(2)
x (x,h)= H(3)

x (x,h)

 y= h

(2.35)

Le système d’équations précédent (2.35) peut être écrit comme suit :

y= 0


∑

n (δn0 +Rn) e jαnx =∑
n
[∑

p Pnp
(
ap +bp

)]
e jαnx

∑
n jβr,n (δn0 −Rn) e jαnx =∑

n
[∑

p P ′
np

(
ap −bp

)]
e jαnx

y= h


∑

n
[∑

p Pnp
(
apeDph +bpe−Dph)]

e jαnx =∑
n

(
Tn +∆′)

e jαnx

∑
n

[∑
p P

′
np

(
apeDph −bpe−Dph)]

e jαnx =∑
n jβt,n

(
Tn −∆′

n

)
e jαnx

Où : P
′
np = PnpDp .

En notation matricielle , le système précédent devient :

y= 0


∆+R = P(a+b)

jβr (∆−R)= P
′
(a−b)

(2.36)

y= h


P

(
φa+φ−1b

)= T +∆′

P
′ (
φa−φ−1b

)= jβt

(
T −∆′) (2.37)

31



Chapitre 2 : La méthode modale de Fourier

Où : ∆= [...,0.1,0, ...]T , R = [...,R−1;R0,R1...]T , T = [...,T−1,T0,T1...]T , φ= eDh , P = P
′
D

, βr = diag
(
βr,n

)
, βt = diag(βt,n) , ∆

′
est un vecteur nul .

Dans le cas d-un réseau multicouche Fig(2.1) , les conditions de continuité sur la frontière yq+1

séparant la couche (q) et (q+1) sont données par les équations suivantes :


Pq

[
φqaq +φ−1

q bq
]= P(q+1)

[
a(q+1) +b(q+1)

]
P ′

q
[
φqaq −φ−1

q bq
]= P ′

(q+1)

[
a(q+1) −b(q+1)

] (2.38)

Avec : φq = eDqh et P
′ = PqDq .

Ce système de relations récurrentes est très utile pour construire la matrice de diffraction

globale permettant le passage de la région d’incidence à la région de transmission .

2.5 Approche de la matrice S

L’application de la FMM revient à déterminer les valeurs et les vecteurs propres (modes propres)

partout. Le problème se réduit à la détermination des amplitudes de ces modes propres. Pour

résoudre complètement le problème des réseaux, il convient de les raccorder. L’implémentation

des conditions aux limites sur l’interface yq+1 a donné naissance au système d’équations (2.38).

Celui-ci peut être écrit sous forme matricielle. En effet, la résolution la plus simple est de bâtir

une matrice de transfert qui s’écrit sous la forme :


a(q+1)

b(q+1)

=T (q)


aq

bq

 (2.39)

Où : T (q) représente la matrice de transfert de la couche .

L’utilisation répétée de l’équation (2.39) nous permet de construite la matrice de transfert (T-

matrix) défini comme suit :

T =T (Nc+1)T (Nc) . . .T (q) . . .T (0) (2.40)
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Ce type d’approche est depuis longtemps utilisé en optique pour étudier les milieux stratifies

[2] . Malheureusement , il est bien connu que l’algorithme de cette méthode est instable nu-

mériquement . Ces instabilités sont attribuées à la présence des exponentielles croissantes .

Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre ce problème . Parmi celles-ci , l’approche

de la matrice de diffraction S (scattering matrix), que nous allons décrire ci-dessous .

2.5.1 Algorithme de la matrice S

Pour surmonter le problème de l’instabilité numérique cité dans la section précédente , plu-

sieurs approches ont été proposées[5, 8, 29, 30, 40]. Parmi celles-ci , l’approche de la matrice

S ( Scattering Matrix) est l’une des plus populaires . Elle été déja largement utilisée dans les

années 50 dans le régime des micro-ondes [19, 44]. Il fallut attendre la fin des années 80 pour

voir cette approche appliquée au domaine optique . Il fut d’abord utilisée pour l’étude de mi-

lieux stratifiés [24] avant d’être appliquée à la modélisation de réseaux de diffraction [8, 30]. Il

existe plusieurs façons de la mettre en œuvre. Celle que nous avons choisi relie les amplitudes

entrantes aux amplitudes sortantes s’écrit :


a(q+1)

bq

= S(q)


b(q+1)

aq

 (2.41)

En utilisant le système (2.38), on montre que S(q) est donné par :

S(q) =


Id 0

0 φq

 S̃(q)


Id 0

0 φq

 (2.42)

Où

S̃(q) =


P(q+1) −Pq

P
′
(q+1) P

′
q


−1 

−P(q+1) Pq

P
′
(q+1) P

′
q

 (2.43)

S(q) et S̃(q) représentent les matrices de diffraction de couche et d’interface respectivement.

Outre la stabilité de la matrice S(q), elle présente une avantage d’avoir une signification phy-

sique importante, car elle représente les échanges d’énergie qui ont lieu à chaque interface

entre les différentes modes. Cet aspect devient manifeste lorsqu’on réécrit l’équation (2.41)
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sous la forme : 
a(q+1)

bq

=


Rq+1 Tq+1

Tq Rq




b(q+1)

aq

 (2.44)

2.5.2 Combinaison des matrices S

Nous avons vu dans les sections précédentes que le calcul de la matrice S(q) de la couche q se

fait par la résolution du système (2.38). Ce système est utilisé pour obtenir toutes les autres

matrices correspondantes à toutes les couches du réseau de diffraction. Selon les besoins, ces

matrices peuvent être stockées ou pas. Le stockage de ces matrices est nécessaire par exemple,

dans le cas où nous souhaitons tracer les cartes du champ électromagnétique. En effet, la

détermination de l’ensemble des amplitudes du champ EM (aq et bq) nécessite la connaissance

de toutes les matrices de toutes les couches. En passant du milieu d’incidence à la région de

transmission, ces matrices calculées doivent être concaténées pour obtenir la matrice globale

du milieu considéré :


T

R

= S


∆

′

∆

 (2.45)

Avec :

S = S(0)⋆ · · ·⋆S(q)⋆ · · ·⋆S(Nc+1) (2.46)

Le produit ⋆ n’est pas le produit habituel de deux matrices [30]. Ce produit est appelé Red-

heffer star product [57][58]. Pour mettre en clair ce produit dans l’algorithme de la matrice S,

considérons trois matrices S(q), S(q+1) et Sc telles que :

Sc = S(q)⋆S(q+1) (2.47)

En utilisant ce produit, les éléments de la matrice Sc, qui sont eux même des blocs de matrices

d’ordre (N ×N), sont donnés par le système suivant :
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Sc
11 = S(q)

11 +S(q)
12

[
Id −S(q+1)

11 S(q)
22

]−1
S(q+1)

11 S(q)
21

Sc
12 = S(q)

12

[
Id −S(q+1)

11 S(q)
22

]−1
S(q+1)

12

Sc
21 = S(q+1)

21

[
Id −S(q)

22 S(q+1)
11

]−1
S(q)

21

Sc
22 = S(q+1)

22 +S(q+1)
21

[
Id −S(q)

22 S(q+1)
11

]−1
S(q)

22 S(q+1)
12

(2.48)

Où : Id est la matrice identité d’ordre (N ×N).

Ce système d’équations constitue les formules récursives pour cascader successivement les

matrices de diffraction, en passant du milieu d’incidence au milieu de transmission, pour ob-

tenir la matrice de diffraction totale S. Après ce calcul, nous pouvons obtenir les amplitudes T

et R à partir de l’équation (2.45). Ces amplitudes sont données par :
T = S12∆

R = S22∆

(2.49)

Sachant que ∆
′
est un vecteur nul.

La détermination de R et T permet de calculer les efficacités de diffraction de tous les ordres

propagatifs à l’aide des équations (1.38) et (1.39). Elle permet également de calculer les am-

plitudes aq et bq dans les différentes couches du réseau ; i.e : les tracés des cartes du champ

électromagnétique.

2.6 Conclusion

Nous venons de présenter la méthode FMM ainsi que les considérations mathématiques à

prendre en compte pour s’affranchir des instabilités numériques. Cette méthode permet de

calculer les efficacités de diffraction en exprimant le champ à l’intérieur du réseau sous forme

d’une somme d’ondes couplées.

La FMM est une méthode très rigoureuse et puissante pour l’analyse des problèmes de dif-

fraction. Son formalisme mathématique est simple et élémentaire et ses codes numériques ne

nécessitent pas des techniques compliquées. Ces caractéristiques font de la FMM l’une des

méthodes les plus populaires et utiles dans le domaine de l’optique diffractive.

35



Chapitre 2 : La méthode modale de Fourier

2.7 APPLICATIONS NUMÉRIQUES

Comme nous l’avons noté plus haut, la méthode FMM a souffert pendant longtemps de sa mau-

vaise convergence en TM. Ce n’est que vers le milieu des années 90 qu’on a pu surmonter cette

difficulté après avoir découvert les règles correctes de factorisation de Fourier. En fait, le pro-

blème provient de la troncature des séries de Fourier. En effet, les expressions (2.30) et (2.34)

sont équivalentes pour un nombre très important (infini) de termes de Fourier. Cependant, en

pratique, le processus de troncature est indispensable. Cela impose, par conséquent, la prise

en compte de ces règles de factorisation détaillées par L. Li [30]. Sur la figure (Fig.2.2), nous

avons rapporté la convergence de l’ordre zéro de diffraction en utilisant, à la fois, l’ancienne

et la nouvelle formulation, données respectivement par (2.30) et (2.34). D’après ce résultat, il

est clair, comme nous pouvons le constater, que la nouvelle formulation assure une meilleure

convergence.

FIGURE 2.2 – Convergence de l’efficacité de diffraction du réseau binaire métallique en polari-
sation TM.

Dans cette section, Après avoir présenté en détail la méthode FMM, nous allons présenter

quelques résultats obtenus de l’application de cette méthode. L’objectif de ce travail est de ré-

soudre de façon rigoureuse le problème de diffraction, c’est-à-dire le calcul des efficacités de

diffraction des ordres propagatifs. Autrement dit, la fraction d’énergie véhiculée par l’onde

plane incidente se retrouvant dans ceux-ci.
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A titre d’exemple, nous avons choisi la structure représentée sur la figure (Fig.2.3). Il s’agit

d’un réseau lamellaire ; une structure de période d suivant l’axe (Ox), situé dans la bande 0

< y < h. Cette structure dépend de y, par contre invariante par translation suivant l’axe (Oz).

Le réseau est éclairé par une onde plane monochromatique dont le vecteur d’onde est dans le

plan (xOy). L’angle d’incidence est noté θ. Il en résulte que le champ EM ne dépend que des

variables x et y (diffraction classique). Une fois le code de calcul basé sur la FMM est établi,

FIGURE 2.3 – Représentation schématique du réseau lamellaire. Une onde plane incidente
(∆) sur le réseau périodique donne naissance aux différents ordres de diffraction en réflexion
(Rn) et en transmission (Tn).

il est toujours intéressant de faire un test de convergence (validation du code). La courbe de

convergence permet, en effet, de fixer la valeur de l’ordre de troncature qu’il faut prendre pour

s’assurer de la convergence, de la stabilité de la méthode et de la précision des calculs à réaliser.

Sur la figure (Fig.2.4), nous avons rapporté la convergence des ordres de diffraction R−1 et T−1

en fonction de l’ordre de troncature M. Comme nous pouvons le constater sur cette figure,

il ne convient pas, pour l’exemple traité ici, de prendre une valeur pour l’ordre M inférieure

à 20, c’est-à-dire moins de 41 harmoniques de Fourier (N = 2M + 1). La détermination des

amplitudes Rn et Tn, formule (2.49), permet de calculer les efficacités de diffraction de tous

les ordres propagatifs, équations (1.38) et (1.39). La figure (Fig.2.5), montre l’évolution, en

fonction de la longueur d’onde du faisceau incident, des ordres R−1 et T−1 , ainsi que les pertes

dues à l’absorption correspondante. Dans ce calcul, il est à noter qu’il n’est pas nécessaire de

déterminer les amplitudes du champ électromagnétique dans les couches du réseau. Ce qui

rend la FMM une des méthodes numériques les plus rapides ; consomme moins de temps et de

mémoire d’ordinateur.
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FIGURE 2.4 – Convergence des ordres de diffraction R−1 et T−1.
θ = 30o, d =λ, ϵr = (0.2+6.7 j)2, ϵi = ϵt = 1

FIGURE 2.5 – Efficacités de diffraction en fonction de la longueur d’onde

La détermination de R et T permet, également, le calcul les amplitudes du champ électroma-

gnétique a et b dans les différentes couches constituant le réseau. Ce dernier calcul se fait uni-

quement si nous souhaitons tracer les cartes des champs électromagnétiques. Pour l’exemple

considéré ici, nous avons représenté sur les figures (Fig.2.6) et (Fig.2.7) le champ magnétique

H et la composante Ex du champ électrique, respectivement, en polarisation TM.
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FIGURE 2.6 – Distribution spatiale de l’intensité du champ magnétique

FIGURE 2.7 – Distribution spatiale de l’intensité du champ électrique Ex.

Nous avons pu appliquer la méthode FMM à d’autres exemples avec succès. Sur la figure

(Fig.2.8), nous avons reproduit l’expérience des deux fontes de Young. Sur la figure (Fig.2.10),

nous avons réussi de traiter le cas d’un guide d’onde gravé. Ce type de structure est très utilisé

dans l’optique intégrée.
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FIGURE 2.8 – Expérience des fontes de Young.

FIGURE 2.9 – Guide d’onde gravé.

Sur la figure (Fig.2.10), nous avons remplacé l’excitation incidente sur la structure par l’onde

plane par le monomode d’un guide d’onde.
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FIGURE 2.10 – Excitation par le monomode d’un guide d’onde.

Le dernier cas que nous avons traité est celui d’une incidence gaussienne sur un dioptre plan.

Le résultat est affiché sur la figure (Fig.2.11).

FIGURE 2.11 – Incidence gaussienne sur un dioptre plan

En conclusion, nous dirons que la méthode modale de Fourier est une méthode très rigoureuse,

polyvalente et puissante pour l’analyse d’une panoplie de problèmes de diffractions. Sa sim-

plicité de mise en œuvre et ses codes de calcul qui sont moins gourment en temps et taille de

mémoire d’ordinateur nécessaires font d’elle l’une des méthodes les plus populaires au sein de

la communauté scientifique dans le domaine de l’optique diffractive.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce travail, Nous avons présenté et appliqué une méthode, rigoureuse et très populaire,

utilisée par les scientifiques et ingénieurs, pour résoudre les problèmes de propagation et de

diffraction par des structures dont les dimensions sont à l’échelle de la longueur d’onde, do-

maine dit raisonnant pour lequel il n’y a pas de solutions analytiques approchée fiables. Dans

ce domaine, il est nécessaire de résoudre les équations, ici de Maxwell, dans toute leur généra-

lité.

La FMM est une méthode numérique conçue spécialement pour les réseaux. La méthode ne

discrétise pas l’espace de résolution comme c’est le cas pour les éléments finis ou la FDTD, par

exemple. La FMM utilise les séries de Fourier pour décrire le profil de la permittivité diélec-

trique (éventuellement la perméabilité) et les séries de Fourier généralisées pour développer

le champ électromagnétique. Les seules conditions que nous utilisons dans la FMM sont les

conditions de continuité du champ EM à travers les surfaces de séparation de deux milieux ou

couches et la condition de radiation stipulant que le champ doit être fini quand les coordonnées

de l’espace tendent vers l’infini (dans la direction de propagation).

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés tout particulièrement à la méthode modale

de Fourier (FMM). Cette méthode rigoureuse se distingue par sa simplicité de mise en œuvre,

son efficacité et la rapidité des codes de calcul qui en sont issus et qui, depuis son introduction

dans les années quatre-vingt, n’a cessé d’être améliorée. Elle a donné pleine satisfaction dans

la simulation des problèmes de diffraction, de propagation, de guidage et dans les nouvelles

thématiques en optique telles que la plasmonique et les métamatériaux. Nous avons exposé

cette méthode en détail ; nous avons présenté son mode opératoire, les difficultés rencontrées

ainsi que les solutions apportées. Nous avons présenté, également, quelques applications nu-

mériques.
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