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Introduction

La découverte de V'oscillateur de Dirac 1989, a suscité un grand intérét et de tres
nombreux travaux ont été publiés dans ce domaine. L’introduction en 1994 de 1'oscil-
lateur de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) a permis la généralisation de l'oscillateur de
Dirac aux cas des bosons (spin 0 et 1). La prise en compte de 'interaction avec I'oscil-
lateur harmonique s’obtient en faisant la substitution de I'opérateur impulsion par un
terme constitué par la différence entre 'impulsion et un terme dépendant linéairement
du vecteur position.

L’objectif principal de ce mémoire est I’établissement des équations d’onde de ’os-
cillateur harmonique dans le cas d’une particule scalaire. Pour ce faire, nous ferons
appel a I’équation DKP adaptée aux particules sans spin. Notre étude portera sur
trois approches ; la premiére est relativiste, la seconde mettra en application le forma-
lisme de la covariance galiléenne appliqué a I’équation DKP et la troisiéme approche
sera galiléenne pure. L’étude de I'oscillateur DKP sera effectuée dans deux contextes
différents : le premier est la mécanique quantique standard et le second sera la méca-
nique quantique dans un espace des phases non-commutatif.

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons présenter les équations de Klein-Gordon, de
Feshbach-Villars et de Dirac.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons déterminer les propriétés de ’équation DKP
dans le cadre relativiste, ol nous avons trouvé ’équation de continuité et la forme cova-

riante associée a I’équation de DKP, ainsi que les matrices 5" et leurs représentations.
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Apres avoir trouvé la représentation des matrices de Kemmer, nous allons introduire
une substitution non-minimale, afin que nous puissions trouver ’équation de mouve-
ment de l'oscillateur DKP dans ’espace des phases commutatif et non-commutatif.

Le troisiéme chapitre sera consacré a étudier I’équation de DKP dans le cadre de
la covariance Galiléenne, premiérement nous allons présenter le formalisme de cova-
riance galiléenne, ensuite nous trouverons 'oscillateur de DKP dans ’espace phase
commutatif et non commutatif.

Finalement, dans le quatriéme chapitre, nous allons utiliser I’équation de Schro-
dinger linéarisée par la méthode de Duffin-Kemmer-Petiau, dans le but d’analyser

loscillateur harmonique commutatif et non-commutatif.



Chapitre 1

Equations d’onde relativistes

1.1 Equation de Klein-Gordon
1.1.1 Etablissement de ’équation de Klein-Gordon
Durant tout ce chapitre, on adoptera la convention (sans dimention) i = ¢ = 1.

Afin d’établir I’équation d’onde d’une particule de masse m au repos et de spin

zéro, on fait appel au principe de correspondance

E—i2,
, s =

L’équation de conservation de I’énergie d’une particule au repos et d’impulsion p

est donnée par

E?—p*—m?>=0 (1.2)

L’application du principe de correspondance donné par la relation (1.1, dans

I'équation (1.2)) conduit a

<§; - A—I—m2> P(r,t) =0, (1.3)

le d’Alembertien est définit par

82
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En introduisant le d’Alembertien, I’équation ((1.3) prend la forme suivante
(O+m?) ¢(r,t) =0 (1.5)

I’équation d’onde ([1.3)) ou ([1.5)) présente I’équation d’onde relativiste de Klein-

Gordon (KG) [I], d’une particule de masse m et de spin zéro.
1.1.2 Equation de continuité

Afin de donner une interprétation & la fonction d’onde, il faut définir une densité
de probabilité de présence p et une densité de courant j. On cherche donc une équation
de continuité de la forme

op
— = 1.
8t+v] 0, (1.6)

associé a I’équation de Klein Gordon.

Le complexe conjugué de I’équation (|1.3)) est donnée par
82 2 *
—— — A4m? | *(r,t) =0, (1.7)

nous multiplions I’équation ((1.3) par ¥* et (1.7) par v, et aprés soustraction on

aboutit a
5 V5 Vo ] V- @'V - evs] =0, (1.9
on multiplie I’équation par 5— pour avoir une densité¢ de courant égale a celle
du cas non relativiste [2], on obtient

0

at[ 5 S~ w>] [Qf;lw*vw—wvw*) —0. (19

Cette équation a la forme de 1’équation de continuité (1.6]), ou la densité de pro-

babilité p est définit par
i 0 0
= —@W'—=y—yv=y* 1.10
et la densité du courant est définit par

=5V —yVyT). (1.11)

2m
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En analysant 'expression de la densité de probabilité, on remarque que la présence
de la dérivée % meéne & une indétermination du signe de la densité p. A cause de ce
défaut cette équation est restée pendant des années sans aucune importance. Pour
surmonter les difficultés rencontrées avec I’équation de Klein Gordon, les physiciens se

sont mis & la recherche d’une équation d’onde relativiste linéaire par rapport au temps

pour d’écrire 1’électron avec une densité p positive. Celle-ci a été établit par Dirac.
1.1.3 Forme covariante

Le tenseur métrique est définit par

1 0 0 O
0 -1 0 O

v = 1.12
0O 0 0 -1

ot = (a:o,xl,xQ,J:S) = (a:o,xk) (1.13)

en tenant compte de la relation définissant le d’alembertien O = 0#9,,, I’équation

de Klein Gordon (1.5)) s’écrit sous forme covariante comme :
(0"0, + m?) ¥ (r,t) = 0. (1.14)
1.1.4 Limite non-relativiste de I’équation de Klein-Gordon

Pour obtenir la limite non-relativiste (NR) de I’équation de KG libre, nous allons
séparer I'énergie de masse dans la fonction d’onde , c-a-d nous faisons ’ansatz suivant

sur la forme génerale de la fonction d’onde :

P(r,t) = p(r,t) exp(—imt), (1.15)

Alors la limite NR s’obtient en séparant I’énergie totale E' en deux parties comme
suit

E=c+m, (1.16)
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ol m est la masse au repos, et on considére que :

e m, (1.17)

donc il est facile de montrer a partir des équations (|1.15)), (1.16)) et (1.17) que

Ko

v = cp < mep, (1.18)
et ainsi
o dp
—_— —im— 1.19
o2 <K —1m e ( )

Maintenant, nous allons trouver la premiére et la deuxiéme dérivée de ([1.15)) :

%—f = <(Zf — imcp) exp(—imt) (1.20)
o _ <—2im&p —m?p+ 62‘P> exp(—imt), (1.21)
ot ot ot
on a aussi
(= A+ m?) Y(r,t) = (—Lp + mPp) exp(—imt) (1.22)

On insert les équations (1.21f), (1.22)) dans ’équation (1.3)), et en utilisant les deux

relations ((1.18) et (1.19) on trouve

dp 1

=—A 1.23
¢ at 2m <)07 ( )

qui n’est autre que I’équation de Schrédinger d’une particule libre.

1.2 Forme hamiltonienne et Equation de Feshbach-Villars

L’équation de Klein-Gordon étant une équation différentielle du deuxiéme ordre

par rapport au temps, elle n’est pas de la forme :

0
— = H 1.24
it = Hy (1.24
Dans le but, de donner une interprétation correcte a 1’équation de KG, Feshbach

et Villars ont transformé ’équation de Klein-Gordon pour pouvoir la réécrire sous la

forme ((1.24) dite hamiltonienne [[3]]
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On introduit un champ y par :

—i 0
= —— 1.25
et équation ((1.3) devient
s 0., 2
zmﬁﬁg (A—m )1/1, (1.26)
X = RE%

le systéeme ([1.26)) est évidemment équivalent a I’équation(|1.3)).

On introduit deux nouveaux champs

u=u(r,t), v=uv(r1), (1.27)
définit par
{ v=uto, (1.28)
X=0v—1u

On insert les relations ([1.28) dans le systéme ((1.26]), on trouve
.0 _ 2
img; (vi?()?—(A—m ) (u+v), (1.29)
v—u= 5 (utv),

Avec des opérations algébriques simples, on arrive au systéme suivant :

i%u: —%(u+v)+mu,

i%vz%(u—i—u)—mv,

ce systéme peut se mettre sous forme matricielle

S )0

) (1.31)
En introduisant les matrices de Pauli :

0 1 0 — 1 0
= = = 1.32
01 < 10 > , 02 ( i 0 > ;03 ( 0 —1 ) ’ ( )

on obtient I’équation de Fechbach-Villars (FV) :

<

0 . p?
Zaiﬂpv = <(U3 +iog) o + 03m> Ypy (1.33)

L’équation ([1.33)) peut s’écrire sous la forme standard suivante :

.0
Z@ZDFV = prv, (1-34)
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ou :
p?
H = (03 +i03) o + o3m, (1.35)

est hamiltonien de Fechbach-Villars.

1.3 Equation de Dirac

1.3.1 Introduction

Les problémes posés par I’équation de Klein-Gordon ont conduit Dirac a chercher
une autre équation d’onde relativiste en 1928, dans laquelle les dérivées temporelle et
spatiales sont du premier ordre. Cette équation décrit le comportement de particules
élémentaires de spin demi-entier. Dirac cherchait & établir une équation possédant la
forme de I’équation Schrodinger et qui soit invariante par ’action du groupe de Lorentz.
Cette équation prend en compte de maniére naturelle la notion de spin introduite peu
de temps avant et permit de prédire I'existence des antiparticules. En effet, outre
la solution correspondant a I’électron , il découvre une solution correspondante i une
particule d’énergie négative et de charge opposée a celle de I’électron. Afin de surmonter
le probleme d’interprétation de p rencontré dans ’équation de KG, Dirac postulait une
équation de type :

0
’ia?ﬂ = (—ia.V + m) 9, (1.36)
ol a = (a1, 2,a3) et § indiquent 4 opérateurs hermétiques qui ne dépendent ni

d temps ni de I’espace, et ¥ est spineur a quatre composantes complexes.

En introduisant les relations (I.1)) dans (|1.36)) , on trouve :
(E—a.p—pPm)yp=0 (1.37)

Pour trouver @ et 3, on impose que les solutions de cette derniére devrait étre

aussi solution de I’équation de Klein-Gordon

(E* —p* —m?) ¢ =0, (1.38)
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en multipliant I’équation ((1.37) & gauche par l'opérateur (E + a.p + fm), on ob-
tient

(E+a.p+pm)(E—a.p—Lm)y =0, (1.39)

en utilisant la convention de sommation d’Einstein , on peut écrire

(B = afp} — B°m® — (ie + ajas) pipj — m (i + Bow) pi) ¥ =0, 4,5 =1,2,3
(1.40)
L’identification de I’équation (|1.40) avec ((1.38]) conduit aux relations que doivent

satisfaire a et 3 :
aja; +ajo; =0, 1 F#j
a?=1, p*=1, (1.41)
a;B+ Ba; =0

Ces relations indiquent que les matrices ¢ et 5 possédent des valeurs propres let
-1,ainsi elles sont de trace nulle. Toutes ces propriétés sont également vérifiées par les
matrices de Pauli. la seule différence est que les matrices de Pauli ne sont que trois,
alors qu’il fait quatre pour ’équation de Dirac. On démontre que ces matrices doivent
étre de tailled x 4. [[4, B]] .I’équation (|1.37)) représente I’équation de Dirac qui décrit
une particule relativiste de spin 1/2, dans laquelle les matrices hermétiques « et 3
satisfaisant aux relations . Un choix possible de ces matrices est fourni par la

représentation dite de Dirac :

a:(i‘é) : B:<(1)—01> (1.42)

Finalement I’équation de Dirac s’écrit sous la forme

1.3.2 Equation de continuité
L’équation adjointe de I’équation (|1.36]) est donnée par

—iDyt = gt (ia.g + ﬁm)

(1.44)
=iVyT.a+mytp
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Ou 9" est le transposé conjugué (I’adjoint) de 1.

On multiplie I’équation (1.44)) par ¢ a droite, et I’équation ((1.36]) par ¥ & gauche,

on obtient

Wt oy = (=)t (V) + myt By,

. . 1.45
i (QU) ¥ = (Ve + mt o, (1.45)
La soustraction entre ces deux derniére équations conduit a :
9 +
& (6F9) + ¥ (vFay) =0, (1.46)

en conséquence, la densité de probabilité p est strictement positive pour la théorie

de Dirac, et p et le courant sont définit comme suit

p=W") ,  j=vTay. (1.47)
1.3.3 Forme covariante
Pour écrire I’équation de Dirac sous forme covariante, on introduit

Y= , v = Ba,

1.48
= (%0, (1.48)

dans la représentation standard

7=<_00 g) ,v°=<é _01>. (1.49)

En multipliant 1’équation ([1.36)) par , on obtient :

iBEp = (Ba.p+m)ip

. 1.50
= (i7°0p + i7'0; — m) = 0, (1.50)

alors, I’équation de Dirac prend la forme covariante ci-dessous
(ivF 0 —m) =0 (1.51)

Avec ~# vérifiant les relations de commutation suivantes

Yy APyt = 200 (1.52)



Chapitre 2

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau dans le
cadre relativiste

2.1 Introduction

Au milieu des années 30 du siécle passé, le succeés de ’équation de Dirac dans la
description des particules relativistes de spin 1/2 incitent les physiciens a rechercher
une équation d’onde relativiste du premier ordre similaire, telles que les matrices v* de
Dirac sont remplacées par les matrices 8* qui satisfont & une algeébre plus compliqué
dite algebre DKP, pour des particules de spin 0 et 1. R. J. Duffin [6], N. Kemmer [7]
et G .Petiau [§] sont arrivés par la linéarisation (veut dire que les opérateurs doivent
apparaitre sous forme linéaire dans l'expression de 1’équation d’onde) de 1’équation
de Proca [10 9] ,a introduire une équation d’onde du premier ordre . L’équation de
Duffin ,Kemmer et Petiau fournie une représentation a cing dimensions pour le spin 0
et une représentation a 10 dimensions pour le spin 1. Le formalisme de DKP est treés
intéressant car il contient des composantes scalaires et vectorielles décrivant les forces
résultant des interactions des noyaux de basse énergie. Ce formalisme posséde ainsi
un avantage qui facilite 'introduction systématiques des couplages non-minimaux en
théorie quantique. L’équation DKP est souvent utilisée pour étudier les interactions

des particules de spin 0 et 1 dans diverses études de physique des particules, pour la

11
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diffusion nucléaire élastique ainsi que dans l’interaction méson-noyaux ...etc.

Dans ce chapitre , nous allons étudier quelques propriétés de ’équation de DKP
et & partir de cette derniére nous nous proposons de dériver 'oscillateur DKP dans
I’espace-phase commutatif ainsi que dans un espace-phase non-commutatif.

L’équation DKP relativiste qui décrit une particule libre de masse m est la suivante

1]
9y

(cB.p+mc®) i = ihﬁoa (2.1)

avec : m, ¢ et h représentent respectivement la masse, la vitesse de la lumiére et la
constante de Planck respectivement.
Dans ’équation (2.1), les g#(n = 0,1,2,3) sont des matrices singuliéres vérifiant

les relations de commutation suivantes :

BUBYB + BB = g + g\ B (2.2)
L’algebre DKP ([2.2)) posséde trois représentations irréductibles : une représentation
triviale & une dimension , la représentation de dimension cing décrivant la particule

scalaire et la représentation de dimension dix conduit & la particule de spin 1.

L’opérateur de spin peut étre exprimé comme suit [I1]

Sp =1 [ﬁl,ﬁm} = iemfB ™ (k,1,m) cyclique , (2.3)

ou (k,l,m) cyclique et €x, représente le symbole de Levy-Cevita ,les trois com-

posantes de l'opérateur de spin Sp,,,) = Sk obéissent a la condition
3
on voit que les valeurs propres A de ces matrices obéissent & I’équation :
M-\ =0, (2.5)

d’ou A = 0, £1. A partir de ces conditions, nous comprenons la raison pour laquelle

les matrices 8* sont utilisées pour décrire les particules de spin 0 etl [12]
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2.1.1 Les matrices " por un particule de spin 0

Dans la représentation de spin 0 , les quatre matrices de Kemmer 5 sont des

matrices 5 X 5 qui sont donnée explicitement par les expressions suivantes [11]

ﬂ°—< gT 8), Bi_<_(/))%“ §>’ (i=1,2,3) (2.6)

avec 0, 0,0 sont respectivement des matrices nulles de dimensions 2 x 2, 2 x 3 ,

3 x 3 et p' sont donnée par

ﬁ_Ol 1 —-1.00 2—0_10et3—00_1
107 Lo oo)” Lo o o ={oo o

(2.7)
ou pg, est la matrice transposé de p'.

Puisque les matrices 8* de dimensionb x 5 , alors ¢ est un spineur & cing compo-

santes [13], qui s’exprime :

v ¢ N
Y(r) = ( Z-d;;pper ) » avec ¢upper = ( 0 ) et Vygper = Az (2.8)
ower A3

2.2 Forme covariante de 1’équation de Duffin-Kemmer-
Petiau

Afin de trouver la forme covariante de ’équation de Duffin-Kemmer-Petiau, tout

d’abord , nous allons adopter les notations suivantes (h=c¢=1):

st = (8°8) (2.9)

Le quadrivecteur gradient est donné par :

o 0 0 0 0

0 0 0 0 0
v (22 2 ) _ (2L _
0 <8t’ oz’ Oy’ 8z> (3t7 V) (2.11)
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Le quadrivecteur impulsion s’exprime comme suit

" = (p°,p) = io" (2.12)

Pu = (po, p) = 10, (2.13)

Le produit scalaire entre deux quadrivecteurs quelconque est définit de cette ma-
niere
a'y, = 2%y — zy (2.14)

On écrit I’équation de DKP comme

00
(zﬁoa —B.p—m)y = 0. (2.15)
En utilisant les propriétés (2.9)) et (2.13)), I'équation(2.15)), devient
(8% — B'p1 — B%p2 — Bps —m) ¥ = 0, (2.16)
en utilisant la relation (2.14]), on aboutit &

(B"pu —m)y =0, (2.17)

Finalement, la forme covariante est donnée par

(810, — m)ip = 0. (2.18)

On remarque que cette équation est similaire a la forme covariante de ’équation

de Dirac, la seule différence est que les matrices v sont remplacées par les matrices 3.

2.3 L’équation de continuité et courant conservé

Dans ce qui suit, on travaillera dans le systéme d’unité naturel de la mécanique
quantique relativiste, pour lequel 7z = ¢ = 1.

Sous forme covariante ’équation (2.1)) s’écrit
q
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(i88, — m) 4 = 0. (2.19)

L’équation adjointe de DKP est obtenue a partir (2.19)et (2.2)), et prend la forme
(—i0u Bt —map) =0, (2.20a)

avec 9 = 10 présente le spineur adjoint pour lequel (170 =2 (60)2 - 1) .
En multipliant & gauche ([2.19)) par v,et a droite ([2.20a)) par ¢ on obtient

Z'Tzlﬁu_a;ﬂﬂ - qu)w_: Oa
—i0, " — myyp = 0.

L’équation de continuité s’obtient par la soustraction de la deuxiéme équation dans

(2.21]) de la premiére

(2.21)

O (¥B) =0, (2.22)
cela implique que 131 est le quadrivecteur densité courant , puisque 'opérateur

Oy = (00, 0;) = (&, V) l'équation (2.22) s’écrit

9 .
5 W8%) +V (48 ¢) =0, (2.23)
Péquation (2.23) a la forme de I’équation de continuité
dp .
—-— Jg=0 2.24

ol p et j présente respectivement la densité de probabilité de présence et la densité

de courant
p =06,
J= VB .

Pour mettre en évidence le contenue physique du courant DKP | la décomposition

(2.25)

de Gordon peut étre effectuée

= DR = (DB O — 8,75 (2.26)

2m

et en utilisant les équations (2.19)), (2.2)) et (2.20al) pour séparer les termes v = p

de v # u, on obtient

=G (2.27)
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ou :

i = Gloms = 5= (8/(09) = (99) )

i (7.0 oY
- { Peonv = 2m <¢8if - 37%) (2.28)
jcom} = ﬁ 1/} (VT/J) - (Vw) ¢) )

et le second terme de est

i = T = 500 (916, 819) (2.29)

=95V (@ [8%8] )
Fimt = 5o (=2 (¥ [8% B8] ¥) + VAD (BAB)Y)

Le courant j{fzu ne contient aucune matrice 3, et on constate que les expressions

(2.30)

correspondantes pour la densité p et le courant 7 sont absolument identique & ceux
de la théorie de Schriodinger. Il s’agit de la composante du courant DKP. L’autre
composante, (jg iy = (PintsJ mt)), est relative & un mouvement interne car il implique
la moyennes des combinaisons de variables internes * [13].Nedjadi et Barret recom-
mandent, dans I’étude d’une particule dans un champ électromagnétiqu, de considérer
les quantités [60, ,6] Vet (B A B)Y comme quantités liés respectivement & la densité
de polarisation P et a une densité de magnétisation M, c’est a dire (p;,, = —V.P)

et (fie =% +V AM) [13].

2.4 Oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau dans ’espace-
phase commutatif

Notre objective dans cette section est d’étudier un autre modéle intéressant d’os-
cillateur bosonique relativiste pour les spins entiers 0 et 1, qui a une analogie avec
Poscillateur de Dirac de spin 1/2 [14]. Le systéme obtenu est appelé oscillateur de
Duffin-Kemmer-Petiau. ce dernier a fait 'objet d’'un développement notable et d’un
grand intérét dans diverses études physique , interactions des hadrons avec les noyaux

, en chromodynamique quantique...etc. Récemment, on a observ’ que oscillateur DKP



2. Formalisme de Duffin-Kemmer-Petiau dans le cadre relativiste 17

s’est développé de maniére significative dans différents contextes notamment dans le
cadre des algeébres déformées et de nombreux travaux ont été réalisés ainsi que dans
le contexte de l’espace non-commutatif [15], dans la gravité quantique. Afin de d’éta-
blir I'oscillateur de DKP, nous allons introduire une substitution non-minimale et qui
est linéaire en r, en faisant la substitution p — p — imwn®r ot w est la fréquence
d’oscillation et 70 = 2(5°)% — 1.

L’équation de DKP pour ce systéme est

o

(¢ B.(p — imwn’r) + mc*) = ihﬂoa,

(2.31)

ot (p — p — imwn’r) est le potentiel externe que nous présentons avec la substi-
tution non minimale. Ce potentiel extérieur conserve uniquement le moment angulaire
total J = L 4+ S, cependant ne conserve ni le moment angulaire orbital ni le moment

angulaire de spin [11].
2.4.1 Particule spin 0

Dans la représentation du spin 0, la matrice 7° est donnée par

10 0 0 0
01 0 0 0

" =28%-1=100 -1 0 0 (2.32)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

Apres développement et simplifications de 1’équation ([2.31)), on arrive & un systéme
d’équation donnée par

me? —ic(py + imwry) A1 — ic(pg + imwre) Ay — ic(ps + imwrs) Az = Eop,

mc*p = Eg,
ic(p1 — imwry) g + imc* Ay = 0,
ic(pa — imwra)d + imc*As = 0,
ic.(p3 — imwrs)¢ + imc? Az = 0,
(2.33)

d’une maniére plus simple, I’équation (2.33)) peut s’écrire comme un systéme & trois
b

équations [11] :
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mc¢p = Ep +ic(p + imwr). A,
mc?p = E¢, (2.34)
mc? A = ic(p — imwr) g,

I’élimination de ¢ et A en faveur de ¢, conduit & une équation équivalente & celle

de Klein-Gordon

(B —m?*ct) ¢ = & (p+imwr).(p—imwr)e

= (P +imw(rp — pr) + mAr?)g, (2.35)

en utilisant la relation d’incertitude d’Heisenberg [r;, p;| = hd;j, on trouve :

(E* —m?cho = [02(1)2 + m%w?r?) — 3hwm62] o, (2.36)
2.4.2 Limite non relativiste

en utilisant la relation (E =c+ ch) , & la limite non relativiste ¢ < mec?; 1’équa-

tion (2.36) se transforme en

p? 1

3
— Zmwir? - 2
= |2m + 5T 2hw o, (2.37)

qui représente I'oscillateur harmonique isotrope traditionnel.

2.5 Oscillateur DKP dans ’espace-phase non commutatif

2.5.1 Introduction

La forme la plus simple de la non-commutativité des opérateurs de la coordonnée

de position est postulée par la relation de commutation suivante [L6]

[2#, 3" = ig" (2.38)

avec(pu, v = 1,....d) et 0" est un tenseur antisymeétrique et (& = 7).
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Pour la mécanique quantique standart dans 1’espace phase commutatif , les rela-

tions d’Heisenberg s’expriment sous cette forme

(x5, 5] = 0, [pi,pj] = 0, [x4, p;] = ihdy, (2.39)

ou (i,j =1,2,3).

A treés petite échelles par exemple celle des cordes, les coordonnées de la position
et de 'impulsion ne commutent pas entre elles, dans ’espace phase non-commutatif
les opérateurs de la position et de I'impulsion sont respectivement z;et p;.

Ces nouveaux opérateurs Z;et p; satisfaisant aux relations de commutations sui-

vantes [17] :

[Ahi'j] = wlﬂ
[pi, j] = iy, (2.40)
[izaﬁ]] = ihA,]

Ou la matrice/\;;est donné par :

0.n
4h?

0:in;

Aij =1+ a2’

)8 — (2.41)

avec 0;; est le symbole de Kronecker et ou 6;; et n,; sont des parametres de la
non-commutativité.

On peut choisir une facon possible pour construire des variables non commutatives
(2,9, 2, P, Py, P») & partir des variables commutatives (z,y, 2, Dz, Py, p-) a travers des
transformations linéaires dite généralisée de Bopp Shift [I§]

7= @i = e, 2.42
Pi = pi + HE;, (242
les parameétres non-commutatifs peuvent étre identifiés par (Hij = €10k, Nij = Gijknk)7

avec 0 = (0,0,0), , n, = (0,0,n) et

912 — _921 — 03 — 9,

12

(2.43)
n?=-n*'=n*=n.
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Donc, nous avons
A[i:v g] :'ig) [ﬁ:’cu?y] = "5777 o . (244)
[ 7pCE] = 'Lheff [yapy] = Zheff , [vaz] = ih,
avec
hopr =1 (1420 2.4
eff = + 72 ) (2.45)
qui est la constante de Planck déformé. Les relations (2.42)) s’écrivent
:fc:x—%py, ﬁw:pm"i‘gﬂhy
g=y+ %px’ Py =Dy — %"L‘ (2.46)
zZ=z, Pz = Dz,
oul, dans les deux derniéres relations nous avons identifié
l=g 22=g, 3=3 pl = D, p? = Dy et P> =p, (2.47)
L’équation de DKP libre pour une particule scalaire et vectorielle de masse m est
donnée par
0
(cB.p +mc?) ¢ = mﬁoaif (2.48)

Pour déterminer l'oscillateur DKP dans l’espace phase non-commutatif, nous in-

troduisons la substitution non minimale
(2.49)

P — p— imwn'?

N . ) 0 0\2 0)2
Ou w la fréquence de loscillateur , avec n° = 2(8)° — 1 et (77 ) =1, 1est la
matrice identité de dimension 5.

L’équation ([2.48) avec cette substitution, devient
o

(¢B. (p — imwn’?) +mc®) ¢ = mﬁoa,

(2.50)

A trois dimensions cette équation est donnée par

(EB® —mc® — cB" (pu — imuwn’&) — cB* (py — imwn’g) — ¢ (p. — imwn°2)) ¢ = 0
(2.51)
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En introduisant la relation (2.8)) dans I’équation (2.51f), cette derniére s’écrit donc

comme suit

—mc? E  —c(ps +imwz) —c(py+imwy) —c(p, +imwz) 0]
E —mc? 0 0 0 %)
c(Ppy — IMWI) 0 —mc? 0 0 iAq
¢ (py — imwy) 0 0 —mc? 0 1A
¢ (py — imwz) 0 0 0 —mc? iAs
(2.52)

Pour les états DKP stationnaire, I’équation de mouvement se décompose de la

fagon suivante

—mc*p+Ep—ic Py + imwi) Ay —ic (py + imwi) Ag—ic (p, + imwz) Az = 0, (2.53)

E¢ = mc2p,
c (P — imwi) ¢ — imc?A; = 0, (2.54)
¢ (py — imwy) ¢ — imc? A = 0, ’
c(p, — imw2) ¢ — imc? Az = 0,
les relations (2.54)) sont équivalentes au systéme d’équations suivant
90 = mc? ¢a
iA c(Pa—imwi) ,
. ' c(p Tﬁcfnwy i’ (2.55)
ZAQ - ymc2 ¢7
iy = c@zm;z”wz 6
en injectant les équations (2.55)) dans , on aura
(E? —m?c*) ¢ = [ (g + imwi) (P — imwi) + (Py + imw3) (Py — imwi)) (2.56)
+ (P2 + imw2) (P, — imw2)]¢ '
Le coté droit de I’équation précédente se développe comme suit
(E? —m2c*) ¢ = [paPe + imw (2P — Pat) + m*w?2d
+ ﬁyﬁy + 1w (@ﬁy ﬁy?)) + m2w? Uy (2'57)

+ p.p. +imw (2P, — p.2) + m2w zz]gb

en utilisant ’algébre de la non-commutativité 2.46, les termes de la partie droite

se laissent développer de la sorte

A A _ O 0 9
boba = (o + 3y) (Pe + 235) B2 = (2= g5py) (v = 55p0)
0 0 0
= P2+ 250y + 25YPe T 1y = @ = 3ETPy = 2DyT + i
~oa . n _n 01 = 0 0
byby = (py = 25%) (Py = 257 , ) 99 = (y+ 57pe) (V4 352) 2
0 o) oA
=Dy — 25PyT — Dy + gz, = Y% + g5ype + 3Py + P
oy = P2 25 =22

(2.58)



2. Formalisme de Duffin-Kemmer-Petiau dans le cadre relativiste 22

L’insertion des relations (2.58]) dans I’équation ([2.57)), et 'utilisation de la deuxiéme

relation de (2.44)), nous conduisent aux équations suivantes

2
(B2 = m2ct) ¢ = 2[(1+ %) (92 + p2) + (m2w? + 1) (a2 +37)
+ g5 (1 +m?w?0) (poy — pyz) + o5 (n+m*w?0) (ypa — wpy)
—2mwhe sy — mwh + m?w?z? + p?l¢
(2.59)

Le moment angulaire L de la particule est définit par

L=7rxXp, (2.60)

oll T et p étant respectivement le vecteur position et impulsion de la particule.

En coordonnés cartésiennes les composantes du moment angulaire sont :

L, = yp.— 2py, (2.61)
L, = zp,— zpg, (2.62)
Lz = IPy — YPux, (2'63)

a l'aide des relations de commutation canonique dans l’espace commutatif, on
trouve
[z, py] =0 = xpy — pyx =0 = pyx = xpy,
[yapm] = 0= ypz — P2y = 0 = ypz = P2y,
en substituant les relation (2.64]) dans ’équation (2.59)), on aboutit a

(2.64)

2 2p2 2
(B2 = m2ct) 6 = 2[(1+ 2552 ) (2 4 p2) + (m2? + 35 ) (2 +4?)
b (04 m20) (yps — apy) + & (n+ m2260) (yps — ap,)
—2mwher — mwh + m2w?2? + p?¢,

(2.65)
Aprés 'insertion de la relation (2.63)) ,I’équation (2.65)) devient
2,.,2n2 2
(E? —m?c*) ¢ = c2[<1 + m4°£29 > (02 +p7) + <m2w2 + 47%—2> (2% + y?) (2.66)

— 1 (n+m%w?0) L. — 2mwhes; — mwh+ m?w?z% + p2)¢,
Le résultat qu’on vient de trouver dans I’équation (2.66)), est analogue a celui de

Young ([19]) dans l’espace non-commutatif. Si nous fixons le parameétre n = 0, le
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résultat sera identique au résultat de l'article de Falek ([I5]), et si nous comparons
les résultats de ’espace phase bidimensionnel non-commutatif et ceux obtenus dans
I’espace commutatif avec n = 0 et § = 0, nous trouverons qu’ils sont semblables & ceux

des articles de Guo ([20]) et Nedjadi ([I1]) respectivement.

2.5.2 Limite non relativiste

En utilisant la relation (E =ec+ mcz) , et dans la limite non relativiste ’équation

(2.66) devient :

w2 2 2 2
€p = [(27171 + mep ) (2 +1y) + (m; + 8771?12) (2% +v°)
2
— 5 (n+ m2w?0) L, — whepp — 4 + L;’z 22+ 210,

2m

(2.67)




Chapitre 3

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau dans le
cadre de la Covariance
(zaliléenne

3.1 Formalisme de la covariance galiléenne

Bien que la cinématique galiléenne ne soit qu’une approximation de la cinéma-
tique relativiste, la structure de la cinématique galiléenne est plus complexe que celle
de la cinématique relativiste. Par exemple, 'algébre de Galilée admet une extension
centrale non triviale et une représentation projective, contrairement a l’algébre de
Poincaré. En fait les représentations des algébres galiléenne peuvent étre construite
de trois maniéres possibles : premiérement, directement a partir d’algébre galiléenne,
deuxiément : & partir de contraction d’algébres de Poincaré de méme dimension d’es-
pace temps et finalement, & travers I’algébre de Poincaré dans un espace temps & une
dimension supplémentaire que nous appelons Covariance Galiléenne, car les équations
sont covariantes par transformation de Lorentz sur un collecteur étendu, qui deviennent
invariantes aprés projection & une dimension inférieur [21]

Un des avantages de ce formalisme est que la Covariance Galiléenne est omnipré-

sente et trés similaire aux formules relativistes. De plus, les problémes sont souvent plus

24
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élégants et simplifiés, d’autant plus que ’on considére des représentations vectorielles
du groupe de Galilée plutot que des représentations projectives [22]. Un des objectifs
de cette approche covariante est qu’elle puisse formener une autre caractéristique uni-
ficatrice des modeéles de la théorie des champs, et ainsi pour étudier la physique de
la matiére condensé comme la condensation dans les gaz dilués et les systémes non
relativiste tel que les fluides [23].

Le cadre de la Covariance Galiléenne est obtenue en ajoutant une coordonnée

ot Mt

supplémentaire "s" ou "x" a la variété de Minkowski (4,1). Cette variété étendue se

compose de cing vecteurs avec des coordonnées différentes [21]
ot = (a1, 22, 23,24, 2%) = (r,t, 5), (3.1)

sous l'effet des boosts Galiléen, il se transforme en

7 =1r— vt,
i=t, (32)
§=s—rv+ 302,

avec T, t, v représentent respectivement la position, le temps et la vitesse de la
particule.

Cette transformation laisse invariant le produit scalaire

,

(r,t,s).(F 1, 8) = rat — t§ — s, (3.3)

défini par la métrique suivante :

100 0 0
010 0 0

¢*=loo0o1 0 o |, (3.4)
000 0 -1
000 -1 0

ou u,v =1,..,5. Cette métrique est connue sous le nom de la métrique galiléenne,
bien qu’elle soit ’équivalent spatio-temporel de la métrique de Lorentz. Selon ’article
de Omote et Takashi, cette métrique peut étre diagonalisée (+,+,+,+, —).Notons

que le terme Galiléen décrit le processus de projection dans ’espace-temps & quatre
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dimensions, aboutissant a la théorie de Galilée. On note que la coordonnée "s" semble

étre liée a I'invariance lagrangienne de la particule libre sous transformation de Galilée ;
puisqu’elle se transforme comme la phase de la fonction d’onde quantique, garantissant
I'invariance de 1’équation de Schrédinger sous transformation de Galilée [21].

La version non relativiste de ’équation de DKP est donnée par [24]
("0 + k)9 =0, (3.5)

avec 1 = 1,..,5,et k est une constante arbitraire, qui est absorbé en énergie par la
définition suivante [22]

EFE—-F—-— (3.6)

Afin de construire I’équation de DKP pour des particules de spin 0, nous avons
besoin de cinq matrices dont chacune de dimension six et qui satisfont a ['algébre de
DKP

BEBYBN + BABYBH = g B + g B¢ (3.7)

ol g"¥ est la métrique galiléenne. On note que les matrices 5 dépend du spin. Une

représentation de ces matrices est donnée par [24]

000001 000000
00000 D0 000001

g_| 000000 g_| 000000
00000O0O0 ]|’ 000000
00000 O 000000
100000 010000
00000 0000 0 0
00000 0000 0 0

g 00000 0000 0 0 (38)
00000 0000 0 1
00000 0000 0 0
00100 0000 -1 0

5 =

o O O = O O

®

S

Il
O O O O O O ~
N— - O O O O O O

O O O O o O
O O O O o O
O O O O o O
o = O O O O
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L’opérateur de la quantité de mouvement a cinq dimensions s’exprime d’un coté

comme suit

pl/« - (p7E7m) et p,u - (p7 _E7 _m)7 (39)

et d’un autre coté comme

pu = —ihd, = (—ihV, —ihdy, —ihds) . (3.10)

Pour trouver I’équation de DKP dans la représentation de 'impulsion ,on multiplie
I'équation(3.5) par —ih
(8, — k) ¥ = 0 (3.11)

d’une fagon plus explicite I’équation (3.11)) s’écrit
(B.p — B*E —mpB® —ihk) ¢ = 0, (3.12)

puisque les matrices S sont de dimensions 6 x 6, alors le 9 est un spineur a 6

composantes ,qui s’exprime de la fagon suivante [24]

A

0 Az

P = , avec A= A, (3.13)
P A,
¢

3.2 Oscillateur de DKP dans I’espace-phase commutatif

L’oscillateur de DKP est décrit, en insérant le couplage non-minimale ci-dessous
[22]

P — p+imwnr (3.14)
L’équation (3.12), devient

(B. (p + imwnr) — B*E — mpB> — ikk)y = 0, (3.15)
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avec m la masse de la particule, w la fréquence de l'oscillation et 7 est une matrice

6 x 6 , définie comme suit

100 0 0 0
010 0 0 0
L 2 001 0 0 0
n= (5145 + 000 0 -1 0 (8.16)
000 -1 0 0
000 0 0 -1

La décomposition de I’équation matricielle (3.15]), nous méne au systéme suivant

—ihkAy + (pr — imwz) ¢ = 0,
—ihkAy + (py — imwy) ¢ = 0,
—ihkA, + (p, —imwz) ¢ = 0,

—ihk0 — E¢ = 0,
—thkp —m¢ = 0,
(P2 + imwz) Ay + (py + imwy) Ay + (. + imwz) A, + mf + Ep — —ihk¢ = 0,
(3.17)
qui peut étre convertis & un systéme a quatre équations
ihk A = (p — imwr) ¢,
—ithkd = FE
' ¢ (3.18)
—thky = mo,

(p+imwr). A+mb + Ep — ihk¢ =0
Pour éliminer 6, ¢, A en faveur de ¢, on remplace les trois premiéres équations du

systéme dans la derniére équation du méme systéme, et on obtient
[(p + imwr) . (p — imwr) — 2mE + k*¢ =0 (3.19)
Le premier terme de ’équation précédente se laisse développer de sorte a
(p + imwr) . (p — imwr) = p* + imw(r.p — p.r) + m*w?r? =0, (3.20)

en utilisant la relation de commutation d’Heisenberg [r,p] = 3ih et la relation
(3.6)), il est facile d’aboutir a I’équation de mouvement qui décrit 'oscillateur harmo-

nique

2
I [V P
E¢ = 2m+2mwr 2hw 0] (3.21)
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3.3 Oscillateur de DKP dans ’espace phase non-commutatif

Nous allons maintenant étudier ’équation de mouvement qui décrit 1’oscillateur

DKP .Pour cela nous allons introduit le couplage non minimale ci-dessous
P — p+ imwn’s (3.22)

Apres développement et simplification, on aboutit a ce systéme d’équations
—ihkA, + (pr — imwi)e = 0,
—ihkAy + (py — imwy)e = 0,
—ihkA, + (p, — imwz)¢p = 0,

—ihkf — E¢ = 0,
—thky —m¢o =0,
(Do + imw) Ay + (Dy + imwy) Ay + (D2 + imw2)A, + mb + Ep — —ihk¢ = 0,
(3.23)
d’une fagon plus explicite, ce systéme se réduit a

ihkA = (p — imw)d,
—ihk0 = B¢, (3.24)
—thky = mo,

(P + imwt). A+ mb + Ep — —ihk¢ = 0.
En éliminant 6, ¢ et A en faveur de ¢ et en multipliant parifik , on arrivera a cette
équation

(B + imw?).(p — imw) — 2mE + h*k?] ¢ = 0. (3.25)

Le premier terme de I’équation (3.25)), se développe comme suit
(ﬁz + zmwﬂ)(ﬁz — imwf’i) = P;.p; + imw (732]51 — ﬁZTA’z) + meQﬁ.@, (3.26)

ount=1,2,3.
Pour évaluer les termes de I’équation (3.26)), on va utiliser les relations de la non

commutativité données par (2.42)). Tout d’abord en calculant le premier terme

o 1 1

Pi-bi = (pi + 557i575) (Pi + 25775) ) (3.27)
. :

=P} + gpMigPiti + i TP+ gz (075)

avec 1;; = €k (4,7,k = 1,2, 3),et sachant que

(A X B)k = eijkAiBj (328)
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et
(AxB)=—-(BxA), (3.29)
ou A etB sont deux vecteurs quelconque.
Alors, on simplifie I’équation ([3.27)) comme suit
1 _ 1 P
3 MiiPiT5 = 37 €ijkNEDiT;
- 1 ey
: 21}177k61]kplrj (3.30)
= 5pMe(P X Tk
= —ﬁﬂk(r X Pk
1 e — 1L o
55 Mi5PiT5 = 37 €ijkNKTiPi
- _ 1 e
: glhﬂkﬁﬂkﬁpz‘ (3.31)
= o NK€ijkTiD;j
= — i (r X D)k
Ni;T5 = €igkMNETs5
= (nxr), (3.32)
=—(rxmn),
En combinant ces résultats, on aura
A A 2 1 1 2
pi-pi = pi — Zk(r X P+ g (1 X 1); (3.33)

Ensuite, en utilisant la troisiéme relation de (2.40)), le deuxiéme terme de 1’équation

(3.26]) devient

(Fi-pi — D) = i(1+ )00 — )

avec 0;; = 3 et n;0; = 0;n; = 0.1.
L’équation (3.34]), s’écrit

0.n
B — i) = 3iF 4 g
(7.0 — Di-T) = 31 —i—z—Qh

Enfin, le troisieme terme de (3.26|) se laisse calculer de sorte que

S (S NV e . _ 1l .

7375 = (ri — 9505p3) (ri — 950:5P;)
_ 2 lg g _ 1o oo 1 )2
=17 = 550i7ipj — 5505057 + (359i;p5)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Avec 0 = €;;,0) et en utilisant les identités (3.28)et(3.29), on trouve

1 1
350ijmiDj = 35 €ijk0KTiD;

3.37
= 3:0k(r X p)i (3:37)

1 1
350D = 55€i0kD;5Ti

i
= —35€5ik0kp;Ti

_%erijkpirj (3.38)
= —%h@k(p X T)k
= %hek(r X D)k

0ijpj = €ijkbkp;
— (0 p); (3.39)
= —(px 0);
En combinant les relations (3.37)) , (3.38]) et (3.39), on obtient

1 1
ity =12 — ﬁHk(r X D)k + W(p x 0)?

(3.40)
La substitution des relations (3.33), (3.35)et (3.40]), donne
(Pi + imwry). (P — imwr;) = [p? + m2w?r? — 3mwh
- %L (nk + m2w29k) .(7“ X p)k — %97]
+ (X m); +m?*(p x 0),)%) ]

(3.41)
En insérant ce résultat dans (3.25) et en utilisant la relation(2.60)), on obtient

2mE¢ = [p7 +m*wr}

w?r? — 3mwh — 1 (n;, + m2w?0y) Ly, .
+ g (X m)? + 2 (p x 0).7) — B0 + 120,
cette équation peut s’écrire comme suit
E¢ = 55 [p? + m?w?r? — 3mwh — 1 (7 + m2.,20) L 5
+z((r xn)” + mw?(p x 0)? — 2260.n + W2k*|¢ ‘



Chapitre 4

Approche galiléenne pure

En plus, de la méthode de Levy-Leblond utilisée pour la linéarisation de I’équation
de Schrodinger, cette derniére peut étre linéarisée en suivant une autre maniére basée
sur la méthode de Duffin-Kemmer-Petiau.

L’équation d’onde linéarisée est donné par [12]

(K.p+iK4E + 2miL) 1 = 0, (4.1)

avec K (K1, Kq, K3), Ky et L sont des opérateurs indépendants des coordonnées.

Ses opérateurs sont des matrices carrées, qui s’expriment sous cette forme :

00 01 0000
Ky = 00 00 Ky = 00 01
0000 0000
1 000 0100
0000 0000
Ky = 0 00O K= 0000 (4.2)

0 001 0000
0010 00 01

-1 0 0 0

I_ 0 -1 0 0

0 0 -1 0

0 0 0 0

Et le spineur ¢ (r,t), prend la forme ci-dessous

32
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A A

(r,t) = ( ) ,avec A = | Ay (4.3)
4 A
3

4.1 Oscillateur harmonique commutatif

Une particule de masse m oscille a une fréquence angulaire w sous I'influence d’un

potentiel harmonique, dont I’hamiltonien est

H = 21); + %mwzﬂ (4.4)

Dans cette section, on va analyser 'oscillateur harmonique en procédant par ana-

logie au cadre relativiste du chapitre 1, et cela en utilisant 1’équation d’onde linéaire
ED.

En introduisant le potentiel de l'oscillateur harmonique via la substitution sui-

vante :

D — P — imwnyT, (4.5)

ol w est la fréquence d’oscillation , 7, est une matrice 4 x 4 définit par :

-1 0 0 0

0 -1 0 O
=2K? 1= 4.6
T4 4 0 0 -1 0 (4.6)

0O 0 0 1

Avec cette substitution ’équation (4.1)), devient
. : o

(K. (p— imwnur) +2mil) ¢y = Ky (4.7)

ot

Les quatre matrices K; et K4 peuvent s’écrire :

0 p 0 0
Pr
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Avec 0,0,07 sont respectivement des matrices zéro d’ordre 3 x 3,3 x 1,1 x 3, et

1 0
pr=( o0 |.02=[1].0"=[0], (4.9)
0 1

et p% est la matrice transposé de p'.

Le terme (p — imwnyr), se développe comme suit :

. (pi + imwm) 1343 0
;— = A , 4.10
bi e at < 0T (pi — imwr;) (410)

avec I’adoptation des ces nouvelles relations les termes constituants I’équation (4.7)),

s’expriment de la fagon suivante :

. _ 0 p p; + imwr;) 13xs 0
K.(p—imwnyr)=| | 0 (i 6T i) 1ax (pi— i N PR
e pi — mwr;)

et comme par exemple p¥ (p; + imwr;) = (p; + imwr;), donc :

K.(p—imwn,r)y = ( (p_H(')mwr) <p_gmwr) ) ( 1: )

— ( (p—imwr)p ) (4.12)

(p+imwr)A

Pour la matrice K4 et la matrice L = K4 — 1,, on aura

o ( A o ( 0 0 A 0
wq(3)=a(e i)(3)-(4) oo

A 0 0 1343 0 A
f(2)-((a2)-( 1)) (2) o
:(‘3) (4.15)

L’insertion des relations (4.12))et(4.13) dans (4.15)) donne :

(p —imwr) ¢ [ —A B 0
(eomn Yo 2) (L)

finalement, on aboutit & un systéme de deux équations couplées :
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(p — imwr) p = 2miA,

4.17
(p+imwr). A = %cp, (4.17)
en éliminant la composante vectorielle A en faveur de p,on obtient
, ‘ .0
(p+imwr) . (p—imwr) p = 2mzacp (4.18)
En évaluant le coté gauche de I’équation (4.18)), on arrive
L NS PO P (4.19)
[ f— T’ _— - = .
om 2 g )T

ce qui caractérise l'oscillateur harmonique usuel en mécanique quantique. On re-
marque aussi que ce dernier résultat est exactement similaire & celui obtenue dans le

chapitrel, lorsque on effectue la limite non relativiste de 'oscillateur DKP.

4.2 Oscillateur harmonique non-commutatif

Nous allons maintenant, utiliser ’algébre de la non commutativité énoncé dans
le deuxiéme chapitre afin de trouver I’équation de mouvement associé a ’oscillateur
harmonique.

L’équation s’écrit :

(K.p+ 2miL) 1) = m%f (4.20)

Pour cela, on va injecter le couplage non minimale (p — imwn,7) dans 1'équa-

tion(|4.20]), on trouve

(K. (p — imwny ) + iK4E + 2miL) ¢y =0 (4.21)
En remplagant les expressions de K, Ky et L dans 'équation (4.21)), on obtient un
systéme d’équations couplées en ¢ et A

(p — imwt) p = 2miA,

4.22
(p+imwr) A = —iFyp, (422)
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afin de découpler le systéme d’équations, on multiplie la deuxiéme équation de (4.22)

par 2mi et en utilisant la premiére équation de (4.22)), on trouve

(pi + imwry) . (pi — imwr;) @ = 2mE, (1=1,2,3) (4.23)

La partie gauche de I’équation (4.23)), se laisse développer de telle sorte a avoir

(]51 + mefz)(ﬁz — imwﬂ-) = P;.p; + imw (721]51 — ﬁlﬂ) + m2w2fi.fi (4.24)

Pour calculer les termes de I’équation (4.24), nous allons faire appel aux rela-
tions(2.40) et (2.42) ,cités dans le chapitre 2 , on aura donc

Pibi = D? — $n(r X Pl + 7o (1 x )7
(7% pi — i) = Bih + %0 (4.25)
Ti- Tz—r ek(TXp)k—l—4h2(p><9)

La combinaison de ces relations donne

2mEp = [p? + m?w?? — 3mwh — L (1, +m erk) Ly,

L (o) + m2t(p x 0).2) — 0.l (4.26)

D’une maniére plus condensée et en utilisant la définition du moment angulaire,
léquation (4.26)), s’écrit

Ep = 2 [p? + m2w?r? — 3mwh—%(n+mw 0) .L

2m (4.27)
+a2((r x m)® + m?(p x 6)%) — Z20.1)p.
Nous allons maintenant prendre le cas ou
0 =0, =(0,0,0),n=mn,=(00,n). (4.28)
On utilise ces deux relations, on trouve que
(rxm)? = (yni — anj)?
9 N o (4.29)
= (y*+2%)n
0 2 _ . N2

= (0% +p}) 0°
(n +m?w?0). L = (n+m*w?0) L, (4.31)



4. Approche galiléenne pure 37

En insérant ces relations dans ’équation (4.27)), on aboutit a

. 1 292 2 2 2 2 2 2
Egp—[<%+m§22 )(px+py)+(%+8:zﬁ2>(x %) (4.32)
, :

2
— 7 (n+m2w?0) L, — whepy — 4 + =22 + P=]p

m

Ce dérnier résultat coincide exactement avec celui de la limite non relativiste de ’équa-

tion ([2.67)) traité dans le chapitre précedent.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'oscillateur de Duffin-Kemmer-
Petiau. Notre étude a été effectuée pour une particule scalaire dans le cadre de la
mécanique quantique standard (MQS) et dans le cadre d’un espace des phases non-
commutatif (NC).

Dans le premier chapitre, une introduction & trois équations d’ondes relativiste a
été présentée : L’équation de Klein-Gordon (spin zéro), I’équation de Feshbach-Villars
(spin zéro) et ’équation de Dirac (spin un demi).

Le chapitre deux a été consacré a I’équation DKP. L’étude de 'oscillateur har-
monique dans le cadre non-commutatif a montré I’apparition d’un terme en plus qui
dépend des parameétres de la non-commutativité de ’espace des phases. Lorsque ces
derniers s’annulent, on retrouve bien I’oscillateur DKP relativiste standard. Nous avons
également calculé la limite non-relativiste en MQS et dans le cadre de la MQNC.

Au chapitre trois, nous avons examiné 'oscillateur DKP dans le contexte de la co-
variance Galiléenne. Nous avons pu reproduire les résultats obtenus dans la littérature
dans le cadre standard (MQS) ainsi que dans le cas non-commutatif. La comparaison
avec la limite non-relativiste abordée au chapitre précédent, a été concluante puisque
les équations de mouvement obtenues coincident parfaitement.

Le chapitre quatre vient compléter le traitement de 'oscillateur DKP en suivant
cette fois une approche purement non-relativiste basée sur ’équation de Schrodinger.
Apres avoir reproduit une forme linéaire de ’équation d’onde de Schrodinger, nous

avons procédé a ’étude de D'oscillateur harmonique en faisant appel au méme type de

38
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substitution utilisée dans les chapitres précédents. le calcul dans le cadre de la MQS
a conduit au résultat déja dérivé dans le cadre de la Covariance Galiléenne. Dans le
cas de la MQNC, nons avons pu retrouver un résultat identique au résultat obtenu

précédemment dans le cas de la limite NR de l'oscillateur DKP
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