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Introduction

La théorie de I'estimation est I'une des préoccupations majeures des statisticiens. Cette théorie
est habituellement divisée en deux composantes principales, a savoir, ’estimation paramétrique
et 'estimation non paramétrique. L’estimation paramétrique consiste a estimer un nombre fini
de parametres réels a partir d’'un échantillon. En opposition I'estimation non paramétrique
estime a partir des observations une fonction inconnue, élément d’'une certaine classe fonction-
nelle, telle que la fonction densité. Dans ce travail on s’intéresse a ’estimation non paramétrique

de la fonction densité de probabilité.

L’estimation de la densité de probabilité est I'un des plus vieux problémes de 1’estimation
non paramétrique. En effet, les premiers travaux consacrés a ce sujet remontent a ceux de
Karl Pearson [46] en 1902. Ce probléme fondamental a connu un développement considérable,
différentes méthodes ont été dédiées a I’estimation non paramétrique de la densité de probabilité
inconnue f, on peut citer : la méthode de I’histogramme, méthode d’estimation par les série
orthogonales et la méthode du noyau. Cette derniere méthode qui fait I’'objet de notre travail
sera présentée. Rosenblatt [48] en 1956, suivi de Parzen [44] en 1962, sont les premiers a proposer
une classe d’estimateurs a noyau d’une densité univariée.

Cet estimateur est une fonction de deux parametres une fonction K, appelé noyau, et un réel
positif & dit parametre de lissage (appellé aussi largeur de la fenétre). Rosenblatt reprenait I'idée
de Fix et Hodges [20] en 1951, qui consistait a estimer la densité en un point, en comptant le
nombre d’observations situées dans l'intervalle de longueur 24 et centré en ce point. L’estimateur

a noyau d’une densité f est de la forme :

1 x—X;
fn(X)=E;K( p )

généralement les noyaux les plus utilisés sont des noyaux symétriques. Dans le cas ou ’hypo-

these de symétrie du noyau n’est pas remplie on trouve Chen S, X [12] en 1999 qui a introduit
I'estimateur a noyau béta de la densité et Bouezmarni T. et Rolin J-M. [7] en 2003 ont étu-
dié la consistance de cet estimateur. Cependant, en raison de contrainte de temps nous nous
contentons dans ce travail aux noyaux symétriques.

L’estimateur a noyau a connu un tres grand succes parmi les estimateurs non paramétriques,
ceci est dii a sa simplicité et ses propriétés de convergence vers la densité inconnue f, il laisse
a 'utilisateur une grande latitude non seulement dans le choix du noyau K, mais aussi dans le

choix du parametre de lissage h.



Le choix du parametre de lissage h est crucial. Plusieurs auteurs ont montré que ’estimateur
peut changer dramatiquement pour de petites variations du parametre de lissage.

Dans le contexte des données compléetes, plusieurs travaux ont été réalisés pour 'estimation
de la fonction densité par la méthode du noyau. Sous certaines conditions sur le noyau K,
Parzen [44], Silverman [51] et Nadaraya [41] ont établis les propriétés de convergence de cet
estimateur. Devroye [15] en 1985 a fait une étude compléte sur la convergence L!. Les théorémes
relatifs a l'erreur quadratique asymptotique et I'erreur quadratique intégrée asymptotique ont
été obtenus sous forme élémentaire par Parzen [44]. Enfin, c’est Epanechnikov [19] en 1969 qui

s’est rendu compte de I'existence d’'un noyau asymptotiquement optimal K, .

Mais il n’est pas rare que les données a traiter ne soient pas completes. Cette difficulté est
souvent rencontrée dans le domaine de ’analyse de survie, ou la variable d’intérét, appelée du-
rée de vie, représente le temps écoulé jusqu’a I'apparition d’un évenement précis. Par exemple
en médecine, cette durée peut étre le temps jusqu’a la guérison, la rechute, ou encore le dé-
ces, d'un patient. Cette variable de durée de vie est en général, et pour diverses raisons, non
completement observée, essentiellement a cause de deux phénomeénes distincts : la censure et
la troncature, on parle alors de données incompletes. Il est bien connu que ce type de données
nécessite des techniques statistiques plus élaborées afin de les modéliser. Il n’est pas rare dans
la réalité, que ces deux types de données incompletes se croisent simultanément dans un méme
échantillon (Tronqué a gauche et Censuré a droite).

Dans ce contexte, de nombreux travaux ont été effectués. Par exemple en (1958), Kaplan
et Meier [29] proposent d’utiliser dans le domaine médical un estimateur non paramétrique
permettant d’intégrer les données censurées en estimant la fonction de survie en présence de
censure a droite. Blum et Susarla en 1980 ont introduit l’estimateur a noyau de f, les pro-
priétés asymptotiques ont été étudiées par Diehl.S et Stute.W [16] en 1988. Dans le cadre de
la troncature gauche Lynden-Bell [39] en 1971 introduit les estimateurs produits-limites des
fonctions de répartition (f.d.r.) de la variable d'intérét X et de la troncature T. Woodroofe [56]
en 1985 établit les conditions d’identifiabilité du modele ainsi que la convergence presque siire

des estimateurs de Lynden-Bell.

Avoir des données incompletes constitue une perte d’information, un probleme d’identifia-
bilité se pose alors. Autrement dit, nous nous demandons si la loi des observations nous permet

d’identifier la loi de la variable d’intérét X (exemple : la densité ou la survie) ?

Tout au long de ce mémoire nous considérons la suite (Xj, X, ..., X;;) de n variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées ( i.i.d ) de fonction de répartition F et admettant
une densité inconnue f. L’objectif de ce travail est d’estimer d’'une part a partir de données
completes et d’autre part a partir de données incomplétes la densité inconnue f en utilisant la

méthode du noyau.



Pour répondre a cet objectif, nous avons organisé notre travail comme suit :

Le premier chapitre est consacré a ’estimation de la densité de probabilité par la méthode
du noyau dans le cas des données completes. Nous présentant la méthode du noyau, I'estimateur
a noyau et ses différentes propriétés, les noyaux usuels et quelques méthodes de sélection du
parametre de lissage h.

Le deuxieme chapitre porte des généralités sur les données incompléetes, les différents
types de censure et troncature.

Le troisieme chapitre est consacré a l'estimation de la densité de probabilité par la
méthode du noyau dans le cas des données incompletes. En particulier, 'estimateur de Kaplan-
Meyer de la fonction de survie, et les estimateurs a noyau de la fonction de densité dans le
modele de censure droite, et troncature gauche.

Nous présentons dans le quatrieme chapitre une application et une étude comparative
réalisée sur les résultats obtenus.

Nous terminerons ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre

Estimation non paramétrique de la
fonction densité par la méthode du

noyau : cas des données completes

1.1 Introduction

L’estimation non paramétrique de la densité de probabilité a fait I’objet de multiples travaux

par des méthodes diverses citons :
— L’estimateur par histogramme
— L’estimateur par les séries orthogonales.
— Les méthodes a base de splines.
— L’estimateur par la méthode du noyau.

L’estimateur le plus ancien est I'histogramme des fréquences. L’origine des histogrammes est
attribué a John Graunt au XVII eme siecle répondant a 1’objectif d’une représentation de la
distribution de données.

Cette méthode consiste a estimer une fonction densité de probabilité en un point x tel que
X appartient a un intervalle de longueur i dit parametre de lissage. En se basant sur un n-
échantillon X1, Xs..., X, de la variable X dont la densité de probabilité est f inconnue. Elle
est basée sur le choix d'un point d’origine ag et d'une partition By = ([ax, ak+1[)k=1,..p en p
intervalles du support de X. Si nous notons n; le nombre de variables dans la classe [ag, ag+1[

et h = apy1 — ay, on trace alors une boite en x, dont la largeur est gouvernée par le parametre

h.

L’estimateur de f sur [aar+1[ du type histogramme est :

_ 1 Card {x; dans le méme intervalle que x}

f(x) (1.1)

n largeur de l'intervalle contenant x



1.2 Définitions et criteres d'erreur Chapitre 1

Si on choisit des classes de méme longueur h,

fn(x) = i Card{i : x;, x € [ak,ars1[}
nh (1.2)

i
=—  pour x € [ax, a1/
nh

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur ont été détaillées dans le livre de Bosq et
Lecoutre [5] en 1987 et le livre de Simonoff [52] en 1996. L’étude asymptotique de 'erreur
quadratique moyenne et de 'erreur quadratique moyenne intégrée de fn ont été établies par
Lecoutre [35] en 1982. En 1974 Geoffrey [23] a étudié la convergence uniforme et presque com-
plete de cet estimateur.

L’histogramme a de bonnes propriétés statistiques. Néanmoins, ses discontinuités n’apparaissent
pas tres naturelles et ce qui est plus grave, les points tombant prés du bord d'une classe et ceux
tombant pres du milieu ne sont pas différenciés, ceci explique la variabilité des interprétations
statistiques que I'on peut faire d’un histogramme suivant le choix de 'origine et des classes.
Pour des densités raisonnablement lisses, I'histogramme apparait donc comme un estimateur
séverement limité. Afin de résoudre ce probléeme, une méthode plus robuste a été introduite,

¢’est la méthode d’estimation par noyau, et elle est tres utilisée en estimation non paramétrique.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude détaillée de I'estimateur par la méthode

du noyau ainsi que ses propriétés statistiques et asymptotiques.

1.2 Définitions et criteres d’erreur

Avant de présenter la méthode du noyau et définir I’estimateur a noyau de f(-) ainsi que ses
propriétés, il est intéressant de citer les différents criteres d’erreur et donner quelques définitions
et notions sur les noyaux.

Pour mesurer les performances théoriques des estimateurs et identifier le meilleur, il est
nécessaire de spécifier un critere d’erreur. Nous considérons la densité de probabilité f inconnue

et son estimateur f,.

Définition 1.2.1. L’erreur quadratique intégrée ISE (Integrated Square Error) est définit par :

ISE(7.f) = [ 1700 - fuo) P (13)
Définition 1.2.2. L’erreur quadratique moyenne MSE (Mean Square Error) :

MSE(f (x), fu(x)) = E(f(x) = fu(x))”

’ ) ) (1.4)
= ( biais (fn(x))) +Var(fu(x))




1.2 Définitions et criteres d'erreur Chapitre 1

Définition 1.2.3. L’erreur quadratique moyenne intégrée MISE (Mean Integrated Square Er-
ror) :

MISE(f, f,) = / MSE(f (x). £, (x))dx = / B(f(x) — i (x))2dx
(1.5)

~ 2 ~
- / [(Binis(fu () + Var(fu(e)]d.

Définition 1.2.4. [13] On dit qu’un estimateur f, de f est sans biais si :

E(fn(x) = f(x)

1l est dit asymptotiquement sans biais si : lim E(fn(x)) = f(x), en tout point x de continuité
n—>0oo

de la densité f. Un estimateur fAn de f est dit asymptotiquement uniformément sans Biais si :
lim sup [E[f,(x) = f(x)]] = 0.
X

Définition 1.2.5. On dit qu’un estimateur fn de f est ponctuellement consistant en moyenne

quadratique si : lim MSE(f(x), fu(x)) = 0, en tout point x de continuité de la densité f.

Définition 1.2.6. On dit qu’un estimateur ﬂ de f est uniformément consistant en moyenne
quadratique intégrée si :

lim sup MSE(f (x), fu(x)) = 0.

Définition 1.2.7. On dit qu’un estimateur fAn de f est asymptotiquement normal si :

en loi

Fa(¥) =5 NE(fu(x)), Var(f(x))), V.

n—+oo

Notion de noyau

Un noyau est une fonction de pondération utilisée dans les techniques d’estimation non
paramétrique. Le noyau intervient dans ’estimation de la densité de probabilité d’une variable
aléatoire, il se base sur un échantillon d’une population statistique et permet d’estimer la densité

en tout point du support.

Définition 1.2.8. Un noyau est une fonction, K : R — R*, permettant d’estimer une densité

de probabilité a partir d’un n-échantillon.

Définition 1.2.9. Un noyau est dit symétrique si, pour tout u dans son ensemble de définition,
K(u) = K(-u).

Définition 1.2.10. [38] Un noyau sommatif est une fonction K : S — R*, qui vérifie la

propriété de sommativité | K(u)du = 1.
s




1.3 Méthode du noyau Chapitre 1

Définition 1.2.11. [37]

Soit r > 1 un entier. On dit qu’'un noyau K est d’ordre r si :

Vi=1,...,r, /qu(u)du:O et /u”lK(u)duiO.

Dans la suite de ce document, on ne considerera que des noyaux sur R.

1.3 Meéthode du noyau

En statistique, la méthode du noyau proposée par Rosenblatt [48] en 1956 et améliorée
par Parzen [44] en 1962 est une méthode non paramétrique d’estimation d’une densité de
probabilité inconnue f, en se basant sur un n-échantillon d’une variable aléatoire X. En ce
sens, cette méthode généralise astucieusement la méthode d’estimation par histogramme, elle
est aussi appelée méthode de Parzen-Rosenblatt.

L’idée de l'estimation par la méthode du noyau consiste a évaluer la densité f(x) au point
x en comptant le nombre d’observations figurant dans un certain voisinage de x sur R. Cette
estimation, présente de bonnes propriétés statistiques car elle permet de retrouver la continuité,
contrairement a I’histogramme qui est une fonction étagée et discontinue : pour cela on remplace
la loi uniforme de x par une fonction de forme générale K(x) continue (exemple, une gaussienne
centrée réduite en x).

L’estimateur ainsi obtenu est appelé estimateur a noyau dit aussi estimateur de Parzen-
Rosenblatt, il est une fonction de deux parametres : le noyau K et le parametre de lissage h
largeur de la fenétre. Le succes rencontré par cet estimateur s’explique par sa simplicité, sa
flexibilité et aussi ses propriétés de convergence, il laisse a 'utilisateur une grande latitude non

seulement dans le choix du noyau K, mais aussi dans le choix cruciale du parametre de lissage

h.

1.3.1 Estimateur de Parzen-Rosenblatt : Construction et définition

Avant la construction de I'estimateur a noyau de f, nous donnons brievement un apergu sur

I’estimateur empirique de la fonction de répartition.

Définition 1.3.1. Soit X1,..., X, un n-échantillon d’une variable aléatoire X de densité f(-)
de probabilité sur R, de fonction de répartition F tel que, F(x) = /_to f(t)dt. On appelle fonction

de répartition empirique associé d Xi,...,X,, la fonction aléatoire F, : R — [0, 1] définie pour
1 n
tout x € R par F,(x) = - Zl 1ix,<x)-
=

On peut également écrire de maniére équivalente

Fa() = D 1 (X)) (1.6
i=1




1.3 Méthode du noyau Chapitre 1

0l 1(.)]-cox] €5t la fonction indicatrice sur ] — oo, x].

La loi forte des grands nombres [32] montre que c’est un estimateur fortement consistant c’est
a dire :
Vx eR, F,(x) > F(x) P.S

Le théoreme de Glivenko- Cantelli [45] permet d’améliorer ce résultat puisqu’il donne la conver-

gence uniforme.

Théoréme 1.3.1. [}5]

~ .S
Vx € R, sup |Fn(x) - F(x)| 25 0, quand n — oo
xeR

Donc Fn est un tres bon estimateur de F

loi

nFa(x) = > 1) — B0, F(x)).
i=1

ol B est la loi binomiale, dont 1’espérance et la variance de F,(x) sont donnés respectivement
par :

E@K@):Fu) et xMr@um):%u—F@ﬂFu)
On peut alors justifier la construction de ’estimateur a noyau de deux facons :
- Une premiere ideé (developpée par Rosenblatt [48] (1956) en reprenant I'idée de Fix et Hodges
[20] en 1951) était de le construire & partir de 'estimateur F, de la fonction de répartition.

Pour h > 0 assez petit, Rosenblatt (1956) a proposé d’estimer f par :

F(x+h) - F(x - h)

f() = F'(x) ~ (L7)
En remplacant F par Pestimateur F,, on obtient
A B Ey(x+h) — Ey(x — h)
fulo) = =
1o 1
== _1(x—h<Xin+h)
n I:ZI 2h
BRI
=— ) -1 X 1.8
i 23 e =

En posant :

1/2, -1<u<x<l
w(u) =
0, sinon.




1.3 Méthode du noyau Chapitre 1

On peut réécrire (1.8) sous la forme

f,,(x):%Zw(x _hX") (1.9)
i=1

Nous venons de définir I'estimateur a noyau dit de Rosenblatt(uniforme). Parzen [44] en 1962 a

étudié une classe générale d’estimateurs. En remplagant la fonction w par une fonction densité

de forme générale K, d’oti 'estimateur & noyau de la densité f (estimateur de Parzen Rosenblatt)

ﬂ(x)z%%}l{(x _hX") (1.10)

définit par :

Ou
h = h(n) est un reél positif qui est fonction de n, appelé parametre de lissage vérifiant
nh — oo,n — oo et K est la fonction noyau satisfaisant certaines hypotheses basiques parmi

celles énoncées ci-dessous :

(1) /SK(u)du =1. S estlesupport de K (K densité de probabilité)
(i) /s u?’K (u)du = 0'12( < 0.

(iti)  JSuK (u)du = 0.

(@iii) K(u) = K(-u),

(1.11)




1.3 Méthode du noyau Chapitre 1

Les noyaux les plus utilisés sont des noyaux symétriques, certains sont donnés dans le tableau

suivant :
Noyau K(u) Domaine de définition
Rectangulaire K(u)=1/2 [-1,1]
triangulaire K(u)=1-|ul [-1,1]
d’Epanechnikov K(u) = (3/4) (1 - u2) [-1,1]
Tukey ou Biweight K (i) = (15/16) (1 — u2)’ [-1,1]
Gaussien K(u) = (1/V27r) exp (—u?/2) R

TABLE 1.1 — Exemple de noyaux symétriques

b) Noyau triangulaire.
(a) Noyau Rectangulaire. (b)

(¢) Noyau de d’Epanechnikov. (d) Noyau de Biweight.

(e) Noyau Gaussien.
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1.4 Propriétés de I'estimateur de Parzen-Rosenbaltt Chapitre 1

1.4 Propriétés de '’estimateur de Parzen-Rosenbaltt

Il est facile de voir que 'estimateur a noyau (1.10) possede les propriétés suivantes :

1. Si K est une densité de probabilité, alors ﬁ() est aussi une densité de probabilité. En

effet " " . .
[oo ﬁ,(x)dx:/_m E;K(x_h l)dx

1 [ ~-X;
:E;[m K(xh )dx
:%Z./_:OK(u)duzl avecuzx_hxi

2. f,;( -) a les méme propriétés de continuité et de différentiabilité que K :

— Si K est continu, ﬁ() sera une fonction continue.
— Si K est différentiable, ﬁl(-) sera une fonction différentiable.

Dans ce qui suit, nous supposons que les dérivées premiere et seconde de f existent et

admettent une intégrale finie sur R.

1.4.1 Espérance, Biais et variance de ’estimateur

Espérance mathématique

Proposition 1.4.1. Soit x fixe dans R. l’espérance de [’estimateur fn(x) est :

E [f;(x)] = F(x) + h;f”(x) /_:o 2K (u)du + o (h?) (1.12)

Démonstration : Comme les variables aléatoires X7, Xo, ..., X, sont i.i.d., nous avons :

vl (x=X

Z -K !
e

(5]

B|fiw]| =B

1 (x—t
= [ 2K (2= e
[ (5w
-1
Nous effectuons le changement de variable suivant : —u = XT dout=x+uh

de la, en utilisant 'hypothese K(—u) = K(u), I'espérance peut s’écrire sous une forme plus

11



1.4 Propriétés de I'estimateur de Parzen-Rosenbaltt Chapitre 1

simple, qui ne dépend que du parametre k. En étulisant le dévelopement limité d’ordre 2

(uh)®

Tf”(X) + 0 (h2) .

f(x+uh)=f(x)+uhf'(x)+

Ainsi, nous obtenons
+00 2 +00
Bl = f+hs@ [ uK (u)du + % £7(x) [ 2K (u)du + o (h) .

d’apres les conditions : f_zo K(u)du =1 et f_t:o uK (u)du = 0, I'expression finale de I’espérance
est alors :

. /’12 400
E [fn(x)] = f(x) + 7f”(x) [oo u?K (u)du + o (h?).

Le Biais
Proposition 1.4.2. Soit x dans R. Le Biais de l’estimateur ﬁ,(x) est donné par :
. l’l2 +00
Biais ( fn(x)) =5 £ (x) / u?K (u)du + o (h?) . (1.13)
Démonstration : Le Biais s’ecrit :
Biais (/200 = E |, (0)| - /()

En remplagant ’espérance par I'expression (1.12) on trouve :

Biais (ﬁl(x)) = f(x)+ h;f”(x) [W’ u?K (u)du + o (h?) — f(x),
d’ott  Biais (ﬁ(x)) = h;f”(x) /+°° u?K (u)du + o (h?).

Ainsi

+0oo

2
Biais (fn(x)) = %f”(x),uQ(K) +o(h?) ol us(K) = / u’K (u)du.

—00

La variance

Proposition 1.4.3. Soit x fixre dans R. La variance de l’estimateur ﬁ(x) est :

Var (ﬁ(x)) = %f(x) [00 K?(u)du + o (%) ) (1.14)

12
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Démonstration : Partant de 'hypothese d’indépendance entre les X;, nous avons

Var (fn(x)) = Var {%EK (X —hXi)}

i=1

e () (e (52

xX—t
Avec le changement de variable, —u = 5 on obtient :

+00 +00 2
Var (fn(x)) _ L /_ (K ()2 f (x + uh)du — % [/ K(u) f(x + uh)du]

nh 00 —00

Le terme

400 2
/ K(u)f(x+ uh)du] — 0 lorsque n — o0

1
n

En faisant le développent de Taylor a 'ordre 0 au voisinage de x, f(x +uh) = f(x) +o0(1). d’'ou

1

Var (F00) = 2 [ (R@)PLF) +o(1)]1du

1 oo 1
= Ef(x) ‘[00 K?(u)du + o (E)

Ainsi

+00

Var(f,,(x)) = nihf(x)R(K) + 0( 1h) Ou R(K)= / K?(u)du.

n —00

1.4.2 Critére d’erreur

Erreur quadratique moyenne (MSE) de ’estimateur a noyau
Proposition 1.4.4. L’erreur quadratique moyenne (MSE) s’écrit sous la forme, pour tout x :

+00

+00 2
MSE (f(x),f,,(x)) = ihf(x)[ K2(u)du + }lh‘l (F"(x))2 (/ u21<(u)du)

n —00

volnt+ L) e
[3)

13
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Démonstration :

MSE (£(). £,0)) = E (£~ £u(0))
= (Biais (f;l(x)))2 + Var (ﬁ,(x))
= (h;f"(x) '[:0 u’K (u)du + o (hQ))2 + %f(x) ‘/_:0 K?(u)du + o (%)

+00 4 +o0
- [ K2<u)du+h— ()2 ( /

—00

2
1
uzK(u)du) +o0 (h4 + —)
nh

= L FOR(K) + 2 L <u2<1<>>2+0(h4+ih)

On note par AMSE I'approximation asymptotique de la MSE

AMSE (£, f,) = — FQOR(K) + ) (K (1.16)
I Erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) [3, 28]

Proposition 1.4.5. L’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) s’écrit sous la forme :

R /’l4 +00
MISE (f, fn) - nihR(K) + T (u2(K))? LO (F"(x)dx + 0 (h4 + nih) . (1.17)

Démonstration : En utilisant 'expression du critere MSE (1.15), nous avons :

MISE (f, f;) - [:O MSE f(x), f;(x)) dx

- |+ 0 Gt o (1 L

= %R(K) /_Oo f(X)dx-'-Z (/12([{))2 [00 (f"(x))2 dx+0(h4+%)

- %R(K) + ih‘l (ua(K)2 R (f") + 0 (h4+ %)

Avec :

ha(K) = / T WPK(wdu, R(K) = / T Kwydu, R(f") = / ()2 d.

(o) o0 (o)

On note par AMISE I'approximation asymptotique de 'MISE

AMISE ( 1, fn) - %R(K) +ih4 (u2(K))? [ K F7(0))2 dx. (1.18)

14



1.4 Propriétés de I'estimateur de Parzen-Rosenbaltt Chapitre 1

1.4.3 Propriétés asymptotique du Biais et de la variance de 1’esti-

mateur

Dans ce qui suit, on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

+00
lim A(n) =0, lim |[uK(u)| =0, sup|K(u)| < oo, / K(u)du =1 (1.19)
n—o0 U—00 u oo

" Comportement asymptotique du Biais

Théoréme 1.4.1. (Parzen [}4])

Si la fonction K satisfait les conditions (1.19) : Alors, ’estimateur ﬁ,(x) est asymptotiquement

sans Biais c’est-a-dire : lim E(fn(x)) = f(x), en tout point x pour lequel la densité f est
n—0o0

continue.
Démonstration : voir : (Parzen [44]) "« Comportement asymptotique de la variance
Théoréme 1.4.2. (Parzen [}/])

Si la fonction K satisfait les conditions (1.19) alors

+00
lim nhV ( fn(x)) = f(x) / K2(u)du,
n—o0 oo

en tout point x pour lequel la densité f est continue.

Démonstration : voir (Parzen [44])

Les convergences au sens de I'erreur quadratique moyenne et de ’erreur quadratique moyenne
intégrée ont été établies respectivement par Parzen [44] et Tiago de Oliveira [55] pour I'estima-
teur f,(x) de Parzen-Rosenblatt défini dans (1.10).

1.4.4 Critéres de convergence

" Convergence en moyenne quadratique

Théoréme 1.4.3. (Parzen [//]])
Si lim nh(n) = oo et K satisfait aux conditions (1.19), alors 'estimateur fu(x) est consistant
n—0oo

en moyenne quadratique, c’est-a-dire :
lim MSE (f(x),fn(x)) -0,
n—oo

en tout point x de continuité de la densité f.

15



1.4 Propriétés de |'estimateur de Parzen-Rosenbaltt Chapitre 1

" Convergence en moyenne quadratique intégrée

Théoréme 1.4.4. (Parzen [}/])
Si K est un noyau de Parzen - Rosenblatt, on a :
Si
nh_)nolo h(n) =0, }}I—{Elo nh(n) = co
Alors,
(Vf € L), lim MISE (f(x),f,,(x)) -0

OULP est 'ensemble des fonctions réelles de puissance p "™ integrable, c’est-d-dire I’ensemble

des fonctions f définies sur R, telles que [ |f(x)|Pdx < .

" Convergence uniforme en probabilité

La convergence uniforme en probabilité a été obtenue par Parzen [44] en 1962.

Théoreme 1.4.5. (Parzen [}4])
Si lim nh(n)? = oo, et si la fonction K satisfait les conditions (1.19). Et si la transformé de

Fourier e
K(z) = / exp(—izu)K (u)du

est absolument intégrable, alors, f,(x) est un estimateur uniformement consistant en probabilité,

c’est-a-dire :

Ve >0, lim P (sup
n—oo

xeR

falw) = F)| < e) =1
démonstration 1. voir (Parzen [//]])

" Convergence uniforme présque compléte

La convergence presque compléte a eté obtenue par Nadaraya(1965).

Théoréeme 1.4.6. (Nadaraya []1])
Si K est un noyau positif d variation bornée et f est uriformément continue,
S

lim A(n) =0 et Zexp (~ynh(n)?) < co, Vy>0
n=1

n—oo

Alors,

sup fn(x) - f(x)) — 0 avec une probabilite 1.
xeR
Silverman [51] a donné le méme théoréme sur la convergence presque compléte en remplagant

la condition, Z exp (—7nh(n)2) < oo par les deux conditions suivantes :

n—1

logn

rzh—{%o h(n) =0 et nh_)rr.}o nh(n) =0.
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Théoréme 1.4.7. (Silverman [51])

Sion a :

1
hm h(n) =0 et ”1_)n010 n(l)zg(;:) =

et K satisfait aux conditions suivantes :
— K est uniformement continu et a variation bornée sur R.

— supposons aussi que f est uniformément continu,

— / B |K (u)|du < oo, / Vl]ulog(u)||dK (u)| < oo,

lim sup [fn(x) — f(x)] =0 Presque stirement

xeR

Démonstartion : voir Silverman [51].

" Convergence en loi

La convergence en loi a été établie par Parzen 1962.

Théoréme 1.4.8. (Parzen [}4])

Si lim h(n) =0, hm nh(n) = oo et K satisfait les conditions du théoreme 1.4.1, alors fn(x) est
unn;Zmateur asymptotzquement normal en tout point x pour lequel la densité f est continue,
c’est a dire :

) -E{fu0}

£ N(0.1).
Var {f;,(x)}

ot £ désigne la convergence en loi et N(0.1) est la loi normal standard.

*4 Convergence L! presque compléte

Théoréme 1.4.9. (Deuroye [15])
Si
lim A(n) =0, lim nh(n) =
n—oo

n—oo
alors

(erf),}}grgo/

ﬂ(x) — f(x)‘ dx =0, Presque Complétement,

ou F : Ensemble des densités de probabilité.
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1.5 Choix du noyau K et du parameétre de lissage h Chapitre 1

1.5 Choix du noyau K et du parametre de lissage h

L’estimateur de Parzen- Rosenblatt (1.10) de la fonction densité de probabilité étant une
fonction du noyau K et du parameétre de lissage h, il est nécessaire de faire un bon choix
pour ces deux parametres pour avoir un estimataur avec de bonnes propriétés statistiques et

asymptotiques.

1.5.1 Choix du parametre de lissage h

1.5.1.1 Choix théorique

On suppose que la densité a estimer f et le noyau K sont des fonctions de carré intégrable.

de sorte que 'MISE soit finie. Rappelons que

n

okt 1 1
MISE (£, fu) = =R (£) (12(K))* + —R(K) +.0 [— + h!
4 h nh
L’approximation asymptotique du 'MISE est donnée par
4

- h
AMISE (£, /) = "R (/") (u2())? + = R(K)

On constate que ’AMISE s’écrit en fronction du biais et de la variance, le biais est une fonction
croissante en h alors que le terme en variance est une fonction décroissante en h, si h est grand
la variance sera petite (faible) et le biais sera fort, donc la valeur optimale de A qui minimise

Ierreur quadratique moyenne intégrée MISE réalise un compromis entre le Biais et la variance.

On calcule le & optimal qui minimize ’AMISE comme suit :

0 ~
—- AMISE ( 1, fn) -0
+00 1 +00
s [t = [ K odu=o
+o00 2
N /_Oo K*(u)du

() [T (7)) dx

D’ou

(S

) 1/5
_J;o K2(u)du / ~
hopt = n

2K [ (f7(x))% dx

donc :
1/5
R(K)

15 (K)R (f7)

n

utl=

(1.20)

opt

sous condition que f”(x) # 0.
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1.5 Choix du noyau K et du parameétre de lissage h Chapitre 1

02 r 2 2 17 2
57 AMISE (£, /o)) = 3h%3(OR () + —=R(K) > 0 = hopy
minimise la valeur de AMISE.

En substituant h,,, dans la formule AMISE on obtient :
5

AMISE,,, = ZC(K)R ( Y0

[SA(P

(1.21)

Avec

C(K) = (L2(K)R'(K))"/°

Exemple. [/] Soit X1, Xa, ..., X, une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f,

supposons que f suite une loi normale, donc il reste le paramétre h a estimer.

Si f ~ N (u;0%) suite loi normale alors — f(x) = ¢ (Z£),  si on pose ¢(x) = \/%e_XQ/Q, et

a

u

1 - 2
Frw = (), ¢ == (62— 1) e

8-
3

La quantité inconnue R (f”) sécrit alors

R(f") = / LF (012 dx

1 +oo — 2
s R e
oz oo (o
1 +00 9
-— [ WwePa
Nous avons : 1
—v2/2
p(v) = —=e™"/
\V2r
1% 2
= ¢/ (v) = ——=e P
V2r
1
= ¢"(1) = —= (¥~ 1) e/

+00 2

11 i 4 —y2 i 2 —y2 i -2
= p vie " dv -2 vie " dv + eV dv
(oA —00 —00 —00

1 1 1 +00 +00
= 55. {—5/ V2™ dv +/ e dv
o T —c0 —00

1 1 1 400 2 1 +00 1

= —— {—5/ %e‘”Qﬂ@du +/ —e_”2/2du} avec u = V2v
1 1 1

= {‘Nf * VE}
1 3

:Eﬁ
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Donc, 'expression du parametre de lissage optimal devient

_ [ VIR (K) r Ny (1.22)

K EYpTeyEl I

ou 0 est I'estimateur de o, donné par :

On a K — N(0,1) alors

Il
N
3

|
N
8 +
8
¥~
o
=|N)
QA
<

Nous avons ps(K) = / UK (u)du = 1. Nous remplagons dans I’équation (1.22) nous obtenons

—00

dans le cas du noyau gaussien :
1
4° s s~ —1/5
hopt = 3] o= 1.066n (1.23)

Exemple. [/] Soit X1, Xa, ..., X, une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f,
supposons que f appartient a une famille de distributions normales N (;1; 0'2), soit K un noyau

d’Epanechnikov.

Alors :
Rops = 2.346n7 /5 (1.24)

1.5.1.2 Choix pratique

eMéthode de validation croisée par moindre carrés [24]
Cette méthode appellée aussi méthode de validation croisée non biaisée (Unbiaised CrossVali-
dation "UCV") proposée par Rudemo [50] en 1982 et Bowman [8] en 1984. Le principe de cette

méthode est la minimisation de I'erreur quadratique moyenne intégrée MISE de 'estimateur a
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noyau, on a :

MISE(f,f,,):E[
:E[m [ﬁ(x)]2dx—2E[;mﬁ(x)f(x)dx+E/+Oo[f(x)]2dx

o0 —00

+00

(700 - ) as

(o)

Le dernier terme ne dépend pas de A, pour minimiser MISE ( f(x), ﬁ(x)) il suffit de minimiser

J(h)=E (IM [fn(x)r a’x) _ 215[:0 o) F(x)dx

(o)

I’expression

Puisque J dépend de la densité inconnue f donc on propose de 'estimer et de, choisir h qui

minimise son estimateur.

+00

Le premier terme admet : / [ fn (x)] dx comme estimateur

(o)

Pour le second terme on peut monter qu’il admet comme estimateur sans biais la quantité :

o 1~
= ; Sy (Xi) (1.25)
avec
—~ 1 L X}—'XJ
Jon—iy (Xi) = -Dh _%:#K ( h ) (1.26)

ou fA(n’_,-) est I'estimateur de f privé d 'une observation.

On a comme les X; sont i.i.d,

B(G} = E{%Z}f (Xi)}
=B {fin- (Xl_)}
:E{(n_lnhj:gﬂK(Xl;Xj)}
- jgﬂE{%K(Xl )
-E{IK(X“X)}

il [k
[ / 1) foydras
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d’autre part,

E{/ ﬁ(x)f(x)dx}zﬁ{/ % K(x _hX") f(x)dx}
-0 -0 i=1

1< T (x-X;

;iZIE{‘[W EK( h )f(x)dx}
:%E{/ K(X;ZX) f(x)a’x}

1 [* reox —t

E/_w £ /_m K(S2) rodiax

+00
Ce qui implique que E(G) = E/ fu(x) f(x)dx. En définitif, I'estimateur sans biais de J (h)

est donnée par

+00

UCV (h) = /

[Freo] ac-2 S T (X0 (1.27)
- i=1

et le parametre de lissage du type " Unbiaised Cross-Validation " est la valeur de & qui minimise
la quantité UCV (h), c’est-a-dire

hUCV = argminUCV (h) (1.28)
h>0

e Méthode du maximum de vraisemblance par validation croisée [24]

La méthode du maximum de vraisemblance avec validation croisée (Maximum Likelihood
Cross-Validation "MLCV") est proposée par Habbema, Hermans et Van den Broek (1974) [27]
et Duin (1976) [18]. Ils choisissent h de sorte que la pseudo-vraisemblance H,’.‘zlﬁ (X;) soit
maximale. Cependant, le maximum est atteint en & = 0. Donc le principe de validation croisée

est introduit par le remplacement de fn(x) par ]/‘,\1,_[ (x), ou

~ o X; - X;
Jn—iy (Xi) = m ;K( h ) (1.29)

Le parametre de lissage donné par la méthode du maximum de vraisemblance avec validation

croisée est le parametre qui maximise ’expression :

ZK(Xi;Xj)] —log[(n—l)/h]) (1.30)

n <

MLCV (h) = (1 > log

C’est-a-dire

hyrcv = argmax MLCV (h) (1.31)
h>0
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1.5.2 Le choix du noyau

On rappelle de I'expression asymptotique de 'erreur quadratique intégrée AMISEj, ,

AMISE,

opt

5 mi =4
= 2C(KIR (/") 7
Avec
2 4 1/5
C(K) = (13(K)RM(K))
Trouver le noyau optimal revient donc a minimiser C(K). Epanechnikov [19] (1969) a trouvé
parmi les noyaux symétriques le noyau optimal au sens de ’AMISE sous la forme :

3
K.(u) = 1 (1-u?)1{_1<u<1y»  [Noyau d’Epanechnikov].

D’apres les travaux de Tsybakov [54] (2004), on peut considérer I'eficacité de chacun des noyaux
symétriques présentés dans le tableau (1.2), en comparant avec le noyau d’Epanechnikov. On

définit l'efficacité d’un noyau par :

5/4
< (K““’)} (1.32)

C(K)
3 1

G \/f_t:o u?K (u)du f:: K(u)2du

eff(K)= {

<1

Noyau Efficacité
d’Epanechnikov ~ 1.000

Biweight ~ 0.9939
triangulaire ~ (0.9859
Gaussien ~ 0.9512
Rectangulaire ~ 0.9295

TABLE 1.2 — Efficacité des noyaux continus symétriques.

Remarque. On remarque que les valeurs d’efficacité sont trés proches de 1 et qu’il ya tres peu
de différence entre les différents noyaux sur la base de ’erreur quadratique moyenne intégrée.

Par conséquent, Le choix du noyau n’est pas trés important.
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Chapitre

Généralités sur les données incompletes

2.1 Introduction

Les données manquantes, incompletes ou erronées sont fréquemment rencontrées dans diffé-
rents domaines, tels que la médecine, la biologie, la santé publique, 1’épidémiologie, I’astronomie,
I’économie, la fiabilité, etc...Remarquant que dans chacun de ces domaines, on s’intéresse a des
variables aléatoires généralement positives représentant la durée de temps jusqu’a 'apparition
d’un certain événement, appelé durée de survie. Les données de survie se caractérisent par
I’existence d’observations incomplétes. En effet les données sont souvent recueillies partielle-
ment, a cause des processus de censure et de troncature. Les données censurées ou tronquées
proviennent du fait qu’on n’a pas acces a toute 'information.

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions de base dans I'analyse de survie,
nous nous intéressons en particulier aux notions de censure et troncature dans les données, dont

nous donnons quelques exemples pour rendre la lecture plus facile.

2.2 Définitions

Quelques définitions sont couramment utilisées dans les études de survie.

Modele de survie : Un modele de survie est 'observation d’un n-échantillon d’une
variable aléatoire X représentant la durée de vie d'un individu, d’une machine, d'un

portefeuille, etc...
L’analyse des données de survie est I'étude des délais de survenue d’un événement.

Durée de survie : La durée de survie noté par la variable aléatoire X (positive), est le
temps qui s’écoule depuis une date d’origine (début du traitement,...) jusqu’a la survenue
d’un événement d’intérét (déces, guérison,...)

Date d’origine : Elle correspond a l'origine de la durée étudiée. Elle peut étre la date
de naissance, la date de début d’une maladie ou la date d’entrée dans I’étude. Chaque

individu peut donc avoir une date d’origine différente.
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2.3 Fonctions de base en analyse de survie Chapitre 2

Date de point : C’est la date au-dela de laquelle on arrétera ’étude et on ne tiendra

plus compte des informations sur les sujets.

Date des dérnieres nouvelles : Cest la date la plus récente ou des informations sur un

sujet ont été recueillies.

2.3 Fonctions de base en analyse de survie

Dans cette partie, nous allons définir des fonctions jouant un réle trés important en analyse
de survie et nous allons voir comment elles sont interdépendantes.
Soit X une variable aléatoire non négative et continue qui représente la durée de survie d’un

sujet dans une expérience. Plusieurs fonctions caractérisent la distribution de X.

2.3.1 La fonction densité
On note f(-) la fonction densité de X a valeurs dans R* définie par

£(1) = lim P(t < X <t+dr)

, teRout>0. 2.1
dt—0 dt ou (2.1)

2.3.2 La fonction de répartition

La fonction de répartition F(-) mesure la probabilité de décéder entre O et 7 :

t
F(t)=P(X<1)= / f(x)dx (2.2)
0
La fonction de répartition est croissante, telle que :
lim F(t) =0
t—0*

lim F(f) =1

1—00

2.3.3 La fonction de survie

La fonction de survie, notée par S(z) est définie comme :

S(#) = P(un individu survit au-dela du temps t) (2.3)
=P(X >1)

A partir de la définition de fonction de répartition F de X

S(t) =1 - P(un individu décede entre 0 et 7)
=1-F(t), t>0
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2.3 Fonctions de base en analyse de survie Chapitre 2

Notons que S est une fonction monotone décroissante avec les propriétés :
lim S(¢) =1
t—0

tlim S() =0

2.3.4 Taux de hasard

Cette fonction est aussi appelée fonction de risque instantané de déces. Le taux de hasard,

noté A(.), est la probabilité pour q'un sujet décéde au temps t sachant qu’il est encore vivant

juste avant ¢, définie par :

0 s S(t) =0
A =3 1) (2.4)
m S(t)+#0, t>0

Le taux de hasard se justifie par le fait que si f est continue, alors, pour tout r > 0 on a

Pi<X<t+dt| X >t
A(r) = lig PUSX<i+dl|X21)
dt—0 dt

P(t < X <t+dr)

Eneffet Pt < X <t+dt | X >1t) =

S(1)

lim P<X<t+dt|X>1) _ iP(tSX<t+dt)
dt—0 dt di—0 dt S(1)

B 1 F(t+dt)— F(t)

a0 dr S(1)

_F@)

0)

S(1)

2.3.5 La fonction de hasard cumulée

Supposons que A est intégrable, on définit la fonction de hasard cumulée, notée H , en

posant

H(t) = /OtA(x)dx (2.5)

Remarque. Toutes les fonctions (f, F, S, A, H) permettent de décrire la distribution de la durée

de survie X.

Remarque. Si on connait une de ces fonctions, les autres peuvent étre déterminées.

On va le voir dans la proposition suivante :
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Chapitre 2

Proposition 2.3.1. [6]

Supposons que X admette une densité f qui soit une fonction continue sur R*, et soit A = {t >

0; S(2) # 0}, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Vt € A, A(t) = f(1)/S(2).

2. YVt € A,A(t) = (- log S(1))’.

3. Vt € A,S(t) = exp(—H(1)).
4. VYt e A, f(t) = A(t) exp(—=H(1)).

Démonstration :

1) = 2)

2) = 3)

3) =>4)ona

par ailleurs

d’ou

4)=1) On a

Par ailleurs

A(t) =

[0 _F0 _=S0 _ sy

S(t)y St S@)

A(t) = (=log S(1))
_=5()
K0)

= S(t) = exp (— /OZA(x)dx)

= exp(-H (1))
S(1) = exp(=H(1))

_ @

AD =5

f(1)=A0)S()
= A(1) exp(-H (1))

J (1) = A1) exp(=H (1))

0
=M= S CHD)
S(t)=1-F(1)

:1—/0tf(x)dx
:'/t+oof(x)dx
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2.4 Moyenne et variance de la durée de survie Chapitre 2

D’apres 4), on a
S(t) = / A(x) exp(—H (x))dx

= —exp(-H(x))[[”

comme

H(t) = —log S(¢)
= —log[1- F(1)]

par ailleurs

F(t) —» 1, quand t — +o0

Ainsi

log[1 — F(t)] — —oo et donc H(t) — +oo, quand t — +o0

D’ou
exp(—H(x)) — 0, quand t — +co

Donc S(1) = exp(—H(t)).

2.4 Moyenne et variance de la durée de survie

Théoréme 2.4.1. [43]

1.
E = S(t)d 2.6
(X) /0 (r)dt (2.6)
2. " . )
Var(X) = 2/ tS(t)dt — (/ S(t)dt) (2.7)
0 0
Démonstration :

1. Remarquons que f(t) peut s’écrire f(t) = —%(1 - F(1)) = —%S(I). En faisant une inté-

gration par partie on a

E(X) :/O tf(t)dt = _/o I%S(t)dt =- tS(t)l{;‘"’+/O S(t)dt

——
= /O+Oo S(t)dt

0
car §(+c0) =P(X > +00) =0 (événement impossible).

2. En procédant de la méme maniere on montre que E (X?) = 2 /O+m tS(t)dt d’ou le résultat.
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2.5 Censure et troncature Chapitre 2

2.5 Censure et troncature

2.5.1 Données censurées

Une donnée est dite "censurée" si la valeur exacte n’est pas connue, seules des bornes su-

périeures et (ou) inférieures pour cette valeur sont disponibles. La censure peut se manifester
pour différentes raisons : 1’événement d’intérét n’est pas survenu au moment de I'analyse, un
sujet peut étre perdu de vue avant d’avoir expérimenté 1’événement d’intérét, etc...
Le phénomene de censure est plus couramment rencontré lors du recueil de données de survie.
Le modele de censure a droite est la forme de censure la plus comune dans les études médicales.
Un ouvrage qui fait autorité sur le sujet est le livre de Andersen et al. (1992). On peut citer
aussi Survival Analysis écrit par Klein et Goel (1991), les livres de Klein et Moeschberger
(1997)[31] et de Com-Nougué et al.(1999)[14].

Définition 2.5.1. [10] Une durée de vie aléatoire X est dite censurée par une variable aléatoire

de censure C si on observe parfois C au lieu de X.

Définition 2.5.2. Soit Xy, ..., X,, un n-échantillon de X. On appelle statistique d’ordre

Xy, i=1,nla suite X(1) < X(2) < ... < X(n) 00 X(1) = mini<i<n X; €t X(n) = Maxi<i<n X;.
Dans ce qui suit, on considere pour chaque "individu" i :

— Son temps de survie X;;

— Son temps de censure C;;

— La durée réellement observée T;.

2.5.1.1 Censure a droite

Définition 2.5.3. [10] Une durée de vie aléatoire X est dite censurée d droite par une variable
aléatoire de censure C si on observe parfois C au lieu de X. L’information donnée par C sur X
est tel que X > C. Autrement dit, 'individu n’a pas connu [’événement a sa derniére observation,

on sait seulement que sa durée de vie est supérieure a une certaine valeur connue.

Un exemple [43] typique est celui ou I'événement d’intérét est le déces d'un patient malade
et la durée d’observation est une durée totale d’hospitalisation (on n’a plus de nouvelles apres

I'hospitalisation).

Types de censure a droite :

1. La censure de type I (censure fixe) [17]
Soit C une valeur fixée, au lieu d’observer les variables X1, ..., X,, qui nous intéressent, on
n’observe X; que si X; < C, sinon on sait uniquement que X; > C. On utilise la notation

suivante :
T; = X; A C =min (X;,C) . (2.8)
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2.5 Censure et troncature Chapitre 2

La date de fin d’étude constitue un exemple de censure fixe.

2. La censure de type II (censure d’attente) [47]
Elle est présente quand on décide d’observer les durées de survie des n patients jusqu’a ce
que k d’entre eux soient décédés et d’arréter I'étude a ce moment la. Soient X(;) et T(;) les
statistiques d’ordre des variables X; et T;. La date de censure est donc X(j) et on observe

les variables suivantes
Tay = Xays - Ty = Xy Ty = Xy - -+ Tmy) = X(k)

Exemple. [/3] En contréle de qualité lorsqu’on observe la durée de vie d’un n-échantillon
de lampes produites par une machine : dés qu’on atteint une certaine proportion de lampes
défectueuse (par exemple on admet 5%), on arréte de vérifier les lampes restantes et on
considere que les durées de vie restantes sont toutes égales a la derniéere durée observée,

donc il y a censure de type II.

3. La censure de type III (censure aléatoire de type I) [43]
Soient Cy, ..., C, des variables aléatoires i.i.d. qui représentent le temps de censure pour
chaque individu. Donc pour chaque individu i, soit on observe sa vraie durée de vie X;
soit on observe son temps de censure C;. Donc ’échantillon de taille n qui est en réalité

observé est formé par les couples de variables (T, §;) ou

T; = min (X;, G;) et 6; = 1(x,<c;) (2.9)
1 siX; <C;: lei—eéme individu n’est pas censuré

0 siX;>C;: lei—eme individu est censuré

8; = 11x,<c,y (U'indicatrice de non censure).
La censure aléatoire est la plus courante. Par exemple, lors d'un essai thérapeutique, elle
peut étre provoquée par :

— Arrét du traitement médical car non supporté,

— Déménagement,

— Déces par une cause indépendante de la maladie étudiée,

— Fin de ’étude.

2.5.1.2 Censure a gauche

La censure a gauche correspond au cas ou l'individu a déja connu I'événement avant qu’il
soit observé. On sait uniquement que la date de I’événement est inférieure a une certaine date

connue. Pour chaque individu i, on observe

T=XVC=max(X,C) et &=1ixsc) (2.10)
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2.5 Censure et troncature Chapitre 2

Exemple. [/7] Un des premiers exemples de censure a gauche rencontré dans la littérature
consideére le cas d’observateurs qui s’intéressent a I’horaire ou les babouins descendent de leurs
arbres pour aller manger (les babouins passent la nuit dans les arbres). Le temps d’événement
(descente de l'arbre) est observé si le babouin descend de larbre aprés l'arrivée des observateurs.
Par contre, la donnée est censurée si le babouin est descendu avant ['arrivée des observateurs :
dans ce cas on sait uniquement que [’horaire de descente est inférieur a [’heure d’arrivée des
observateurs. On observe donc le maximum entre l’heure de descente des babouins et [’heure

d’arrivée des observateurs (I’heure correspond a une durée).

Exemple. [/3] Si on veut savoir a quel dge X les enfants d’une maternelle donnée sont capables
de lire les lettres de l'alphabet. Au début de l’étude, certains enfants d’age C (observé) sont déja

capables de les lire, et pour eur X < C : il s’agit d’une censure gauche.

2.5.1.3 Censure double

Il y a des situations ou dans le méme échantillon on peut trouver des données censurées a

droite et d’autres censurées a gauche.

Exemple. Leiderman et al. (1973) [34, 10] ont étudié l’dge auquel les enfants d’une commu-
nauté africaine apprennent a accomplir certaines taches. Au début de [’étude, certains enfants
savatent déja effectuer les taches étudiées, on sait seulement alors que l’age ou ils ont appris
est inférieur d leur age a la date du début de l’étude (censure a gauche). A la fin de [’étude,
certains enfants ne savaient pas encore accomplir ces taches et on sait alors seulement que l’dge
auquel ils ont appris est supérieur a leur dge a la fin de l’étude (censure a droite). Dans cet
exemple, on trouve dans un méme échantillon des données censurées a gauche aussi bien que

des données censurées a droite.

arrivée de l'ethnologue départ de I'ethnologue
D‘I F'l
i | D F
1 ] 1 ]
D2 Fz
Da FG
Dy, Fa

FIGURE 2.1 — Exemple de censures droite et gauche

Dans la figure 2.1 D; est le début de 'apprentissage, F; la fin, pour le sujet i.
D;F; : est censuré a gauche par I’dge C de I'enfant.

DyF,, D3sF3, D4F, : bien qu’étant de trois types différents, ils sont tous les trois censurés
a droite : le premier par ’age de I’enfant, le second par la durée de séjour de I’ethnologue

et le troisieme par la durée d’aprentissage observée par ’ethnologue.

DF : n’est pas censuré.
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2.5.1.4 Censure par intervalle

Une date est censurée par intervalle si au lieu d’observer avec certitude le temps de 1'évé-

nement, la seule information disponible est qu’il a eu lieu entre deux dates connues
C1 <T < C,. (2.11)

Exemple. [6] Un patient se rend da U'hopital a des dates réguliéres : s’il ne se présente pas d
un rendez-vous, on sait seulement que son déces s’est produit dans ['intervalle entre la derniere

visite et le rendez-vous.

Exemple. [3/] Pour détecter les composants défectueuxr d’un processus de production indus-
triel, on effectue des controles selon des dates aléatoires. Lorsqu’on constate qu’un composant
est a changer, on sait seulement qu’il est tombé en panne entre les dates de deux controles

successifs.

Schéma récapitulatif [49] : Une étude de survie a débuté en 1984 et terminé en 2006.

Y ? e s & ganche
Cas 1 ! Censure i gauche

Cas 2 Censure i droite,
v
'
'
'
|
- 2 I, 4
Cas 3 ! ; !
'
'
'
Cas i — Non-censuré

'
L]
i
'
1
1
'
'
1
1
'
'
H Censure i droite et gauche
i
'
1
1
i
'
1
1
'
i
1

Début de 'observation T Fin de l'observation

) quelconque
1984 2006

FIGURE 2.2 — Différents types de censure

2.5.2 Données tronquées

Définition 2.5.4. On dit que la variable d’intérét X de durée de vie est tronquée si X n’est
observable que sous une certaine condition dépendante de la valeur de X [11].
Plus généralement, il y a troncature si l’observation de la variable d’intérét X n’a lieu que

conditionnellement a un événement B[10)].

Un bref historique
Le modele de troncature est apparu tout d’abord en astronomie, ou les échantillons sont com-
posés d’objets astraux d’une certaine zone. Les luminosités absolues et apparentes d'un objet
astral sont respectivement définies comme étant sa brillance observée a une distance fixe et

depuis la terre et I'on observe que les objets qui sont suffisamment brillants, c¢’est-a-dire ceux
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pour lesquels la luminosité M > m, m étant la variable de troncature [25]. La troncature est
observée aussi dans plusieurs domaines comme la médecine, I'épidémiologie, la biométrie et
I’économie. De nombreux travaux ont été effectués sur I'analyse de données tronquées (Klein
et Moeschberger, 1997)[31], (Lynden-Bell, 1971)[39].

Il existe plusieurs types de troncature : la troncature a droite, a gauche et par intervalle.

2.5.2.1 Troncature a droite

Définition 2.5.5. On dit qu’il y a troncature a droite lorsque la variable d’interét X n’est

observable que si elle est inférieure a T. T est alors la variable aléatoire de troncature droite :
X n’est observée que si X < T (2.12)

Exemple. Le probléme relatif au SIDA acquis par transfusion (voir Klein et
Moeschberger (1997)) [6, 10]

Lagakos et al. (1998) présentent des données sur les temps d’infection et l'induction pour 258
adultes et 37 enfants qui ont été infectés par le virus de SIDA. Ici, le nombre de personnes
infectés est inconnu et linformation est disponible seulement pour ceuxr qui ont été infectés et
développés le SIDA dans un certain laps de temps. Ainsi, les personnes qui n’ont pas encore
développé le SIDA ne sont pas connues a l’enquéteur et ne sont pas inclus dans [’échantillon.

C’est le cas de troncature a droite.

C X X+T connu fixé

b

—_

date d’infection maladie déclarée

=

T durée d'induction

FIGURE 2.3 — Schéma correspondant au SIDA.

La variable d’intérét est ici la durée d’induction T de la maladie, durée qui s’écoule entre
la date d’infection X et la date (X +T) de déclaration de la maladie. On suppose que [’obser-
vation a lieu entre deux dates fixes ¢ et b. Il y a donc troncature puisqu’on n’observe T que

conditionnellement a l’'événement B={c < X +T < b}.
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2.5.2.2 Troncature a gauche

Définition 2.5.6. [10] On dit qu’il y a troncature a gauche lorsque la variable d’intérét X n’est

observable que si elle est supérieure a T. T est alors la variable aléatoire de troncature gauche :

X n’est observée que si X >T (2.13)

Exemple. (voir Klein et Moeschberger (1997) [31])

Une étude de survie des résidents du centre de retraite en Californie est décrite. On enregistre
l’age au déces et l’age d’entrée au centre. Un individu doit survivre a un age suffisant pour
entrer dans le centre, tous les individus qui sont morts ne seront pas entré dans le centre et
sont donc hors de la connaissance de [’enquéteur, ces personnes n’ont aucune chance d’étre

dans l’étude et sont considérées comme tronquées a gauche.

Exemple. [/2, 17] Des chercheurs travaillant pour la Société de Protection des Animauz veulent
étudier la durée de vie des chats. Ils ont a leur disposition des données de la SPA concernant
les animauz confiés a cette institution. On dispose pour chaque chat de son age a son arrivée a
la SPA et de son dge a la sortie (adoption). Si on note T; ’age du iéme chat (T; durée de vie)
et Uintervalle B; = |E;, F;] ou E; est la date d’arrivée et F; est la date de sortie de la SPA.
Pour certains chats qui sont adoptés on a leurs durées de vie T; ¢ B; = [E;, F;] ie T; n’est pas

observé. Donc T; € A; = [F;,00[ . Donc on a une troncature d gauche par la v.a. F;.

2.5.2.3 Troncature par intervalle

Définition 2.5.7. [}7] Quand une durée est tronquée d droite et a gauche, on dit qu’elle est

tronquée par intervalle.

Exemple. [/7] On rencontre ce type de troncature lors de l’étude des patients d’un registre :
les patients diagnostiqués avant la mise en place du registre ou répertoriés apres la consultation

du registre ne seront pas inclus dans [’étude.
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Chapitre

Estimation de la densité de probabilité
avec la méthode du noyau : cas des

données incompletes

3.1 Introduction

Les durées de survie se caractérisent par I'existence d’observations incompletes. Cela est di
aux phénomenes de censure et/ou de troncature déja cités dans le chapitre 2. Les procédures
statistiques classiques ne sont alors plus valables. Un probleme d’identifiabilité se pose alors.
Autrement dit :

— Est-il possible d’estimer la densité de probabilité inconnue f a partir des données incom-
pletes ?
— Peut-on appliquer la méthode du noyau pour ce type de données ?
Ces problemes ont suscité I'intérét de nombreux auteurs vu que la modélisation de ce type de

données nécessite des techniques statistiques plus complexes. De nombreux estimateurs ont été

développés dans ce cas, afin de considérer les mécanismes de censure et troncature.

Nous présentons dans ce chapitre ’estimation de la densité de probabilité inconnue f par la
méthode du noyau dans le cas de données incompletes. En particulier I'estimateur de Kaplan-
Meier (1958) de la fonction de survie, et les estimateurs & noyau de la fonction densité dans les

modeles de censure droite, et troncature gauche.
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3.2 Estimation de la densité dans le cas des données censurées a droite Chapitre 3

3.2 Estimation de la densité dans le cas des données cen-

surées a droite

Soit X1, Xo, ..., X, une suite de variables aléatoires positives indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d) désignant des durés de survie d’un évenement donné de fonction de répartition
F. Soit Cy, Co, . .., C, une suite de variables aléatoires de censures, positives (i.i.d) et de fonction
de répartition G. Généralement, les variables aléatoires C; sont supposées étre indépendantes

des X;. Soit (Tj,6;);-1,., I'échantillon réellement observé, ot
T; =min (X;,C;) et 6; =1lx,<cy (3.1)

0; I'indicatrice de non censure.

3.2.1 Estimateur de Kaplan-Meier

Cet estimateur (que 'on notera EKM) est aussi appelé estimateur Product Limit (PL) car
il s’obtient comme limite d’un produit. L’ideé de la construction de 'EKM est la suivante, pour

1 < t la probabilité de survivre au-dela de 'instant ¢ est égale a :

S(t) =P(X >1)
=P(X>t,X>t])
=P(X >t/X>1t)S(t1) (3.2)

Si 'on renouvelle I'opération en choisissant une date fo antérieure a t; on aura de méme
S(t) =P(X >11/X > t2) S (t2)

D’ou
SH)=P(X>t/X>1)P(X>11/X > 12) S (12) (3.3)

Donc, & partir de (3.2) et (3.3) sion a Ty < T(1) < T(2) < ... < Ty < t, on obtient
S(t)=P (X >t/X > T(”)) P (X > T(n)/X > T(n—l)) P (X > T(l)/X > T(())) P (X > T(())) (3.4)

Si on choisit pour dates ou I'on conditionne celles ou il s’est produit un éveénement (déces

ou censure) i.e T(;, on estime seulement des quantité de la forme
pi = P (X > T(l-)/X > T(,-_l)) (3.5)

Or p; est la probabilité de survivre au-dela de l'intervalle de temps I; =] T(,-_l),T(,-)] sachant

qu’on ai vivant au début de I'intervalle.
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3.2 Estimation de la densité dans le cas des données censurées a droite Chapitre 3

Notons R; le nombre des sujets qui sont vivants(donc "a risque" de mourir) juste avant 'instant
T(;y et M; le nombre de morts a I'instant 7(;).
On pose q; = 1 — p; = la probabilité de mourir durant l’intervalle I; sachant que 'individu était

vivant au début de cet intervalle. Alors 'estimateur naturel de g; est

_ M; nombre de mort observés a 'instant T;

3.6

R; nombre de sujets a risque (36)
Supposons qu'il n’y ait pas d’ex-aequo ( c-a-d tous les T;) sont différents ). Si §(;) = 1 dans ce
cas il n’y a pas de censure a I'instant T};), implique M; = 1. Et si §;) = 0 il ya censure a 'instant

T(;), implique M; = 0. On a alors

1
—~ N S1 5,—1
ql_{R, U] (37)
0 si 63 =0
=
1
-5 si 0 =1
pi=1-g = R; (@)
1 S1 (5@—0
=

1\%0
pi=|1-— 3.8
pi=(1-] 39

Comme R; =n—i+1, (caril y’a eu "i —1" deces ou censures avant 7; et il y’a n individus dans

I'étude). On obtient finalement 'EKM pour la fonction de survie de la variable durée de vie

l—[(l - n——l-{-l) s1 1< T(n)

Skm(t) = 1= Fu(1) = { 5=, (3.9)
0 si t2> T(n)

et donc on a aussi 'EKM pour la fonction de survie de la variable de censure C

n 1 1—(5(,*)
B R l_[(l——, 1) si l‘<T(n)
Gu()=1-Ggy(t)=1 =1\ "7IF

T;<t

(3.10)
0 si t2> T(n)

ou les ¢(;) sont les indicatrices de censure correspondantes.
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3.2 Estimation de la densité dans le cas des données censurées a droite

Chapitre 3

Remarque. [l'estimateur de Kaplan Meier peut aussi se mettre sous la forme suivante

- Sp |t
U si 1< T
i

§KM(I): = n—i+1
0 st t> T(n)
et
g (TN ST
Gon=1{ LI n—i+1 @
0 st 12> Ty

On en déduit un estimateur non paramétrique de la fonction de répartition de X :

n
20
1- 1-— i t<T
Folt) = rll( n-isl) TS
" Ti<t
1 si 1 2>Ty
n O(i
1 (&) )
1-]71(1-m) Sl f<T(n)
= i=
Ti<t
1 si 1 =Ty

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Exemple. [1] Sur 10 patients atteints de cancer des bronches, on a observé les durées de sur-

vie suivantes exprimées en mois : 1 3 4% 5 7F 8 9 10% 11 13*. Les données suivies

du signe + correspondent d des patients qui ont été perdus de vue a la date fournie ainsi que

Uezistence (statut=0) ou non ( statut =1) d’une censure a droite.

Patienti |1 |23 |4|5|/6|7|8 [9 |10
DuréesT; |1 |34 |57 |89 10|11 |13

Statut M; |1 |1(0|1]0 1|10 |1 |O
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Chapitre 3

3.2 Estimation de la densité dans le cas des données censurées a droite

Temps T; | R; | M; S (Ty) Intervalle

0 00 |1 [0; 1]

1 101 | (1-%)S0)=09 | [1;3]

3 9 |1 | (1-4Sm=08 |I[3:4]

4 8 |0 | (1-3)8B3)=08 | [45]

5 71 | (1-3)S@w=07 | [57]

7 6 |0 | (1-9)8()=07 |[7:8]

8 5 11 [ (1-88(M=06 |I[89]

9 411 | (1-3)8®) =05 |[910]

10 300 [(1-9809) =05 |[10;11]

11 2 |1 | (1-2)S(10)=0.25 | [11;13[

13 110 | (1-95(11)=0.25 | [13;00]
L

o
§ - T T T T 1
O 2 4 L] 8 10

FIiGURE 3.1 — Le graphe de la fonction de survie.

Remarque. L’estimateur de Kaplan-Meier est une fonction en escalier.
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3.2 Estimation de la densité dans le cas des données censurées a droite Chapitre 3

3.2.2 Sauts de l'estimateur de Kaplain Maier (EKM)

Comme F,(t) est une fonction en escalier on devrait donc pouvoir écrire sous la forme
n
Fu(t) = Z Winl(r,<n) (3.14)
i=1

ou W(; ) est un poids qui tient compte de la censure, et correspond a (T(i), 5(1-)) tel que

(i)

O(j) A Y
Winm=—"——=FT)) =) ———1 1
U 0G (Ty) - (o) ; nGy (Tg—yy) 0=

ou
Gu(T(j-1) =1 Gn(T(j-1))

et grace a (3.14)

A 1 5(,)
F,(t) = E — 17 3.15
" =7 nGy (T(i)) =t ( )

Démonstration :voir (Pr. SADKI Ourida [43] )

3.2.3 Propriétés de I'estimateur de Kaplain Meier
— L’estimateur de Kaplain Maier F,(¢) est asymptotiquement sans biais.
Biais(F,(t)) — 0 (3.16)
n—oo
Démonstration : voir (Pr. SADKI Ourida [43] )

3.2.4 Estimateur de la densité pour des variables censurées

Soit K un noyau réel et h un réel positif. On définit 'estimateur a noyau de la densité dans

le cas d’'un modele de survie censuré par :

fulx) = % °0 ~K (x _ X") (3.17)

3.2.5 Biais de ’estimateur de la densité

Sous I’hypothese d’indépendance entre X et C
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

N 1 z (5,’ X—Xl‘
5 (o) == Z;Gm)K( i )
= (5o () = e ()
G (X1) h G (Xy) h
-E E(l{_xlscl}K(x_Xl) IX))
G (X1) h

/OME (I{Gi)l}[{ (x - ”) | X, = u) e (u)du = /Om %E (I{Clzu}K (x - ”) | X, = u) Fx, () du

too 1 xX—u
:/0 mp(qzum( ) fr ()

:/OMOK(X;M)JCXI(u)du

=E(K(x))

3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tron-

quées a gauche

Soit X1,..., Xy, une suite de variables aléatoires réelles d’intérét i.i.d., de f.d.r. commune
F. Soit Ty, ...,Ty une suite de variables aléatoires de troncature i.i.d de f.d.r. continue G. Les

T; sont aussi supposées étre indépendantes des X;. Ainsi la f.d.r. conjointe de X et T est

Hx,) =P(X <x,T <1) (3.18)
= F(x)G(¢)

Dans le modele de troncature gauche, la variable aléatoire d’interet X est interferée par une
variable de troncature T, tel que les quantitées X et T sont observables seulement si X > T
tandis que rien n’est observé si X < T. On note {(X;,T;);i=1,...,n},(n < N) I’échantillon
observé (i.e. X; > T;) parmi le N-échantillon d’origine.
Une conséquence de la troncature est que la taille vraiment observé n est une variable aléatoire
distribuée selon la loi Binomiale de parametre N et u ou u est la probabilité de troncature
définit par

u=P(X=>T)

Il est clair que si u = 0, aucune donnée ne peut étre observée. Pour cela, nous supposons,

dorénavant, que u # 0. Par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N tend vers oo

fin = % — u,P—p.s. (3.19)

41



3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

Sous ce modele, les résultats ne seront pas établis par rapport a la probabilité P (relative au
N-échantillon) mais par rapport & une nouvelle probabilité P (relative au n-échantillon) définit
par

P()=P(_.|X=>T)

Nous noterons respectivement E et E les espérances relatives aux probabilitées P et P. Dans la
suite, nous dénotons par un exposant (*), toute caractéristique liée aux données observées (i.e.

conditionnellement a la valeur de n ).

3.3.1 Estimation des fonctions de répartitions

H (x,t) =P(X < X,T <1)

=P(X<x,T<t|X>T)
CPX<x,T<t,X>T)
B P(X >T)
_P(X<x,T<t,T<x)
B P(X >T)

1 X
= ;[mG(t/\ u)dF (u).

(3.20)

ou t Au :=min(z,u) . Les f.d.r. marginales respectives de X et T sont donc définies par

F*(x) :== H"(x; ) (3.21)
= %‘[:’ G (u)dF (u) (3.22)

G*(t) = H (o0, 1)

= %[:G(t A u)dF (u)

_ l/w/lm 4G (v)dF (u)
/ / 4G (v)dF (u)
:/._1/ dG(v)/ dF (u)

- ;%/_t (1-F(v)dG®), (3.23)

(o8]
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

Qui peuvent étre estimées respectivement par les estimateurs empiriques suivants :

. 1<
F,(x) = - Zl Lix,<xy (3.24)
1 n
0= S 325

Remarque. F, et G, sont les estimateurs de F* et G* mais pas de F et G.

Pour toute f.d.r. W, nous noterons par aw et by, respectivement, les bornes inférieure et

supérieur du support de W définies respectivement par
aw = inf{u : W(u) >0} et by =sup{u: W(u) <1} (3.26)

Afin d’assurer l'identifiabilité du modele, Woodroofe (1985) [56] a proposé,

*dF
ag < ar,bg < bp et / E < 00 (3.27)

ar

Cette derniére condition est requise pour le cas ag = ap. Sous les conditions (3.27),

u:MXzT%iémwaﬂw (3.28)

Maintenant, pour définir les estimations de F et G, nous avons besoin d’introduire la fonction

C(.) définit pour un x € [ap, o[ par

Cx)=P(T<x<X)
=G"(x) - F*(x)

=P(T<x<X|X>T) (3.29)
_P(T<x<X,X>2T)
B P(X>T)
_P(T<x<X)
- P(X>=T)
= 1 (T <x)P(X > x)
M
:%G@xl—F@D (3.30)

A partir de (3.24) et (3.25) C(x) peut étre estimée par

Cux) = G (x) - F(x) (3.31)

1 n
= Z Lir<x<xy)
n i=1
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

3.3.2 Estimation de fonction de hasard cumulative

En rappelant que la fonction de hasard cumultative d'une fonction de distribution F est

définit par :

H(x) = /OXA(t)dt (3.32)
[T dF(1)
—A 1—F(l‘)dt 0<x <o

= E/x —G(l)d{:(t)dt 0<x <o
K Jar G()F (1)

_ 1 _
Ou ap la borne inférieure de F, F = 1 — F(t). On pose C(t) = —G(t)F(t) et F*(x) =
u

1 /X G (t)dF (t) et donc dF*(x) = lG(t)dF(t) alors
" p

ar

1 [ G(t)dF(t)
H(x):—/ ———2dt 0<x<o 3.33
W €O (8.2

Y dF* (1)
= 3.34
/aF C(1) (3.34)
Ceci suggere d’estimer H par
A YdFy () 10 e

w= [, G = 2.6, (%) (3:35)

Ou F; et C, sont les estimateurs empiriques de F* et C déja définis.

3.3.3 Estimation de la probabilité de troncature

Soit u = P(X > T) la probabilité que la variable aléatoire X soit observable.

Si u =0, alors les données ne sont pas observable, nous supposons que u > 0 un estimateur de
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

u est donné par 3, mais cet estimateur ne peut pas étre calculé vu que N est inconnu.

u=P(X>T)
=E (L(x=1})
=E [E (Lixory | X)]

= / E(]-{XZT} | X :X) dF(X)

ar

= /+OOP(X >T | X = x)dF(x)

ar

+00
= / P(T < x)dF (x) car X et T sont independantes.

ar

= /+OO G (x)dF (x)

ar

Keiding et Gill (1990) [31] suggerent d’estimer u par

fin = / G()dF () (3.36)

ar

O G, et F), sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de Lynden-Bell (1971) [39] de

F et G respectivement.

He et Yang (1988) [26] proposent Iestimateur pour y :

fin = Gu(x)[1 = Fy(x)]C; (). (3.37)

3.3.4 Les estimateurs du maximum de vraisemblance de F et G

(Lynden-Bell (1971)

Dans le cas absolument continu, l'estimateur de F s’obtient a partir de :

H(x) = /0 h(t)dt

avec

ARG
H”(’“)‘/o =0

= —log (1 - Fy(x))
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

d'on )

Fu(x) =1 —exp [-Hy(x)]
¢ 1{Xin}
=1 Cn (Xl)

. 1 1¢x,<x)
-1- _ - TAisXy
Dexp[ nC, (X,-)]

L 1
=1- l_[ P [_ncn (Xi)]

i=1
Xi<x

[ 1
=1-exp|——
n

uisque ex —— | =1 =
4 P nC, (X;) nC, (X;) nCy, (X;)

D’ou l'estimateur de Lynden-Bell (1971) de F :

Faoy=1-]] (1 - nC;(X)) (3.38)

i=1
Xi<x

En suivant les mémes étapes 'estimation produit-limite G, de G est

) n 1
Gu(x) = ]_1[ (1 - (T,-)) (3.39)

T;>x

3.3.5 Propriétés asymptotiques de I’estimateur de Lynden-Bell

Woodroofe (1985) [56] établie les propriétés asymptotiques de l'estimateur de Lynden-Bell [39]
ainsi que celles de l'estimateur similaire pour G. Stute (1993) [53] améliore les hypotheses et

établi la normalité asymptotique de 'estimateur.

Corollaire 3.3.1. Woodroofe (1985) [56]

Si F et G sont continues telles que ag < ap,bg < bp et fa:oo %dF < oo alors

sup |F,(x) = F(x)] - 0,
xX>ar

(3.40)

sup
t>ag

G, (1) - G(t)‘ 50

en P-probabilité quand n — oo (ou ag,bg et ap,bp désignent les points finaur de G et F

respectivement.)

Démonstration :voir (Woodroofe [56] (1985)).
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3.3 Estimation de la densité dans le cas de données tronquées a gauche Chapitre 3

3.3.6 Estimateur a noyau de la densité pour les données tronquées

a gauche

Soit K un noyau réel et h une suite qui tend vers 0. On définit ’estimateur a noyau de la

densité dans le cas d’'un modele de troncature gauche par

co Ao 1 x—X;
fn(X)_nh i=1 én(Xi)K( h ) (3:41)

avec fi, 'estimateur de He et Yang (1998) de u la probabilité de non-troncature et G, Vesti-
mateur de Lynden Belle de G.

3.3.6.1 Propriétés de ’estimateur de la densité

Théoréme 3.3.1. Si
i) Le noyau K est une densité de probabilité sous les conditions :

+00

/M uK (u)du = 0, ua(K) = /m u’K(u) < o, R(K) =/ K(u)%du < co.

oo —00 (o)

ii) Les fonctions f et G™' sont deuz fois continument différentiables autour de x.

alors

Var | £,(6)| = (1) G () FOOR(K) +0 (n) ™).

Démonstration : Voir (Carla Moreira et Jacobo de Ufia-Alvarez 2012 [9])

L’erreur quadratique asymtotique moyenne est :

AMISE (fu(x)) = }lh‘*R (f") u2(K)? + (nh) ' uR(K) / G (x) f(x)

Démonstration : Voir (Carla Moreira et Jacobo de Utia-Alvarez 2012 [9])
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Chapitre

Application

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif est de comparer les estimateurs a noyau de la densité
inconnue f sur la base d'un échantillon gaussien, dans le cas des données completes et le cas
des données incomplétes tronquées a gauche, et comparer par la suite ces deux estimateurs a la
densité normale centrée réduite. On va aussi calculer I'erreur quadratique moyenne MSE dans
les deux cas et pour différentes tailles de I’échantillon. On termine par une étude comparative
sur les résultats obtenus.

Pour cela nous avons effectué des simulations a l'aide du langage Matlab R2012a.

4.2 Plan de simulation

Soit T la variable de troncature, et X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

Avant la troncature, la taille initiale de ’échantillon était N.

— On simule, dans un premier temps, N valeurs (X;,T;),i = 1,.., N du couple de variables

aléatoires (X,T) avec T indépendante de X.

— On introduit dans le programme la contrainte de troncature gauche
X >T; (4.1)

— On ne tient compte que des couples vérifiant cette contrainte.

— Cette procédure est répétés pour différentes valeurs N = 100, 200, 300 jusqu’a obtenir
I’échantillon final avec la taille n. {(X;,T;),1 <i < n} avec n < N, T; = min(X;, C;). Cet

échantillon représente théoriquement 1I’échantillon observé.

— On introduit I'estimateur a noyau de la densité de la variable X dans le cas des données
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4.3 Résultats de simulation Chapitre 4

completes définit par :

A 1 - X — Xi
=— YK 4.2
Ja0) nhzlj ( ; ) (4.2)
Dans le cas des données tronquées a gauche, il est définit comme suit
- ™ 1 1 x—X;
Ja(x) = ”—h - K( h ) (4.3)
n i=1 Gy (Xi)

avec fi, 'estimateur de He et Yang (1998) de u la probabilité de non-troncature.

Ou estimateur de maximum de vraisemblance de G ( (Lynden-Bell) est définit par :

N z 1

n = - — 4.4

G 1:1[ (1 nC, (Ti)) 44
T;>x

et 'estimateur empirique de C(x) est défini par :
1 n

o) =~ le Lzi<vex) (4.5)
=

Basant sur un noyau gaussien, nous calculons pour f, estimateur de f, l'erreur quadratique

moyenne MSE. Elle est défini comme suit
1, 2
MSE == 3" |/ (X0 - f (X0)] (4.6)
k=1

On a utilisé le parametre de lissage optimal pour la loi Normale centrée réduite f dans le cas

logn

1
complet ; b = 1.06N/° et le parametre de lissage hi = ( ) dans le cas tronqué, h; satisfait

la convergence de l'estimateur a noyau dans le cas tronqué.

4.3 Reésultats de simulation

Le tableau suivant représente l'erreur quadratique moyenne MSE de 'estimateur a noyau

de la densité dans le cas des données completes et le cas des données tronquées a gauche.

N n u h h1  MSE(données completes) MSE(données tronquées)

100 68 0.68 0.42 0.57 3.56x1073 2.56x1072
300 225 0.75 0.34 047 2.43%1073 1.86x1072
500 300 0.6 0.31 045 2.65x1072 2.86x1072

TABLE 4.1 — Résultats de la simulation
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4.4 Interprétation des résultats Chapitre 4

4.4 Interprétation des résultats

A travers, les résultats obtenus représentés graphiquement par les figures suivantes et le
calcul du MSE, on remarque que l'estimateur a noyau de la densité f dans les deux cas des
données completes et données tronquées a gauche est proche de la densité exacte N(0,1). On
dit alors qu’on a une bonne approximation pour la loi normale.

0.45 T T T T T T T
——— Dnsite R{D.1)

—— Camdde wiimmate (G0 sompiet)
04F — — Dafidite AN (20 Dosdus) [

035}

03

025}

fr(x)

02

0.1

0.05

N=500

N=500 et u=0.6
FIGURE 4.1 — Courbe pour N =500 et u = 0.6
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4.4 Interprétation des résultats Chapitre 4

N=300 et p=0.75
FI1GURE 4.2 — Courbe pour N =300 et u =0.75

N=100 et p=0.68
F1GURE 4.3 — Courbe pour N =100 et u = 0.68
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons fait une synthese des résultats existant concernant I’estimation
non paramétrique de la densité inconnue f avec la méthode du noyau sur des données completes
et incompletes.

Dans un premier temps, nous avons présenté l'estimateur a noyau dans le cas de données
completes, et nous avons donné ses propriétés statistiques et asymptotiques. Nous avons aussi
cité quelques méthodes de sélection du parametre de lissage h. Par la suite nous avons abordé
I’estimation non paramétrique de la densité inconnue f avec des données incompletes en utili-
sant la méthode du noyau.

Des estimateurs non paramétriques a noyau dans le cas de données incompletes ont été cités,
ainsi que leurs propriétés. Enfin une étude de simulation est concue pour confirmer les résultats
théoriques présentés dans ce mémoire. Pour différentes tailles d’échantillon nous avons repré-
senté graphiquement les courbes des densités (théorique et estimée). Cependant, en raison de
contrainte de temps nous nous somme limité uniquement aux cas de données incompletes tron-
qués a gauche. Les résultats obtenus montrent que presque pour toutes les tailles de I’échantillon,

I'erreur MSE dans les deux cas est petite. Cette constatation est confirmée graphiquement.
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Perspectives

Parmi les perspectives de ce travail, nous pouvons dégager des points intéressants :
— Il serait intéressant d’appliquer cette étude sur des données réelles.

— Appliquer la méthode du noyau dans 'autre cas de données incompletes censurées, dont

on n’a pas eu suffisamment de temps pour 'effectuer.

— Il est aussi intéressant d’appliquer cette méthode dans le cas ou les données présentent

une forme de dépendance.

— Et surtout utiliser la méthode du noyau pour des densités multidimensionnelles.
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Résumé

L’objectif principal de ce travail est I'estimation non paramétrique de la densité de probabilité
inconnue f par la méthode du noyau, sur des données completes et incompletes.

Dans un premier temps, nous avons présenté la méthode du noyau pour l'estimation de la
densité de probabilité d'une variable aléatoire X dans le cas de données completes. Nous avons
donné les propriétés de I'estimateur tel que : le biais, la variance, les criteres d’erreur MSE et
MISE..., et quelques méthodes pour le choix du parametre de lissage h. Nous nous sommes
ensuite intéressés a l'estimation de la densité avec des données incompletes en utilisant sur la
méthode du noyau.

Enfin une étude de simulation est concue pour comparer les estimateurs a noyau de la densité
f, dans le cas des données complete et le cas des données tronqué a gauche, et comparer par

la suite ces deux estimateurs a la densité normale centrée réduite.

Mots clés : Densité, Estimateur a noyau de Parzen-Rosenblatt, noyau, parametre de lis-

sage, données incompletes, données tronquées, données censurées.

Abstract

The main objective of this work is the nonparametric estimation of the unknown probability
density f by the kernel method, on complete and incomplete data.
First, we presented the kernel method for estimating the probability density of a random va-
riable X in case of complete data. We studied the properties of the estimator such as : the bias,
the variance, the error criteria MSE, MISE..., and some methods for the choice of the smoothing
parameter h. We then focused on estimating the density with incomplete data, emphasizing
the kernel method.
Finally, a simulation study is designed to compare the kernel estimators of the density f, in
the case of the full data and the case of the left-truncated data, and then compare these two

estimators to the reduced centered normal density.
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