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Introduction

L’inférence statistique est I’ensemble des techniques permettant d’introduire les ca-
ractéristiques d'un groupe général (la population) a partir de celles d’un groupe particulier
(I'échantillon).

Les méthodes d’inférence statistiques ont connu deux grandes phases de développement.
La premiere commence a la fin du XIXe siecle, avec les travaux de K. Pearson, R. Fisher,
Jerzy Neyman, Egon Pearson et Abraham Wald qui dégagent les notions fondamentales de
vraisemblance, de puissance des tests d’hypothese et d’intervalle de confiance. La seconde
période, qui perdure aujourd’hui, a été rendue possible grace a la puissance de calcul des
ordinateurs et a la banalisation de 1’outil informatique a partir de la fin des années 1940
[19]. Ces calculateurs ont permis de dépasser les hypotheses traditionnelles d’indépendance
et de normalité, commodes du point de vue mathématique mais souvent simplistes, pour
donner toute leur fécondité a des concepts méme anciens comme 1’hypothese bayésienne.
L’informatique a permis aussi ’explosion des techniques de simulation par application
des techniques de ré-échantillonnage : méthode de Monte Carlo, bootstrap, jackknife etc.
imaginées par John von Neumann, Stanislas Ulam, Bradley Efron, Richard von Mises [2].

Dans tous les domaines, de I'expérimentation scientifique a la vie quotidienne, on est
amené a prendre des décisions sur une activité risquée au vu de résultats d’expériences ou
d’observation de phénomenes dans un contexte incertain, par exemple : Informatique : au
vu des résultats des tests d’un nouveau systeme informatique, on doit décider si ce systeme
est suffisamment fiable et performant pour étre mis en vente. Finance : au vu du marché,
décider si on doit ou pas se lancer dans une opération financiere donnée. Dans chaque cas,
le probleme de décision consiste a trancher, au vu d’observations, entre une hypothese ap-
pelée hypothese nulle, et une autre hypothese dite hypothese alternative [19]. En général,
une et une seule de ces deux hypotheses est vraie. La théorie des tests statistique, qui est

un outil tres puissant de l'inférence statistique, permet de répondre a ce type de problemes
[4].
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De nombreux chercheurs ont étudié des tests d’hypotheses statistiques. Un exemple de
test d’hypothese statistique figure dans un mémoire de Pierre Simon de Laplace (1749-
1827) publié en 1773 et réédité en 1891. Une étude heuristique des conditions sous les-
quelles 'hypothese Hy devrait étre rejetée (c’est-a-dire, en langage moderne, une étude des
régions critiques) est donnée dans le livre Le Hasard (1914) d’Emile Borel (1871-1956) . A
cette époque les idées concernant les tests statistiques étaient encore floues. Borel insistait
sur 'existence d’un test statistique ” remarquable ” dont les propriétés pourraient étre
démontrées rigoureusement. Il disait aussi que le choix du test devait étre fait avant toute
expérience [11].

Les tests paramétriques fonctionnent en supposant que les données que l'on a a dis-

position suivent un type de loi de distribution connu (en général la loi normale). Pour
calculer le risque alpha du test statistique, il suffit de calculer la moyenne et 1’écart-type
de ’échantillon afin d’accéder a la loi de distribution de I’échantillon. La loi de distribution
étant ainsi parfaitement connue, on peut calculer le risque alpha en se basant sur les calculs
théoriques de la loi gaussienne. Ces tests sont en général tres fins, mais ils nécessitent que
les données suivent effectivement la loi de distribution supposée. Ils sont en particulier tres
sensibles aux valeurs aberrantes et ne sont pas conseillés si des valeurs aberrantes sont
détectées [19].
Les tests non paramétriques ne font aucune hypothese sur le type de loi de distribu-
tion des données. Ils se basent uniquement sur les informations numériques apportées par
les échantillons. De plus, ils sont tres peu sensibles aux valeurs aberrantes et sont donc
conseillés dans ce cas [19].

Nous nous intéressons dans ce mémoire a la théorie des tests statistiques. Un intérét
particulier a été donné aux tests non paramétriques en mettant en évidence leurs applica-
tions dans différents domaines de la vie quotidienne, notamment en médecine.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres. Le premier chapitre s’intéresse a la notion
de variables aléatoires, ainsi qu’a quelques lois usuelles. Le deuxieme chapitre porte sur
la théorie des tests paramétriques. Les tests non paramétriques font l'objet du chapitre
trois. Le chapitre quatre contient quelques applications de ces tests dans le domaine de la
médecine. Ces dernieres ont été réalisées a 1’aide du logiciel R. Ce mémoire se termine par

une conclusion générale et quelques références bibliographiques.



Chapitre 1

Généralités sur les variables
aléatoires et lois usuelles de

probabilités

Introduction

La théorie des probabilités est I’étude mathématique des phénomenes caractérisés par
le hasard. Elle est utilisée dans les domaines d’application, tel que les sciences physique,
I’économie sociale et humaine, etc. Actuellement, c’est une théorie qui s’applique le plus
souvent dans 1I’étude des phénomenes aléatoires et ’analyse des expériences déterministes.
L’étude des phénomenes aléatoires a commencé avec 1'étude des jeux de hasard ; jeux de
dés, tirage dans des urnes et jeux de pile ou face ont été des motivations pour comprendre
et prévoir les expériences aléatoires.

Ce chapitre introduit les notions de variables aléatoires discretes et continues, ainsi que

quelques lois usuelles de probabilité.

1.1 Variable aléatoire

Définition 1.1.

Une variable aléatoire est une fonction définie sur I’ensemble des résultats possibles
d’une expérience aléatoire.
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité, on appelle variable aléatoire sur (€2, A, P) & valeurs
dans I'ensemble E (fini ou infini dénombrable) toute application X de € dans E telle que
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[10] :
X:Q — E
w — Xw =z

E est muni d’'une tribu B telle que X '(A) € A, VA € B

Il existe deux types de variables aléatoires, a savoir les variables discretes et les variables

continues.

1.2 Variable aléatoire discrete

Définition 1.2.
Une variable aléatoire X est dite discrete si elle ne prend qu’un nombre fini ou infini

dénombrable de valeurs.

Nous rencontrons ce type de variables aléatoires dans différents domaines des sciences
expérimentales, en 'occurance [18] :

e Le nombre de petits par portée pour une espece animale donnée (chien, vache, ...).

e Le nombre de bactéries dans un milieu de culture biologique.

e le nombre de mutations dans une séquence d’ADN, ...

Exemple 1.1.
On lance deux fois une piece de monnaie équilibrée. L’ensemble des résultats possible
est :
Q={PP,PF,FP FF}

Chacun des événements de € a une probabilité égale a 1/4 de se produire.

Considérons la variable aléatoire X représentant le nombre de ”pile” obtenus.
donc : X(Q2) = {0, 1, 2}.

1.2.1 Loi de probabilité (distribution de probabilité)

Soit X variable aléatoire discrete a valeurs dans ' = x4, ...,x,. La loi de probabilité
d’une variable aléatoire discrete permet de connaitre les chances d’apparition des différentes
valeurs de cette variable, notée Py, telle que :

o Px =P(X =u),i€{1,2,...,n},

e Pyel0,1]et Y P(X =ux,)=1.

n>0
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1.2.2 Fonction de répartition

Définition 1.3.
On appelle fonction de répartition d’'une variable aléatoire discrete X la fonction Fx

définie sur R dans [0, 1] par :
Fx(z)=P(X <x)= ) _ P(X =)
z,€F

Propriété 1.1.

1. Vx € R,0 < Fx(x) <1,

2. 8ia<b,Pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a),

3. Fx est une fonction croissante et en escalier sur R.
Remarque 1.1.

La représentation graphique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire

discréte est la courbe en escalier.

Exemple 1.2.
On jette un dé. Soit X la variable aléatoire égale aux résultats obtenus (X () =
{1,2,3,4,5,6}). La fonction de répartition de X est définie par :

(

0 st x<l;
: s oxell,2;
2 st xe(2,3];

Flz)=1q 2 si xze[3,4;
5 st xe45];
> st xe(56[;
1 si x>

1.2.3 Espérance et variance d’une variable aléatoire discrete
Espérance mathématique

L’espérance mathématique E(X) d’'une variable aléatoire discrete X a valeurs dans £ =
{z1,...,x,} est la moyenne arithmétique des valeurs possibles pondérées par les probabilités

correspondantes, elle est donnée par :
E(X)=) x; P(X = ;)
i=1

Si X est a valeurs dans E/, E dénombrable infinie.
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Propriété 1.2.
e Sia est une constante alors :
- E(a) = a.
- E(aX)=aE(X).
- E(X+a)=EX)+a.
o L’espérance d’une somme de variables aléatoires (indépendantes ou non) est égale a

la somme de leurs espérances.
EX+Y)=EX)+EY)
e Indépendance des variables :
X etY indépendantes = E(XY) = E(X) E(Y).

Preuve : voir [10]

Variance et I’écart type d’une variable aléatoire discrete

1. La variance d'une variable aléatoire discrete, notée V(X), est un parametre de dis-
persion qui correspond au moment centré d’ordre 2 de la variable aléatoire X, alors
la variance égale a :

V(X) = E[(X - B(X)"] = E(X*)-[EX))" = (Z (7P (X = xi))) -(E(X)%).

2. L’écart type de la variable aléatoire X, que I'on note o(X), est la racine de V(X).

Covariance d’un variables aléatoire

La covariance est un nombre permettant d’évaluer le sens de variation de deux variables,
et ainsi de qualifier I'indépendance de ces variables (voir propriété 1.3). Si deux variables

sont indépendantes leur covariance est nulle, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Théoréme 1.1. (Théoréme de Koenig/?2])

V(X)=E(X* - EX)= (Z (z2.P (X = m)) — (E(X)?)

i>1
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Démonstration

On a:
V(X) = E[(X - E(X))’]

V(X) = 3 ((@i = B(X))’) P(X =)

i=1
V(X) = Y (27 —23:B(X) + E(X)?).P(X =)
i=1
En décomposant, trois expressions apparaissent :
=l i=1 i=1

V(X) = ix?.P(X:xi)—2E(X)E(X)+(E(X)2)><1
V(X) = BE(X2)—2B(X)? + E(X)?

Finalement,

V(X)=E(X?) — E(X)%

Propriété 1.3.
e Sia est une constante alors :
- V(X +a)=V(X).
- V(aX) = a*V(X).
e VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2COV(X,Y)
e COV(X,)Y)=FEXY)-FEX)EY)=F[(X—-EX)) (Y —EY))]
e Si X etY sont indépendantes, alors V(X,Y)=V(X)+ V(Y).

Exemple 1.3.

Dans un jeu, un joueur doit choisir entre deux questions, une question facile et une
question difficile. S’il répond juste a la premiere question, il peut tenter de répondre a
I’autre question. La question facile rapporte au joueur 1000D A et la question difficile lui
rapporte 3000DA. Les questions sont indépendantes, et on estime avoir 30% de chances de
bien répondre a la question difficile, et 60% de chances de répondre a la question facile.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du jeu.

1. La loi de la variable aléatoire X dans le cas ou le joueur choisit de répondre a la

question facile en premier :

X(9) = {0, 1000, 4000}.

X 0 | 1000 | 4000
P(X =x;)]04|0.42 ] 0.18
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Le gain moyen du joueur est :

EX) = Z._Zgjlajl»P(X =)

=0 x (0.4) + 1000 x (0.42) + 4000 x (0.18)
= 1140DA.

2. La loi de la variable aléatoire X dans le cas ou le joueur choisit de répondre a la

question difficile en premier :

X(Q) = {0,3000, 4000}

2 0 | 3000 | 4000
P(X==)]07]012]0.18

Le gain moyen du joueur est alors :

= 0 x (0.7) + 3000 x (0.12) + 4000 x (0.18)
— 1080DA.

1.3 Variable aléatoire continue

Définition 1.4.
Une variable aléatoire continue est une variable qui peut prendre une infinité non

dénombrable de valeurs, par exemple dans un intervalle ou sur tout R.

Quelques exemples :
— temps d’attente pour avoir le bus.
— taille des individus d’une population.

1.3.1 Fonction de répartition

Définition 1.5.
On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction Fy définie pour

tout x € R par :

Fx(z)=P(X <x)= / f(z)dz.

Autrement dit, Fx(z) est la probabilité de I’évenement ”la valeur de X est inférieure ou

égale a x”, f c’est la densité de probabilité.
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Remarque 1.2.

1. Pour une variable aléatoire continue X, pour tout a € R: P(X =a) =0 on a donc :
e Pla<X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b),
e Pla<X)=Pla< X <b),
e P(X >b)=P(X >0).

2. La représentation graphique F'x prend la forme d’une courbe cumulative.

1.3.2 Densité de probabilité
Une variable aléatoire est dite absolument continue si 4f > 0, telle que :

1.V €R, f(x) >0et F(z ff

2. jfoof(a:)d:z: =

3. Pla< X <b)=F(b) — F(a) = fbf(x)dx

a

Exemple 1.4.
Soit la fonction f définie par :

x st x€[0,1]
fl)=9 —2+2 si xell,2]
0 st x<0 ou z>2

Il s’agit bien d’une densité de probabilité :

+o0 1 2
[ f(z) dx :fxdx—irf —z +2)
—0o0 0 1
_[a? + x
L2 2 "
= 1.
La fonction de répartition de la variable aléatoire associée a cette densité de probabilité :
(0 st x <0
T 1'2
Jtdt= 5 st xel0,1]
Fx)=14 9 x 22
Jtdt+ [(— t+2)d:—7+2x—1 st xell,2]
0 1
1 st x> 2
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1.3.3 Espérence et variance d’une variable aléatoire continue
Espérance mathématique
Soit X une variable aléatoire continue de densité f, son espérance si elle existe est

définie par :
+oo

E(X)= /:Bf(x) dx

—0o0

Variance mathématique

La variance d’une variable aléatoire continue X si elle existe est le nombre positif définie

par :
V(X) = / (x — B(X))? f(z) dz — /:1:2 F(@) do — B(X)2.

1.4 Lois usuelles de probabilités

1.4.1 Lois discretes

Loi de Bernoulli

Une expérience aléatoire ayant deux résultats possibles : succes ( auquel on associe la
valeur 1) et échec ( auquel on associe la valeur 0) est appelé expérience de Bernoulli [13].
La v.a X suit une loi de probabilité appelée ”loi de Bernoulli”, notée B(1,p). Elle et est
définie par :

P:{0,1} —[0,1]

PX=1)=p e PX=0)=1—-p=gq.

L’expérience de Bernoulli consiste a jeter une piece de monnaie (forcement non équilibrée)
pour laquelle la probabilité de succes est égale a p (soit par exemple obtenue face).

Dans ce cas la variable aléatoire X définie par

1, sion obtient un succes (face).
X = . . ) .
0, sion obtient un échec (pile).

Cas particulier
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Si la pitce est equilibrée alors p = 3

Remarque 1.3.

La fonction indicatrice d’'un evenement A € ) est définie par

a() 1 st weA.
w) =
4 0 si w¢A.

Propriété 1.4.
Soit X une v.a. de loi de Bernoulli notée X ~~ B(p), alors :
1. X(©2) ={0,1}.
2. Vk € {0,1}, P(X = k) = p"(1 — p)'=*.
3. E(X)=petVar(X)=p(l—p)

Loi Binomiale

Soit une expérience de Bernoulli répétée n fois dans les mémes conditions et de maniéres
indépendantes (X7, Xo, ... , X,). La loi binomiale, notée B(n,p), modélise le nombre
de succes obtenus lors de répétitions indépendantes de plusieurs expériences aléatoires
identiques (avec p la probabilité du succes et ¢ = 1 — p la probabilité de I’échec) [13].

n

La variable aléatoire X = Y X; = X; + Xy + ... + X, correspond au nombre de succes, si
i=1
on a k succes on aura (n — k) échecs et la probabilité d’avoir k succes dans une experience

aléatoire répétée n fois, est :

P(X =k)=Ck.pt.q"0 ke{0,1,..,n}

n!

(n— k)E!
Il est facile de démontrer que 'on a bien une loi de probabilité, car :

k_
avec O =

D PX =k =) Crpt " P =p+q =1 carp+q=1
k=0 k=0
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FIGURE 1.1 — Lois de probabilité pour la loi Binomiale.

Remarque 1.4.
Le développement du binome de Newton (p 4+ ¢)" permet d’obtenir ’ensemble des

probabilités pour une distribution binomiale B(n, p) avec n et p des valeurs données.

Espérance mathématique

L’espérance mathématique de la distribution binomiale B(n,p) est :

EX)=n-p
En effet,
EX) = E (Z X¢> ou chaque X; est une v.a. de Bernoulli
i=1

= EXi+Xo+--+X,)

= B(X1)+ EB(Xg) + -+ E(X,)

= Y E(X)=> p=mn-p

i=1 i=1

Variance

La variance de cette variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p) est :

V(X)=n-p-q
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En effet,

V(X) =V (Z Xl-) ou chaque X; est une v.a. de Bernoulli
i=1

= VXi+Xo+--+ X))
= V(X)) +V(Xe)+--+V(X,)

= Y V(X)=> p-g=n-p-q
=1 =1

Ecart type

L’écart type est

Exemple 1.5.

On considere un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6, et elles ont toutes
la méme probabilité d’apparaitre.
On lance le dé 9 fois de suite. On considere que ’on obtient un succes si la réponse obtenue
est supérieure ou égale a 5. Soit X la variable aléatoire associée au nombre du succes
obtenus sur les 9 jets.

Sur un jet la probabilité de succes est p = % = %, la probabilité de 1’échec est donc

¢=(1-p=5=3%

X(Q)={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

P(X =0)=(2/3)? P(X=9)=(1/3)et P(X =4)=C¢ (1/3)* (2/3)°.

En effet, on choisit la place des 4 succes parmi les 9 jets.

Vk €{0,1,...,9} P(X =k)=C§ (1/3)* (2/3)%*

On dit que X suit la loi binomiale de taille 9 et de parametre 1/3, notée B(9,1/3).

Théoreme 1.2.
Si X ~» B(n,p) et Y ~» B(m,p) sont deuz variables aléatoires indépendantes de méme

probabilité p, alors leur somme X +Y est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale

[2] :
X +Y ~ B(n+m,p).
Loi géométrique

La loi géométrique est une loi de probabilité qui modélise 'observation du nombre
d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes devant se succéder pour espérer un
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premier succes.
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p, notée G(p),
si:

1. X(©2) = N*.

2. Vk € X(Q),P(X =k) =p(1 —p)kL

Elle admet pour moments :

Loi de poisson

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de poisson (appelée aussi loi des
événements rares ou de petits nombres) de parametre réel A, notée P(N), si elle prend
des valeurs entieres dont les probabilités de réalisation sont [13] :

L

VkeN, P(X =k)=c 70

Elle admet pour moments :

Propriété 1.5.
Si X ~» P(A\) et Y ~» P(N\2), les variables aléatoires X et Y étant indépendantes,
alors

X 4Y ~ P+ o).

Exemple 1.6.
Une centrale téléphonique recoit en moyenne 300 appels par heure. Quelle est la

probabilité que durant une minute, la centrale recoit exactement deux appels ?

On a : les appels dans cette centrale suivent une loi de poisson de parametre A = % =5

appels par minutes en moyenne.

Ak 52
P(X = _ —A _ =5
(X=2) = ¢ KOS 2l

= 0,08422.
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L’approximation de la loi Binomiale par la loi de Poisson

La loi Binomiale dépend de deux parametres n et p, alors que la loi de Poisson ne
dépend que d'un seul parametre A. Pour qu'une loi Binomiale soit au plus proche d’une
loi de Poisson, on doit au moins souhaiter que ces deux lois aient la méme espérance.
L’espérence de la loi Binomiale étant np et celle de la loi de Poisson étant A, il faut que
A = np. Cette condition nécessaire n’est pas suffisante pour réaliser une telle approximation,

théoriquement 1’approximation est parfaite lorsque [8] :

n — 400

p — 0
np = constante.
En pratique, la condition :
n > 30
np < D
Ou
n > 50
p < 0.1

est suffisante pour envisager ’approximation.
Preuve : Voir [17].

Exemple 1.7.
Des observations ont montré que la probabilité qu’un homme soit atteint d’'une maladie
M est p = 0.1. En considérant 40 hommes pris au hasard, soit k le nombre d’hommes

touchés par la maladie et X la variable aléatoire qui compte le nombre d’hommes malades.

1. X suit une loi binomiale B(40;0.1) :

koo k9 ok
P(X = K) = Cly - (z5)" - (1) 09
2. Calcul de E(X), V(X) et o(X)

1
EX) = np:40><1—0:4
V(X) = npq:40><i 3:3,6

10 10
o(X) = VV(X)=1,80.

3. Cette loi binomiale B(40;0.1) est approchée par une loi de Poisson P(\) :

(n =40 > 25 et np =4 < 5) = Binomiale B(40;0.1) ~» Poisson P(A\),A =n p = 4.

Ak Ak
A N P
PX=k=e? =t o



Variables aléatoires et lois usuelles

19

4. Calcul de P(X =2) et P(X =5):

2

4
P(X=2)=¢" o = 0, 14653,

45
P(X=5)=¢" =7 = 0,15629.
1.4.2 Lois usuelles continues

Loi uniforme

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur l’intervalle [a,b], notée
X ~ Uy, si sa densité de probabilité [ est définie par :

1 .
_ ) st a< X <b,
-

stnon.

Sa fonction de répartition :

0, st x<a,
Fr)=4q §=5, si a<z<b,
1, si x> b.
Elle admet pour moments :
b b X , b b
BX) = [z f(@) do = [ 3% do = 7% | 5| =

Loi exponentielle

On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0, notée exp()), si
elle admet la densité :

stnon

Ae M si r>0,reR,
.t

Sa fonction de répartition est :

R

stnon
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Elle admet pour moments :

E(X) :% et V(X) =

Remarque 1.5.
La loi exponentielle est une loi sans mémoire, c¢’est a dire la probabilité qu’ phénomene
dure au moins s+t heures (ou n’importe quelle autre unité de temps), sachant qu’il a déja

duré s heures sera la méme que la probabilité de durer ¢ heures. On a alors :

P(T>t+s|T>s)=P(T >t).

Loi gamma

Une variable aléatoire suit la loi gamma de parametre a et b, si sa fonction

densité est donnée par la fonction gamma, qui est est définie pour x > 0 par :

@ te®™ >0 ,a>0 ,b>0.

0 Sinon.

Propriété 1.6.
o pourn € N, I'(n) = (n— 1)l et T'(1) = 1.
e Nx+1)=2aT(2).
T -VE
R
I'(p) I'lq
* B(p,q) = F((p)Jr(q))-



Variables aléatoires et lois usuelles 21

Loi normale

La loi normale est une loi trés importante en statistique, plusieurs
phénomeénes ont une loi de probabilité tres proche de cette loi. Elle est souvent
utilisée pour faire des approximations dans le domaine de ’estimation et des
tests d’hypotheses [17].

Loi normale centrée réduite( ou loi gaussienne)

Une variable aléatoire continue X suit la loi normale centrée réduite, notée
X ~+ N(0,1), si sa densité de probabilité est définie par :

2
f(z) = \/LQ? e2 rT€eER.
Nous admettrons ici que f est bien une densité de probabilité
+o0 1

o V2T

f est une fonction symétrique en forme de cloche.

IQ
e2 de=1

FIGURE 1.2 — La loi normale centré réduit.

Sa fonction de répartition F'(z) s’écrit :

1
\ 2T

¢:P(X<x):/ e dt
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Propriété 1.7.
Si X ~~» N(0,1) alors E(X) =0 et V(X) = 1.

Remarque 1.6.
Notons ¢ la fonction de répartition associée a la variables X de loi A(0,1), on a :
e Pour x < 0, on utilise la formule ¢(z) + ¢(—x) = 1.
e Pour z > 0, on dispose aussi la relation P(—z < X < ) = 2¢(z) — 1.
e Pour tous a,b € R, aveca <b: Pla < X <b) = F(b) — F(a).

Exemple 1.8.
On suppose que X ~ N(0,1).

P(X < 1.25) = ¢(1.25) ~ 0.8944

$(1.0669) = 0.85 + 0.007 = 0.857.

P(X <0)=0.5.

P(X >2.34) =1 — P(X < 2.34) = 0.0096.

P(X < —047) = ¢(—0.47) = 1 — ¢(0.47).

P(X €[-15,2.3]) = $(2.3) — ¢(—1.5) = ¢(2.3) — (1 — $(1.5)) = 0.9225.

P(X € [~1,1)) = (1) — ¢(~1) = 6(1) — (1 — 6(1)) = 26(1) — 1 = 0.6826

La loi normale de moyenne m et de variance o

Une variable aléatoire continue X suit une loi normale de moyenne m et de

2

variance o“, si sa fonction densité de probabilité est définie par :

flx) = 2 6_%(&%)2’ reR

2no

Dans ce cas F(X)=m et V(X) = o2
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N(0.3), N(0.2),

0.4
0.3 R
0.2

0.1

1
—10 -5 0 5 10

FIGURE 1.3 — La loi normale de moyenne m et de variance o2.

Remarque 1.7.
Si X ~ N(m,0?) alors 2= ~ N(0,1).

g

Pour calculer la fonction de répartition d’une variable aléatoire normale A/ (m, o?), il faut
transformer cette variable en variable aléatoire centrée et réduite, puis on utilise la table
de la loi normale N (0, 1) pour la lecteur de sa valeur.

Pla<X <b)=P(m < Xom ¢ bom)_ g (bom) _ s (a=m)

(e o g o

Exemple 1.9.
Considérons X ~» N (10, 6) alors on cherche P(5 < X < 11) :

— 5—10 X-10 11-10
P(b <X <11) _P<\/6 <= < \/6>

- (15) -5()
= $(0.41) — ¢(—2.04)
= 0.63635.

Approximation par une loi normale

Loi Binomiale

Une loi binomiale B(n,p) peut étre approximée par une loi normale N (m, o), ol

m=npeto=/np(l—p) lorsque :

n > 30,
np E
np(l-—p > 5.
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Autrement dit, n doit étre assez grand et p est proche de 0.5 [8].

Loi de poisson

Une loi de poisson de parametre )\ tend vers une loi normale de moyenne \ et
I’écart type V), lorsque ) est assez grand(\ > 20) [23].

1.4.3 Autres lois utiles pour les tests

On va s’intéresser maintenant a plusieurs lois utiles pour les tests statis-
tiques et construites a partir de variables gaussiennes.

Loi de Khi-deux

Une variable aléatoire est dite suit la loi de khi-deux a n degrés de liberté

et on note X ~ x? si sa fonction de densité est suit la loi gamma de paramétre
(%,3), elle est donnée par [9] :

TR L
o() | |

Soient X,.

., X, un échantillon de n variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées de loi N(0,1), alors la variable aléatoire
Y = X? + X3 + ... + X2 suit la loi de x2.

Elle admet pour moments :

EY)=n et V(Y)=2n.
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FI1GURE 1.4 — La loi de Khi deux pour n degré de liberté.

Remarque 1.8.

Cette loi est principalement utilisée dans le test du x? en statistique. Il permet de tester
I’adéquation entre des données et une famille de lois.
Propriété 1.8.

1. Soient Z ~~ N(0,1) et X = Z2, alors X ~ x3.

2. Soit (X1, Xo, ..., Xn) un échantillon issu d’une loi normale N (u,0?).

Posons :

i=1

On a (X; —p)/o)? ~ x% pouri=1,2,...,n. On déduit que :

52 - Xl—,u 2 2
e R (5] -

Théoreme 1.3.
Soient U et V' deuz variables aléatoires indépendantes telle que U ~ x2 et V ~ x2.
Alors, ona : W =U+V ~ x2,,.

La loi de Student

Une variable aléatoire X suit la loi de Student si sa fonction de densité est

donnée par :

1 1
t) = — 1= . t>0.
1) N R 1+ (&)

On note 7 ~~ t, (on lit T suit la loi de Student & n degrés de liberté).
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La loi de Student est symétrique, de moyenne nulle, sa variance est égale a

( n 2) et dépend d’un parametre n appelé nombre de degrés de liberté.
n JR—
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Student density

FIGURE 1.5 — La densité de la loi de Student.

Propriété 1.9.
Soit X une variable aléatoire, X ~~ N(0,1), et soit Y une variable aléatoire, Y ~ X2,

avec X et'Y indépendantes alors la variable aléatoire T = LY ~ by,

n

Remarque 1.9.
La loi de Student est tres utilisée dans les tests statistiques, elle permet également
de construire un intervalle de confiance pour I'estimation de la moyenne. Elle est utilisée

pour les petits échantillons.

Soit X7, Xs, ..., X, un échantillon gaussien d’une variable aléatoire X ~» N(u, o).

_ n
On considere X = 1 Y X,
1=

1. Si p est connu, alors

X ~ N(p, —
(1, =)
X —
- N(O,1)
e
1 & n S2 NS 2
SZ — X’L o 2 = n o __ ? X2
n n ;( M) o2 pa o Ay
Comme X et S? sont indépendantes alors la variable aléatoire :
X—p _
Vi X —p

T =

~ by

n X;—p _ n
JECE S
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2. Si p est inconnu, alors

n
i=1
12
n Sn X2
0_2 n—1
X—u <
v K
T= 2 972 =1ty
nS!? o

La loi de Fisher

La loi de Fisher joue un roéle essentiel pour la comparaison des variances
de variables dont les réalisations sont issues d’échantillons extraits de deux
populations. Ce type de test est particulierement util a ’analyse de variance
(ANOVA) et a ’analyse de la régression [25, 9].

Soient X ~ X2 et Y ~» X2 deux variables aléatoires indépendantes. Alors
Z = f/(T/:z suit une loi de Fisher de parameétres n et m. On note Z ~» F(n,m), sa

densité est :

L((n+m)/2)(n/m)"/2zn/2-1

= >0
T = S )T m/2) [0 + m)e + o °
ou I' désigne la fonction gamma.
] — di1=1, d2-1
o —— di1=2, d2=1
- d1=5, d2=2
d1=100, d2=1
2 X d1=100, d2=100
\\
= Ty T T T T 1
o) 1 2 3 a 5

FIGURE 1.6 — La loi de Fisher.
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Propriété 1.10.
Si X ~ F(n,m), alors E(X) = -5 pour m > 2 et V(X) = % pour m > 4.
Remarque 1.10.
Si X suit une loi de Student a n degrés de liberté
X ~t,
Alors X? suit une loi de Fisher de parametres 1 et n

X2 ~ ‘Fl,n'

Propriété 1.11.
Soient (X1, X, ..., Xn) et (Y1,Ys,...,Ym) deux échantillons issus respectivement de

lois N'(px,0%) et N(uy,0%). On suppose que les moyennes théoriques jx et py sont

connues.
On a: ) )
n S% —ry? et m Sy 2
) Xn € 2 Xm-
Ox Oy

Les échantillons étant indépendants, on a donc :

(0%)/(0%) ~ Frm:

Cette propriété est utilisée pour trouver un intervalle de confiance au niveau 1 — o pour le

rapport de variances 0% /0%, lorsque les moyennes théoriques jux et ux sont connues.



Chapitre 2

Tests Paramétriques

Introduction

En statistique, un test (ou test d’hypothése) est une procédure de décision
entre deux hypotheses faites sur une population, il s’agit d’accepter ou de
rejeter une hypotheése statistique. On distingue deux catégories de tests :

1. tests paramétriques;
2. tests non paramétriques.

Nous présentons dans ce chapitre les notions de base sur les tests statistiques,
ainsi que les pricipaux tests paramétriques.

2.1 Généralités sur les tests statistiques

Le principe des tests statistiques est de poser une hypothese de travail et de
prédire les conséquences de cette hypothese pour la population ou I’échantillon.

Les différentes étapes qui doivent étre suivies pour tester une hypothese :
1. Le choix de H; et H;.
Détermination de la variable de décision.
Calcul de la région critique (RC) en fonction d’un seuil « fixé a ’avance.
Calcul de la puissance 1 — j.

Calcul de la valeur expérimentale de la variable de décision.

AN

Conclusion, rejet ou non rejet de H.

30
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2.1.1 L’hypothese nulle et ’hypothese alternative

L’objectif d’un test statistique est toujours de trancher entre deux hy-
potheéses antagonistes. La premieéere est appelée hypothése nulle et notée H
et la deuxieme est appelée hypothese alternative et notée par H;.

Exemple 2.1.

On souhaite déterminer si une piece de monnaie est bien équilibrée. La probabilité
d’obtenir "pile” en lancant cette piece suit une loi de Bernoulli de parametre 6. Le probleme
posé est le choix d’une hypothese parmi :

Remarque 2.1.
On dit que le test est :
e Bilatéral si elle est la forme : 76 # 6,”.
e Unilatéral a gauche si elle est la forme : 70 < 6y”.
e Unilatéral a droite si elle est la forme : 760 > 6y”

2.1.2 Les erreurs et les risques

Le résultat d’un test statistique est le rejet ou le non rejet d’une hypothese
nulle H.

Définition 2.1.

L’erreur pour un test statistique est de rejeter I’hypothese nulle alors qu’elle est vraie
ou de 'accéptée alors qu’elle est fausse.
On distingue alors deux types d’erreurs :

1. Une erreur dite de premiere espece qu’est la décision de rejeter H, alors que Hy est
vraie. La probabilité de commettre cette erreur est « = P(H;|Hy), appelée risque de
premiere espece ou seuil du test.

2. Une erreur de seconde espece qu’est la décision d’accepter Hy alors que H; est vraie.
La probabilité de commettre cette erreur est § = P(Hy|H;), appelée risque de

deuxieme espece.

On peut résumer la situation dans le tableau suivant [6] :
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Décision Hj est vraie Hj est vraie
non rejet de Hy 11—« erreur de deuxieme espece [3
rejeter H erreur de premiere espece « 1-p

TABLE 2.1 — Erreurs de premiere et deuxieme especes

o = P(H|Hy vraie) = P(Hy|Hy);
B = P(Hy|H, vraie) = P(Ho|Hy).

a est le risque de premiere espace et [ le risque de deuxieéme espace.

FIGURE 2.1 — L’erreur de premiere et deuxieme espece.

Remarque 2.2.
Les seuils de signification les plus utilisés sont

a =0.1,0.05, et 0.01

2.1.3 Variable de décision

Définition 2.2.
C’est une variable statistique qui doit apporter le maximum d’informations sur le
probleme posé et dont la loi sera différente sous Hy. Il faut que sa loi soit entierement

connue au moins sous Hy (i.e. lorsque Hy est vraie).
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2.1.4 Région critique (région de rejet)

Définition 2.3.

On appelle région critique RC' du test toute région, contenant 1’ensemble des valeurs
de la variable de décision qui conduisent a rejeter Hy.
La détermination d'une région critique RC dépend de « et vérifie P(RC|Hp) = .
Le complémentaire de RC est la région d’acceptation, noté par RC, elle est déterminée
par P(RC|H,) =1 — a.

2.1.5 Puissance d’un test

Définition 2.4.
On appelle puissance d’un test, la probabilité de rejeter Hy et d’accepter H; alors que
H, est vraie, sa valeur est 1 — 5 [22].

FIGURE 2.2 — La relation entre les deux risques d’erreur.

2.1.6 Notions de p-valeur

Les logiciels de calcul statistique expriment souvent le résultat d’un test en
fournissant une grandeur appelée p — value en englais. C’est une probabilité
critique qu’on note par «.,,. Aussi pour un seuil de significativité o donnée, on
compare p — valeur et «, afin d’accepter ou rejeter Hy [5].

— Si p —valeur < a, on rejete ’hypothese H,.

— Si p — valeur > a, on accepete I’hypothese H,.
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2.2 Pricipaux tests paramétriques usuels

Un test paramétrique est un test dont la forme fonctionnelle de la distri-
bution de I’échantillon (ou des échantillons) a tester est connue mais dépend
d’un parameétre inconnu. Le test porte sur le parameétre inconnu.[7, 11]

Les tests paramétriques sont de deux types

1. Les tests de conformité a une norme portent sur un seul parametre. Ils
sont construits sur la base d’une valeur connue que doit ou devrait avoir
ce parametre. On teste, par exemple, si la durée moyenne des grossesses
est égale a 41 semaines.

2. Les tests de comparaison (ou d’homogénéité) tranchent entre deux hy-

pothéses concernant le méme parametre mesuré dans deux populations.

Pour les tests paramétriques de conformité, le parametre testé est noté 0 et
la norme qui sert de référence est notée ,. Pour les tests paramétriques de
comparaison, les valeurs du parametre testé sont notées 6, et 0p.
Les hypothéses d’un test statistique sont simples ou composites. Une hypothese
simple s’exprime sous la forme d’une égalité soit :

e Test de conformité : 6 = 6,.

e Test de comparaison : 6,4 = 6.
Une hypothese composite se traduit par une ou plusieurs inégalités :

e Test de conformité : 6 > 6, ou 0 < 6, ou 0 # 0,.

e Test de comparaison : 6,4 > g ou 0,4 < g ou 0, # 0p.

2.2.1 Comparaison des moyennes (Test de Student)
Comparaison d’une moyenne a une valeur donnée

On suppose dans ce chapitre que les échantillons sont issus d’une loi normale
ou d’une loi approximée par une loi normale.
Soit X1, X, ...X,, un échantillon gaussien de moyenne x et de variance o2.
Test :

H():”,U/:,LL()” VS le”,usé,uo”.

On sait qu’une estimation ponctuelle de i est la moyenne empirique donnée
par :
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d’ou

= LS X e N D)
= — . A -
Tonse oo

X —yp

v

=

- N(0,1).

Sous Hj : it = g, la statistique de décision est U = Xi"—i_“—“
v
- On accepte I’hypothése nulle si la valeur py, appartient a l’intervalle de
confiance de niveau de confiance 1 — «

- On rejette I’hypothéese nulle sinon.

1. 0 connue :
La région critique de la statistique est de la forme RC = [|U| > k,|, avec
ko est donnée par la table de la loi normale centrée réduite N (0, 1), telle

que :

a = P(|U|>ks)=PU < —ky) + P(U > k)
= 9P(U > ko) = 2(1 — P(U < ky)).

Onaa=2(1-P{U<k,)) alors P(U < k) =1-%.
Par conséquent, P(U < k,) = P(U <k,) =1—%.
En utilisant la table de NV (0,1) on déduit k&, : k, = F/\_/zog)'

L’intervalle de confiance de moyenne p au niveau de confiance 1 — 5 est :

R g — g
Xn_ a_;X a” —
U, NG + U, N

Exemple 2.2.

D’apres une société conseil, le salaire annuel moyen d’administrateurs de banques
de données serait de 49738 Euros. Une enquéte effectuée aupres d’un organisme sur
un échantillon aléatoire de 36 entreprises de ce secteur donne les résultats suivants
concernant la rémunération des administrateurs de banque de données :

Salaire moyen : 50200 Euros.

Ecart type : 1560 Euros.

Est-ce que les résultats de cette enquéte permettraient de supporter 'affirmation de
cette société conseil 7 Utiliser un seuil de signification de o = 0.05.
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Test bilatéral

MN{O, 1)

= i = L_ —

Q1§ q1—g

FIGURE 2.3 — Région d’acceptetion et de rejet du test bilatéral de la moyenne (o connue)

au niveau de signification a.

(a) Hypothese Statistique :
Ho:" = 49738 wvs Hy:”u+ 49738".

(b) Seuil de signification :
a = 0.05
(c¢) Condition d’application du test :
Grand échantillon (n > 30) provenant d’une population de variance connue.
(d) La statistique :
La statistique qui convient pour le test est X,,, 'écart réduit est Z =
o = 49738 et Z suit la loi N(0,1).

Yn — kMo
o

vn

ou

(e) Regle de décision :
D’apres H et au seuil v = 0.05 les valeurs critiques de U'écart réduit sont Za.
On adoptera la regle de décision suivante :
Rejeter Hy si Z > 1.96, sinon ne pas rejeter H.

(f) Calcul de I'écart réduit :
Puisque X,, = 50200, o = 1560 et n = 36, donc :
7 — /36 50200-49738 _ 462 _ | 77

1560 260

(g) Décision et conclusion :
La valeur de Z = 1.77 se situe dans la région de non rejet de Hy donc on ne
peut rejeter I'affirmation de la société conseil. L’écart observé entre X, et fip,
soit 50200-49738 = 462, n’est pas statistiquement significatif au seuil a = 0.05.
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2. 0 inconnue :
. » . ~ . . 2
Sous Hj, la variable aléatoire X, suit une loi normale N (u, %) comme la

variance est inconnu on l’estime par la variance empirique donnée par

p 1 S
52:— Xi_Xn2°
n_li;( )
On a: ,
n—lS2 -
( ( ) “"’Xi—l
=1
et
X— n ~
=Y _ il prgny JEL S B
LT sz Jacls, S el

(n—1)o2 vn—1lo

La région critique W = [|T,,_1| > k,].

Pour calculer l’intervalle de confiance de la moyenne p, on a remplacer o
par son estimateur ponctuelle S fournie par ’estimation S? (ce nombre
n’est autre que ’écart type) calculé sur I’échantillon de taille n avec n — 1
degrés de liberté (ddl). On utilise le procédé dit de studentisation qui

X— ;40 X—HO
=

consiste a remplacer la variable U = par la variable T = qui

Vo v
suit une loi de Student a n — 1 ddl. La table de Student nous permet de
déterminer t,_; ,.
On obtiendra alors ’intervalle de confiance suivant :

— S

7_tn—lt)cT X + n l,a%

Exemple 2.3.
Un échantillon aléatoire de n = 16 prélevements indépendants est tiré dans une popu-

lation normale (d’écart-type inconnu). Les valeurs sont :
487.5,519.8,485.2,503.1, 505.1,473.3, 500.1,470.3

499.4,504.9,494.7,480.3, 500.2,499.7,480.7, 488.3.

Faire le test de comparaison a la valeur donnée py = 500, en adoptant le risque de premiere
espece a = 0.05.
On a : »
Effectif n = 16. Somme des valeurs observées > X; = 789.6
i=1
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Test bilatéral

timg

FIGURE 2.4 — Région d’acceptetion et de rejet du test bilatéral de la moyenne (o inconnue)

au niveau de signification a.

16
Somme des carrés des valeurs Y X? = 3895948

i=1
16 .
Somme des carrés centrés > (X; — X,,)? = 2627.0775

=1
Eléments de calcul

Pour a = 0.05, estimation de la moyenne : i = X,, = 493.288
estimation de la variance S? = —L- 3"(X,; — X,,)? = 175.1385, S = 13.234.
Test :

Hy: =500 vs Hy:p# 500

t,_1(15) = 2.13.

d’otu les limites de I'intervalle d’acceptation

13.234 _ 13.234 _
500 — 2.13 6 = 492.357 , 500+ 2.13 6 = 007.643

On a X = 493.288 € [492.357,507.643].
Donc on accepte ’hypothese Hy.

Comparaison de deux moyennes

Soient X, Xy, ..., X;, un n échantillon d’une variable aléatoire X ~~ N (u, o) et
Y1, Y, ..., Y, un m échantillon d’une variable aléatoire Y ~~ N (i, o’).

Remarque 2.3.
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Pour comparer deux échantillons, on compare en premier les variances; et si le test
oy ’ . . ’ .
est positif ¢ = ¢ on va comparer les moyennes, sinon on dit que les deux échantillons

n’appartiennent pas a la méme population.

On suppose que 0 =o'

On teste :
Hy:p=pu wvs Hy:p#u
On a: L .
X —
B N0,1) et ——F s A(0,1).
Vn vm
Sous S
Y
HO o( %_’_%) ~ N(O, ].)
Y-V - N(O, W(y_?)) |
avec
var(X —Y) = wvar(X) +var(Y)
o> o?
T o m
Donc

1. 0 est connu :

La région critique W = H U% > ko,
2. 0 est inconnu :
9 1 n 2 n Sg{ 2
S = (XZ—X> - 2 M_)anl
=1 g 9
1 n _ m Sy
SE = E;(Y; ~Y)? = o2 Xim-1
(X - X+ (Y - )2
LR RN s ims
n+m n+m
n S? m SZ
et on a J2X OQY ~ Xopm—2
X-Y
o l_:,.i x 2
T _ n ' m — XY n—i—m: ~ tn+mf2-

La région critique est donnée par [|T| > k,]|.
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Remarque 2.4. Si la variable aléatoire parente X ne suit pas une loi normale, les tests
précédents s’appliquent encore dés que n est grand (n > 30) en raison du théoreéme centrale

limite.

Exemple 2.4.

Deux échantillons aléatoires sont tirés de facon indépendante dans deux populations
d’ou sont prélevées respectivement n = 16 et m = 14 unités indépendantes. Les variances
des deux populations sont supposées connues, o7 = 400 et 03. Les valeurs sont :

Echantillon n° 1 :  487.5, 519.8, 485.2, 503.1, 505.1, 473.3, 500.1, 470.3,
499.4, 504.9, 494.7,480.3, 500.2, 499.7, 480.7, 488.3
Echantillon n° 2 :  480.3, 494, 486.1, 534.5, 521.8, 479.8, 496.9
528.6, 540.3, 532.6, 558.2, 547.2, 553.8, 486.1

Faire le test de comparaison des deux moyennes, en adoptant le risque de premiere
espece o = 0.05.
Données relatives aux échantillons

Echantillon n°1 Echantillon n°2
Taille de I’échantillon 16 14
Somme des valeurs > X; = 17892.6 7240.2
Somme des carrés des valeurs ST X7 = 3895948 3755107.98

Somme des carrés centrés > (X; — X)? = 2627.0775  10786.8343.
Eléments de calcul

o =10.05
Estimation des moyennes : i = X = 493.288 et i, = Y = 517.157
Variance de la différence (X —Y) : 03 = 4 + 2 d’ou g4 = 9.45.
Test
Ho:py = po vs Hy:py # po
X —Y = —-23869, Up_soq=196x9.45 = 18.522.

X —Y = -23869 < —Ul,% o4 = —18.522, alors on rejette Hy.



Tests Paramétriques 41

2.2.2 Comparaison des variances (Test de Fisher)

Comparaison de variance d’une variable aléatoire gaussienne a une constante

donnée

Soit X1, X5, ..., X,, un échantillon issu d’une variable aléatoire X ~» N(u,0) et

soit 0y une constante positive. On teste :
Hy:0=0y vs Hp:0+# 0.

Deux cas se présentent : ;1 connu ou p inconnu.

1. 4 connue :
Soit S? = %E(XZ — ).
La statistique n(;jﬁ => (XU—O“>2 suit une loi de Khi-deux a n degrés de
liberté. ’
La région critique du test est donnée par :
RC =[|S2 — 02| > k,J, avec Py, (W) = a.
Pour déterminer la région critique (déterminer k,), on doit connaitre la

loi de la statistique de décision.
On a :

2
n S N
~ X

2
o)

|52 — 04| > ka < Sp—0p > ke ou Sp—o05 < —ka.

Py, (192 = 02| > ky) =  P(S%>ka+02)+ P (52 < —ky+02).
= P (ﬁ > n(ka—;ag)) +P (n g‘% < " (k(;—i-ag))

0 0 0 0
- 1_FX%(M>+FX%(WIC+MS>>:Q

90 90

n(katog) | _ 1-a
o Ry () S

n(ky + od)

2
o)

La valeur de est lue sur la table de Khi-deux .
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03

00

FIGURE 2.5 — Région d’acceptetion et de rejet du test bilatéral de la variance (u connue)

au niveau de signification a.

2. i est inconnue :

—1) 52
On utilise la statistique %
o

0
En effet, sous (H,) cette statistique suit une loi de chi-deux a n — 1 degré
de liberté.
On a :

SRELENS JETS S
0o

i=1

2
09

03

02

01

0o

FIGURE 2.6 — Région d’acceptetion et de rejet du test bilatéral de la variance (p inconnue)

au niveau de signification a.

Exemple 2.5.

La responsable d’une entreprise a voulu tester la dextérité de ses employés. La variabilité
des résultats aux tests de dextérité n’excede pas 144 (o = 12).
Les résultats de ce test ont été obtenus sur un échantillon aléatoire de vingt employés
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donnent une somme de carrés des écarts par rapport a la moyenne de 2952. On suppose
que I’échantillon aléatoire provient d’'une population normale.

L hypothese selon laquelle 02 n’excede pas 144 est-elle acceptable au seuil de signification
a=0.057

1. Hypothese Statistique :
Hy:0=12 vs Hy:0>12

2. Seuil de signification :

a = 0.05
3. La statistique :
La statistique qui convient pour le test en supposant H, vraie est T, = "0—“52 ou

0
o2 = 144. La quantité T;, est distribuée selon la loi de chi-deux & 20 degrés de liberté.

4. Regle de décision :
D’apres Hy et au seuil o = 0.05 la valeur critique de X3 o550 = 30.1435.
On adoptera la regle de décision suivante :
Rejeter Hy si T,, > 30.1435, sinon on accepte Hy.

5. Calcul de I’écart réduit :
On a > (X; — X,)% = 2952 d’ou T, = 20.5.

6. Décision et conclusion :

Puisque T,, = 20.5 < 30.1435, on ne peut pas rejeter Hy.

Comparaison de deux variances gaussiennes

Soit Xi, X5, ..., X,, un n échantillon de X ~~ N (u,01), soit Y1,Ys,....Y, un m
échantillon de Y ~» N (g, 02).

Remarque 2.5. Pour comparer deux échantillons, on teste d’abord 1’égalité des variances.
On veut tester ’hypothese :
HO : 770'1 = 0'2’7 Vs H1 . 770’1 7é 0'2”.

La regle de décision consiste a rejeter Hj si :

2
|57 — 53| >ka<:>5—§>ka.
S5

1 & — n S?
Sf - EZ(XZ - X)27 21 ~ X127,—1

o
i=1 1
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1 — m S2
62— Y, —Y)? 2 2
2 m Z( ) ) O'% ~ Xm—l

i=1

La variable de décision est la statistique :

Sous Hy: 0y =02

Donc "
X, — X)?
nsr LX)
5 — ~ F(n—1,m—1).
"S-y
=1
On a & 2
n n
—Pl—L > P Lo« k&
. (m53> O‘>+ (mS§< )
La valeur de k, est lue sur la table de Fisher : k, = F_;(ln—l,m—l) (FTQ) )
Exemple 2.6.

Deux échantillons aléatoires sont tirés de facon indépendante dans deux populations

normales d’ou sont prélevées n = m = 20 unités indépendantes. Les valeurs sont :

Echantillon n° 1 : 8, 78,8, 8,8, 7.8, 8,79, 8, 81,
8, 8.1, 7.7,7.5, 828, 81, 7.9, 7.8, 82
Echantillon n° 2 : 7.7, 7.8, 84, 8.2, 8 7.9, 82, 7.8, 81, 8.1

7.9, 8.1, 8, 82, 84, 8.1, 84, 8.1, 7.8, 8.2

Faire le test de comparaison des deux variances en adoptant le risque de premiere espece
a = 0.05.

Echantillon n°1 Echantillon n°2
Taille de I’échantillon 20 20
Somme des valeurs > X; =158.9 Y Y =1614
Somme des carrés des valeurs S XE=1262.95 S V2 =1303.32
Somme des carrés centrés | S (X; — X)? = 0.4895 | Y(Y; — Y)? = 0.822

Elément de calcul

a = 0.05 | estimations des variances | 0% = 2.576 x 1072 | 02 = 4.326 x 1072

degré de liberté v, = 19 vy = 19
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Test
Hy:0? =05 vs H:o0}+# 03

En inverse l'ordre des échantillons pour disposer d’un rapport de variances supérieur a 1,

on a :
S3 0.822/19

5—12 = m = 1.679 < 2.53 = Foo75(19,19), alors on ne rejette pas I'hypothese Hy.

2.2.3 Tests sur les proportions

Soit p la proportion d’une population possédant le caractére considéré. Soit
X une variable aléatoire observée sur cette population et soit (X, Xs, ..., X,,)
un n échantillon extrait de cette population. Soit K, le nombre d’individus
qui vérifient un certain caractere. On veut savoir si la fréquence observée
(empirique) F = ; estimateur de p, appartient a une population de fréquence
po (sous Hp) ou a une autre population inconnu de fréquence p (sous Hy).

Hy:p=py vs Hi:p#po

On sait que £ = F ~ N ( p, /2 (Lpo)) sous H.

W:{xE]R ‘F———po >k:}
K F-£_ k
PQF———m:MJ:aép F— —pl —
n po(1—po) po(1—po)

_ po(1 — po) _ 1 —po
k= ¢N1(0,1)(1 —a) o ¢N1(0,1)(1 —a)y/po N

Exemple 2.7.
Sur un échantillon de 200 étudiants 45% sont favorable qu’il y ait synthese a la fin de
I’année. Ceci contredit-il I'hypothese qu’'un étudiant sur deux y est favorable ?

o =0.05, u=1.96.

F_Z
200

Comme |F' — 0.5| = |0.45 — 0.5| = 0.05 donc on ne rejette pas Hy au seuil o = 0.05.

W:{xER,

> 1.96 M}
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Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre les tests paramétriques. Néanmoins, ces
derniers ne peuvent pas s’appliquer dans beaucoup de situations, par exemple
en présence d’échantillons de petites tailles.

A cet effet, des tests non paramétriques ont été dévellopés. Ces derniers font
P’objet du prochain chapitre.



Chapitre 3

Tests non paramétriques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a quelques tests tres uti-
lisés en statistique non paramétrique. Ces tests sont basés sur les résultats
d’expériences qui sont des réalisations de variables aléatoires dont la loi est
compléetement inconnue, contrairement, aux tests paramétriques ou on suppose
que la forme fonctionnelle de la densité est connue et dépend d’un parametre.

3.2 Test non paramétrique

Définition 3.1.

Un test non paramétrique est un test dont la forme fonctionnelle de la distribution de
I’échantillon (ou des échantillons) a étudier est complétement inconnue. On utilise unique-
ment U'information apportée par les résultats de I'experience [7, 11].

Les tests non paramétriques les plus répandus sont les tests d’ajustement, les tests

d’indépendance et les tests de comparaison de distributions.

Les tests non paramétriques présentent les avantages suivants [16] :

— Leur application est relativement facile et rapide,

— Ils peuvent s’appliquer a de petits échantillons,

— Ils traitent des données qualitatives exprimées soit en variables norminales
soit par la comparaison des rangs,

— Ils peuvent s’appliquer a des données incompléetes ou imprécises.

47
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3.3 Test de conformité a une loi donnée

Le test consiste a vérifier si un échantillon suit une loi donnée.

3.3.1 Test de Kolmogorov Smirnov

Le test de Kolmogirov Smirnov (KS) est un test d’hypothése basé sur la
comparaison de la fonction de répartition empirique (construite a partir de
I’échantillon) a la fonction de répartition théorique Fj(z) connue sous H,.

Soit X1, X5, ..., X,, un échantillon issue d’une variable aléatoire X de fonction de
répartition inconnue et F;, une fonction de répartition connue [21].
On teste :

Hy:"F(z) = Fo(x)” wvs Hy:3Jxtq:"F(x)# Fo(x)” .
On a : F la fonction de répartition empirique de X;, X, ..., X,, :
Fi@) = Y 10
o
La statistique de décision du test de KS est définie par :
D,, = sup|F}(x) — Fy(z)]
La région critique du test est :

RC = [D, > ky].

Au seuil « fixé, Py, (D, > k,) = a.
On rejette Hy si D, > k, ou k, est la quantile théorique lu a partir de la table

de Kolmogorov Smirnov.

3.3.2 Test de Cramer-Von Mises

Le test de Cramer-Von Mises est une véritable alternative au test
de Kolmogorov-Smirnov. Il permet également de tester toute forme de
différentiation entre les distributions.

Le test d’hypotheése s’écrit [20] :

Hy:F=Fy, vs Hy:3x, F#F,.
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F' : la fonction de répartition empirique.
Iy ¢ la fonction de répartition théorique.
Ce test s’intéresse a I’ensemble des écarts quadratiques entre F' et Fj :

/R F(z) — Fo(z)|2da.

La fonction de répartition empirique de X, Xy, ..., X, est : Ff(x) = }1 Yoo (),
i=1

ou z; est une réalisation de X.
La statistique de décision est donnée par :

1 2 — 1 2
I =— — (x| .
12n+;{ ol )}

Région critique du test :

W =1, > k|
Pour un niveau o donnée la valeur de k, calculée a partir de la table de Gramer-

Von Mises.

Exemple 3.1.
On dispose d’un écantillon de n matériels identiques et on note les durées de vie en

heures z1, x3,...,x,. Onan =>5 et :
X1 =8,Xy =58, X3 =122, X, = 133, X5 = 169.
On test :

Hy : X suit une loi exponentielle wvs Hj : X ne suit pas une loi exponentielle.

5
Le moyenne est estimée par T = x; = 98, la fonction de répartition estimée est :
=1

1
5 :

(2

Flr) =1~ eap(—g0).

d’ou le tableau :

x; 8 | 58 | 122 | 133 | 169
F(z;) | 0.079 | 0.447 [ 0.711 | 0.743 | 0.821
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La statistique de Cramer-Von-Mises vaut :

5 . 2
2 — 1 1
=Y ( o F(a:i)> + 55 = 0.09133

i=1

La valeur critique, K,, pour le test de Cramer Von Mises pour un échantillon de taille
n = 5 et un niveau de signification a = 0.05 vaut 0.199.
I5 étant inféreiure a Ky o5 , alors on ne rejette pas I’hypothese nulle. D’'ou X est de loi

exponnentielle.

3.3.3 Test de Khi-deux (Test de Pearson)

Soit X1, X5, ..., X,, un n échantillon issu de X qui suit une loi donnée notée P.
On considere une partition en classes notées (1, (s, ..., C. On note N; la variable
aléatoire qui compte le nombre d’observations de 1’échantillon appartenant a
la classe C; [21] :

N = ().
=1

Soit p;, = Py(X € C;) les probabilités théoriques, pour une loi P, on note p; =
P(X € C;) et on teste :

Hy : Yi=1,..kp =p
Hy : 3i tq p; #p)

Si on retient H,, on conclura que la loi de X est F.
La statistique de decision du test de }? est donnée par :

k

D=3 (Ni — np?)?

=

Pour n assez grand N; ~ N (np?, /np?(1 — pY)).
D’ou : N "o
( znp;zpi) -
Et D? ~ xj_,
On a la région critique : RC = [D? > k,].
pour un risque «a donne : Py, (D* > k,) = a.
On rejette H, si D? constaté est supérieur a la valeur théorique k, lue dans la

table du Khi-deux a k — 1 degré de liberté.
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Exemple 3.2.
Un pisciculteur possede un bassin qui contient trois variétés de truites : communes,

saumonées et arc-en ciel. Il voudrait savoir s’il peut considérer que son bassin contient
autant de truites de chaque variété. Pour cela, il effectue, au hasard 339 prélevement avec
remise et obtient les résultats suivants :

arc-en-ciel
136

saumonée

188

Variétés
Effectifs

commune
145

TABLE 3.1 — Resultats de chaque variété de truite.

On cherche a savoir s’il y a équirépartition des truites entre chaque espece c¢’est a dire on
suppose que Py est la loi uniforme.
n = 399, une probabilité de 1/3 pour chaque classe (soit C; = 399 x ).

Variétés commune | saumonée | arc-en-ciel
Effectifs V; 145 118 136
Effectifs C; 133 133 133

TABLE 3.2 — Effectifs théoriques de chaque variété de truite.

On obtient :
145 — 133)?
( ) .

(118 — 133)? .
133

133

(136 — 133)2
133

D? = ~ 2.84.

La valeur théorique lue dans la table du x? au risque de 5% avec k = 3 — 1 = 2 degrés
de liberté vaut 5.99. On ne peut pas rejeter I’hypothese que son bassin contient autant de
truites de chaque variété car (D? < k).

3.4 Test de comparaison pour deux échantillons

3.4.1 Test de Wilcoxon

Le test de Wilcoxon est un test de comparison de moyennes de deux
échantillons indépendants ou appariés. Il est une alternative non paramétrique
au test de Student [1].
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Cas d’échantillons indépendants

Soit (X, Xy, ..., X,,;) un n; échantillon de X et (Y1,Y5,...,Y,,) un ny, échantillon
de Y. Pour comparer les distributions de X et Y, on va tester I’hypotheéses

sulvantes :

— Hj : les deux échantillons appartiennent a la méme population.

— H,; : les deux échantillons différents.
Ce test est basé sur le rangement en ordre croissant des observations X et Y.
La statistique correspondante est la somme des rangs de X (en générale celui
de plus petite taille, on pose n; = taille du plus petit échantillon) :

Wnl,ng — i R(Xz)v
=1

ol R(X;) est le rang de la i®™® observation de X dans I’échantillon complet.

On a:

~ ny(ny+ng+ 1)

nlng(nl -+ T + 1)
E(Wm,m) = 9 = .

et V(Whn,)= 15

Critere de décision :
Le rejet ou non de I’hypotheése nulle Hy, au niveau «, est basé sur la valeur de
p obtenue a partir de la statistique W, ,,.
Pour n; + ny, assez grand, la statistique de Wilcoxon est définie par :
Wn17n2 _ E(Wm,nz)

Z = ~ N(0, 1), quand n — oo
V(Waino)

La région critique du test au niveau de signification « est |Z| > ki—a, ot ky—2

est le quantile d’ordre 1 — 5 de loi normale centrée réduite.

Exemple 3.3.
La taille des feuilles de ronces ont été mesuré pour savoir s’il y a une différence entre
la taille des feuilles des plants qui poussent en plein soleil et des qui poussent a 'ombre.

Les résultats sont les suivants (largeur de feuilles en cm) :

Soleil | 6 |48 515541534551
ombre | 6.5 | 55|63 |72 |68 55|59 |55
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On réordonne les 16 observations par ordre croissant. Les résultats des plants au soleil

sont soulignés :

Observations : 4.1 4.5 48 5.1 5.1 53 55 55 55: 55 59 6 63 6.5 6.8

Rangs : 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

La somme des rangs des individus du Soleil est :
Wx=14+2+34+45+45+6+85+12=141.5.

Si Hy était vraile :

8(8+8+1)
2

8 x 8(84+8+1)
12

EWx) = = 68; Var(Wy) = = 90.66 = (9.525)2.

comme 4355;568 = —2.7821, et | — 2.7821| > koo75 = 1.96 (o = 5%), alors, on rejette Hy.

La différence entre la taille des feuilles a 'ombre et au soleil est donc significative au risque

(a =5%).

Cas d’échantillons appariés (Test des rangs signés de Wilcoxon)

Les échantillons appariés sont des échantillons identiques, c’est a dire des
échantillons composés d’individus possédant les mémes caractéristiques.

Pour calculer la statistique de décision de ce test, on range par ordre crois-
sant les valeurs absolues des différences de deux variables statistiques X et Y :
|Z1] = | Xq1 — Y1, ..., |Za] = | X, — Ya|, on note r; le rang de |Z;| et on désigne par
T+ la somme des rangs des différences positives et T~ la somme des rangs des
différence négatives [5].

La région critique du test, au risque «, s’écrit :

T <T,(n).
ou T,(n) est la valeur tabulée.
Remarque 3.1.
1. Ona:
T T n(n + 1).

2

2. Les variables T" et T~ suivent la méme loi de probabilité.

7.2.
16.
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Proposition 3.1.

On a: . (2 .
E(T) = (n+1) ot V(T+):n(n+ )(2n + )
4 24
De plus :
Tt — E(T*
Z:AWN(OJ) quand n — oo.
V(T+)

En pratique, on applique ce résultat lorsque n > 30, si n < 30 la statistique du test ne

suit pas une loi usuelle.

3.4.2 Test de signes

Le test de signes est une méthode statistique qui permet de tester les
différences constantes entre les paires d’observations issues de deux variables
statistiques X et Y. On utilise les signes (+) et (-) au lieu de données quanti-
tatives.

L’hypothése nulle peut s’écrire p_ = p, = 1 avec p, la probabilité d’observer

2
une différence positive et p_ celle d’observer une différence négative [5].
On pose :

Zn]oml (Y; — X;) et S~ Zn] w00 (Vi — X))

=1
Le nombre de différences positives (ou négatives) est une variable aléatoire
binomiale N ~ B(n, %) puisque ce test permet de compter le nombre observé
de signes.
Il est possiple d’obtenir directement la probabilité critique (p-value) du test

bilatéral en calculant la quantité

p=2P [B (n%) zmax(s,n—S)].

La probabilité cumulée d’une loi binomiale est

P[B(n.7) 2> s] = Z(ﬁ) i (1 — )

j=s \ /

n
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3.4.3 Test d’indépendance

C’est un test entre deux variables aléatoires basées sur la statistique de
décision de la loi de Khi-deux.
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur la méme population (2
mesurant deux caracteres [15, 17].
X :Q — M, M étant un ensemble de modilités divisé en k classes (', (s, ..., C}.
Y :Q— M, M étant un ensemble de modilités divisé en [ classes Dy, Ds, ..., D;.
On veut savoir s’il existe une liaison significative entre X et Y.

e On veut tester ’hyplthese

Hy: X et Ysont indépendantes vs H;: X et Y ne sont pas indépendantes

e Il s’agit de déterminer la variable de décision.

Pour cela, on dispose d’un échantillon de X et d’un échantillon de Y dont
les résultats peuvent se mettre sous la forme du tableau de contingence suivant :

Dy | Dy | ... | D; | Effectifs des C;
4 ni1 | N2 ny ny.
Cy o1 | N22 U UP)
Ck NE1 | Nk2 Nkl ny.
Effectif des D; | n; | ns n, n

k l ko1
avec n ; = Nij et n; = Z Nij et n = Z Z UZe
i=1 j=1 i=1j=1

Si Hy est vraie, alors P((X € C;)N (Y € D;)) = P(X € C;) x P(Y € D;), Vi,j.
Comme on ne connait pas les probabilités théoriques de X et Y, on peut

traduire cette propriété par f;; = fi x f;, Vi,j avec f;; = =2, f; =" et f; =7

On a X et Y indépendantes < f;; =fi x f;
MM Ty

n n n

n;. XN
= ny=-——-7
n

Nng, XN 4

Posons T;; = , la statistique de décision est donnée par :

k
(s — T,)°
20 T X
) - i

=1 j5=1
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La région critique du test est : RC' = [Z > k,| avec Py,(rc) = o un seuil fixé.
k. est lu sur la table de Khi-deux.

Exemple 3.4.

Un chercheur veut vérifier si deux universités ont un méme bareme pour l'attribution
des cotes. Pour ce faire il choisit un échantillon de 21000 étudiants provenant des deux
universités et il regarde les cotes attribuées aux étudiants de 2001 :

Cote A B C D B
Université 1 | 605 | 1400 | 1789 | 300 | 70
Université 2 | 2014 | 4178 | 8032 | 2005 | 607

En fait, on cherche a vérifier si la réparition des cotes est dépendantes des universités,

% A

c’est a dire si les variables ” université” et ”cote” sont des variables aléatoires indépendantes
au niveau 5%.

Les hypotheses statistiques sont

H, les variables aléatoires sont indépendantes.
H, les variables aléatoires ne sont pas indépendantes .
On obtient le tableau de contingence suivant :
Cote A B C D E | Total
Université 1 | 605 | 1400 | 1789 | 300 | 70 | 4164
Université 2 | 2014 | 4178 | 8032 | 2005 | 607 | 16836
Total 2619 | 5578 | 9821 | 2305 | 677 | 21000
Les effectifs théoriques sont donnés par :
Cote A B C D E Total
Université 1 | 519.310 | 1106.038 | 1947.364 | 457.049 | 134.239 | 4164
Université 2 | 2099.690 | 4471.962 | 7873.636 | 1847.951 | 542.761 | 16836
Total 2619 5578 9821 2305 677 21000
La statistique observée est
22: ° (ny —Ty)® (605 — 519.310)> (607 — 542.761)° _ 0 oo
e~ T; 519310 542761 T

236.808 > X705 = 9.4877
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Donc on rejette Hy au niveau 5% et on peut dire qu’il y a dépendance. C’est a dire que

la répartiton des cotes dépend de I'université.



Chapitre 4

Application des tests statistiques

avec R

Introduction

Nous avons vu dans les chapitres précédents les différents tests statistiques
paramétriques et non paramétriques. Dans ce chapitre, nous allons appliquer
quelques uns de ces tests dans les domaines de ’expérimentation scientifique

et a la vie quotidienne. Les calculs sont fait a ’aide du logiciel de statistique
R.

4.1 Répartition des pathologies selon ’année

L’étude porte sur certaines pathologies dans le service chirurgie de I’hopital
d’Amizour [3]. On voudrait savoir si le nombre de maladies varie d’une année
a ’autre ou bien c’est le méme pour les années 2013 et 2014.

Les différentes pathologies concernées par cette étude sont :

— ccl : Lithiase vésiculaire

— aa : Appendicité aigue

— gmm : Goitre

— even : Eventration

— neo : Cancer

— fa : Fissure Anale

— hig : Hernie

— etb : Etrapie vésiculaire

o8
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Le tableau suivant donne le nombre de malades pour les années 2013 et

2014 respectivement.

Pathologie | Année | 2013 (X) | 2014 (Y)
ccl 349 307
aa 182 187
gmm 193 143
even 26 46
neo 41 20
fa 38 56
hig 152 162
etb 26 24

TABLE 4.1 — Variation des pathologies en fonction du temps.

On teste au seuil a = 0.05, Hj : le nombre de malades pour ’année 2013 est
supérieur a celui de 'année 2014 vs H; : le nombre de malades pour I’année
2013 est inférieur a celui de ’année 2014.

On est en présence d’échantillons appariés. On applique dans ce cas le test de

Wilcoxon pour deux échantillons appariés.

Remarque 4.1. On peut aussi appliquer le test du signe pour deux échantillons appariés.

Tout d’abord, calculons les différences des nombres de malades de 2013 et

2014

Z =X —Y, on obtient les résultats suivants :
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XY | XY ||Z]=|X-Y] | rangs de |X — Y] | rangs signé
1 ]349 | 307 42 45 7
2 1182 | 187 -5 5 2
31193 | 143 20 50 8
41 26 | 46 -20 20 )
5| 41 | 20 21 21 6
6| 38 | 56 -18 18 4
7 | 152 | 162 -10 10 3
81 26 | 24 2 2 1

TABLE 4.2 — Valeurs des rangs signés

On résume ces résultats dans le tableau suivant :

nombre | somme des rangs
rangs négatifs 4 14
rangs positifs 4 24
égalité 0
Total non nul 8

TABLE 4.3 — Récapitulatif des résultats

La statistique des rangs positif est 7" =7+ 8 +6 + 1 = 24 et la somme des
rangs négatifsest 7~ =2+5+4+3=14
Le code R de cet exemple est le suivant :
> X < —¢(349,182,193, 26, 41, 38, 152, 26)
>Y < —¢(307,187,143, 46, 20, 56, 162, 24)

> wilcox.test(X,Y, paired = T, correct = FALSE, exact = FALSE)

data: X and Y

V =22, p —wvalue = 0.5754

wilcoxonsignedranktest

On note que p — value = 0.5754 > o = 0.05, alors on décide de ne pas rejeter

I’hypothese H,.
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4.2 Répartition des pathologies selon le sexe

Reprenons le probleme précédent [3]. Cette fois-ci, on souhaite comparer la
distribution des pathologies entre les femmes et les hommes pendant ’année
2015 au niveau a = 0.05.

On teste alors, Hj : le nombre de malades femmes est inférieur au nombre de
malades hommes pendant ’année 2015 vs H; : le nombre de malades femmes
est supérieur au nombre de malades hommes pendant ’année 2015.

Pour cela, on applique le test du signe pour échantillons appariés.
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maladie | femme | homme | signe(écart)

ccl 105 269 -
aa 113 146 -
gmm 81 114 -
even 19 32 -
néo 2 16 -
fa 28 24 +
hig 152 67 +
etb 35 22 +

TABLE 4.4 — Répartition des données pour 'année 2015

Le tableau suivant présente les données pour 1’année 2015. On a donc 5

différences négatives et 3 différences positives.

Le code de R pour ce probleme est le suivant :
> Femme < —c(269, 146,114, 32,16, 24,67, 24)
> Homme < —¢(105,113, 81,19, 2, 28,152, 35)
> dif f < —c(Femme, Homme)
> nmoins < —sum(dif f < 0)
> nplus < —sum(dif f > 0)

> binom.test(min(nplus, nmoins), nplus + nmoins) p — value = 3.052

On a p—value = 3.052 > 0.05 = «a, ce qui nous conduit a ne pas rejeter ’hypothese

H.

4.3 Poids du cerveau selon le sexe

On veut savoir si le poids du cerveau (en grammes) est différent selon le

sexe, alors les poids des cerveaux de 10 hommes et 10 femmes sont données

dans le tableau ci-dessous :

Hommes (X)

1393

1431

1325 | 1455

1416

1365

1248

1258

1359

1381

Femmes (Y')

1212

1229

1197 | 1134

1204

1252

1120

1155

1305

1045

TABLE 4.5 — Le poids du cerveau de 10 hommes et 10 femmes.

le test

On applique a ce probléme le test de student, puis
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Test de Student (comparaison de deux moyennes)

On suppose que ox = oy et on test, au niveau o = 0.05 :

Hy: pux =py vs Hy: px # puy.

on utilise la fonction t.test().

Le logiciel R nous donne les résultats suivants :

> Hommes = ¢(1393, 1431, 1325, 1455, 1416, 1365, 1248, 1258, 1359, 1381)
> Femmes = ¢(1212,1229, 1197, 1134, 1204, 1252, 1120, 1155, 1305, 1045)
> t.test(Hommes, Femmes,var.eq = T)

TwoSamplet — test

data : Hommes and Femmes

t= 5.5371, df=18, p-value= 2.948e - 05

alternative hypothesis : true difference in means is note qual to 0.

95 percent confidence interval :

110.0892 244.7108

sample estimates :

mean of r meam of y

1363.1...1185.7

On a p —value = 2.948¢ — 05 < a = 0.05, ce nous conduit a rejeter I’hypothese
d’égalité des poids des cerveaux des deux sexes H.

Test de Wilcoxon, cas d’échantillons indépendants

On peut appliquer aussi, au probléeme précédent, le test non paramétrique de
Wilcoxon dans le cas d’échantillons indépendants. On test au niveau o = 0.05 :
— Hj : Les deux échantillons appartiennent a la méme population,
— Hj : Les deux échantillons différents.
Le logiciel R nous donne les résultats suivants
> Hommes = ¢(1393, 1431, 1325, 1455, 1416, 1365, 1248, 1258, 1359, 1381)
> Femmes = ¢(1212,1229, 1197, 1134, 1208, 1252, 1120, 1155, 1305, 1045)
> wilcox.test(Hommes, Femmes)

wilcoxonranksumtest

data : Hommes and Femmes.
w = 97, p — value = 7.578e — 05.
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alternative hypothesis : true location shift is not equal to 0.

On a p —value = 7.578¢ — 05 < a = 0.05, ce nous conduit a rejeter I’hypothese
d’égalité des poids des cerveaux des deux sexes H.

4.4 Efficacité du vaccin antigripale

Lord d’une épidémie, la grippe touche 30% d’une population [24]. Pour tester
P’efficacité d’un vaccin antigripale, on vaccine 300 personnes. A la fin de la saison
grippale, on dénombre 50 ont atteintes par la grippe.

On désire tester l'efficacité du vaccin au niveau de signification a = 0.05. on
teste alors :
Hy: p=0.3 contre H;: p<0.3.

E03 — —5.04 < —1.64 = —q1_, (lue dans la table de gauss), donc on

rejette I’hypothese Hj, c’est a dire le vaccin est efficace.

Comme

Ce résultat est confirmé par le test adéquat avec le logiciel R. En effet :
prop.test(50,300,p=0.3, alternative = ”less”, correc= FALSE)

data : 50 out of 300, null probability 0.3

X-squared = 25.397, df=1, p-value= 2.333e-07.

On a p —value = 2.333 < a = 0.05, ’hypothese H, est rejetée au risque « fixé a
5%, cela signifié que le vaccin est efficace.

Conclusion

Les applications abordées dans ce chapitre nous permettent de voir ’'intérét
des tests statistiques dans la prise de décision dans un domaine trées sensible qui
est la médecine. Ceci est valable dans tous les domaines de la vie quotidienne.
Nous mesurons aussi ’intérét d’appliquer des logiciels de statistique pour le
traitement des données, dans notre cas le logiciel R.



Conclusion Générale

Ce travail est consacré a I’étude des tests statistiques. Mais avant d’aborder
ces aspects, nous avons rappelé un certain nombre de notions sur les variables
aléatoires et les lois de probabilités les plus utilisées dans les tests statistiques.

Nous avons traité les deux grands types de tests. Notons que les tests
paramétriques nécessitent le respect des hypothéses de base faites lors de leur
conception, et application lorsque les populations étudiées sont de distributions
normales ou lorsque les échantillons sont de grandes tailles.

Néanmoins, lorsque les conditions de ces tests ne sont pas vérifiées, il
convient d’utiliser d’autres tests qui permettent de s’affranchir de ces condi-
tions. Il s’agit des tests non paramétriques qui sont utilisés pour les petit
échantillons ou lorsque les distributions des variables ne sont pas gaussienne
dans les échantillons.

Quelques tests paramétriques et non paramétriques ont été abordés, ainsi
que des applications sur des probléemes réels ont été effectuées a I’aide du logiciel
R.
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Résumé

L’objectif assigné a ce travail est I’étude des tests statistiques. Ces derniers

sont utilisés dans presque tous les secteurs de P’activité humaine.

Les principaux tests paramétriques et non paramétriques ont été traités. Des
exemples d’illustration des méthodes étudiées completent 1’étude théorique.

A Taide du logiciel d’analyse statistique R, nous proposons quelques
applications permettant d’illustrer les résultats théoriques

Mots clés : Test paramétrique, test non paramétrique, erreur de 1°'® espece,

2éme

erreur de espece, région critique, ...

Abstract

The objective assigned to this work thesis is the study of statistical tests.
These tests are used in almost all sectors of human activity.

The main parametric tests were discussed. Examples of illustration of the
studied methods complete the theoretical study.

Using the statistical analysis software R, we propose some applications to
illustrate the theoretical results.

Key words : Parametric test, non parametric test, error of 1°*° kind, error

of 2®me kind, critical region, ...



