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Introduction

La théorie des systemes dynamiques a pour objet de modéliser les processus qui évoluent
dans le temps et de pouvoir ainsi étudier leur comportement. Ces processus peuvent étre des
phénomenes physiques, biologiques, environnementaux, économiques ou encore financiers. Un
systeme dynamique est fondamentalement ce que 1’'on appelle un ”espace des phases” (ou "espace
des états”), c’est-a-dire 'espace de tous les états possibles du systéme considéré, muni d’une
équation d’évolution qui décrit ’évolution temporelle de I’état du systeme. On distingue essen-
tiellement deux types de systémes dynamiques : les systémes a temps continu (la variable temps
évolue dans R) et les systémes a temps discret (la variable temps évolue dans N). Pour les premiers,
I’équation d’évolution prend la forme d’une équation différentielle ou d’une équation aux dérivées
partielles, alors que dans le second cas elle se présente comme une application de ’espace des
phases dans lui-méme.

La théorie des systéemes dynamiques est née avec I’étude du mouvement des planetes en as-
tronomie. Au 15 eme siecle, Kepler et Galilée fournissent d’importants résultats qualitatifs, puis
Newton (1687) formalise les lois de Kepler sur les mouvements des planetes et les observations
de Galilée (mécanique newtonienne). Les mathématiciens développent cette théorie a 1'aide des
méthodes analytiques, faisant émerger ’analyse dynamique. Cependant, a la fin du 19 eme siecle,
en tentant de résoudre le "probleme des trois corps”, Poincaré montre qu’il n’en existe pas de
solutions générales et développe un certain nombre d’outils d’ordre topologique qui seront a la
base de la théorie moderne des systemes dynamiques. Liapounov, avec sa théorie de la stabilité,
et Birkhoff, avec ses nombreuses contributions en dynamique topologique, fondent cette nouvelle
théorie qualitative des systemes dynamiques. Cela aboutira a la théorie des bifurcations ou a celle
du chaos.

La théorie des systémes dynamiques cherche a comprendre les propriétés qualitatives et statis-
tiques de I’évolution a long terme d’un systeme, et plus particulierement la notion de stabilité.
L’étude de ces systemes a mis en évidence deux grands types de comportement, que I'on retrouve
dans de tres nombreuses situations : les phénomenes quasi périodiques et les phénomenes chaotiques.

L’histoire des systemes dynamiques a connu trois périodes bien distinctes, chacune est ca-
ractérisée par le mathématicien qui s’est saisi du probleme. La période Newton correspond a
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I'idée que nous disposons d’une équation différentielle et que 1’on cherche a résoudre. La période
Poincaré stipule qu’il faut étudier le comportement qualitatif des solutions sans résoudre I’équation
différentielle. Enfin, la période Andronov se distingue des deux périodes précédentes dans la mesure
ol nous n’avons pas d’équation différentielle mais ot nous devons toujours étudier le comportement
qualitatif des solutions.

En mathématiques, la théorie du chaos étudie le comportement des systémes dynamiques
trés sensibles aux conditions initiales, un phénomene généralement illustré par leffet papillon
ou le double pendule (voir 'animation sur le lien ”"Simulation double pendule”) . Pour de tels
systemes, des différences infimes dans les conditions initiales entrainent des résultats totalement
différents, rendant en général toute prédiction impossible a long terme. Cela concerne méme les
systémes purement déterministes (ceux dont le comportement futur est entierement déterminé
par les conditions initiales, sans aucune intervention du hasard) : leur nature déterministe ne les
rend pas prévisibles car on ne peut pas connaitre les conditions initiales avec une précision infinie.
Ce comportement paradoxal est connu sous le nom de chaos. Le comportement chaotique est a
la base de nombreux systemes naturels, tels que la météo. Ce comportement peut étre étudié
grace a I'analyse par des modeles mathématiques chaotiques, ou par des techniques analytiques de
récurrence et des applications de Poincaré. La théorie du chaos a des applications en météorologie,
sociologie, physique, informatique, ingénierie, économie, biologie et philosophie.

Historiquement le phénomene de sensibilité aux conditions initiales a été découvert des la fin du
19 eme siecle par Henri Poincaré, dans des travaux concernant le probleme a N corps en mécanique
céleste, puis par Hadamard ; et le premier attracteur étrange a été découvert par le météorologue
Edward Lorenz en 1963. Mais ce n’est véritablement que dans les années 1970 que la théorie du
chaos s’est progressivement imposée sur le devant de la scene scientifique. Le terme suggestif de
“chaos” n’a d’ailleurs été introduit qu’en 1975 par les deux mathématiciens Tien-Yien Li et James
A. Yorke. Otto E. Rossler, connu pour avoir est découvert 'un des attracteurs chaotiques le plus
étudié (et appelé aujourd’hui attracteur de Rossler), utilisa le terme de ”chaos” dans la plupart de
ses articles des 1976.

L’objet de ce mémoire consiste en une étude de la dynamique complexe générée par un modele
discret proies-prédateurs et expliquer les mécanismes qui ramenent vers le chaos.

Dans le premier chapitre, nous définissons les notions de base des systémes dynamiques discrets,
et les criteres de stabilité, et la classification qualitatif de Poincaré.

Au deuxieme chapitre on s’intéresse a la bifurcation et ces types avec des exemples illustratifs,
apres le chaos selon Devaney et Li-Yorke avec les outils nécessaires comme la transitivité et la
conjugaison topologique.

Enfin le troisieme chapitre est consacré a 1’étude d’un systeme proies-prédateurs qui possede des
bifurcations les quels menent a des comportements chaotiques ; des attracteurs étranges apparaissent
pour certaines valeurs des parametres.
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CHAPITRE

Généralités sur les systemes dynamiques discrets

Dans ce premier chapitre, on rappelle les définitions de base et les principales notions de la
théorie des systemes dynamiques discrets, ainsi que certains de leurs propriétés que I'on utilisera
ultérieurement.

1.1 Définitions et notations

Défintion 1.1. On appel systéme dynamique discret le couple (X, f), ou généralement
XCRYN: NeN* et f: X — X est une application continue qui vérifie f(X) C X.

Notations
1. On note f° = Idx ou Idy désigne l'application identité (f°(z) =z, Vz € X).

2. On note la relation de récurrence f**!' = f o f pour tout n € N. On a donc :
Vn,m e N: frtm = flo f = fmo fm
3. Si f est inversible, on définit f~" := (f~1)", on a alors
Vn,meZ: f"T = frofm"=f"of" etVneN: f "o f"=f"of"=Idy.

Remarque 1.1. L’ensemble X est appelé espace des phases ou espace d’états, et [ est appelée
fonction d’évolution.
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Défintion 1.2. Soit x € X, on définit 'orbite de x noté 0, par
0, = {x,f(x),fQ(x),} = {fk(x)v k GN}'

Si [ est inversible, on définit [’orbite positive de x par

07 = {z, f(2), f*(x),- } = {f*(2), k € N},

et l'orbite négative de x par :

O ={ J7), (@), 2} = {f"(2), ke N},

et lorbite de x par :

O, ={ f(x),2 f(2),- } = {f*(2), k€ L}
Défintion 1.3.
1. On appel point fixze de f, tout point v € X qui vérifie f(x) = x.
2. On dit que x € X est un point périodique de f si In € N* tel que f"(x) = x.
(a) Le plus petit entier naturel n € N* qui vérifie f*(x) = x est appelé la période de x.
(b) L’ensemble {x, f(x), f2(x), -+, [ Hx)} est appelé cycle engendré par x d’ordre n.
(c) Si N € N* est la période du point z, alors on a : ¥n € N: fN(z) = f(x).
Exemple 1.1.
1. Le systéme dynamique (X, f1), ot fi(z) = —2? + 1 et X = [0,1] admet un seul point fize

r= @ D’autre part, comme f1(0) =1 et f1(1) =0, alors les deux points p1 =0 et py =1
sont des points périodiques de période 2. Par suite, {0,1} est un cycle d’ordre 2.

2. Le systéme dynamique (Y, f2), ot fo(z) = —%xr& + %x2 —1etY = [—1,1] admet un seul
point fize r € [—0.53,—0.52]. D’autre part, comme fo(0) = —1, fo(=1) =1 et fo(1) =0,
alors les points ¢ =0, go = —1 et g3 = 1 sont des points périodiques de période 3. Par suite,

{0, —1,1} est un cycle d’ordre 3.

.

-2

FIGURE 1.3 — le cycle {0, —1,1} d’ordre 3, de la fonction f;.
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FIGURE 1.2 — En partant du point ini-
tial zo = 0.5, les itérés de f; représentés
sur cette figure.

F1aure 1.1 — Le cycle {0,1} d’ordre 2,
de la fonction f;.

1.2 Stabilité

L’un des objectifs essentiels de la théorie du systeme dynamique discret est d’étudier la stabilité
des singularités afin de cerner la structure des solutions.

Défintion 1.4. Soit (X, f) un systéme dynamique et x € X un point fize de f.
1. Le point fize x est stable si :

Ve>0, 3a>0: Yy: d(z,y) <a=VneN: dz, f"(y)) <e

2. Le point fixe x est attractif si :

da>0Vy: d(z,y) <a= lim f"(y) ==x.

n—-+o00

3. Le point fixe x est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif. De plus si « = +00 on
dit que x est un point fixe asymptotiquement stable global.

4. Un point fize est instable s’il n’est pas stable. Autrement dit :
Je>0, Va>0: Jy: dz,y) <aet IneN: d(z, f"(y)) > e

Remarque 1.2. Un cycle d’ordre (n+1) est dit stable (respectivement : attractif, asymptotiquement
stable) si 'un de ces points est stable (respectivement : attractif, asymptotiquement stable) comme
point fize de Uapplication f™.

10 / 1.2. STABILITE
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1.2.1 Stabilité dans R

Dans le cas ou X est un intervalle de R et f est une fonction suffisamment dérivable, il existe
une méthode pratique pour étudier la stabilité.

Défintion 1.5. Soit (I, f) un systéme dynamique et r € I un point fize de f, ou I un intervalle
de R.

1. Le point fixe r est semi-stable a droite si :

Ve>0, dJa>0: Yy:0<y—r<a=VneN:|r—f"(y)| <e

2. Le point fize r semi-attractif a droite si :

dJa>0Vy: y—r<a= lim f*(y)=r

n—-4o0o

3. Le point fize r est dit semi-asymptotiquement stable si le point r est a la fois semi-stable et
semi-attractif.

Remarque 1.3. De maniére similaire on définit la semi-stabilité a gauche, semi-attractivité a
gauche et semi-asymptotiquement stable a gauche.

Défintion 1.6. Soit (I, f) un systeme dynamique, ot I est un intervalle de R et r € I est un
point fixe de f. On suppose que f est dérivable en r.

1. Le point fize r est hyperbolique si |f'(r)| # 1.

2. Le point fize r est non hyperbolique si |f'(r)| = 1.

1.2.2 Stabilité des points fixes hyperboliques

Théoréme 1.1. Soit (I, f) un systéme dynamique, ot I est un intervalle de R et r € I est un
point fixe hyperbolique de f. On suppose que f est dérivable en r.
1. Le point fixe r est asymptotiquement stable si |f'(r)] < 1.

2. Le point fize r est instable si |f'(r)] > 1.

Démonstration. Comme f est dérivable au voisinage de r, alors :

i LD =0 S@ =
T—T €x—7T r—r €x—rT
Autrement dit, au voisinage de r on a :
f r)—r !
DT

11/ 1.2. STABILITE



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS 1

1. Premier cas : si |f'(r)] <1, alors :
A<1,VneN:|f(r)|" <,

par suite,
|f(x) —r| <lz—r|
Et par récurrence, on obtient :
VneN:|f"(x) —r| <"z —r|
<z —rl.

En prenant o = 5, on aura pour tout x :
lzt—rl<a=VneN:|f"(z)—r]<e

D’ou, le point fixe r est stable.
D’autre part, comme | <1 etVn € N:|f*(x) —r| <!"a —r|, alors :

lim [f*(z)—r|=0.

n—-+o0o

D’o1, le point fize r est attractif.

2. Deuziéme cas : si |f'(r)| > 1, alors :
A >1:|f(r) >,
par suite,
|f(z) —r| >z —r|

1l en résulte que le point fixe r est instable.

1.2.3 Point fixe non hyperbolique

Théoréeme 1.2. Soit (I, f) un systéme dynamique, ou I un intervalle et r € I est un point fixe
non hyperbolique de f tel que f'(r) = 1. Supposons que [ est une fonction au moins de classe
C? au voisinage de r. Alors,

1. Le point fixe r est semi-stable si f"(r) # 0.
2. Le point five r est instable si f"(r) =0 et fO(r) > 0.
3. Le point fize r est stable si f"(r) =0 et f&(r) <O0.

Remarque 1.4. Si f®)(r) =0, ont refait le méme processus en calculant les dérivée n-éme de la
fonction f, ou n correspond a la n-éme dérivée non nulle.

12 / 1.2. STABILITE
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Démonstration. La démonstration est similaire a la précédente en utilisant la formule de Taylor
a ordre n, avec f™(r) # 0.

Dans le cas d’un point fixe non hyperbolique avec f’(r) = —1, avant d’annoncer le critére de
stabilité, on va définir d’abord la notion de dérivée Schwarzienne.

Défintion 1.7. On définit la dérivée Schwarzienne noté Sf de la fonction f par :

_ ) 3 (")
ssi =T~ 3(7ta)
et dans le cas, f (r) = —1 :
SF0) = —F9) — S0

Théoréme 1.3. Soit (I, f) un systéeme dynamique, ot I est un intervalle de R et r € I est un
point fize non hyperbolique de f tel que f'(r) = —1. Supposons que f est une fonction au
moins de classe C* au voisinage de r, alors

1. Le point fixe r est asymptotiquement stable si Sf(r) <0
2. Le point fize v est instable si Sf(r) >0

Remarque 1.5. Si Sf(r) =0, on refait le méme processus en calculant S, f(x) définie par

Sif(x) = Sf(z)
S, f(z) = ; en41)(3), Y € N: n> 1, ot g = f2.

Démonstration. La démonstration se fait en utilisant la formule de Taylor pour g = f2.

Théoréme 1.4. Soit (I, f) un systéme dynamique, ou I est un intervalle de R et

C={p, f(p), *();--, f* ()} ={p,p1.p2, -+ . pr—1} est un cycle de point p € I de période k.
Supposons que f est une fonction dérivable en p, alors :

1. Le cycle C est asymptotiquement stable si |f (p)f (p1)f (p2) - f (pe—1)| < 1.
2. Le cycle C est instable si |f (p)f (p1)f (p2) - f (pr—1)| > 1.

Démonstration. La démonstration repose sur l'application du théoréme pour la fonction f*,
avec (f*(p)) = £ (p)f (1) f (p2)--- £ (pr—1), et p est un point fize de la fonction f*.
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1.3 Stabilité dans R?

1.3.1 Stabilité dans le cas d’une fonction linéaire

Soit f une fonction linéaire définie sur G C R? (ou sur R?) a valeurs dans R? par :
f(X)=AX,

ol A est une matrice carrée d’ordre 2. Dans ce cas il est facile d’étudier la stabilité du point fixe
0
X* = .

Défintion 1.8. Soit A = (a;;); ;—13 une matrice réelle et le vecteur V = 51 € R?. On définit le
i 2

rayon spectral de A noté p(A), par p(A) = max(|A1], |[A2|), ot A1 et Ay sont les valeurs propres de
la matrice A. On définit aussi ||A||, = max(|ai1| + |a21], |a12| + |azl),
I|Al], = max(|an| + |a1z2], |a21| + |azl]). [|[V]] = Vvi? + v? est la norme euclidienne de V.
Théoréme 1.5 ([g]).

1. L’origine est asymptotiquement stable si p(A) < 1.

2. L’origine est instable si p(A) > 1.

3. L’origine est instable si p(A) = 1 et la Jordanisation de la matrice A sous la forme 1),

0 A

. )\1 0 « 5
et stable si elle est sous la forme (O )\2> o (‘B a)'

Démonstration. On sais que f(X) = PDP7'X, oi P est la matrice de passage AP = PD, et
D une matrice peut-étre uniquement sous trois forme.

1. On suppose que p(A) < 1, alors on distingue trois cas :

(a) Si D= <)(‘)1 S) une matrice diagonale, alors on a :
2

vnenN: rx)y=p (M 0 px,
0 A
LX) < p(A)"|PIIIPHLIX],

comme p(A) < 1, alors on aura :

Vn e N:p(A)" < 1.
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(b)

On prend o = £ avec ¢ = [|P||-[|P~]|. Donc, pour tout X, on a :
c

| X||<a = VneN:||f"(X)]] <e,

ce qui entraine la stabilité de ['origine.

D’autre part, comme p(A) < 1, alors on a :
E'Ml : p(A) <M < 1,
par suite, pour tout X € G on a :

lim p(A)"[|PI[[[PTHLX =0 = lim [[f"(X)]] =0,

n—-+00

ce qui entraine [’attractivité de ['origine.
. Al .
si D= <0 /\>, dans ce cas, on a :
n n—1
VneN: f/(X)=P (AO ”AAn ) Px
1/ COI < (AP +al A DIPILIPLIX,
comme p(A) < 1, alors on aura :
HMQP(A):A<M2<1,
par suite on aura :
lim (A" +n[A""") =0,
n——+00
donc,
. n n—1 —1 o . n -
im (A" 4 AP OIPIIPTIX ] =0 = im0 =0,

ce qui entraine [’attractivité de ['origine.

Et d’autre part,
3L > 0,Vn e N: [\"+n[\" " < L,

donc on prend o = %, ou l = L.||P||.||P7Y||. Par suite, on aura pour tout X :

|1 X||<a = VneN:||f"(X)]] <e

Ce qui entraine la stabilité de [’origine.
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(c) Siles valeurs propres de A sont complexes, A1, Ao € C, donc \y = a+if et \g = a—if :
a B
a f ] T

a,B €R, alors D = <—5 a) , et donc D = || (l—ﬂ |a)_

Al [Aq]

B ; :
arctan(-)  si a # 07 done D = || ( cos(w) sm(w)) Par

z sia=0 —sin(w) cos(w)

récurrence sur N, on obtient :

Par suite, on pose w = {

D" = |\ ( cos(nw) sin(nw)) |

—sin(nw) cos(nw)

ce qui nous donne,
WneN: f1(X) = |\|"P cos(nw)  sin(nw) ply
" ' A —sin(nw) cos(nw) ’

1/ COI < 2P
Comme p(A) < 1, donc M3 : p(A) = |\| < M3 < 1. Alors, on a :

@M MNPILIPTLIX| =0 = lim [[f*(X)]| =0,

lim

n——+0o0o

ce qui implique [’attractivité de [’origine.
€
D’autre part, L' > 0,Vn € N : |\|* < L' donc on prend, § = 7 oul =2L"||P|.||1P7Y,
alors on a pour tout X : || X|| < d = Vn € N:||[f"(X)|| <€ ce qui implique la
stabilité de ['origine.
2. On suppose que p(A) > 1, la aussi on distingue trois cas

a) Si D= M0 on a donc,
0 A
2

vneN: ) =p (M ) pix,
0 A

B A0 (K
i )

tel que, (P, Py) = P et (

Par suite
Vn € N: fn(X) = kl)\lnpl + k2)\2np27

alors dans la base { Py, Py}, on aura :

¥n e N [|f(X)]] = /(") + (ke Xa")?,
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et comme p(A) > 1, on aura :

lim ||f"(X)]| = +o0.

n—-+o0o

D’ou, lorigine est instable.

(b) Si D = (g\ i\), alors dans ce cas, on aura :

Vn € N: fn(X) = k?l/\npl + k?Q(?’L)\n_lpl + )\npg),
= (kl)\n + kQ’fL}\nil)Pl + ]i]Q)\nPQ,

dans la base { Py, Py}, comme p(A) > 1, on aura

lim [|f"(X)]] = +oc.

n—-+o0o

D’ou, ['origine est instable.

o B
(c) Si D = ( @ 6), donc D = || (L\}gl ’Z}') Alors, on a :

—_ a —_— —_—
B Al (Al

—sin(nw) cos(nw)

I < cos(nw) sm(nw)> @ |

—sin(nw) cos(nw)

Wn €N f1(X) = |\|"P < cos(nw) sin(nw)) PLX,

tel que (P, Py) = P et (Zl> = P1X,
2

Par suite,
Vn e N: f"(X) = [M["[(k1 cos(nw) + kg sin(nw)) Py + (kg cos(nw) — ky sin(nw)) Py].

Dans la base { Py, Py}, on aura :

Vn € N:[[f"(X)|| = [M["/F? + K3,

et comme p(A) > 1, on a :
Tim_ /(X)) = +oc.

D’ou, lorigine est instable.

3. Similaire aux démonstrations précédentes.

Théoréme 1.6 ([8]). Soit A une matrice carrée d’ordre 2, alors

p(A) <1 <= |tr A|—1<detA< 1.
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1.3.2 Classification de Poincaré

On présente les notations suivantes de point fixe X* de la fonction linéaire f(X) = AX, tel
que A et A les valeurs propres de la matrice A, ([8], [10], [20])
Le systéeme dynamique (G, f) peut s’écrire sous forme d’un systeme de récurrence

Xoi1 = F(X0). (L.1)
On reprend la démonstration précédente :
1. Si0 < A <1< )\, on dit que lorigine est un col ou un point selle.
Explication : on a,
Vn € N: f1(X) = kg " Py + ko A" P,
= ke BRI Py 4 fpenlos(2) py

log(Ag)

_ klenlog(h)pl + kQ(enlog(/\l))mp%

donc {z,2°} : x = (e"8M)) et 5 = }zggifg, forme une base de solutions du systéme 1)

Et comme 0 < A\ <1< X,ona:s= }Zggif; < 0, donc les orbites du systeme 1} (ou les
trajectoires du systéme ) sont des hyperboles dans la base { P, P,} partant pour (n tend
vers —o0), asymptotiquement a la droite passant par I'origine de direction P, et fini (pour n
tend vers +00) asymptotique a la droite passant par 'origine de direction P, .

Selon les signes de k; et de ko, les orbites du systeme reste dans 'un des quatre quadrants

du plan déterminés par les droites de direction P; et Ps.

J)

2. 81 0 < A1 < Ay < 1, on dit que l'origine est un noeud attractif ou un noeud stable.
Explication : on a,

log(Ag)

Vn € N: fn(X) = klenlog(/\l)Pl + k2(en10g(x\1))mPZ’
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donc {z,2°} : x = (e"'°eM)) et s = % forme une base de solutions du systeme 1}

Et comme 0 < A\ <Xy <lonas= }gigfg > 0, donc les orbites du systeme 1) sont des

paraboles partant en branche infinie parabolique de direction P, (pour n tend vers —oo) vers
I'origine (pour n tend vers +00) .

Selon les signes de k; et de ks, les solutions du systéme ([1.1)) reste dans un des quarts du
plan déterminés par les droites de direction P; et P».

3. Si Ay > Ay > 1, on dit que l'origine est un nceud répulsif ou un noeud instable.
Explication : on a,

log(A2)

Vn - N . fn(X) = IflenlOg(Al)Pl + k2(6n10g(/\1))mpg

donc {z,2°} : & = (e"8M)) et 5 = }Zggifg forme une base de solutions du systeme (|1.1)).

log(A2)
log(A1)
précédent, mais parcourue au sens inverse, partants du l'origine (pour n tend vers —oo)
tangentiellement a P; vers une branche infinie parabolique de direction P, (pour n tend vers

—00).

Et comme 1l < A\ < X onas=

> 0 donc les orbites sont du méme type que le cas
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4. Si A, A € C,donc My =a—iff et g =a+if, et [A],|Aa| <1, 8#0: on dit que l'origine
est un foyer attractif ou un foyer stable.
Explication : on a,

Vn e N: fM(X) = |\|"[(k1 cos(nw) + kg sin(nw)) Py + (kg cos(nw) — ky sin(nw)) Py,

donc {|A1]™ (k1 cos(nw) + ko sin(nw)), |A1]"[(k1 cos(nw) — kg sin(nw))} forme une base de
solutions du systeme ((1.1]), qui sont des spirales qui partant de I'infinie (quand n tend vers
—00) en spiralant vers 'origine (quand n tend vers 400).

ta

5. Si A, A € C,donc Ay =a—iff et Ay =a+if, et [\],|\2] > 1, B # 0 : on dit que l'origine
est un foyer répulsif ou un foyer instable.
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Les orbites sont du méme type que le cas précédent, mais parcourue au sens inverse, partants
du lorigine (pour n tend vers —oo), puis spiralent et tendent en module vers U'infini (pour n

tend vers —o0).
\y

6. Si A, Ay € C,donc A\ =a—iffet dg =a+if, et |A\| =|Xo| =1, B #0: on dit que l'origine
est un centre.
Explication : on a,

]

Vn € N: f*(X) = (ky cos(nw) + kg sin(nw)) Py + (kg cos(nw) — ky sin(nw)) P,

et comme (k1 cos(nw) + ks sin(nw)? + (kg cos(nw) — ky sin(nw))? = k¥ + k3
Les orbites du systeme 1} sont des cercle centré a l'origine et de rayon \/k? + k3.

[l 1

N/
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7. Si (=1 <A <O0et | >1)ou (JA]| <1et Ay < —1),alors origine est un ”oscillant” col.

Explication : on a,
Vn e N: fn(X) = kl)\lnpl + kg)\gnpg,

Les points des solutions du systeme (|1.1)) alternes entre deux hyperboles dans deux quarts de
plan, déterminés par les droites de direction P; et Ps.

04

\ A /\ ) /\ A
A

8. Si —1 < Ay <0 et || <1, alors l'origine est un ”oscillant” nceud attractif.

Explication : on a,
Vn € N : fn(X) = l{?l)\lnpl + k?Q)\QnPQ,

Les points des solutions du systéme (|1.1)) alternes entre deux paraboles dans deux quarts de
plan, déterminés par les droites de direction P; et P, en direction du l'origine.

AAA AAA

\/\n/\/\? 10
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9. Si A\; < —1 et |Ag] > 1, alors l'origine est un ”oscillant” noeud répulsif.

Explication on a,
Vn e N: fn<X) = kl)\lnpl + kg)\gnpg,

Les points des solutions du systéme (|1.1)) alternes entre deux paraboles dans deux quarts de
plan déterminés par les droites de direction P; et P, en direction du I'infini.

Exemple 1.2. Dans tout ces exemples f(x,y) = AX et A1, Ao sont les valeurs propres de la
matrice A, et { Py, P} la nouvelle base.

1. L’origine est un Col.
56

1
L orbite de f, tel que A = <25 797> ;s =13, =038, P = (1) , Pp= (_14> .
2

9 90

©

\ 8
\ 6
\
& i
//
g
8 6 -4 -2-70 2 6 8
2 g}
o \
P o\
6 \\
-8 \ -8 \‘
FIGURE 1.4 — En partant du point ini- FIGURE 1.5 — En partant du point ini-
tial Xo = (—2,9). tial Xy = (3,-9).

2. L’origine est un neud répulsif.
58 1

58 1
L'orbite de f, tel que A= (% { |, M =13, oa=12, P, = } , Py = 1 .
45 90 2 —4
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1

FIGURE 1.6 — En partant du point ini-

tlal XO = (%, —%>

3. L’origine est un neeud attractif.

8 2
L’orbite de f, tel que A = (?1 29
90 90

4
X =
\ Sar
b o
A ///
8 6 4 2770 2 4 6 8
5 \
-
- -2 \
-
o
- \
e
-~ 44 \

FIGURE 1.8 — En partant du point ini-
tial Xo = (3,9).

FIGURE 1.7 — En partant du point ini-

tlal XO = (-%, %)

), )\1:0.9, )\220.8, P1:<1>, P2:<_12>

4
X >3
\ -
-
b o
\ i
-~
-
8 -6 -4 -2p70 2 4 6 8
. \
-
- 2\
-
—-
- \
-
-~ 44 \

xS 1

FIGURE 1.9 — En partant du point ini-
tial Xy = (=5, —8).
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4. L’origine est un foyer attractif.
1

=

L’orbite de f, tel que A = g 9], M =07+0.6i, Ay =0.7—0.64,
10
M| =+v08 <1, P = (;) , Py = (_14> )

 —
’—/’

-10 5

-10

FIGURE 1.10 — En partant du point initial X, = (3,2).

5. L’origine est un foyer répulsif.

13 _ 4

Lorbite de f, tel que A= (% 85|, A =0.74 0.8, Ay = 0.7 — 0.84,
330

|)\1|:\/]_.13>17 P1:<;>,P2:<_14>

-10 5 Qj 5 10

-10

FIGURE 1.11 — En partant du point initial X, = (0.5, 0.3).

6. l'origine est un centre.
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V2 V2
L’orbite de f, tel que A = (5% 2\%), A= g%—?i, Ay = ? — gi, |A\] =1,

(o)

FIGURE 1.12 — En partant du point initial X, = (1,2).

7. L’origine est un “oscillant” col.

719
Lorbite de f, tel que A = (_151’9 350> , Ai=11, Ay =0.8, P, = (;) , Py = (_11> sur la
3

2o
figure[1.13

_u
Et L’orbite de f, tel que A = ( 10 9) , AL = —%, Aoy = g dans la base canonique sur la

0
figure [L.T3

/ /// -/
/ <
/
i _=;___,._L>
05 // -+
/
S
| 2 1 0 1 2
-1 A 0.5 y \\ 0.5 1
/ i
-05 \\ l
// \\
yf N
/ L a £
FIGURE 1.13 — En partant du point FIGURE 1.14 — En partant du point
initial Xy = (-1, —1). initial Xy = (1,2).
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8. L’origine est un "oscillant” neeud.
21 23

Leorbite de f, tel que A= (# 1%
40

) , MM=11, A\y=-12 P = G) , Py = (_13> sur la

figure (ici Uorigine est un “oscillant” neud répulsif).

19

Et L'orbite de f, tel que A = (:670

) , A1 =-09, Ay =0.85, P = (i) Py = (_12>

6
sur la figure (ici Uorigine est un “oscillant” neud attractif).

FIGURE 1.15 — En partant du point
initial Xy = (0.5,0.7).

FIGURE 1.16 — En partant du point
initial Xy = (3, 8).
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1.3.3 Stabilité dans le cas d’une fonction non linéaire

On considére un systéme dynamique (G, F), ot G C R? et F = (fy, f), avec fi et fo sont des
fonctions définies dans G a valeur dans R. on va présenté deux méthodes pour étudier la stabilité
des points fixes de la fonction F'.

Défintion 1.9. On définit la matrice Jacobienne de F' par :

ofr Of

| 0x1 Ox
=10 on
61‘1 81’2

Défintion 1.10 ([8], [10]). Soit X* un point fize de la fonction F.

1. Si pour toutes les valeurs propres de la matrice Jp(X*), on a : |\ # 1, alors le point fize X*
est dit hyperbolique.

2. 87l existe au moins une valeur propre de la matrice Jp(X*) : || =1, alors le point five X*
est dit non hyperbolique.

La linéarisation

Soit X* un point fixe de F', et on suppose que F' est une fonction dérivable en X*.
On utilisant la formule de Taylor de I’ d’ordre 1 au voisinage de point X*, on obtient :

F(X) = F(X*) + Jp(X*)(X — X*) + o(X — X*), (1.2)

[lo(X = XII| _

tel que Jr est la matrice Jacobienne de F' et lim = 0.

ook X - X
Par suite,
FX)=X"+Jp(X")(X - X")+0o(X — X7),

avec le changement de variable Y = X — X* I'équation (1.2)) devient :
S+ X7) = X7 = J(X)Y + oY),

M)
tel que lim =
20 Y]

On considere la fonction g(Y) = F(Y + X*) — X*, on vois que Ogz est un point fixe de g, et ces
propriétés coincide avec celle de point fixe X* de F.
Et I'équation (1.2)) devient alors,

g(Y) = Jr(XM)Y +0o(Y),

et comme la quantité o(Y") est négligeable au voisinage de 'origine, il suffit d’étudier la stabilité de
'origine de la fonction linéaire h(Y) = Jp(X*)Y.
Enfin d’apres le théoreme [1.5] on a le résultat suivant :

28 / 4] 1.3. STABILITE DANS R2



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS 1

Corollaire 1.1 ([8]).
1. Le point fire X* est asymptotiquement stable si p(Jp(X™)) < 1.
2. Le point fize X* est instable si p(Jp(X*)) > 1.
3. St p(Jp(X*)) =1, on peut rien déduire.

Fonction de Lyapunov

En 1892, le mathématicien A. M. Liapunov introduit une nouvelle méthode pour étudier la
stabilité d’un point fixe. Dans cette section on s’intéresse au cas bidimensionnel, pour plus de
détail voir ([8], [17]).

On considere I’équation de récurrence suivante

Xoy1 = f(Xn) (1.3)

ot f: G C R? — R? une fonction continue, et X* est un point fixe de f.
Pour toute fonction V' : G C R? — R, on définit la variation AV de V relative a (1.3)) par :

AV(X) = V(f(X)) - V(X).

Défintion 1.11 ([8]). Une fonction V : G C R* — R est dit fonction de Lyapunov relative a
léquation (1.3)) sur G si :

1. La fonction V' est continue sur G.

2. AV(X) <0, VX €G et f(X) €G.

Soit la boule ouvert de centre X et de rayon v, B(X,v) ={Y € R* : || X —Y]|| < 7}, alors la
fonction de Lyaponuv V' est définie positive en X* s’il existe 6 > 0 tel que pour tout X € B(X*, ),
X#X* ona:V(X)>0, et V(X*)=0.

Théoréeme 1.7 ([8]). On suppose que V' est une fonction de Lyapunov définie positive en point
fixze X* de la fonction continue f, V définie sur une boule ouvert B(X*,J), alors :

1. Le point fire X* est stable.

2. Si de plus AV(X) <0VX € G et f(X) € G, X # X*, alors le point fire X* est asymptoti-
quement stable.

3. 85iG=R?et lim V(X)=oo, alors le point fivre X* est asymptotiquement stable global.

[|X]|—o0
Théoréme 1.8 ([8]). Soit V : G C R? — R une fonction relative a "équation (1.3)), tel que A(V)

définie positive (respectivement définie négative) sur un voisinage de point fivre X*. S’il existe une
suite lim X, = X*, avec V(X,) > 0 (respectivement V(X,) < 0), alors le point fire X* est

n—-+oo
instable.
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ayn
Tpt+1 = elznl +1

Exemple 1.3. Soit le systeme b,
Yn+1 = e‘yn| +1

Le systéme s’écrit X1 = F(X,), ou X,, = (5"), et

PO = it les) = i o )

Soit la fonction V (z,y) = 2 + 4?2, il est clair que la fonction V est définie positive.
On calcule alors, la variation de V.

ay? .\ 242 .
(e|$‘ + ]_)2 (@|y‘ —+ 1)2

(o

b? 9 a? 9
(2 e ()

1. Si|a|] <2 et |b] <2, comme H)}‘i‘m V(X)) = o0, alors l'origine est asymptotiquement stable
—00

global, voir la figure
2. Si|a] < 2 et |b] < 2, alors lorigine est stable, voir la figure [L.17b],

3. Si|a| > 2 et |b| > 2, alors 'origine est instable, voir la figure

N

alors,
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-2 -1 N 1 2 -2 -1 0 1
-05

(a) En partant du point initial ’ .
Xo = (1,1) avec a = 1.4,b = (b) En partant du point initial (c) En partant du point initial

—1.8(donc 'origine est asymp- Xo=(1,0.5) aveca = —2,b =2 Xo = (1,0.5) avec a = 2.1,b =
totiquement stable). (donc lorigine est stable). 2.2 (donc l'origine est instable).

FIGURE 1.17 — Les itérés de F' en fonction des parametres a et b.

1.4 Attracteur et bassin d’attraction

Dans cette section on va définir des singularités plus générales que les points fixes et les cycles,
ce sont les attracteurs avec leurs bassins d’attraction, ([§], [11]).

1.4.1 Attracteur

Défintion 1.12. Soit (X, f) un systéme dynamique, et Y C X un fermé non vide.

1. On dit que l’ensemble Y est un attracteur s’il est invariant et

Vne N:d(f"(y),Y) <e
lim d(f"(y),Y) =0

n—-+0o00

Ve >0,3a>0,Vy:d(y,Y) <a = {

2. L’ensemble Y est un attracteur minimal s’il ne posséde pas un sous ensemble qui-est un
attracteur.

Remarque 1.6. Tout cycle asymptotiquement stable est un attracteur.

Défintion 1.13. Soit (X,f) un systéme dynamique, et Y C X un attracteur.
On définit le bassin d’attraction de 'Y par :

BY):={re X : lim d(f"(z),Y)=0}.

n—-4o00

La plus grande boule ouvert connexe qui est inclue dans B*(Y') et contient Y est appelé le bassin
d’attraction immédiat de Y, noté B (Y).
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1.4.2 Bassin d’attraction d’un point fixe

Défintion 1.14. Soit (G, f) un systéme dynamique et X* un point fixe de f. On définit le bassin
d’attraction (ou ensemble invariant) de X* par :
WY X)) ={zeG: 1_131 fM(x) = X"}
Donc le bassin d’attraction de X* est l’ensemble des points qui sont attractif vers X*.
Si X* est asymptotiquement stable alors W*(X*) contient une boule ouvert de centre X*, La plus

grande boule connexe qui est inclue dans W(X*) et contient X* est appelée le bassin d’attraction
immédiat de X* et noté B{(X*) .
Remarque 1.7. Si 1,7y deuzx points fizes distincts r1 # ro, alors W(ry) N W(ry) = 0. Sinon

dr € W(r), x € W(ry). Par suite, 1_1>I_~I_1 f'(z)=mr et 1_1>I_~I_1 f"(x) =ry. D'ou, 11 = 719.

Défintion 1.15. On dit qu’un ensemble M est positivement invariant par f, si f(M) C M.
Autrement dit,
Vee M:0, C M.

Défintion 1.16. Soit (G, f) un systéme dynamique et le cycle ¢, = {p1,p2, -+ ,Pn}. Le bassin
d’attraction de c, est définit par :

Wa<cn) = U W(pz)

1<i<n

Et le bassin d’attraction immédiat de ¢, est définit par :

B'(c,) = U B(p:)-

1<i<n
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CHAPITRE

Bifurcation et chaos

2.1 Bifurcation

La théorie des bifurcations étudie les changements subis par une application lorsqu’un parametre
change. Les changements quantitatifs de ces parametres conduiront a des changements qualitatifs
du systeme dans l'espace des phases, tels que : I'apparition ou la disparition de singularités, des
changements de stabilité, des changements dans les types de singularités, etc. Ces changements sont
regroupés sous le nom de bifurcations, ([§], [L6], [15], [20]). On considére un systeme dynamique
(G, fr),ou G C R" et f\: G — G une fonction continue dépendant du parametre A € R™.

Défintion 2.1. On appel bifurcation, le changement qualitatif des singularités (points fizes,
cycles, attracteurs) du systéme dynamique (G, fy) pour une certaine valeur du paramétre \, et cette
valeur est appeler valeur de bifurcation.

2.1.1 Exemple de bifurcation dans R (La fonction logistique) [9]
Soit (I, F,,) un systeme dynamique , ou / = [0, 1] et la fonction logistique F),(z) = pa(1 — z)
tel que p €]0, 4] est un parametre.

Existence de points fixes et stabilité locale

1
La fonction F), possede deux points fixes 1 =0, 2o =1 — —.

L. On a F(z1) = p, alors :
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(a) Le point fixe x; est asymptotiquement stable, si 0 < p < 1.
(

(¢c) Sip=1ona F/(x;) = =2 # 0, donc le point fixe x; est instable (semi-stable).
2. On a F'(x9) =2 — p, alors :

(a) Le point fixe 25 est asymptotiquement stable, si 1 < u < 3.

b) Le point fixe x; est instable, si 1 < pu < 4.

(b) Le point fixe xo est instable, si 0 < u < 1ou3 < p < 4.
(c) Sip=1ona F/(xs) = —2 # 0, donc le point fixe x, est instable (semi-stable).
(d) Sip=3ona SF3(xy) =—56 <0, donc le point fixe z5 est asymptotiquement stable.
Il en résulte,
1. Le point fixe z1 est asymptotiquement stable si p €]0, 1], et instable si pu €]1,4].
2. Le point fixe x5 est asymptotiquement stable si u €]1, 3], et instable si p €]0, 1]U]3, 4].

Les cycles d’ordre 2
On a,
Fiz) =2 = pPz(l—2)[1 — pa(l —2z)] —x =0,
et comme x1 =0et x5 =1— % sont des points fixe de F),, on divise les deux cotés de 1’équation
par x(z + i), on obtient :
pra? — p(p+ Do+ (p+1) = 0.

Do, 7; = =)~y 2“2_2“_3) et To = (Itp)+ 5“2_2“_3) sont des point 2-périodiques de F), pour
> 3.
Par ailleurs, on a :

|EL () F ()] < 1

—1 <2 (1—27)(1-2%) <1

e (1_(1—u)— (u2—2u—3)) (1_(1+u)+ (u2—2u—3)> .
u "

1< —p*+2u+4<1.

La solution de cette inégalité donne :
le cycle (Z1,Z2) est asymptotiquement stable si y €]3,1 4 +/6[. Dans le cas ot = 1 ++/6, on a :
(F?)'(z1) = —1. En utilisant la dérivée Schwarzienne, on obtient :

SF2(z1) < 0.

Par suite, le cycle (1, Z2) est asymptotiquement stable. Et enfin le cycle (71, Zy) est instable si
1 €)1+ /6, 4).
Autrement dit
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1. Le cycle (Zy, ) est asymptotiquement stable, si pu €]3,1 + \/6].
2. Le cycle (71, 75) est instable, si p €]1 + /6, 4].

Remarque 2.1. Le point fize xo est asymptotiquement stable si p €]1,3]. 1l devient instable a
partir de la valeur puy = 3. Un cycle asymptotiquement stable apparait pour p €]3,1 + \/6], ce
dernier se déstabilise a partir de la valeur ps =1+ V6.

Les cycles de période 2"

On commence par les cycles d’ordre 22, ce qui revient a résoudre 1'équation F 3 =z
Il apparait un cycle d’ordre 4 quand p > s = 1 + /6, qui est asymptotiquement stable pour
W €] po, 3.54409 . . . ], et devient instable a partir de la valeur uz = 3.54409. . ..
Ce processus se répete indéfiniment et produit une suite (u,),,-,. Le tableaux ci-dessus illustre les
résultats numériques.

| tn Hn — Hn—1 %
113 - -

2 1 3.449489 ... | 0.449489 ... -

3 | 3.544090 ... | 0.094601 ... 4.751419 ...
4 | 3.564407 ... | 0.020317 ... 4.656248 . ..
5 | 3.568759 ... | 0.0043521 ... | 4.668321 ...
6 | 3.569692 ... | 0.00093219 ... | 4.668683 ...
7 1 3.569891 ... | 0.00019964 ... | 4.669354 ...

Remarque 2.2. La suite (u,) converge vers un fi =~ 3.570. ..
Mn — Un—1

A Hnt+1 — HUn
de Feigenbaum [9].

La suite des fractions converge vers une constante 6 = 4.669201609. .., appeler nombre

Diagramme de bifurcation On représente sur I’axe des abscisses le parametre p, on choisi
un point initial zy (dans cet exemple on prend zo = 0.5), et pour chaque valeur de p avec un
petit pas (dans cet exemple on prend h = 0.001, et p varié dans |0, 4]), on calcule les 500 premiers
itérés (Fj(zo) ... F.°°(20)), et on présente les dix derniers itérés (F;” (o) ... F2%(x0)) sur Paxe
des ordonnées.

Autres cycles

Le plus grand diagramme de bifurcation apparait pour des valeurs de . comprises entre 3,828 . . .
et 3,857. ... Un cycle d’ordre 3 asymptotiquement stable apparait d’abord & = 14++/8 ~ 3,828 .. .,
apres le phénomene de dédoublement de période apparait. Ce denier perd alors sa stabilité et
donne naissance a des cycles asymptotiquement stables d’ordres 3.2",n € N, jusqu’a la valeur
e 3,8415. ..
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% 53 /<
06 06

4

x /'\

04 * 04 \

(a) 0 < p< (b)2<pu<p (c)2<pu<38

FIGURE 2.1 — Diagramme de bifurcation de la fonction logistique F),

FIGURE 2.2 — Diagramme de bifurcation de la fonction logistique F,, pour 2 < 1 < 4
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Dans tout ce qui suit, on considére un systeme dynamique (G, fy), ou G CR" et f : G — G
une fonction continue et dérivable, dépend du parametre A € R™, et p;, 1 < i < n, sont les valeurs
propres de la matrice jacobienne Jy, (X*), o X* est un point fixe de f.

2.1.2 Bifurcation nceud-col

Défintion 2.2. Une bifurcation associée a une apparition d’une valeur propre égale a un, p; =1
est dite bifurcation neud-col.

Remarque 2.3. Cette bifurcation appelé aussi bifurcation tangentielle (ou fold).

Cette bifurcation peut étre représentée par :
() = point fixe attractif + point fixe répulsif

on, () signifier absence de point fixe.

Exemple 2.1 (Bifurcation nceud col). On considére la fonction f.: x v+ c— 22, on a :

x} = —1 est un point fize pour la valeur ¢; = —5 qui vérifie fe(@1) = 1. 1l en résulte, une
bifurcation neud-col apparait. Si c < —%,

deuz points fives x1 el x4 de stabilité différentes, ot x19 =

5 . . 1 . .
alors f. n'a aucun point five, sinon (c > —73), il apparait
—1++1+4c
—.

~3 (b) c=—7 (¢)c=

N

FIGURE 2.3 — Bifurcation de nceud-col de 'exemple [2.1

Bifurcation transcritique

Ce type de bifurcation, peut étre représentée par un échange de stabilité entre deux points
fixes, voir la figure [2.4

x1 stable, et x5 instable — échange de stabilité : x; instable et x5 stable.
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F1GURE 2.4 — Bifurcation de nceud-col type transcritique de 'exemple

Bifurcation fourche

Cette bifurcation peut étre représentée par :

Point fixe stable 1 & deux points fixes stables x5 et x3, et x; devient instable.

035

-05

-1

FiGUurE 2.5 — Bifurcation noeud-col type fourche.

2.1.3 Bifurcation de doublement de période

Défintion 2.3. Une bifurcation associée a une apparition d’une valeur propre égale a —1, uy = —1
est dite bifurcation doublement de période (ou flip).

Exemple 2.2. On reprend la fonction de l'exemple précédent, f.: x v+ c¢— x2. On a, 5 = %
est un point fire pour la valeur ¢ = 3 qui vérifie féz(x@ = —1. Il en résulte qu’une bifurcation
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de doublement de période apparait. Le point fize x5 est stable d’apres le théoreme et quand
1++4c—3

% <c< % il apparait un cycle d’ordre 2 asymptotiquement stable {Z1, T2}, ot &2 = 5

-05 0| 05 1 = 1
-05 035 I /
~05 =
-0.3

(a) ¢ = 3, le point fixe 23 = 3 (b) ¢ = 1, la cycle {0,1} est (c) ¢ = 3, le cycle {21, 22} est

est stable stable instable

FIGURE 2.6 — Bifurcation de doublement de période de I'exemple

FIGURE 2.7 — Diagramme de bifurcation de I’exemple
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2.1.4 Bifurcation de Neimark-Sacker

Défintion 2.4. Une bifurcation de Neimark-Sacker correspond a la présence de deux valeurs
propres complezes puy, po € C tel que, |u1] = |ua] = 1.

Remarque 2.4. Les bifurcations neud-col et doublement de période sont définies pour tout n > 1,
mais la bifurcation Neimark-Sacker est définie seulement sin > 2, oun = dim(Q).

Exemple 2.3. On considére la famille de fonction suivante :

x cosf —sinf x
Fu<y>:(1+,u_$2_y2)<sulﬁ COSB ><y>7

tel que B est un paramétre qui dépend de p (B = B(w)), remarquant que l'origine est un point fize

de F,, pour tout p, et la matrice jacobienne de F, est : Jp, = (14 p) cos i —sinf

sinf cospf
Les valeurs propre de la matrice Jp, sont A1 = (1+ p)(cos B £isin ) avec [A12] = [14 |, quand
pw=0 on a|\|=|\| =1, par suit une bifurcation de Neimark-Sacker se apparait.

Lorigine est stable st —2 < p < 0, pour étudier la bifurcation quand p = 0, en utilise les cordonnées
polaires.
On représente la fonction F), par l'équation de récurrence suivante :

Tl | 2 9\ [ cosf —sinf Tp
(yn+1 >_(1+” T yn)<Sin5 cos 3 )(?Jn ) '
On pose, x, = rcos@ et y, =rsinf, on obtient :

Popr = (14 p)r, — 75

Opni1 =06, + 0.

3

> nous indique l'existence d’un cercle invariant, l’équation

L’équation rpyqy = (1 + p)ry, —r

la solution positif de cette équation, qui est le rayon de ce cercle, est r = \/ju. St pp =0, on a :
r = 0. Donc lorigine est un point fize asymptotiquement stable. En effet,

(r—r =1, (r—=r*)"=0et (r—r*)% <0.

Quand p > 0, lorigine perd sa stabilité et un cercle invariant stable apparait de rayon r = \/p.
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-0.6

(b) p=0. (¢) p=0.5>0.

FI1GURE 2.8 — Bifurcation de Neimark-Sacker de ’exemple

Remarque 2.5. Le cercle est attractif, mais si on change les donnés de la fonction F), par exemple :

Exemple 2.4.
T\ 9 9 cosff —sinf x
Fu<y>—(1+,u+x Jry)(sinﬂ cos 3 )(y)’
le cercle devient répulsif.

08 1

/\
04

06
T /\05‘
02
02 /’
”
0.6

=08 -06 04 m 02 0: 0.6 08 -1 =03 UJ 0.5 1 -04 -02 n\j‘ 04

-04

=08 -1

(a) pu=-02<0 (b) u=0 (c) p=02>0

FiGURE 2.9 — Bifurcation de Neimark-Sacker de ’exemple

Remarque 2.6. La bifurcation de Neimark-Sacker correspond a la transformation d’un foyer a
une courbe invariante. Si la courbe est attractif la bifurcation est dite super-critique, et si la
courbe est répulsif la bifurcation est dite sous-critique.
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Génération de bifurcation de Neimark-Sacker

Soit F, : R? x R — R? une fonction de classe au moins C* qui vérifie les conditions suivantes :
1. L’origine est un point fixe de F), pour des valeur de p au voisinage de p = .
2. La matrice jacobienne de F), possede deux valeurs propres complexes
Ao = r(p)e? ™ avec r(ug) = 1,7 (1) # 0 et 8(po) = 0o, et donc |\ o] = 1.
3. Pour tout k = 1..4 on a k% £ 1,

4. Le nombre de Lyapunov a # 0, qui-est donné par

(1 —2X)\2

a:—Re[ [\

1 _
511520] 3 1€ 1* = [l€0]* + Re ()\521) 7
ol & 14,7 = 0,1,2 sont les coefficients de Z'Z7 pour F), sous une forme spécifique (voir [16]
pour plus de détails).

Alors, on a le théoreme suivant :

Théoréeme 2.1 ([23] 15, 16]). On suppose que la fonction F, vérifie les conditions 1 — 4, alors
pour des valeurs de p suffisamment petites, F), possede une courbe invariante contient l’origine, de
plus si a < O cette courbe est attractive, et si a > 0 cette courbe est répulsive.

2.1.5 Variété centrale

Dans le chapitre 1, le corollaire ne nous donne pas des informations sur la stabilité de
point fixe non hyperbolique. Il existe la théorie de variété centrale (Center Manifolds), qui
peut réduire I’étude de la stabilité d’'un point fixe, dans une dynamique sur un ensemble Mc de
dimension inférieure au voisinage de ce point fixe, ([8], [3]).

On considére une fonction F'(U, ) , F: R" x R™ — R™ une fonction au moins de classe C?, et
(U*, *) est un point fixe non hyperbolique de F'. c’est a dire, F(U*, u*) = U*.
Par un changement de variable on se ramene a 1’origine, on peut supposer sans perte de généralité,
que la fonction F' peut s’écrire sous la forme du systéme suivant :

x> Az + f(z,y, 1)

(2.1)
y— By +g(z,y, 1)

(A O
~\0 B)’
d’ordre (¢,t) et B d’ordre (s, s) avec t + s = n, tel que toutes les valeurs propres de A sont sur le
cercle unité (|A\| = 1), et toutes les valeurs propres de B ne sont pas sur le cercle unité (|A| # 1),
et

ou, la matrice jacobienne de F' s’écrire sous la forme Jp(U*, p1*) ou A est une matrice

f(0,0,0) =0, g(0,0,0) =0
D£(0,0,0) =0, Dg(0,0,0) =0
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Les résultats suivants (théoremes [2.2] et [2.3)) sont tirés de [5]

Théoréme 2.2 (Variété centrale). Pour d; > 0 et 0o > 0 suffisamment petits, une variété
centrale du systeme ([2.1)) est donnée localement par :

Mec={(z,y,pn) € R x R®* x R,y = h(z, u),|z| < &1, |p| < da, R(0,0) = 0, Dh(0,0) = 0},
de plus, la dynamique restreinte a Mc est donnée localement par la fonction :
JI'->AJI+f((IZ,h(ZE,/L),/L),ZEERt7 (22)

et si l'origine est un point fixe(respectivement : stable, asymptotiquement stable, ou instable) de la
fonction (2.2)), alors l'origine est un point fize (respectivement : stable, asymptotiquement stable,
ou instable) du systéme ([2.1)).

Remarque 2.7. Si o n’est pas un scalaire, alors on garde une composante comme variable, et on
fize les autres composantes, par exemple h(x, ) = c1x + cox® + pa® + . ..

Maintenant la question qui se pose est comment déterminer la fonction h.
D’abord, on remplace y dans le systeme (2.1)) :

x— Az + f(z,y, 1)
y = h(Az + f(z, h(z, pn), 1))
= Bh(z) + g (z, h(z, 1), 1) ,

ce qui nous donne :

'F(h(xvu)> =h (A$ + f(l’, h<x7ﬂ)7ﬂ)) - Bh(*%:“) -9 (337 h(xnu)mu) =0.

La solution (en h) de cette équation n’est pas évidente car celle-ci est implicite, donc on va énoncer
un résultat qui donne une approximation de cette solution.

Théoréme 2.3. Soit ¢ : R! — R® de classe C' tel que ¢¥(0) = ¢'(0) = 0, et F(¢(x)) = O(||=||")
At

llel=0 - [l]|”
de l’origine on a :

= M, M une constante positive | pour un certainr > 1, alors au voisinage

h(w, p) = ¥z, p) + O(|||[").

2.1.6 Bifurcation bidimensionnelle

_F:R?*xR — R? . . 5 )
Soit une fonction au moins de classe C°, si (U*, u*) est un point fixe de
(U, p) = F(U, p)
F, avec un changement de variable on se rameéne a l'origine. Avec le théoréeme de variété centrale,
on définit un systeme équivalent par une fonction

f:(z,pu) — f(z,pn) de dimension un définie sur I'ensemble Me¢, et on déduit I’énoncé suivant :
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Théoréme 2.4 ([§]).

1. Si la matrice jacobienne Jr(0,0) posséde une valeur propre égale da 1, alors la bifurcation est
dite

2 2
(a) Neeud-col (ou fold), si gi(o, 0)#0 et g;;(0,0) # 0, de plus si <g£ga£> (0,0) <0,
la bifurcation est super-critique.
Lof 0*f .
(b) Neeud-col du type fourche, si 8—(0, 0)=0 et @(O, 0) =0, de plus si
1
0? 0? **f 0
&Uéfu(o’o) # 0, a%’J;(O,O) # 0, <8x8fp8$];> (0,0) < 0, la bifurcation est super-
critique.
iy Of D’ f .
(¢) Neeud-col du type transcritique, si 8—(0, 0)=0 et W(O, 0) # 0, de plus si
7 x
2 2 2 2
((8(1(;;) — g;;g;;) (0,0) > 0, la bifurcation est super-critique.
2. Si la matrice jacobienne Jr(0,0) posséde une valeur propre égale a (-1), alors la bifurcation
2 2
est dite doublement de période (flip), de plus si a = <gx€g£ + 2515;) (0,0) # 0,
Pf 0*f . . i
f=12=—+3-—=](0,0)#0, af <0, la bifurcation est super-critique.
0x3 Ox?
3. St la matrice jacobienne Jp(0,0) posséde deux valeurs propres complexes iy, ps € C tel que
lp1| = o] = 1, alors la bifurcation est dite de Neimark-Sacker.

2.2 Les courbes critiques

Dans le plan de phase, la non inversibilité des applications est caractérisée par la présence des
singularités appelées lignes critiques (LC'). Ce type de singularité, a été introduit pour la premiere
fois par Christian Mira en 1964 [22]. Les lignes critiques interviennent dans la détermination des
aires chaotiques, dans la caractérisation des propriétés de ces aires et aussi pour expliquer des
bifurcations globales d’attracteurs et de leurs bassins d’attraction, ([3],[4],[12]).

Dans tout ce qui suit, I’ est une application non inversible de R™ dans R".

Défintion 2.5.

1. Une courbe critique notée LC' est le lieu des points du plan de phase ayant au moins deux
antécédents de rang 1 confondus. C’est la généralisation d’un point critique en dimension un.

LC ={X eR": F(X') = X admet au moins deuz antécédents confondus}

44 /B4 2.2. LES COURBES CRITIQUES



CHAPITRE 2. BIFURCATION ET CHAOS 2

2. Une courbe critique LC}, de rang k, est la courbe conséquente de rang k de LC
FMLC) = LCy, k=1,2,. ..
3. La courbe critique LC'_; est l'antécédent de rang un de LC, avec par définition :
F(LC_,)=LC et LC_; C F"YLO).

Propriété 2.1. Dans le cas ou F' est différentiable, une courbe LC_1 est le lieu des points pour
lequel le déterminant de la matrice Jacobienne de F s’annule.

LO_y = {X € R : det(Jp(X)) = O}

Les courbes critiques partagent le plan de phase en zones Z;, chaque zone Z; posséde © antécédents
de rang un, et on a :
R" = U Z;, ou I est un ensemble fini.
iel
Remarque 2.8. Dans le cas ou 'application F' n’est pas différentiable, la courbe de non différentiabilité
est considéré comme une courbe LC_.

L’étude des lignes critiques présente plusieurs intéréts :

1. Les arcs de certaines d’entre elles délimitent les zones invariantes ou absorbantes, donc
peuvent délimiter les attracteurs chaotiques.(on définira le concept d’attracteur chaotique
plus tard)

2. Les courbes critiques interviennent dans certaines bifurcations spécifiques(comme la bi-
furcation d’'une Courbe Invariante Fermée) et permettent de comprendre I’évolution des
bifurcations.

2.2.1 Classification des transformations non inversibles

La notion de feuilletage du plan des phases, est essentielle pour la compréhension des propriétés
et bifurcation des attracteurs et leurs bassin d’attraction, et notamment les courbes invariantes,
([24, 126]). Elles sont classées dans un ordre de complexité croissante avec le symbolisme suivant :

1. Plan de phase de type (Zy — Z5)

On distingue sur la courbe LC une seule branche séparant le plan R™ en deux régions. Une
région Zy pour laquelle les points (2,41, Ynt1) n'ont pas d’antécédents. Une région Zs pour
laquelle les points (2,41, Y1) ont deux antécédents de rang un.

2. Plan de phase de type (Z; — Z3 — Z;) La courbe LC est discontinue. Elle est formée de
deux segments disjoints L et L’ divisant le plan R? en trois régions. Deux régions Z| et Z?
avec un seul antécédent de rang un, et une troisieme régions Z3 pour laquelle tout point
possede trois antécédents distincts de rang un.
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3. Plan de phase de type (7; < Z3)
La courbe critique LC' posseéde un point cuspidal C' (ou de rebroussement) créant un cap
dans Z3 pénétrant dans Z.

LC=LUL, {C}=LnL.

4. Plan de phase de type (Z; < Z3 >) La courbe critique LC' possede deux points cuspidaux
C et C'" formant une courbe fermée en forme de ”"levre”.

LC=LUL, {C,C'y=LNnL.

Remarque 2.9. [l existe aussi d’autres types de plan de phase, voir ([0, [24], [26]) pour plus de
détails.

2.2.2 Bifurcation d’une Courbe Invariante Fermée

Dans cette section, on introduit la notion de bifurcation d’une courbe invariante fermée. Cette
bifurcation est importante car elle est responsable de la transformation de cette courbe en un
attracteur chaotique, ([1], [26], [24]).

Soit I une courbe invariante fermée née de la déstabilisation d’un point fixe () de type foyer
via une bifurcation de Neimark-Sacker, tel que I' N LC_; = 0.

Bifurcation intersection avec LC_; (A = )) est la valeur de cette bifurcation

Cette bifurcation apparait lorsque I' entre en contact avec LC_1 en un point ug = vy telle que :
I'n LC_l = {Uo}

L’image uy = v1 de ug = vp par F' est un point de contact entre I et LC. Pour € > 0 suffisamment
petit tel que A=\ +¢, on a:
In LC’_l = {U,(), U()}.

Cette intersection est responsable du changement de la forme de I' car les itérés de rang n du couple
{ug, vo} notés {u,,v,} sont des points de contact tangentiels entre I" et LC,,, ce qui signifierait
dans le cas contraire qu’un point de Z; posséde un antécédent.Cette bifurcation crée des oscillations
de I le long des LC),. Ceci s’explique également par le fait que I' passe d'un feuillet a un autre
lorsqu’elle entre en contact avec LC', voir la figure
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(a) La courbe avant le contact avec LC' et LC_;  (b) La courbe rentre en contact avec LC' et LC_;
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(c) L’intersection de la courbe avec LC_j, et des(d) Plus de contacts tangentiels de la courbe avec LC
contacts tangentiels avec LC et LC), et LCp,

FI1GURE 2.10 — Bifurcation d’une courbe invariante fermée, et la création des oscillations.

2.2.3 Role des courbes critiques dans les bifurcations fondamentales
des basins
Dans ce paragraphe, nous allons décrire les bifurcations de base intervenant dans le changement

qualitatif de la structure d’'un domaine D, situe dans le plan de phase qu’on appellera bassin d'un
attracteur A. Ces bifurcations interviennent lors d’un contact ou d’une intersection de D avec une

47 / 2.2. LES COURBES CRITIQUES



CHAPITRE 2. BIFURCATION ET CHAOS 2

ligne critique LC d’une transformation non inversible.

On notera dd la frontiere de D, Dg le bassin immédiat de 'attracteur A et 0A sa frontiere.

La proposition suivante est un rappel de certaines bifurcations de bassins d’attraction, ([4], [13],
210, [24]).

Proposition 2.1. Si le nombre de composantes connexes de D N LC' change quand \ traverse une
valeur de bifurcation X\, alors le bassin d’attraction D peut subir une bifurcation de bassins parmi
les types de bifurcation suivantes :

1. Bassin conneze < bassin non conneze (quand le nombre de composantes connezes de DoNLC
change ).

2. Bassin connexe S bassin multiplement connexe (quand le nombre de composantes connezes
de Dy N LC' change ).

2.3 Chaos

2.3.1 Transitivité

Défintion 2.6. On considére deux ensembles A et B tels que : B C A. On dit que B est dense
dans A si B = A. Autrement dit, pour tout x € A et pour tout ouvert O qui contient x : ONB # (.

Exemple 2.5. L’ensemble des rationnelles Q est dense dans R.

Défintion 2.7. Soit (X, f) un systéme dynamique, on dit que la fonction f est transitive si pour
tous deux ouverts non vides

01,02 S X, Jk e N: fk<01) HOQ 7£ (Z)

Théoréme 2.5. soit (X, f) un systéme dynamique, alors f est transitive si et seulement s’il existe
un point x € X d’orbite dense.

Démonstration. Soit x € X d’orbite dense, et O1,04 € X deux ouverts,
donc In,m € N : f*(x), f™(x) € 0, que vérifie f"(x) € Oy et f™(x) € Oy, sans perte de généralité
on pose k =n —m €N et donc f*(f™(x)) = f*(x) d’oi f5(O3) N Oy # 0.

Pour Uimplication inverse voir [§].

Défintion 2.8. Soit (X, f) un systéme dynamique, on dit que f est sensible auzx conditions initiales
5%

Jde > 0,Vz € X,3a>0:3Jy:d(z,y) < a,Ing € N:d(f™(x), [*(y)) > €.

Exemple 2.6. Soit la fonction affine f(x) =axr+b,a>1 etbeR.

b b
Par récurrence, on obtient f™(x) = (x + 1)@" - 71,‘v’n € N.
a— a—
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Par suite, on a pour tout xg € R, oo > 0,Fyp : |xg — yo| = a,Vn € N :

77 (0) = ()] = <x°+a31>an_aﬁ1_Ky“ﬂzfl)“"‘aﬁﬂu

= |350 - y0|an7

et comme a > 1 et |xg —yo| = on a |f"(xo) — f"(v0)] > a =e.

Défintion 2.9. Soit (X, f) un systéeme dynamique, On dit que la fonction f est expansif si

Je > 0,Va,y € X, oz #y,Ing € N:d(f™(z), f*(y)) > e.

Défintion 2.10 ([8]). Soit (X, f) un systéme dynamique, et Y C X un attracteur.
On dit que Y est un attracteur étrange s’il est sensible aux conditions initiales.

2.3.2 Chaos selon Devaney

On peut a présent définir le chaos selon Devaney [7].

Défintion 2.11 ([7]). Soit (X, f) un systéme dynamique, on dit que la fonction f est chaotique
(selon Devaney) si la fonction f

1. Est transitive.
2. Admet un ensemble de points périodiques dense dans X .

3. Est sensible auzr conditions initiales.

Remarque 2.10. Récemment Banks et al [2], ont montré que les conditions 1 et 2 de celte
derniere implique la condition 3.

Théoréeme 2.6 ([2]). Soit (f, X) un systéme dynamique, si f est transitif et admet un ensemble
de points périodiques dense dans X, alors f est sensible aux conditions initiales.

Pour prouver ce théoréme, on a besoin de ce lemme :

Lemme 2.1. Soit (f, X) un systéme dynamique, on suppose que f posséde au moins deux points
périodiques dont les itérés sont deux d deur distants (i.eNi,j : fi(p) # f7(p)), alors il existe € > 0
pour tout x € X il existe un point périodique p € X tel que |f"(p) — x| > ¢,Yn € N.

Démonstration. On suppose que f possede deux points périodiques p,q dont les itérés sont deux
a deuz distants.

On pose €y = imin(d(f"(p), f(p)) : 4,7 € N donc on a

Vs,r € N:d(f*(p), f"(q)) = 2¢o.
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Et d’autre part d’apres l'inégalité triangulaire :

Vo e X, Vs,r e N:d(f*(p), ["(q)) < d(f*(p),z) +d(x, ["(q)),
d’ou
Vo e X,Vs,r € N:d(f*(p),x) +d(f"(q), z) = 2€,

donc les deux quantités d(f*(p),x),d(f"(q),x) ne peuvent pas étre tous les deuz inférieure d €,
alors il existe €9 > 0, pour tout x € X, il existe un point périodique p € X tel que d(f™(p) —x) >
Eg,vn € N.

Démonstration. du théoréme
On prend € = 160 tel que €y du lemme précédent, et soit x € X, donc d’apreés la densité des point
périodiques il existe un point k-périodique y € X :
d(z,y) <6 <e,
et aussi d’apres le lemme précédent il existe un point périodique
pe€ X :d(x, ff(p) = € = 4e,¥n € N.
On pose U ={z € X :d(fi(2)f(p)) < €,i = 0.k — 1}, qui-est un ouvert non vide car p € U et

k-1

U= (B P)),

1=0

de la transitivité de f 3z € Bs(x),Im > 0: f™(z) € U, par suit on pose r € N : % <r< % +1,

donc kr —m < k et par conséquence :
d(f* (™ (2)), () < e
d(f*"(2), f*7"(p)) < e
En utilisant ['inégalité triangulaire on a :
de < d(z, ) < d(z,y) + d(y, [7(2)) + (7 (=), £ ()
de < 2e +d(y, f(2))
2¢ < d(y, f*(2)),

en utilisant encore l’'inéqgalité triangulaire

2¢ < d(y, f* () + d(f*" (x), " (2)),

y est un point k-périodique donc :

2 < d(f™(y), 7 (x)) + d(f¥ (), f7(2)),

alors soit d(f™*(y), f*(z)) > €, soit d(f* (), f¥(2)) > €. D’ou f est sensible au condition initiale.
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Remarque 2.11. Encore récemment Vellekoop and Berglund [25], ont montré dans le cas ot la
fonction f définie sur un intervalle I de R, que la transitivité implique la densité de ’ensemble de
points périodiques, et par suit de théoréme 2.0 la sensibilité au condition initiale de f, ce que veut
dire que f est chaotique.

Théoréme 2.7 ([25]). Soit f : I — I une fonction continue sur l'intervalle I de R (I pas
nécessairement borné), si la fonction f est transitive alors elle posséde un ensemble de points
périodiques dense dans I, donc f est chaotique.

2.3.3 Conjugaison topologique

Défintion 2.12. Soit une fonction h: A — B, h est dite homéomorphisme si elle est bijectif,
et bicontinue (i.e. h et h™' sont continues)

Défintion 2.13 ([§]). Soit deux fonction f: A — Aetg: B— B, f et g est dit topologiquement
conjugué, et on note f = g, s’il existe un homéomorphisme h : A — B tel que ho f = goh.
On dit aussi que f est h-conjugué de g.

A

Y
>

9
FIGURE 2.11 — f est h-conjugué de g

Remarque 2.12. Si f ~ g alors f* ~ ¢*,Vk € N.

Exemple 2.7. Soit deur systéme dynamique, (A, F,) tel que A = [0,1] et F,(z) = px(l — z)

—u—0b p—2>
2a ' 2a

est la fonction logistique avec 0 < p < 4, (B,G) tel que B = [ } et le polynome
G(z)=ar*+bx+c:a>0.

On a f et g sont topologiquement conjugué ou

h:A— B

x— h(z) = —%er ,u2;b

b2 — 12 + 2 — 2b
: .
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Remarque 2.13. Le nombre de paramétre de G (ici 3) passe a un seul dans F.

Défintion 2.14 ([8]). Soit deux fonction f: A — Aetg: B— B, f et g est dit topologiquement
semi-conjugué, s’il existe une application surjective h : A — B tel que ho f = goh.

Théoréme 2.8 ([§]). Soit f : A — A et g: B — B deux fonction continue, tel que f et g sont
topologiquement semi-conjugué, alors f est chaotique ssi g est chaotique.

Démonstration. Soit les deux fonction f: A — A et g: B— B, tel que f et g sont topologique-
ment semi-conjugué et f est chaotique,
1. La transitivité :
On considére U,V deuz ouverts de B donc h™*(U),h™1 (V') sont deuz ouverts de A, comme

f est transitive
il existe k € N: fF(h=Y(U))Nh=2(V) # 0 alors

ho f5(h=HU)) Nh(h™ (v)) = g" o (W (U)) NV = g"(U) NV #0

donc g est transitive.

2. La densité de ’ensemble de points périodiques :
Soit U un ouvert quelconque de B, et montrant qu’il contienne au moins un point périodique,
on a h=Y(U) est un ouvert de A, et comme l’ensemble de points périodiques de f est dense
dans A il existe un point k-périodique x € h™"(U) de f d’ou h(x) € h(h~Y(U)) = U et d’autre
part g¥(h(z)) = h(f*(x)) = h(x) donc h(z) € U est un point périodique de g.

Théoréeme de Sarkovskii [7]

Soit f : I — I une fonction continue sur un intervalle de R, si f possede un point k-périodique,
alors pour tout [ € N: k[, f posséde un point [-périodique.
Tel que > est une notation d’un ordre sur N défini par

365075235250 2.7>-- 2" 132" 5Ly
R A T L SN Ly (D L N (O N Lt N D LN AN |

2.3.4 Chaos selon Li-Yorke [18§]

En 1975 Li et Yorke ont introduit le concept de chaos suivant :

Défintion 2.15. Pour une fonction continue f : I — I, ou I un intervalle borné de R, il existe
un sous ensemble S C I :

1. Vp,q € S avec p # q on a
limsup |f"(p) — f"(q)] > 0

n—-+00

et
lim inf [ f"(p) — f"(q)| = 0.

n—-+oo
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2. ¥p € S et pour tout point périodique q € I on a

limsup | f"(p) — f"(q)| > 0.

n—-+oo

Théoréme 2.9 ([14]). Soit f : I — I une fonction continue sur un intervalle borné I de R, si f
posséde un point k-périodique tel que k # 2°, alors f est chaotique selon Li-Yorke.
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CHAPITRE

Etude de la dynamique d’'un modele discret proies-
prédateurs

L’équilibre proies-prédateurs est un systeme naturel d’équilibre dynamique dans lequel les
populations de proies et de prédateurs d'un écosysteme se régulent d’elles-mémes par les processus
de sélection naturelle, des modélisations mathématiques tentent de prédire la dynamique des
systemes proies-prédateurs. Les équations de modele proie-prédateur constituent le modele le plus
couramment utilisé par les chercheurs, avec les limites théoriques qu’on peut leur associer.

Le modele que nous présentons ci-dessous formalise 1’équilibre proie-prédateur qui est le modele le
plus utilisé [19]

. X
X:T(]X <1_k3> —boXY

Y = (=dy+ cX)Y
ou X (s) est le nombre des proies en fonction du temps, Y(s) est le nombre des prédateurs en
fonction du temps, X et Y représentent la variation des populations au cours du temps, k est le
taux de reproduction des proies et 7y est le taux de reproduction intrinséque des proies en absence
du prédateur. Le nombre de proie consommé par un prédateur est donné par byX et dy est le taux
de mortalité des prédateurs. Le taux de conversion de proie en prédateur est donné par cX, avec
les parameétres g, k, by, dg et ¢ sont positifs. Avec les changements des variables x = %, Yy = 2,3/ et

s = %, on obtient le systeme différentiel non linéaire suivant :

i =rokx(1 — z) — K*cay
y = (—dok + K*cx)y

o4
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PROIES-PREDATEURS 3

Avec la discrétisation par la méthode d’Euler classique, on obtient le systeme dynamique discret

non linéaire suivant :

Tpt1 = Tp + 12,1 — ) — bxpyn (3.1)
Yn+1l = Yn T+ <_d + bxn)yn ‘

oll, 7 = 19k > 0, b= k?c > 0 et d = dyk > 0. Notre objectif est d’étudier le systéme dynamique
discret (3.1]) sur le premier quadrant R3 (z > 0,y > 0), puisque la population ne peux pas étre
négative. Afin de s’assurer que la taille de la population reste toujours positive, nous donnons la
condition initiale suivante :

d—1 1
max <O, b) <zog <1+ -
" . (3.2)

1+ T(l - ZEo)

0 <yy < b

3.1 Existence des points fixes et leurs stabilités locales

Le résultat d’existence des points fixes est donné par la proposition suivante

Proposition 3.1 ([19)).
1. Pour toutes les valeurs des paramétres, le systéme posséde deux points fizes O(0,0), A(1,0).
2. 510 < d<b, alors le systéme posséde trois points fizes O(0,0) A(1,0) et B(x*,y*),

r(b—d)

x* _ d *
avec x¥ = 3 et y" = =33

Démonstration. Un point firte X = (z,y) du systéme satisfait :

r=x+rz(l—x)— by
y=y+ (br —d)y,

par suite,

zr(l—z)—by] =0
y(bx — d) =

Les résultats de la proposition s’en suivent.
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3.1.1 Classification topologique et stabilités des points fixes
Maintenant, nous donneront la classification topologique et la stabilité des points fixes selon les
parametres r, b et d. Le systeme ({3.1)) s’écrit sous la forme : (41, Yns1) = F(Tn, yn), OU :
F(z,y) = (x +rz(l —x) —bry,y + (bx — d)y).
La matrice jacobienne de F' en tout point est donnée par :

(14 7r(1—2x)—by —bx
JF(Q:ay)_< by 1—d+bz )"

Proposition 3.2 ([19]). Le point fize O(0,0) est un col si 0 < d < 2 et est un neud répulsif si
d> 2.

Démonstration. On a JpO(0,0) = <1 BL " 1 E d
A =1-—d.
Les résultats découlent de la comparaison a 1 des modules des deux valeurs propres Ay et Ay de

Jr0(0,0).

) avec les valeurs propres \y = 1+ et

Proposition 3.3 ([19]). Le point fize A(1,0) est un :
1. Neewd attractif si 0 < r < 2 et max(0,d —2) < b < d.
2. Neeud répulsif sir >2 etb>d, our >2,d>2et0<b<d—2.
3. Point non hyperbolique sir =2 etd =10, our =2 etd —b = 2.
4. Col sinon.

1—7r —b

Démonstration. On a JrA(1,0) = ( 0 1—d+b

A=1—d+D.

> avec les valeurs propres \y =1 —1r et

Les résultats découlent de la comparaison a 1 des modules des deux valeurs propres A\ et Ao
de JFA(L 0) .
Proposition 3.4 ([19)).
1. Le point fivre B (z*,y*) est attractif si l'une des conditions suivantes est réalisée :
(a) 0<r<2etd<b<d+1.
(b)) 2<r<d+i et ™D < p<di1.
2. Le point fize B (z*,y*) est instable si l'une des conditions suivantes est réalisée :
(a) 0<r<4+3etb>d+1.

4 rd(2+d)
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. * * . ’I”d(2+d)
3. Le point five B (z*,y*) est un col sirT>2 etd <b< ==~

4. Le point fize B (z*,y*) est non hyperbolique si l'une des conditions suivantes est réalisée :

_ rd(24d)
(a) r>2 etb—m.

(b) rd —4b(b—d) <0 et b=d+ 1.
Démonstration. La matrice jacobienne de F au point B(z*,y*) avec * = ¢ et y* = T(Z;);d)
égale a :

s o [(14+7r(1—22%) —by* —bx* (1-t 4
JFB(‘”’“‘( by* l—d+ba*)  \r—m@ 1)

b
et son polynome caractéristique est alors éqgale a :

, est

P(A) = N+ L(",y" )X + M(2", y"),

ou: L(z*,y") =ra* —2=r% -2 M(z*,y*) =1—ra* +b2*y" = ;(b—rd + rdb — rd?).
1. D’aprés le théoréme 1.6, le rayon spectral p(JpB(z*,y*)) est <1 si et seulement si :

[L(z%y")| =1 < M(z,y") < 1,

ce qui nous donne la propriété [1]

2. Maintenant, nous distinguons les trois cas suivants selon le signe du discriminant A de P, ot
A = L(z*,y*)?* — 4M (2%, y").
1" cas : Si (A <0). Dans ce cas on a :
A1) = [Ae| > 1 <= M(z",y*) > 1

= ll)(b—rd—i-rdb—rdQ) > 1

—b>d+ 1
2¢me cas : Si (A = 0). Dans ce cas, comme P(1) = b?z*y* > 0 alors

A1l > 1 et |Xo|] >1 <= M(z",y*) >1et P(—1)>0

ce que nous donne la conclusion |3,

3. Le point fire B(x*,y*) est un col si |A\1| > 1 et | Ao <1 (ou |A1] <1 et |[Na] > 1), comme
P(1) > 0 alors le point fize B(z*,y*) est un col si et seulement P(—1) < 0, ce que nous
donne la conclusion [3.
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4. Le point fize B(x*,y*) est non hyperbolique si |A\1| =1 ou |Xo| = 1. Nous distinguons les trois
cas suivants selon le signe du discriminant A.
1" cas : Si (A > 0). Dans ce cas comme P(1) > 0 alors forcément P(—1) = 0. Ce qui
achéve la propriété [{d,.
2¢m¢ cas : 9i (A < 0). Dans ce cas P a deuz racines complexe conjuguée A\ et Ay (Ag = A;).
Par conséquent, le point fize B(z*,y*) est non hyperbolique si et seulement si |\i| = 1. Mais

puisque o
M=l M=l M\ =1= A\ =1

et \i.hy = M(z*,y*) = £ (b—rd + rdb — rd?), il s’ensuit que B(z*,y*) est non hyperbolique
si et seulement si : ]
E(b —rd+rdb—rd®) =1,

ce qui donne
b=d+ 1.

D’autre part, la condition A < 0 est équivalente a :
—4b% + 4db+ dr < 0,

ce qui équivaut a :

rd — 4b(b — d) < 0.

Ceci compléte la démonstration de la propriété [f.

3.2 Etude de bifurcations locales

3.2.1 Bifurcation nceud-col

Le point fixe A(1,0) possede deux valeurs propres, \j =1 —r et Ao =1sib=d et r # 2.
Avec le changement de variable u,, = x, — 1, v, = y, et b* = b — d, on transforme le point fixe
A(1,0) a lorigine. Et le systeme (3.1)) devient

Upyr \ [ 1—1 —d Up, —ru? — (d + b*) u,v, — b*v,
( Ung1 ) o ( 0 1 ) < Up, ) + ( (d+ b*) upv, + b*v, ’ (3.3)

La matrice jacobienne J du systéme 1' au point (0,0) est donnée par
= 1—r —d
()
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Pour diagonaliser la matrice J on cherche les vecteurs propres associés a ses valeurs propres
M=1l—retAy=1:

JX:(l—T’))“:*{(1—r)x_dy:(1—r)x

y=01-r)y
{xER
<~
y=0
o 1
D'ou, U, = <0> est un vecteur propre de \y =1 —r.
1— —dy =
JX =X <= rje—dy =
y=y
—rr =dy
yelR

. —d
D’ou, V; = < , ) est un vecteur propre de Ay = 1.

1 —
Pour r # 2, on construit la matrice inversible 7} = (Uy, V) = 0 Td ) et on pose

( Un ) =T ( Tn ) = (x” idy">, alors le systeme 1) devient
Up, Yn TYn

T ( Tt ) :< 1—r —d ) T ( gn ) N < (T — d)? — (d+ ) (T — )G — b7 ) .

YUn+1 0 1 n (d+b") (Zp, — dyn)ryn + b ry,

1
0

S s

En multipliant les deux cotés de cette derniére par 7! = ( ), on obtient

Tnt1 af 1=r —d Tn,
- =T T =
(?ml) ! (0 1 >1<yn>
Lot (@ = d)” = (d 4 6) (En = dGa)rG — b
! (d + b*> (fn - dgn>rgn =+ b*rgn ‘

(jn-i-l > o ( 1—7r 0><fn>+<f(‘%n7gn7b*))
gn-i—l N 0 1 gn g (fna gna b*) ’

[ (Fn, U, b)) = = 7(Zp — dp)? + (d — 1) (d + ) (T, — )T + (d — 7)0* Ty,

avec
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En utilisant le théoréme de la variété centrale, on détermine la stabilité de 'origine pour la valeur
b* = 0 par I’étude d’un systeme dynamique de dimension un. Soit la variété centrale suivante :

Me = {(@n, §u0") € R®, Ty = h (5, %), 1(0,0) = 0, Dh(0,0) = 0}

Pour 3, et b* suffisamment petit. On suppose que la fonction h : qui vérifie les deux hypotheses
h(0,0) = 0 et Dh(0,0) = 0, s’écrire sous la forme

B (G, 0°) = arb*n + az (0°)” + a3(n) + O ((1Gal + 10°])°)
qui satisfait I’équation :

]:(h (gnab*)) = h(gn +9 (h (gn>b*) ’gm b*> 76*) - (1 - T)h (gnab*) - f (h (gn,b*) 7gna b*> = O( )
3.4

1. Calculant g, + g(h(Yn, 0*), Un, b*) ;
T+ g(h(Gn, 0), G ) = G + (d + ) (10 + a3 (%) + as(Fn)* — dGn)Gn
+ G + O (1G] +1071)%)
= G — d*2 + "G + O (1G] + 07])°) -
2. Calculant h(g, + g(h(gn,0*), Un, b*),b%);
WG+ (AT, b7, G ), 0) = a1 (G — P2 + 0 + O ([l + [°))°)) + a2 (b°)?
+ a3 — G2+ 0o+ O ([l + 0°D°))? + O (1G] + b7])°) -
D’ou,
WG+ (A (s 07, G, ), 07) = a1b" G + a2(b)? + asi® + O (|7l + [°)%) . (3.5)
3. Calculant (1 —7)h (g, b*);
(1= 1)k (. b) = (1= 1)arb* G + (1 = r)az (5 + (1= r)as(@)* + O (7] + [°])°) -
(3.6)
4. Calculant f (h (gn, "), G, b*);
F (e (a0 G ) = =1 (B (G, %) = ) + (d = 1) (d + 5°) (B, b) — i)
+(d = )0 G + O (|7l + [°])%)
= —r (@b + a3 (%) + a5(5n)” + O (7] + [°])*) — i)’
+(d=7) (d+ ) (@b o+ a2 (5) + a3(§)? + O (1G] + 16°)*) = dGn)
+(d = )0 G + O (|7l + b))
= —rdgp — d*(d = 1) + (d = )0 G + O (5l + 7))
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D’ou,
gﬂmawﬂ@uﬂ=—fﬁ+w—wwm+oamwﬂwwy (3.7)

En remplacant (3.5 - et . ) dans , on obtient :

h (gn + g (h (gn; b*) 7@”7 b*) ) b*> - (1 - T)h (gm b*) - f (h (gn; b*) 7@”7 b*) = (Tal - (d - r))b*gn
+ (rag)(b*)* + (ras +d*)7* =0

Il en résulte,
d—r d3

ap=——, a=0et a3 =——.
r r
L’étude restreinte a Mc est donnée localement par

Unt1 = Yn + g(fm Un, b*)
= gn + g(h(§n7 b*)a gna b*)
= o+ (d+ ) (arb" G + a2 (0°) + as(@n)? + O ([l + b)) = dgin) + 5T

D’ot,
Jngr = (14 b) G + (d+ b%) (a2b* — d) 72 + O (1G] + 07])°) - (3.8)

On pose ¢ (Un, b*) = Ynt1, on a alors :

[9J0) 0¢
0,0)=1, —(0,0) =0
50.0)= 1. Z20.0) = 0
o ¢ o
0,0) = —2d* 0,0) =1, 0,0) = 0.
82< ) ) ayab*<7 ) 8[)2( )
1. Quand b* < 0, on a :
|g¢(0 b ) =|1+b"| <1,
alors le point fixe y = 0 du systeme (3.8]) est stable.
2. Quand b* =0, on a :
¢ 2¢> 2
—(0,0)=1et —(0,0) = —2d" <0
alors le point fixe y = 0 du systeme ({3.8]) est Stable.
3. Quand b* > 0, on a :
o¢
0,6 =[14+b">1
S0 =1

alors le point fixe y = 0 du systéeme (3.8) devient instable.
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0 0?
Et comme agi(O, 0)=0et 8(5(0’ 0) # 0, en vertu du théoreme le systeme " admet une
Y

bifurcation nceud col de type transcritique.

De plus, on a :
P9\ P9 99
(<ay3b*> “ a2 o | GO =120

IL en résulte la bifurcation est super-critique. Autrement dit, quand b* < 0, le point fixe y = 0 du
systeme (3.8)) est stable, et quand b* > 0 perd sa stabilité et apparait un autre point fixe stable.
On considere ensemble I' = {(r,d,b) : d =b > 0,7 > 0 et r # 2}, et on a le résultat suivant :

Corollaire 3.1 ([19]). Le systéme subit une bifurcation neud-col de type transcritique au
point A(1,0) quand le paramétre b varié dans T .

100
0.10
095
0.08
0.90
0.06
085
0.04
0.80

0.02

0.75

16 1.8 20 22 24 26
b 0

1.6 1.8 20 22 24 26
b

(a) Sur le plan (b,x) quand r = 1,d = 2 et b varié
dans [1.5,2.7]. (b) Sur le plan (b,y) avec les méme parametres.

FiGURE 3.1 — Diagramme de bifurcation du systeme 1} en partant de point initial (1.1,0.1).

3.2.2 Bifurcation de doublement de période

Le point fixe A(1,0) du systeme est non hyperbolique quand r» = 2, avec les valeurs
propres Ay = —1, Ay =b—d+ 1. On suppose que b # d et b # d — 2, et on considere la bifurcation
du point fixe A(1,0) avec le parametre r. Avec le changement de variable u, = z, — 1, v, =y, et
r* = r — 2, on transforme le point fixe A(1,0) a l'origine. Et le systeme devient

Upp1 | [ —1 —b U, —1* Uy (U, + 1) — 2u2 — bu, v,
()= () )+ O, 5
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La matrice jacobienne J du systeme (3.9) au point (0,0) est donner par
- -1 —b
/= ( 0 1+b—d >
Pour diagonalisé la matrice J on cherche les vecteurs propres de ses valeurs propres Ay = —1 et

Ay =14b—d. On suppose que b # d et b # d — 2, alors on a :

—x—by=—x
(1+b—dy=—-y

z€E€R
=
y=0,

d’ou, Uy = <(1)> est un vecteur propre de \; = —1.

JX——X<:>{

. - —r—by=(14+b—d)x
JX =(1+b d>X‘:’{(1+b_d)y=(1+b—d)y

(24b—d)x=—by
y € R,
1
d’ou, V5 = (211;?1) est un vecteur propre de Ay =1+ b —d.
’ 1 -1
On construit la matrice inversible Ty = (Us, V3) = < 2+bd ), et on pose :

0 =3

~ ~ 1 ~
Unp, _ TQ fn _ Ty + @yn :
U, Yn _Eyn

alors le systeme (3.9) devient :

Fasr ) [ =1 —b F
n(gn)=(00 hema ) ()
i ( —r*(Tn + ﬁ@n)@n + %ﬁy} +~1) - 2(1%:" %ﬁgn)z + Yn (T + W},dgn) ) '
_yn(xn + 2+b_dyn)

1 b
0 2+_bgd>, on obtient :

Tpy1 \ o1 —1 —b Tn
(gnH)_T? (o 1+b—d>T2 yn>

LTy —r* (T, + %ﬁyn)(fn + gﬁﬁ?jf +~1) - Q(Ifnj‘ Hﬁ%? + Un(Tp + ré_dgn) '

En multipliant les deux cotés par T+ = (
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Apres quelques simplification le systeme (3.9) devient
i’nJrl . —1 0 %n + f (fn7§n7r*)
Un+1 0 1+b—d Un g (%m Un, T*>

~ o~ 2—d ~ gn ~ ~ Yn 2 ~ Yn >

ny JIn, * P n a1 g TL_2 n a1 g - * n a1 g

Fninr) =5 g (g =2 (B =) - (B iy
(1_’_%”_'_%)7

ou,

2+b—d
o Un

En utilisant le théoreme de la variété centrale, on détermine la stabilité de 'origine pour la valeur
r* =0, par ’étude d’un systéeme dynamique de dimension un. Soit la variété centrale suivante

Me = {(Zn, Un, ) € R : Gy = h (Fn,7") , h(0,0) = 0, Dh(0,0) = 0} .

Pour z,, et r* suffisamment petit. On suppose que la fonction h : qui vérifie les deux hypotheses
h(0,0) = 0 et Dh(0,0) = 0, s’écrire sous la forme :

h (T, 1) = a1 B + a5 (1) + ag(#)” + O (1] + [))*),
qui satisfait,

F(h(Zp, ™)) =h(=Zp + f (Tn, h (T, 7)), 7)) = (L+ b — d)h (T, ") — g (Tp, h (Tp, 7™) ,7") = 0.
(3.10)

1. Calculant —Z,, + f (T, h (T, 1), 7% ;

2—d
— T+ [ (@, h(Ty,r7),17) = —fn‘i‘“b_d(fn

0Ty + ay (1) + a3(7,)” + O (|7l + |r])?)
24+b—d

+ ) (aﬂ"*:%n +as (1) + as(3,)?

* o %\ 2 ~ \2 ~ *)3 2
o o+ ap (1) + as(@)? + O (18] + 7))
+ O ((|&] + Ir |>)) 2<mn+ b —d
* o %) 2 7 \2 s *[\3
T+ ax () 4 ag(@)? + O (1@ + [r)?) _
—7"* :L‘n+ 1+l’n
24+b—d

* 7 %) 2 ~ )2 e *[\3

1Ty + az (1) + a3(F,)? + O ((|7a] + 17)°)
24+b—d

+

= & — 280 — 1" Fy + O (|| + ))%)
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2. Calculant h(—, + f (Zn, h (Tp, "), 7%),7%);
h(=Zn + f (@, b (Fn,7™) ,17) 17) = aar™ (=T — 282 — 7% + O ((|Za] + 7)) + a2 ()
+a3(=Fy — 28, — 7% + O (1] + [r*)*)? + O (7] + Ir])?)
d’ou,
(=T + f (Fns b (F,77),7) 77) = a7 F + as(r)? — s + O ((|&a] + [77])°)  (3.11)
3. Calculant (1 +b— d)h (T, r");

(14b—d)h (Zp,r*) =a1(1 + b — d)r*Zy, + az(1 4+ b — d) (r*)?

3.12
+ag(1+b— d)(#,)* + O (17| + [ ])°) 12
4. Calculant g (T, h (T, %), 7%);
G (Zn, h (T, "), 7)) =b (alr*%n +ag (1) + a3(Z,)? + ( |Tn| 4 |77]) ))
ot E+ ax (1) + a(@)? + O (18] + r))°)
Tn ¥ 21b—d
d’ou,

9 (@ b (Fn,77),77) = O (|70l + r])°) (3.13)

En remplacant (3.11)), (3.12) et (3.13]) dans (3.10)), on obtient :

h(=Zp+ [ (Zn, h (T, 7™),17)) = (L+ b0 — A)h (T, ™) =g (Ty h (T, 77) ,177") = —ay (b — d)r* T,
—ag(b—d)(b*)* — az(b — d)z* = 0.

Il en résulte,
a1 =0, a5 =0, a3 =0 = h(F,, 1) = O (|| + r"])*) .

L’étude restreinte a Mc est donnée localement par,

Tpg1 = —Tp + f(fm Yn, 7‘*)
= _%n + f(fny h(fm T*)a T*)
= —Un+ f(Zn, O ((|fn| + |T*|)3> 7).

D’ou,

Fngr = —Fn — 7 En (14 Tn) = 2(&0)” + O (1Tl + [])?) - (3.14)
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On pose ¢(Tp,7*) = Tpy1, on a alors :

dp . 0% . Py
— = a2(07") —2(r* +2), a3(07”) 0

o— (3290.890 ‘?2 )(o,O) — 2 8= (283 +3%) (0,0) = 48.

0x? Or* 0T or* o3 012
1. Quand r* <0, on a :

s,
|S0 =|-1-r" <1,

%(O,T )

alors le point fixe x = 0 du systéme (3.14)) est stable.
2. Quand r* =0, on a :

3 2 2
gi(0,0) =—1et Sp(0,0) = g +(0,0) — 3(2 (0, 0)) - <0

alors le point fixe x = 0 du systeme (3.14)) est stable.
3. Quand r* > 0, on a :

0,7") =] —=1—=1r" > 1,

ox

le point fixe = 0 du systeme (3.14]) devient instable.
Comme a # 0 et 5 # 0, en vertu du théoréme le systeme (3.1) admet une bifurcation de
doublement de période. De plus, on a : af < 0, alors la bifurcation est super-critique. Autrement
dit, quand r < 2, le point fixe x = 0 est stable, et quand r > 2 il perd sa stabilité, et apparait un

cycle d’ordre 2 attractif.
D’ou, le résultat suivant

o

Théoréme 3.1 ([19]). Sid #0betb+#d—2, le systéme subit une bifurcation de doublement
de période au point A(1,0), quand le paramétre r varié au voisinage de r = 2. De plus, quand
r > 2 il apparait un cycle d’ordre 2 attractif.

S’il existe un point initial du systeme (3.1]) pour que bxy — d = 0 apres une N-éme itéré, alors
le systeme ({3.1]) devient

Tyl =Tp +12,(1 — )
Ynt1 :Ou

quand n > N, sera I'extinction de la population de prédateur.
Le diagramme de bifurcation de ce systeme est similaire a celui de la fonction logistique, et son
diagramme de bifurcation est illustrer précédemment, voir la figure [2.1]
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3.2.3 Bifurcation de Neimark-Sacker

D’apres le théoreme , le systeme 1' posseéde un point fixe B(x*,y*) avec z* = % et

Y= T(l;;d), qui a deux valeur complexes de module égale & 1, quand rd —4b(b—d) < 0et b =d+1.

On définie 'ensemble ¥ = {(r,0,d) : rd —4b(b—d) < 0 et b=d + 1}.
Si (r,bg,d) € 3, alors le systeme ([3.1]) possede un point fixe B(z*,y*). On pose le changement
de variable u,, = z,, — z* et v, = y, — y*, qui transforme le point fixe B(z*, y*) a l'origine. Et le

systeme (3.1]) devient :

(Un+1> _ (un + 2" 4 r(up + %) (1 — (u, + ) — bp(uy + %) (v, + y*))
U+ y* + (bo(uy + 2%) — d) (v, + y¥)

( (1 +7r— 27’% — by r(bz;d)) Up — bO%Un — Uy = boun vy, )

Un+1

- bo—d
bO r( 22 Up, + Un, + bounvn
0

d'ot,

u —rd Uy — dU — T’u2 — b UV
n — ( ) n n n 0UnUn
()= () 319

et son polyndme caractéristique est égale a :

d d d?
PN =24 [ o) ar14rd— 2T
bo bo Do
Soit R(bg) := |A12|, tel que A; 2 sont les racines du polynéme caractéristique P,. On a,
d rd?
Rbo)2 = Mo =1+rd— 2 - "0
bo bo

par suite,

d rd
R(bo):\/1+rd—2—7;)(),

en dérivant R par rapport a by, on obtient :

rd+rd?

d > 0,Y(r, by, d) € R,
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Il en résulte,
R'(bo) # 0,¥(r,bo,d) € RY. (3.16)
Ce qui vérifie la deuxieme condition du théoreme [2.1

En remplacant by = d + 1 dans la matrice J,, on obtient :

()
T 1 bl

d+1

et son polyndme caractéristique est égale a,

rd — 2d — 2

P(X) = X* +p(bo)A + q(bo), ot p (bo) = d+1

, q(bo) = 1.

Les valeurs propres du systeme (3.15]) sont deux nombres complexes de module égale & un, donnés
par :

My — —p(bo) N i\/4Q(bo) —p(bo)Q‘
’ 2 2

D’apres le théoréme , il faut vérifié que (A12)™ # 1,m=1...4.
Comme le discriminant du polynéme caractéristique P (A = p(by)* — 4q(by)) est négatif, donc
A2 # Let A7, # 1. Il reste & monter AY, # 1 et A}, # 1. Comme ;5 € C,V(r, by, d) € X, alors
ona:

3 27 1
)ﬁfz =1= 62“’“’]{: €T <= \o= EEi — -3 :I:i\f
“plbo) | iAa(bo) = pbo)? 1, V3
— + =" 4;2X=
2 2 272
< p(by) =1

< rd=3(d+1).
De méme on a,

My=1=" kel \p=e"2 =i
< p(by) =0
= rd=2(d+1).

Il en résulte, on obtient les conditions (3.17)), qui vérifie la troisieme condition du théoreme .

rd#2(d+1) et rd # 3(d+1). (3.17)
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Vérifions maintenant la quatrieme condition du théoreme 2.1}

1 _ _
0 N ) , tel que ay = w et b1 = M, qui vérifie :
1

b
T T = (0 7).
5 Tt (51 aq

On considere la transformation suivante :

Un+1 —T Tngt o Unt1
=T =~ - B B
Un+1 Yn+1 B1Zn+1 + Q1Ynt1

qui transforme le systéme ([3.15))
rd
Un 41 _ ( — b7> Uy, — dv, — ruQ — boun, vy, —J Up, n —rui — bounvy,
Un+1 (?" — Z—d) Uy, + Uy, + boUp Uy, °\ v, bon vy,

~ ~ _ ~2 _ ~ ~ ~
Ty <:En+l> = JTs ( zin > + ( Yy, ~ boyn~(51$n ‘talyn) > ‘

YUn+1 n b(]yn (61'%11 + Oélyn>

Soit la matrice inversible T3 = (

a1 1

En multipliant les deux cotés par Ty * = <_ b %), on obtient :

~ aq 1 ~9 ~ ~ ~
n — n B B - —b Yn (Blajn + alyn)
oo () =g, [ T )+ (T B Tn — O0bn i .
(yn+1 3 bo”3 Yn 1 0 bOyn (ﬁlxn + alyn)

Apres quelques simplifications, on aura :
Tpy1 _ [ a1 -5 Tn f(“%na gn)
- = + “mgn) o)
Yn+1 61 aq yn g(xna yn)

F (@) =t + RO G (315, + 1) et g(Tn, Gn) = —152 — bl (Bin + 01Fn) -

ou,

D’autre part, on calcul le nombre de Lyapunov :

2)\))\2

a=—Re [( T 511520] — S l€ull® = [1o2l” + Re (A&l)
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1 .
S0 =3 [fz;— 7 T 20t (g;;—ggg— 2 557” 7
1 .
511 :Z [ e gg+z(g;5+g§’g)} )
1 .
So2 =3 [fz;—f’y”g— 20551 (9525—9’375"‘2 ’:ii])} J
1 .
a1 16 [f;?;i*’ cy T 9zay T gy 0 (9?:55+95§:3_ Try 51737)} ’
et
20[1
fg’izo, f’?;’y‘zﬁi(r‘i‘booél‘i‘bo),
1
fey=boar +bo, fimz= T =Toys = ey =0,
97 =0, g7 =—-2(r+boas),
Yay = —bob1. sz = Ygyy = Yy = Yazy = 0
Par suite,
1[ 2
520 :g _;1 (T -+ 50041 + bO) - 2bOBl + 12 (7' - bU)] )
L M
12
611 =— ﬂ (7’ + b(]Oél + bO) —12 (7’ + b0a1>] )
41 5
1 [ 20./1 .
602 :g —67 (7” —+ boO{l -+ bo) + 2b051 + 22 (T + 2b00[1 + bo) 3
L M
&1 =0.
Apres les calculs, on obtient :
1
Q=—-= [O{% (bg + boOél + 7”)2 - (b(Q)Oé% - b(]?" + 2()07“061 + 7"2) 512}

16 (1 — ay) 32
(01 = 1) (201 = 1) af = (1= 901 +1207) B7 + 21

1
i urur—— [C(l (bo + boC(l =+ 7“) (boOél — bo + 27") —bo (boOél + 7“) ﬁﬂ

16(1 — a)
bo + b ’
(b0+2b0a1+r)2+ (( 0t og1+7“)a1 +b051> ]
1

387 + (2= 901 +8af — 88}) an| — 116

‘;l<bo+r)2+a%(

bo + boOél + 7“)2‘|
Bt '

Ce qui nous donne le résultat suivant
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Théoréme 3.2 ([19]). Si (r,b,d) € X, et les conditions sont satisfait et a # 0, alors le
systeme a une bifurcation de Neimark-Sacker en point B(x*,y*) quand b varier dans 3. De
plus, sia <0 (respectivement a > 0) la bifurcation est super critique (respectivement sous critique).

3.2.4 Courbes critiques
Le systeme (3.1]) s’écrit sous la forme : (2,41, Yni1) = F(Tpn,Yn), OU :
F(z,y) = (x +rz(l —x) — by, y + (bx — d)y).
La matrice jacobienne de F' en tout point est donnée par

(14 7r(1—2z) by —bx
JF($7y) - ( by 1—d+ bl’)

Proposition 3.5.
1. Si d # 1, lapplication non inversible F' est de type Zy < Zs, tel que :

2r 1+r 2r 147

s = e emiv= et () 1)
G {(%y)é V= T\ T )ty

et

2 1 T
_p2 t3+(—b +T+2r+rb)t2
LC = o g L, 1+r1-d)| TR
3 2 _ _ . A S
bl_dt+h1_dt+<ﬂr+w (1 @b)t+ 2
=LUlL.

Tel que LC posséde un point cuspidal C' créant un cap dans Zz pénétrant dans Z.
{Cy=LnL.

Voir la figure
2. 8t d =1, Uapplication non inversible F' est de type Zy — Zs, tel que :

1
LClz{(a:,y)eRQ:x:O ouxr = ;T},
,

et

242 1

Voir la figure
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Démonstration. La courbe LC_; est donné par
LC_y = {(z,y) € R : det(Jp(z,y)) = 0} .
On a,

det(Jp(z,y)) =0 <= (1 +7r—2rz —by)(1 —d+ bx) + b*ry =0
= (1+7)(1—d)+ (1 +7)br —2r(1 — d)z — 2rba* — (1 — d)by = 0
= (1—d)by = —2rbx* + (1 +7r)b—2r(1 —d)) z + (1 +r)(1 — d).
On distingue deux cas possibles.
1. Le cas d # 1

2 1 2 1
LClz{(:C,y)ERZ:y:_ T :C2+< +7"_7”)x+ +7‘}.

1—-d 1—d b b

Par application de LC_y par F' (LC = F(LC_y)), on obtient la représentation paramétrique
de LC' suivante :

2r 1+r 2r 1+7r
0= {p (o (15§ ) oo
C { <(t,1_dac+ —d & T+ 2 te

2 1 2 1 T
thrt(l—t) — bt [ — t2+< +T—T>t+ +T>
_ 1—d 1—d_ b b LER
(bt+1—d)( : t2+<1+r—2r>t+1+r> ’
1—d 1—d b b
T
—blzrdﬁ—%(—bi_%;—+2r+w%)t2
_ - - teR
2r o 147, 2r I+r)(1—=a)|
bl_dt+b1_dt+<ﬂr+n (1 @b>t+b

=LUL.

La courbe LC' est formée de deux courbes L et L' divisant le plan R? en deux régions. Une
région Z, avec un seul antécédent de rang un, et une deuxieme régions Zs pour laquelle, tout
point posséde trois antécédents distinctes de rang un.

2. Le cas d=1:
LC_ | = {(m, y) € R? : —2rba? + (1 +7)bx = 0}

1—1—7"}
2r )

:{(x,y)eR?:x:O ouxr =

Donc la courbe LC_; constitue de deuzr branches L_y et L' |, ot :

147
— 2. . I 2. ..
L_1—{($,y)E]R .$—O} etL_l—{(z,y)G]R = }
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Mais comme F(L_y) = F(0,t) = (0,0), la courbe LC = F(LC_;) constitue d’une seule
branche LC = F (L' ,).

147 147 147 1+7r\7T
14+7r 5 +r 1— 5 )—b 5 t
LC:{F<,t>,teR}: r r g r r JtER
2r t+(b —1>t
2r
2+ 2r+1 1+rbt T
= 4 2
= T1+Tbt r ,teR
2r
242 1 1
On pose x = U +Tbt, on obtient :
4r 2r
242 1
LC:{(q:,y)GRZ:y:—ijT}.
r

La courbe LC' divise le plan R? en deuz régions. Une région Zy avec aucun antécédent de rang
un, et une deuxiéme régions Zs pour laquelle, tout point posséde deux antécédents distinctes
de rang un.

(a)r=3,b=3etd=2 (b)r=3,b=2etd=1

FIGURE 3.2 — Les courbes critiques de F'.
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3.3 Simulations numériques

3.3.1 Bifurcation de Neimark-Sacker

Le portrait de phase du systéme (3.1 présenté sur la figure pour r = 3 et d = 1. Le point
fixe B (%, 3(%;1)) est stable pour % < b < 2, et perd sa stabilité pour b = 2 et apparait une courbe
invariante attractive pour b > 2 puisque a < 0 d’apres le théoreme (3.2]

0.7502 LT : 0.752

0.7501 A S ’ 0751 .-

0.7500
y v 0.750
0.7499
0.749
0.7498
0.748
0.7497 & . L.
05023 05024 05025 05026 05027 0.5028 0500 0501 0502 0503
X X
(a) b=1.99, le point initial Xy = (0.51,0.74). (b) b =1.995, le point initial Xy = (0.51,0.74).
0.80 00| -
e I
0.78
0.76
0.76 ¥
0.74
¥
0.74 0.72
0.70
0.72
0.68 5w 2 :
044 046 048 050 052 054 056
0.70 X
046 047 048 049 0.50 051 052 053 054

) (d) b =2.01, les points initiales Xy = (0.51,0.74) et
(¢) b = 2.005, le point initial X, = (0.51,0.74).  Yp = (0.51,0.65).

FI1GURE 3.3 — Portrait de phase du systeme 1} pour le parametre b, r = 3,d = 1.

Remarque 3.1. D’apreés le théoréme st les conditions ne sont pas satisfait, le systéme
n‘aura pas de bifurcation de Neimark-Sacker en point B(x*,y*), dans ce qui suit on va présenté
une simulation numérique pour le systéme quand b varié dans X, et rd # 2(d+1),rd # 3(d+1).
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Simulation numérique pour r =6, d =1

Sur la figure on présente le portrait de phase du systéme (3.1]) pour r = 6 et d = 1. Le point
fixe est stable pour b = 1.99 jusqu’a b = 2, apres il n’apparait pas de courbe invariante.

1.50004

1.50002

1.50000

149998 .

1. 49996

1.49994

1.49992

1. 49990

1 49988

1. 49986

0.50242 0.50246

050250 0.50256
X

(a) b= 1.99.

0.50260

1.5004

1.5003

1.5002

1.5001

1.5000

1.4999

1.4998

1.4997

1.4996

\

[

0.4996 0.4998 0.5000 0.5003
X

(b) b = 2.0003.

FIGURE 3.4 — Portrait de phase du systeme (3.1, r = 6,d = 1, le point initial X, = (0.5,1.5).

3.3.2 Bifurcation d’une courbe invariante fermée

Maintenant, on donnera quelques simulations numériques pour le systeme dans le but
d’appuyer nos résultats théoriques. . En fixant r» = 2, d = 3 et en faisant varier le parametre b de
la valeur 3.99 a la valeur 4.52, nous avons observé les situations suivantes que nous avons illustré
par les figures ci-dessous. La courbe LC'_; est en rouge et la courbe LC en bleu, en partant de
point initial X, = (0.7,0.012).

1. Pour b = 3.99, on a le point fixe B(z*,y*) est un foyer stable, voir la figure m

2. Pour 4 < b < 4.127, on a une courbe invariante fermée née a partir de la déstabilisation du
point fixe B(x*, y*) sous la bifurcation de Neimark-Sacker, voir les figures et [3.5d

3. Pour b = 4.127, la courbe invariante fermée entre en contact avec la courbe critique LC'_q,

voir la figure

4. Pour 4.127 < b < 4.32, la courbe invariante fermée coupe LC_; en deux points, et cette
bifurcation crée des oscillations de la courbe, voir les figures [3.5¢] [3.51 et [3.5g]
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3

5. Pour 4.32 < b < 4.52, 'accroissement du nombre d’auto-intersections, l'apparition des boucles
menent vers la construction d’un attracteur chaotique, voir les figures [3.50], [3.51, [3.6a], [3.6b)] et
B.6d

010 =
0.09 »
0.08

070 0.72 0.74 0.76 0.78 080 0.82 084 086 088
x

(a) b= 3.99.

(g) b=4.3.
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0.13

012

011
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0.08

0.

020

0.18

0.16

0.14

/

70 072 0.74 076 078 080 082 084 086 088
x

(b) b= 4.

(h) b= 4.315.
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0.15

o4 il

0.12

0.1l

010

009

0.08

013 4

/

070 0.72 074 076 0.78 080 082 084 086 088
x

020

0.18

0.16

0.14

0.12

0.10

0.06

004

(c) b=4.01.

FIGURE 3.5 — Portrait de phase du systeéme ()
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0.20

e
[RE] I

0.05

(b) b= 4.4.

FIGURE 3.6 — Portrait de phase du systeme 1)

3.3.3 Bifurcation de contact de ’attracteur avec son bassin d’attraction

On va présenté une simulation numérique concernant les bifurcations de contact. En fixant
r =2, d = 3 et en faisant varier le parameétre b de la valeur 4.5 a la valeur 4.53, nous avons observé
les situations suivantes que nous avons illustré par les figures ci-dessous.

1. Pour b = 4.5, on a un attracteur étrange avec son bassin d’attraction, voir la figure |3.7al
2. Sur la figure [3.7b| un zoom sur l'attracteur et son bassin d’attraction immédiat.

3. Pour b = 4.52, on a une bifurcation de contact entre la frontiere de 'attracteur et la frontiere
de son bassin d’attraction immédiat, voir la figure |3.7¢]

4. Pour b = 4.53, la bifurcation de contact précédente conduit a la disparition de I'attracteur
étrange, voir la figure
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0.5

04

0.3

02

0.1

025

0.20

0.15

0.10

0.05

0.5 0.6 07 08 09
X

(c) b=4.52

1.0

1.1

D257

0.20

0.15

0.10

0.05

0.5 06 07 08 09 1.0 1.1
X

(b) b = 4.5, zoom

025

0.20

0.15

0.10

0.05

0.5 06 07 08 09 10 1l
X

(d) b= 453

FIGURE 3.7 — Le bassin d’attraction et 'attracteur du systeme (3.1))

3.3.4 Simulation numérique pour r =3, d =2

Sous ces valeurs particulieres des parametres r = 3, d = 2 et b = 3, les conditions
du théoreme ne sont pas satisfaites. Maintenant, on va présenté une simulation numérique
illustre la bifurcation de Neimark-Sacker d’un cycle foyer d’ordre quatre, et la bifurcation de courbe
invariante. En fixant r = 3 et d = 2, en faisant varier le parametre b de la valeur 2.99 a la valeur
3.334, nous avons observé les situations suivantes que nous avons illustré par les figures ci-dessous.
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en partant de point initial Xy = (0.66,0.33).

1. Pour b =2.99, on a le point fixe B(z*,y*) est un foyer stable, voir la figure .

2. Pour 2.99 < b < 3.19, le foyer se déstabilise et apparait un attracteur cyclique stable d’ordre
quatre, voir les et

3. Pour b = 3.19, I'attracteur est un cycle d’ordre quatre de type foyer, voir la figure |3.9a/ et le
zoom sur la figure [3.9b]

4. Pour 3.19 < b < 3.2, on a un cycle stable de quatre courbes invariantes fermées née a partir

de la déstabilisation du cycle précédent, sous la bifurcation de Neimark-Sacker, voir la figure

et le zoom sur la figure [3.9d]

5. Pour b = 3.2, le cycle entre en contact avec la courbe critique LC_q, voir la figure [3.9¢]

6. Pour 2.2 < b < 3.33, 'accroissement du nombre d’auto-intersections, I'apparition des boucles

meénent vers la construction d’un attracteur chaotique, voir les figures |3.91, |3.9¢] |3.9h] et |3.9il

7. Pour b = 3.3, l'attracteur étrange et son bassin d’attraction sont présenté sur la figure |3.10al
Un zoom sur l'attracteur et son bassin d’attraction immédiat est présenté sur la figure

8. Pour b = 3.33, on a une bifurcation de contact entre la frontiere de 'attracteur et la frontiere
de son bassin d’attraction immédiat, voir la figure |3.10c]

9. Pour b = 3.334, la bifurcation de contact précédente conduit a la disparition de 'attracteur

033230
033228
0.33226
033224
033222
y
033220
033218
033216
033214

033212

étrange, voir la figure [3.10d|.

034

032
0.1

06687 0.6688 0.6689 0.6690 065 0.66 067 0.68 060 065 0.70 0.75 0.80
x x x

(a) b= 2.99. (b) b= 3.002. (c) b= 3.05.

FIGURE 3.8 — Portrait de phase du systeme 1)
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(i) b = 3.33.

FIGURE 3.9 — Portrait de phase du systéme 1)
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0.5

-0.5

0 02 04 06 08 I 12 14 16 - 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

i I’lm . &

04 05 06 07 08 09 10 1l 04 05 06 07 08 09 10 1l

(c) b=3.33. (d) b= 3.334.

FIGURE 3.10 — Le bassin d’attraction et 'attracteur du systeme 1’
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Conclusion

Le but assigné a ce travail est d’exposer certains aspects de la théorie des systemes dynamiques
discrets. Plus précisément, ’axe de travail porte sur un modele discret non linéaire proie-prédateur.

Les concepts introduits dans le premier chapitre constituent des notions de base indispensables
a I’étude des systemes dynamiques discrets.

Au deuxieme chapitre, dans un premier temps on a rappelé les types de bifurcation avec le plus
possible de détail, puisque pour certains parametres se présentent des comportements chaotiques.
Apres on a abordé les différents définitions et outils pour définir le chaos selon Devaney et Li-York.

Enfin au dernier chapitre, on a étudier un exemple concret qui modélise un phénomene dans
la nature, qui est un modele discret proies-prédateurs, qui décrit 1’équilibre entre la population
de proies et de prédateurs. Apres I’étude de bifurcation de ce systéme, il apparalt pour certaines
valeurs de parametres un attracteur étrange qui montre que le chaos n’est pas si aléatoire qu’il
parait, en fait si on lance 1’évolution de deux points initiales trés proches, on remarque que les
itérés se séparent apreés un certain rang, mais par contre les trajectoires s’accumulent sur la figure
de l'attracteur étrange.

Des algorithmes, des programmes ainsi que des logiciels graphiques performants ont été éventuellement
congus pour mener a bien ce travail.
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